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OZET

Sabit nokta teorisinin temel amaci, bir doniisiimiin sabit noktaya sahip olabilmesi
i¢cin doniisliim tizerine veya doniisiimiin taniml1 oldugu uzay {izerine konulacak uygun
sartlar1 belirlemektir. Sabit noktanin varlig1 garanti altina alindiktan sonra iterasyon
yontemleri kullanilarak bu sabit noktaya nasil ulasilacagi belirlenebilir. Bu yaklasim
altinda, birgok yazar tarafindan yeni iterasyon yontemleri tanimlanmasi ve bu
yontemlerin belirli donilistim siniflar1 i¢in incelenmesiyle ¢ok sayida sabit nokta
teoremi ispatlanmistir. Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, sabit nokta teorisi, 6nemi, kullanim alanlar1 ve daha 6nce yapilan
calismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve
teoremler verilmistir.

Uciincii béliimde, literatiirde mevcut olan bazi iterasyon ydntemleri verilmis, yeni
iterasyon yontemi tanitilmis ve bu iterasyon yOntemi igin yakinsaklik, yakinsaklik
hiz1 ve kararlilik sonuglari elde edilmistir.

Dordiincii  bolimde, yeni tamimlanan iterasyon yontemi kullanilarak Suzuki
genellestirilmis genislemeyen doniigsiimler i¢in kuvvetli ve zayif yakinsaklik

teoremleri ispatlanmis ve bu doniisiimler i¢in niimerik 6rnek verilmistir.

Son bélimde ise bu tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve ileride
yapilabilecek caligsmalar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Suzuki Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiim, Kuvvetli
Yakinsaklik, Zayif Yakinsaklik, Yakinsaklik Hizi, Sabit Nokta.
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ABSTRACT

The main purpose of fixed point theory is to determine the appropriate conditions to
be put on the mapping or on the space where the mapping is defined in order for the
mapping to have a fixed point. After the existence of the fixed point is guaranteed, it
can be determined how to reach this fixed point using iteration methods. Under this
approach, many fixed point theorems have been proved by defining new iteration
methods by many authors and examining these methods for certain mappings classes.
This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, fixed point theory, its importance, usage areas and previous
studies are mentioned.

In the second chapter, basic definitions and theorems that will be used in the
following chapters are given.

In the third chapter, some iteration methods available in the literature are given, the
new iteration method is introduced and convergence, rate of convergence, and
stability results are obtained for this iteration method.

In the fourth chapter, strong and weak convergence theorems have been proved for
Suzuki generalized nonexpansive mappings using the newly defined iteration
method, and a numerical example is given for these mappings.

In the last chapter, the results obtained from this thesis are summarized and studies
that can be done in the future are expressed.

Keywords: Suzuki Generalized Nonexpansive Mapping, Strong Convergence,
Weakly Convergence, Rate of Convergence, Fixed Point.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi; Analiz, Geometri ve Topoloji gibi matematigin bircok dalinin
arakesitinde yer alan, calismalar1 19. yiizyila kadar dayanan, genis uygulamalara
sahip bir alandir. Sabit nokta teorisi, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin
varhigmi ve tekligini gostermek amaciyla ortaya c¢ikmistir. Bu teori, fonksiyonel
analiz, yaklagim teorisi, varyasyonel ve lineer esitsizlikler, kontrol sistemleri ve
optimizasyon gibi bir¢ok alanda karsilasilan problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli rol
oynamaktadir. Matematikte dogrudan kullanilmasinin yani sira, sabit nokta teorisinin
fizik, kimya, biyoloji, tip, miihendislik, haberlesme ve ekonomi gibi cesitli

disiplinlerde de uygulamalar1 mevcuttur [1-7].

Sabit nokta teorisi ¢alismalari normlu uzaylardan metrik uzaylara kadar birgok
matematiksel yapi tizerinde yiiriitiilmektedir. Normlu uzaylarda sabit nokta teorisine
dair galismalar 20. yy.’in ilk ¢eyreginde Brouwer [8] ile baglamistir. Brouwer, R™
uzayinda kapali bir yuvarda tanimli kendi tizerine bir doniisiimiin en az bir sabit

noktaya sahip oldugunu géstermistir.

1930 yilinda Schauder [9] Brouwer sabit nokta teoreminde R™ uzayi yerine bir
Banach uzayi alarak bu uzaym kompakt ve konveks bir alt kiimesinde tanimli kendi
iizerine bir doniisiimiin en az bir sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamis ve Brouwer

sabit nokta teoreminin bir genellemesini ortaya koymustur.

Tam metrik uzaylar {izerinde sabit nokta teoriSi ¢alismalar1 ise Stephan Banach ile
baglamistir. 1922 yilinda Banach [10], “daralma prensibi” olarak da bilinen, bir sabit
noktanin varligini ve tekligini garanti altina alan Banach sabit nokta teoreminde, tam
metrik uzayda tanimli kendi tizerine bir daraltan (contraction) doniigiimiin bir tek

sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir.

Bu teorem ayrica daraltan bir doniigiimiin teklikle belirli olan sabit noktasinin nasil
hesaplanacagina dair bir yontem sunmaktadir. Adina iterasyon denilen bu yontem
ardisik yaklasimlarla bir dizi liretmekte ve bu dizi daraltan doniisiimiin tek olan sabit
noktasina yakinsamaktadir. Bu yaklasim aracilifiyla matematikteki bir¢ok varlik
probleminin ¢6ziimiinde Banach sabit nokta teoremi etkin bir ara¢ olarak

kullanilmaktadir.



Sabit nokta teorisinde en iyi bilinen teoremlerden bir olan Banach sabit nokta
teoreminde kullanilan Picard iterasyon yontemi [11], daraltan doniisiim yerine
genislemeyen (nonexpansive) doniisiim alindiginda s6zii edilen sabit noktaya
ulasamadigindan arastirmacilar daha genel metrik uzaylari, farkli tiirden doniisiim
siniflarin1 ve yeni iterasyon yontemlerini kullanarak bu teoremin ¢ok sayida

genellestirmelerini elde etmistir. [12-21].

Iterasyon yontemleri genis ve dinamik bir literatiire sahip olmakla birlikte bu
yontemler i¢in yapilan calismalar genel olarak belirli doniisim siniflarinin
kullanilmasiyla elde edilecek dizinin hangi sartlar altinda yakinsak oldugunun
belirlenmesi, yakinsama hizlarinin karsilastirilmasi ve kararlilik analizi yapilmasi

seklinde siralanabilir.

2008 yilinda Suzuki [22], (C) kosulu olarak adlandirilan ve genislemeyen
doniisiimlerden daha genel bir doniisim sinifi tanimlayarak bazi yakinsaklik
teoremlerini ispatladi. 2009 yilinda Dhomphongsa ve ark. [23], Suzuki tarafindan
elde edilen sonuglar1 farkli &zelliklere sahip Banach uzaylarina tasiyarak
genigletmistir. Uddin ve Imdad [24-26], CAT(0) uzaylarinda ve Hadamard
uzaylarinda Suzuki tipten genellestirilmis genislemeyen doniisiimler araciligiyla bazi
sabit nokta teoremleri elde etmistir. Ali ve ark. [27] ve Ullah ve Arshad [28], ii¢
adimli bir iterasyon yontemi kullanarak bu doniisiim smifi i¢in diizgiin konveks

Banach uzaylarinda bazi kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremlerini ispatlamiglardir.

Ozellikle uygulamali matematikte bir problemin ¢dziimiiniin elde edilmesinin
yaninda, bu ¢dziime en kolay ve en hizli sekilde nasil ulasilabileceginin belirlenmesi
onem arz etmektedir. Bu nedenle s6z konusu problemin ¢oziimiinde kullanilan bir
iterasyon yonteminin ayni doniisiimle insa edilmis diger iterasyonlara gore hizinin
karsilagtiritlmasi gerekmektedir. Bu diisiinceden hareketle Rhoades [29], Mann ve
Ishikawa iterasyon yontemlerinin yakinsama hizlar1 arasindaki farki artan ve azalan
fonksiyonlar i¢in incelemistir. 2007 yilinda Agarwal ve ark. [30] tanimladiklari
iterasyonun daraltan doniisimlerin sabit noktasina Picard iterasyonu ile ayni
yakinsama hizinda, Mann iterasyonundan ise daha hizli ulagtigin1 gostermislerdir.
2014 yilinda Abbas ve Nazir [31] tanimladiklar1 iterasyonun daraltan doniistimlerin
sabit noktasina, Picard, Mann ve Agarwal iterasyonuna kiyasla daha hizl

yakinsadigini ispatlamislardir. Thakur ve ark. [32], tanimladiklar1 iterasyon
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yonteminin, Suzuki tipten genellestirilmis genislemeyen doniisiimler igin Mann,
Ishikawa, Agarwal ve ark., Noor, Abbas ve Nazir iterasyonlarina gore daha hizl

oldugunu niimerik olarak gostermislerdir.

Kararlilik kavrami farkli tiirden birgok matematiksel yapi lizerinde calisilmaktadir.
Bu kavram, lizerinde calisilan yapida uygulanacak kiiciik degisimlerin, yapinin
isleyisini boz(a)mamasi seklinde diisiiniilebilir. Kararlilik iizerine yapilan ilk ¢alisma
1956 yilinda Urabe tarafindan sunulmustur [33]. 1967 yilinda Ostrowski [34] metrik
uzaylarda Picard iterasyonunun kararlih@i iizerine ¢aligmis fakat genel anlamda
iterasyon yontemleri igin kararlilik kavramimi 1988 yilinda Harder ve Hicks [35]
tanimlamis ve belirli donlisim smiflarmi kullanarak Picard ve Mann iterasyon
yontemleri i¢in bazi kararlilik teoremlerini ispatlamislardir. Daha sonra bir¢ok yazar

tarafindan bu kavram incelenerek genis bir literatiir olusturulmustur [36-40].



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.
2.1 Analiz ve Fonksiyonel Analize Ait Baz1 Kavramlar

Tammm 2.1.1 (Metrik Uzay) X bos olmayan bir kiime ve d:X X X — R* bir

fonksiyon olsun. Her x, y, z € X igin;
1)d(x,y) =20
2)d(x,y) =0 x=y

3) d(x,y) = d(¥,x)
4 d(x,y) < d(x,z) +d(z,)

sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,
(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [41].

Tanm 2.1.2 (Yakimnsak Dizi) X bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun.
Her € > 0 i¢in n = ny oldugunda, d(x,,x) < € olacak sekilde bir ny = ny(e) € N

varsa, {x,,} dizisine x € X noktasina yakinsaktir denir [41].

Tammm 2.1.3 (Cauchy Dizisi) X = (X,d) herhangi bir metrik uzay ve {x,} bu
uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 igin m,n > ny oldugunda d(x,,, x,) < € olacak

sekilde bir n, = ny(€) sayisi varsa, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir [41].

Tamm 2.1.4 (Tam Metrik Uzay) X bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {x,};-,

Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayina tam metrik uzay denir [42].

Tanim 2.1.5 (Siirekli Doniisiim) (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, f:X - Y bir
doniisim ve x, € X olsun. Her &> 0 sayws1 igin, d(x,xy) <& oldugunda
p(f x),f (xo)) < ¢ olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f ye x, noktasinda

stireklidir denir. f, X in her noktasinda siirekli ise f ye X te siireklidir denir [43].



Tamm 2.1.6 (Vektor Uzay) V bos olmayan bir kiime ve [F bir cisim olsun. +:V X
V-Vve-:FxV -V islemleri tanimlansin. Eger her x,y,z €V ve o, € F igin

asagidaki sartlar saglaniyorsa, V ye [F cismi iizerinde vektdr uzayi denir.
l.x+yeV

2.x+(y+z2)=(x+y)+z

3. x4+ 60 =0 + x = x olacak sckilde 8 € V vardur,

4. x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € V vardur,
S.x+y=y+x

6.a-x€eV

Ta-(x+y)=a-x+a-y

B (a+B) x=ax+B-x

9.(a-p) x=a-(f-x)

10.1-x=x

F = R ise V ye reel vektor uzayi, IF = C ise V ye kompleks vektor uzay adi verilir
[44].

Tamm 2.1.7 (Konveks Kiime) X bir vektor uzay ve A c X olsun. Her x,y € A igin
B={z€eX:z=ax+(1-a)y, 0<a<1}cA
ise A kiimesine konvekstir denir [43].

Tamm 2.1.8 (Diizgiin Konveks Uzay) X bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 i¢in

x|l <1, |lyll <1 vel|lx —y|l = € sartin1 saglayan her x,y € X i¢in

1
Ellx +yll<1-6()



olacak sekilde §(e) = 0 sayis1 varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi

verilir [45].

Bu tanim, x,y € B, = {x € X:||x|| <1} ve |lx — y|| = &€ > 0 i¢in (x +y)/2 orta
noktasinin S, = {x € X:||x|| = 1} den 6§ —kadar uzaklikta ve B, kapali birim yuvar

icinde oldugunu ifade eder.

Tanim 2.1.9 (Normlu Uzay) X bir vektor uzay olsun ve F cismi R olmak iizere,

||.]I: X = F fonksiyonunun x noktasindaki degeri ||x|| ile verilsin. Bu fonksiyon
Dx]l=0=x=06

2) Hera € K ve her x € X igin ||a - x|| = |a] - ||x]|

3)Herx,y € X igin |lx + yIl < |lx|l + [yl

sartlarm1 sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna X {izerinde bir norm, (X, ||.]]) ikilisine de

normlu uzay denir [46].

Tammim 2.1.10 (Banach Uzayi1) X normlu uzay ve x,y € X olsun. Eger X uzayi,

d(x,y) = |lx — y|| norm metrigine gore tam ise X e Banach uzayi denir.

X’in reel veya kompleks vektor uzay olusuna goére Banach uzayir da reel veya

kompleks Banach uzayi olarak adlandirilir [47].

Tamim 2.1.11 (Fonksiyonel, Lineer Fonksiyonel) F = R veya F = C olmak iizere
L, F tizerinde bir vektor uzayi olsun. f: L — [ operatdriine fonksiyonel denir. Burada
L reel vektor uzay ise F = R; kompleks vektor uzay ise F = C dir. Sayet f lineer ise

f ye lineer fonksiyonel denir [41].

Tanim 2.1.12 (Normlu Dual) X bir normlu uzay olsun. X de tanimli tiim siirekli ve
reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini C (X, R) ile gosterelim. Yani C(X,R) =
{T: X - Rlineer ve siirekli} olsun. Her x € X ve T;, T, € C(X, R) igin

{(Tl + T3)(x) = T, (x) + Tr(x)
(aTy)(x) = aTy(x)



olarak tanimlanirsa C(X,R) bir vektor uzay olusturur. Bu C(X,R) uzayma X in

normlu duali denir ve X* ile gosterilir.

Burada X*, ||IT|| = sup{|T(x)|: ||x]| < 1} normuna gore normlu uzaydir. Ayrica R
tam oldugu icin X tam olmasa bile X* daima bir Banach uzaydir. Bu X* uzayma

bazen X in esi veya eslenigi ad1 verilir [41].

Tamm 2.1.13 (Kuvvetli Yakinsaklik) X, bir normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi

olsun. Eger
lim||lx, —x|| =0
n—>oo

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore

yakisaktir) denir ve bu durum lim x, = x seklinde ya da kisaca x,, = x ile
n—->oo

gosterilir. Buradaki x noktasina {x,} dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir [41].

Tamm 2.1.14 (Zayif Yakinsaklik) X normlu uzay ve {x,}, X te bir dizi olsun. Eger
her f € X* igin

lim () = £(0)

olacak sekilde bir x € X varsa {x,,} dizisi x noktasina zayif yakinsaktir denir ve bu

Z - - - -
durum x, - x veya x,, — x seklinde gosterilir. Buradaki x noktasina {x,,} dizisinin

zay1f limiti ad1 verilir [41].
2.2 Sabit Nokta Teorisine Ait Baz1i Kavramlar

Tamm 2.2.1 (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir

doniisiim olsun. Eger
Tx =x (2.2)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T’nin sabit noktasi denir ve T’nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi Fr, F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [11].



Ornek 2.2.2

(1)Eger X =R™VveT:X > X, Tx =

wlun

(x - %) ise Fr = {—V/5}.

(2) Eger X = [0,1] ve T: X — X, Tx = x2 ise Fy = {0,1}.
(3)Eger X =RveT:X > X, Tx = x — 35 ise Fy = 0.

(4) EgerX =RveT:X > X, Tx =tanx + x ise F; = {km: k € Z}.

(5) Eger X # @ ve I: X = X seklinde ise I bir 6zdes doniisiimdiir ve X in her noktasi
bir sabit noktadir. Yani F; = R.

Tamm 2.2.3 (Lipschitzian Doniisiim) X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim

olsun. Eger her x,y € X i¢cin

d(Tx,Ty) < A-d(x,y)
olacak sekilde bir A > 0 sayis1t mevcut ise T’ye bir Lipschitzian doniisiim denir [11].
Tanimdan da goriildiigii tizere, her T' Lipschitzian dontisiimii diizgiin siireklidir.

Ornek 2.2.4X =R, d(x,y) = |x —y| ve T: X - X, Tx = 7x seklinde tanimlansin.

Bu durumda,
d(Tx,Ty) = |7x = 7y| =7|x — y| = 7d(x,y)
elde edilir. Boylece A > 7 i¢in Tdoniisiimii Lipschitzian doniisiim sartin1 saglar.

Tamm 2.2.5 (Daraltan (Contraction) Déniisiim) X bir metrik uzay ve T: X — X bir

Lipschitzian doniisiim olsun. Eger her x, y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < 2~ d(x,y) (2.2)

olacak sekilde en az bir A € [0,1) sayis1 bulunabiliyorsa T’ye daraltan doniisiim
denir [11].



Ornek 2.2.2 ve Ornek 2.2.4’ten de goriildiigii gibi bir doniisiimiin sabit noktas1 tek
olabilir, birden fazla olabilir veya hi¢ olmayabilir. Bu durumda bir doniigiimiin hangi
sartlar altinda sabit noktasinin var oldugu ve bu sabit noktanin tek olup olmadiginin
belirlenmesi 6nem arz etmektedir. Adina varlik ve teklik teoremleri diyebilecegimiz
teoremler bir doniisiimiin sabit noktasinin varligini veya tekligini gostermek igin
ihtiya¢ duyulan uygun sartlar1 belirler. Sabit nokta teorisinde ¢ok iyi bilinen Banach
Sabit Nokta Teoremi s6z konusu sabit noktanin varhiginit ve tekligini su sekilde

garanti eder:

Teorem 2.2.6 (Banach Sabit Nokta Teoremi) X bir tam metrik uzay ve T: X — X

bir daraltan doniistim olsun. Bu durumda
(1) T, Xte bir tek x sabit noktasina sahiptir;
(if) Herhangi bir x, € X i¢in
Xp41 = Txp,nm =012, .. (2.3)

ile tanimli Picard iterasyonu tarafindan tretilen {x,};—, iterasyon dizisi x noktasina

yakinsar [10].

Ispat. Herhangi bir x, € X icin {x,}>_, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu,
dolayisiyla x € X noktasina yakinsadigi ve bu x’in Tx = x denkleminin bir tek

¢oziimii oldugu gosterilmelidir. O halde n > 1 ve p = 1 i¢in (2.3) sartindan

d(xn+p,xn) =d(T™P1x,, T" 1x,)

< Ad(xpyp-1,Xn_1) = Ad(T™P Lo, T 1x) < 22d(Xpyp2 Xn2) <...
< A”d(xn+p_n,xn_n) = A"d(xp, xo)

< 2(d(xp xp-1) + d(xp_1, X0))

< M (Ad(xp_1, Xp_2) + d(Xp_1,Xp_3) + d(Xp_2, Xo))

= 2"(d(xp_2, %o) + d(Xp_1, Xp_3) + Ad (xy_1,Xp_2))

< AMd(xp_2, X0) + Ad(xXp_3, Xp_3) + A2d(Xp_3, Xp_3)]

< AMd(xq, x0) + Ad (%1, %0) + A2d (x4, %0)+...]
= 2"d(x, x0) (1 + A1+ 22+ 23+...)
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= A"d (x4, %) (1—i/1>

bulunur. Yani

n

1-2

d(Xpim, Xn) < ( )d(xl, Xo)

oldugu elde edilir. 0 < A1 < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa d (X4, X,) = 0
olur. Bu da {x,};,=; dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) uzay1 tam
oldugundan x, — x dolaysiyla da x,,; = x yazilabilir. T donilistimii siirekli
oldugundan dizisel siireklidir, yani Tx,, = Tx olup x,,; = Tx, denkleminde n - o

icin limit alinirsa x = Tx elde edilir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugu gosterilmelidir. A € [0,1) olmak iizere T

dontistimiiniin y gibi baska bir sabit noktasi olsun. O halde
d(x,y) =d(Tx,Ty) <A1-d(x,y) = (1 —Dd(x,y) <0
oldugu elde edilir ki bu da bir ¢eliskidir. Dolayisiyla T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tamm 2.2.7 (Genislemeyen (Nonexpansive) Doniisiim) (X, d) bir metrik uzay ve

T:X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.4)
ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [11].

Ornek 2.2.8 X Banach uzay1 olsun. T:X — X doniisiimii, T(x) = §+ a,(a+0)

seklinde tanimlansin. O zaman T genislemeyen bir dontigiimdiir.

Coziim: Gergekten de her x,y € X ve y # 0 i¢in

i) -1 = [0 () = 5 4] =52 < e o

Ornek 2.2.9 T:[0,3] - R olmak iizere
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0, x#3
T(x):{l x=3

seklinde tanimlansin. Agik olarak T doniisimii x = 0 noktasinda bir sabit noktaya
sahiptir. Eger x =24, y=3 almwsa ||[T(x)—-TW)|=1%0.6=|x—yll
yazilabilir. Buradan T doniisiimiiniin siirekli olmadigi goriiliir. Dolayisiyla T

genislemeyen doniisiim de degildir.
Ornek 2.2.10 X = R, d(x,y) = |[x —y|ve T:R = R, Tx = x — 3 olsun. O halde
d(Tx,Ty) =lx =3 = =3)| = |x -yl =d(x,y)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sartt saglanir. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu doniisiimiin bir sabit noktas1 yoktur.

Yukaridaki Ornekten goriilecegi gibi, herhangi bir Banach uzayda tanimlanan
genislemeyen doniisiimlerin her zaman sabit noktalar1 olmayabilir. Bu nedenle uzay
lizerine veya doniisiim iizerine bazi ek sartlar konulmalidir. 1965 yilinda Browder
[48], diizgiin konveks bir Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi
iizerinde tanimli genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktaya sahip oldugunu

ispatlamistir

Tamm 2.2.11 (Quasi Genislemeyen Doniisiim) X bir metrik uzay ve T: X — X bir
dontisiim olsun. Eger p € F(T) # @ ve her x € X i¢in

d(Tx,p) < d(x,p) (2.5)
ise T ye quasi genislemeyen doniisiim denir [49].

Sonu¢ 2.2.12 En az bir sabit noktaya sahip olan genislemeyen bir doniislim quasi

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat tersi dogru degildir.
Ornek 2.2.13 T, [0,2] iizerinde bir déniisiim olmak iizere,

0, X #F2
T(x):{1 x =2
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seklinde tanimlansin. Agik olarak T doniisiimii x = 0 noktasindada bir sabit noktaya
sahiptir. Vx € [0,2] ig¢in ||Tx]|| < |lx|]| oldugundan, T quasi genislemeyen

dontisimdiir. Fakat T siirekli olmadigindan geniglemeyen doniistim degildir.
Tamm 2.2.14 (Contractive-Like Doniisiim)

X bir Banach uzay1 ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x, y € X igin,

ITx = Tyll < 8llx = yll + @lllx = Tx||] (2.6)

olacak sekilde bir & € [0,1) sabiti ve ¢(0) = 0 sartin1 saglayan bir ¢: R* - R*

monoton artan fonksiyonu varsa, T ye bir contractive-like doniisiim denir [50].

Bu doéniisiimiin her zaman sabit noktasi olmayabilir. Ancak bu doniisiimiin p gibi bir

sabit noktasi varsa (2.6) esitsizligi kullanilarak
ITx — pll < &llx — pll (2.7)
elde edilir. Ayrica (2.7) sartindan,
ITx =Tyl < [ITx = pll + llp = Tyll
< 6llx = pll + 6lly — pll (2.8)
< 8llx = yll + 261ly — pll

yazilabilir.
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3. ITERASYON YONTEMLERI ICIN YAKINSAKLIK ANALIZI

Bu boliimde bazi iterasyon yontemleri verildikten sonra, yeni tanimlanan iterasyon
yontemi i¢in (2.6) ile verilen contractive-like doniisiim siniflar1 kullanilarak kuvvetli

yakinsama, yakinsaklik hiz1 ve Kararlilik teoremleri ispatlanacaktir.

3.1 Bazi iterasyon Yéntemleri

Bu kisimda X bir normlu uzay, T:X — X bir doniisim ve x,, uy € X olarak

alinacaktir.

Tanim 3.1.1 (Picard iterasyon yontemi)
Xpt1 = Txy, = T"xy, n=12,.. (3.1)
seklinde tanimlananan iterasyona Picard iterasyon yontemi denir [11].

Tam metrik uzayda tanimli daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina ulasmak ig¢in
kullanilan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Asagida verilen ornekten
goriilecegi tizere daraltan doniisiim yerine farkli siniftan bir doniistim alinirsa Picard

iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamayabilir.

Ornek 3.1.2 X =[0,1] olmak iizere T:[0,1] > [0,1], Tx =1—x olsun. T
genislemeyen bir doniisiim ve F(T) = {%} dir. Herhangi bir x, = a # % noktasi igin

(3.1) ile verilen Picard iterasyonu kullanilarak
x1=Txo=1—a
X, =Tx; =T?*xy=a

x3=Tx, =T?x;, =T3xy=1—a

Xp=Txp_1 =T?x,_5 =+ =T"x,
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yazilabilir. Buradan (a,1—a,a,1—a,..) dizisi elde edilir. Bu dizi a i% icin

yakinsak olmadigindan Picard iterasyonu verilen doniisiimiin sabit noktasina

yakinsamaz [11].
Tanmm 3.1.3 (Mann iterasyon yontemi)
{a,} € [0,1] ve n € N olmak {izere,
Xn =1 —ay)x, + a,Tx, (3.2)
seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir [51].
Tanmim 3.1.4 (Noor iterasyon yontemi)
{a,}, {Bn}: {rn} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

Xn+1 = (1 - an)xn + a,Ty,
Yn = (1- ﬁn)xn + BnTz, (3.3)
Zy = (1 = V)xn + ¥uTx,n =0,1,2, ...

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Noor iterasyonu denir [52].
Tamm 3.1.5 (Agarwal-S iterasyonu)

{a.}, {Bn} € [0,1] ve n € N olmak {izere,

Upsr = (1 — a,)Tu, + a, Ty,
(3.4)
Up = (1- .Bn)un + BnTuy
seklinde tanimlanan iterasyona Agarwal-S-iterasyonu denir [30].
Tamm 3.1.6 (Picard-Mann iterasyonu)
{a,} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Xne1 = Tyn
3.5
{Yn =(1- an)xn + a,Tx, ( )

seklinde tanimlanan iterasyona Picard-Mann-iterasyonu denir [53].
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Tamim 3.1.7 (SP iterasyonu)
{an}, {Bn} {yn} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

Uper = 1 — v, + a, Ty,
v, = (1 =B Iwy, + B, Tw, (3.6)
Wy = (1 - yn)un + vnTuy,

seklinde tanimlanan iterasyona SP iterasyonu denir [54].
Tamm 3.1.8 (CR iterasyonu)

{a,.}, {Bn} {vn) € [0,1] ve n € N olmak iizere,

Xn+1 = (1 - an))’n + a, Ty,
Yn = (1- .Bn)Txn + BnTz, (37)
Zp = 1- Yn)xn + VuTxp

seklinde tanimlanan iterasyona CR iterasyonu denir [55].
Tamm 3.1.9 (Abbas ve Nazir iterasyonu)
{a,.}, {Bn} {vn) € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Xne1 = (1 —a )Ty, + a,Tz,
yp=(1- .Bn)Txn + BnTzy (3.8)
Zn = (1 - Vn)xn + VuTxp

seklinde tanimlanan iterasyona Abbas-Nazir iterasyonu denir [31].

2014 yilinda Giirsoy ve Karakaya [56], Picard-S iterasyonunu asagidaki sekilde
tanimlayarak, bu iterasyonun daraltan doniistimler igin Mann, Noor, SP, CR, Abbas-
Nazir, Picard-Mann ve Agarwal-S iterasyonlarindan daha hizli oldugunu

gostermiglerdir:
Tamm 3.1.10 (Picard-S iterasyonu)

{an}, {Brn} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
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Xn+1 = Tyn
Yn = (1 - an)Txn + anTZn (39)
Zn = (1 - lgn)xn + ﬁnTxn

2016 yilinda Thakur ver ark. [32] asagidaki iterasyonu tanimlayarak bu iterasyonun
Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimler i¢in Mann, Ishikawa, Noor,
Abbas-Nazir ve Agarwal-S iterasyonlarindan daha hizli oldugunu niimerik olarak

gostermislerdir:
Tamm 3.1.11 (Thakur iterasyonu)

{a.}, {Bn} € [0,1] ve n € N olmak {izere,

Xnt1 = Tyn
Yn = T[(l - an)xn + anzn] (310)
Zp = (1- ﬁn)xn + BnTxy

Ullah ve Arshad [57], 2018 yilinda K* iterasyonunu asagidaki sekilde tanimlayarak
bu iterasyonun Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimler i¢cin Agarwal-S ve

Picard-S iterasyonlarindan daha hizli oldugunu niimerik olarak gostermislerdir:
Tamm 3.1.12 (K* iterasyonu)
{a,}, {Bn} dizisi [0,1] araliginda olmak {izere,

Upyr = TVp
v, =T[(1 — ap)w, + a,Twy,] (3.11)
Wp = (1- .Bn)un + BnTuy

2018 yilinda, Hussain ve ark. [58], K iterasyon yoOntemini asagidaki sekilde
tanimlayarak bu iterasyonun daraltan doniisimler i¢in Agarwal-S ve Picard-S

iterasyonlarindan daha hizli oldugunu niimerik 6rnekler lizerinden goéstermislerdir
Tamm 3.1.13 (K iterasyonu)

{an}, {Brn} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
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Xn+1 = Tyn
Yn =T[(1 — ap)Tx, + @y Tzy] (3.12)
Zn = (1 - lgn)xn + ﬁnTxn

Tamm 3.1.14 (Karakaya iki adimh iterasyonu)

{a,}, {B,} dizisi [0,1] araliginda olmak tizere,

{xn+1 = T[(1 = a)Tx, + a, Ty,] (3.13)

Yn = T[(l — Bn)xy + BnTxy]
seklinde tanimlanan iterasyona Karakaya-iki adimli iterasyonu denir [59].

Yukarida verilen bilgiler 1s1g8inda tanimlamis oldugumuz yeni iterasyon yontemi ise

su sekildedir:
Tanim 3.1.15 (Yeni dort adimh iterasyon yontemi)
{a,}, {Bn}, {vn} ve {u,} dizileri [0,1] araliginda olmak {izere,
Xn1 =TI — @) Tyy + anTzy]
Yo =TI(1 = Bp)Txn + BnTzn] (3.14)

z, = T[(1 —y)w, + ¥, Tw,]
Wp = T[(l - .un)xn + .unTxn]

Bu iterasyon yontemi yardimiyla elde edilecek olan bazi sabit nokta teoremlerinin

ispatinda kullanilacak lemma ve tanimlar asagida verilmistir:

Lemma 3.1.16 {B,,};>-;, her n € N igin B, € [0,1) olacak sekilde negatif olmayan
bir reel say1 dizisi olsun. Eger .7, B, = o ise, bu durumda [[;-,(1 — B,) = 0 dir
[60].

Tamim 3.1.17 {a, };—; Ve {b,};r—; ayni p noktasina yakinsayan iki dizi olsun. Eger

” d(an,p) _

im =0
n—o d(by, p)

ise {a,}m=, dizisi p noktasina {b, };r—, dizisinden daha hizli yakinsar denir [61].
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Tanmim 3.1.18 (X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisim ve x, € X olsun. Picard
iterasyon yonteminden elde edilen {x,};-; dizisinin T’nin p ile gosterilen sabit

noktasina yakisadigini kabul edelim. {y, };-;, X uzayinda keyfi bir dizi olmak {izere

en = d(Vnir, f(T,¥)),n =012, ...

olarak alalim. Bu iterasyon yonteminin T — kararli (veya T ’ye gore kararli) olmasi

icin gerek ve yeter kosul

lime, =0 limy, =p
n—oo

n—>oo
olmasidir [62].

Lemma 3.1.19 § € [0,1) ve lim g, = 0 esitsizligini saglayan ve negatif olmayan
n—->oo

{en )=, say1 dizisini géz Oniine alalm. n € N olmak iizere
Uppr < O0u, + &,

sartini saglayan herhangi bir {u,, }-; pozitif say1 dizisi i¢in lim u,, = 0 dir [11].
n—-oo

3.2 Yeni Dort Adimh iterasyon Yéntemi icin Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda (2.7) sartim1 saglayan bir contractive-like dontisiim kullanilarak insa
edilen (3.14) ile tanimli yeni iterasyon yonteminden elde edilen dizi igin kuvvetli

yakinsaklik, yakinsaklik hiz1 ve kararlilik sonuglar1 irdelenecektir.

Teorem 3.2.1 C kiimesi X Banach uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi olmak tizere T:C — C (2.7) sartim1 saglayan bir contractive-like doniisiim
olsun. {x, };=; (3.14) numarali iterasyondan elde edilen bir dizi ve {a,}, {8}, (¥}
ve {u,} kontrol dizileri [0,1] araligina ait olmak tlizere Y5—; @, = oo sarti saglansin.

Bu durumda {x,, };—, dizisi T doniisiimiiniin p sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
Ispat. n — o igin x,, — p oldugu gosterilecektir. (2.7) ve (3.14) kullanilarak;
lw, —ll = IT[(1 = pp)xn + 1nTxn] —pll

< 5“(1 - .un)xn + .unTxn - p”
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< 6(1 = p)llxn = pll + wnSITx, — pll
< 81— u)llxn = pll + pn8%llxn — pll
< 8[1 = pn (1 = 8)]llxy, — pl (3.15)
ve
1zn = pll = [IT[(1 = yo)wn + ¥aTwy] = pl|
< SlI(1 = y)wy + yuTwy, — pll
< 8(1 = y)llwn = pll + v 81ITwy, — pl|
<81 = y)lwn = pll + v 82 llw, — pll
< 0[1 =y (1 = 8)]llwy — pl (3.16)
esitsizlikleri elde edilir. (3.15) esitsizligi (3.16)’ da yerine yazilirsa;
1z — pll < 62[1 = v, (1 = )11 — o (1 = H)]llx, — Pl (3.17)
olur ve
lyn = pll = IT[(X = Bu)Txn + BnTzy] = pll
< 6Il(A = Bp)Txn + BuTzy, = pl|
< 62(1 = Bullxn — pll + Bn6?llz, — pll (3.18)
buradan (3.17) esitsizligi (3.18)’ de yerine yazilirsa;

lyn — pll < 62{(1 = B)llxy — Pl

(3.19)
+Bn6%[1 = ¥ (1 — OI[1 — pn (1 = &)]llx, — pll

elde edilir. Ayrica

X1 — Il = IT[(A = ap)Ty, + a,Tz,] — pll
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< 81 = an)Tyy + anTz, —pl|
< 8(1 = a)lITyn = pll + az6lTz, — pl|
< 62(1 — ap)llyn — Pll + @y82l12, — I (3.20)
(3.17) ve (3.19) esitsizligi (3.20) de yerlerine yazilirsa;
lxns1 =PIl < 63(1 = a){(1 — B)Sllxn —
+Bn6°[1 = yu (1 = OI[1 = pn (1 = O lIx, — pl
+a,6*[1 =y, (1 = OI[1 — pn (1 = 8]llx, — pll

olur. {a,}, {Bn}, rn}, {un} € [0,1] ve & € (0,1) oldugu goz oniine alinir ve

yukaridaki esitsizlik diizenlenirse
xXn+1 = Il < 8%[1 = an (1 = 8)]lix, — pll (3.21)
elde edilir. Son esitsizlikte timevarim uygulanirsa;
llxn = pll < 6°[1 — a1 (1 = 8)]llxn-1 — Pl

X1 —pll < 83[1 = apn_,(1 = O]llxn— — pll
(3.22)

llxz —pll < 8%[1 — ay (1 = &)]llx, — pll

olur ve buradan

n

tnsr = pll < vy = I8 | 11— @1 = 6)) (3:23)

i=1

elde edilir. {a,}€[0,1] ve 6 € (0,1) oldugundan [1—a,(1—6)]<1 olur.

Ortalama Deger Teoremi’nden her x € [0,1] igin 1 —x < e™* esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla (3.23) esitsizliginden
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n

lxn+1 — 2l < llxg — pll&3" 1—[ e~ (1-8a;
= (3.24)

= [lx; — pll§*re-A-N k@

elde edilir. (3.24)’de n — oo igin limit alinirsa x, = p oldugu goriiliir. Boylelikle

ispat tamamlanir.

Bu teoremde verilen ), @, = o sartina gerek kalmaksizin lim |[x, —p|[ =0
n—>oo

oldugu asagida verilen teoremden goriilebilir:

Teorem 3.2.2 C,X ve T Teorem 3.2.1’de oldugu gibi tanimlansin. Bu durumda
(3.14) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen {x,};-, dizisi T operatoriiniin p

sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. (3.21) ile verilen ||x,.; — pll < 83[1 — a, (1 — 8)]llx,, — pl| esitsizligini goz

ontine alalim. [1 — a, (1 — §)] < 1 oldugu igin

lxn+1 — Il < 8%l — pl

yazilabilir. Bu esitsizlik kullanilarak lim ||x,, — p|| = 0 elde edilir.
n—oo

Teorem 3.2.3 p sabit noktasina sahip T doniisiimii ile C kiimesi Teorem 3.2.1°deki
gibi tanimlansmn. x; = u, € C olmak iizere (3.14) ile verilen yeni iterasyon
yonteminden elde edilen {x,};-, dizisi ve (3.11) ile verilen K* iterasyon
yonteminden elde edilen {u, }o—; dizisi géz 6niine alinsin. {a,}, {B.}, {¥a} ve {1}
dizileri [0,1] araliginda olmak iizere her n € N igin (i) a; < a,, < 1 sart1 saglansin.

Bu durumda {x,, };—, dizisi p sabit noktasina {u, };—, dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat. Teorem 3.2.1°de

n

tnsr = pll < vy = I8 | 11— @1 = 6)) (3.25)

i=1

esitsizligi elde edilmisti. Benzer sekilde (3.11) ile verilen iterasyon yontemi

kullanilarak
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Iw, —pll < (1 = B)lluy —pll + 6Bullun — pll

=[1=B,(1 = O]llu, —pl (3.26)
ve
lvn —pll < 6(1 — ap)llw, — pll + Sayllw, —pll
< 68[1 - ay (1 = O)]llwy, — pll (3.27)
ve
lun+1 —pll < 8llvy, —pll (3.28)

esitsizlikleri elde edilir. Sirasiyla (3.26), (3.27)’de ve (3.27) esitsizligi de (3.28)’de

yerine yazilip [1 — B,(1 — §)] < 1 oldugu goz oniine alinirsa;

”un+1 - p” < 62[1 - an(l — 5)]”un - p”

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte tiimevarim uygulanirsa,

n

lunss = pll < 67| |11 = (1= )i, =l (3:29)
i=1
elde edilir. (i) kabulii sirasiyla (3.25) ve (3.29) esitsizliklerine uygulanirsa;
n
i = pll < 63| |11 = a1 = )iz, —
i=1

=61 - a; (1= O]"llx, —pl

ve
n
lunss = pll < 62 | |11 = (@ = )]y = p

i=1

=6""[1 -y (1 = )]"luy —pll
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elde edilir.
an, = 631 — a;(1—8)]"lx; — pll
b, = 8§*"[1—a; (1= 8)]"lIs; —pll

seklinde secilsin ve ¢, = % olsun. Bu durumda
n

an _ % = plI&*[1 - ey (1 = O
by luy = pll&2*[1 = a; (1 = 8)]"

bn =

= 5"

elde edilir. § € (0,1) oldugundan lim ¢, = 0 olur. Tanim 3.1.17°den {x,,};-, dizisi
n—-oo

p sabit noktasina {u,, };—, dizisine gore daha hizli yakinsar.

Simdi bu sonucu destekleyen ornekleri verelim:

Ornek 3.2.4 X =R ve C = [0,1] olmak iizere T:C - C, T(x) = ie‘zx + §0052x

seklinde segilirse bu doniisiimiin § = 0.75 ve Y(t) = 2—; icin (2.7) sartin1 saglayan

bir contractive-like doniisiim oldugu Sekil 3.1’den goriilebilir:
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04

Y00

': (e2*—e )+ lT (cos(2 x) — cos(2 '\'))|

A I = 1
B 0.75|x-y+0.12 |—; e X 4 x~ = C()S(.'Z.\')I

Sekil 3.1. Ornek 3.2.4 ile verilen T ddniisiimiiniin (2.7) sartin1 sagladigin1 gosteren
sekil

Bu doniisiimiin sabit noktasinin p = 0,35261795533135 oldugu goriilebilir. x; =
0,99 baslangi¢c noktasiyla birlikte a, = B, = ¥y = Un = % olsun. Asagida verilen

cizelgeler, (3.14) ile tamimlanan yeni iterasyon yonteminin Noor (3.3), Agarwal-S
(3.4), Picard-Mann (3.5), SP (3.6), CR (3.7), Abbas-Nazir (3.8), Picard-S (3.9),
Thakur (3.10), K* (3.11), K (3.12) ve Karakaya-iki adim (3.13) iterasyonlarindan

daha hizli oldugunu gostermektedir:

Cizelge 3.1.’den goriilmektedir ki, (3.14) ile tanimli yeni iterasyon yontemi 16.
adimda sabit noktaya ulasirken, K* (3.11) iterasyonu 18. adimda, Abbas-Nazir (3.8)
iterasyonu 20. adimda ve K (3.12) iterasyonu 23. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.

24



Cizelge 3.1. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranist.

Xn Yeni Iterasyon K* Abbas-Nazir K

X1 0,99 0,99 0,99 0,99

Xo 0,41706233263467 0,43575190477400 0,43944871615998 0,21435139142803
X1is 0,35261795533136 0,35261795533195 0,35261795534296 | 0,35261795581020
X1 0,35261795533135 0,35261795533143 0,35261795533337 | 0,35261795522394
X1ig 0,35261795533135 0,35261795533141 0,35261795532594
X19 0,35261795533136 | 0,35261795533256
X20 0,35261795533135 0,35261795533107
X3 0,35261795533133
X33 0,35261795533135

Cizelge 3.2.’den goriilmektedir ki, Karakaya-iki adimli iterasyon yontemi (3.13) 18.

adimda sabit noktaya ulasirken, CR (3.7) iterasyonu 33. adimda, SP (3.6) iterasyonu

22. adimda ve Thakur (3.10) iterasyonu 32. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.
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Cizelge 3.2. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranist.

X, Karakaya-iki adim CR SP Thakur

X1 0,99 0,99 0,99 0,99

Xy 0,44444626305663 0,09717346826313 0,47296654454298 0,55568990364746
X17 0,35261795533136 0,35261797249511 0,35261795533823 0,35261799432552
X1g 0,35261795533135 0,35261794957888 0,35261795533278 0,35261796922018
Xy 0,35261795525877 0,35261795533135 0,35261795555487
X392 0,35261795533135 0,35261795533134 0,35261795533135 0,35261795533135
X33 0,35261795533135

Cizelge 3.3.’ten gortilmektedir ki, Picard-S (3.9) iterasyon yontemi 32. adimda sabit
noktaya ulasirken, Agarwal-S (3.4) iterasyonu 61. adimda, Picard-Mann (3.5)
iterasyonu 35. adimda ve Noor (3.3) iterasyonu 74. adimda sabit noktaya

ulasmaktadir.

Cizelge 3.3. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranist.

Xn Picard-S Agarwal-S Picard-Mann Noor

X1 0,99 0,99 0,99 0,99

Xy 0,55469942149991 | —0,0553351828157933 | 0,09369660014021 | 0,75655163907365
X3, | 0,35261795533135 0,35261794255326 0,35261795533131 | 0,35261875839071
X35 0,35261795764331 0,35261795533135 | 0,35261817243994
X1 0,35261795533135 0,35261795533394
X74 0,35261795533135
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Ornek 3.2.5 X =R ve C = [0,1] olmak iizere T:C - C, T(x) = %ln(x3 +3)—
1—14$in (x — 0,5) seklinde segilirse bu doniisiimiin § = 0.1 ve Y(t) = % icin (2.7)

sartin1 saglayan p =0,07349891805968 sabit noktasina sahip bir contractive-like

n+1

doniisim oldugu goriilebilir. x; = 0,5 baslangic noktasiyla birlikte a,, = — Bn =
:—:, Vo = 1::132 ve u, = 11—1:16 olsun. Asagida verilen gizelgeler, (3.14) ile tanimlanan

yeni iterasyon yonteminin Noor (3.3), Agarwal-S (3.4), Picard-Mann (3.5), SP (3.6),
CR (3.7), Abbas-Nazir (3.8), Picard-S (3.9), Thakur (3.10), K* (3.11), K (3.12) ve
Karakaya-iki adim (3.13) iterasyonlarindan daha hizli oldugunu géstermektedir:

Cizelge 3.4. ten goriilmektedir ki, (3.14) ile tanimli yeni iterasyon yontemi 4. adimda
sabit noktaya ulasirken, K* (3.11) iterasyonu 6. adimda, Abbas-Nazir (3.8)

iterasyonu 10. adimda ve K (3.12) iterasyonu 5. adimda sabit noktaya ulagsmaktadir.

Cizelge 3.4. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranist.

Xn Yeni Iterasyon K* Abbas-Nazir K

X 0,5 0,5 0,5 0,5

Xy 0,07350336826499 0,07417311353063 0,06687163818334 | 0,07339837003193
X4 0,07349891805968 0,07349891870492 0,07349651688275 | 0,07349891805544
X5 0,07349891806010 0,07349896711350 | 0,07349891805968
Xe 0,07349891805968 0,07349891705236

X190 0,07349891805968

Cizelge 3.5.’ten goriilmektedir ki, Karakaya-iki adimli iterasyon yontemi (3.13) 6.

adimda sabit noktaya ulasirken, CR (3.7) iterasyonu 9. adimda, SP (3.6) iterasyonu

12. adimda ve Thakur (3.10) iterasyonu 7. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.
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Cizelge 3.5. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranist.

Xp Karakaya-Tki adim CR SP Thakur

X 0,5 0,5 0,5 0,5

Xy 0,07417546856131 0,05917754125575 0,17948291982852 0,07505460051806
X 0,07349891805968 0,07349891634410 0,07350944786085 0,07349891805979
X7 0,07349891807938 0,07349940893220 0,07349891805968
X 0,07349891805968 0,07349891855031

X12 0,07349891805968

Cizelge 3.6.’dan goriilmektedir ki, Picard-S (3.9) iterasyon yontemi 7. adimda sabit
noktaya ulasirken, Agarwal-S (3.4) iterasyonu 12. adimda, Picard-Mann (3.5)
iterasyonu 10. adimda ve Noor (3.3) iterasyonu 22. adimda sabit noktaya

ulasmaktadir.

Cizelge 3.6. Bazi iterasyon yontemlerinin yakinsama davranisi.

Xn Picard-S Agarwal-S Picard-Mann Noor

Xy 0,5 0,5 0,5 0,5

Xy 0,07504981555882 0,04945973404553 0,05728402642091 0,32203488227597
x; | 0,07349891805968 0,07349892175066 | 0,07349891814348 | 0,07503285056463
X190 0,07349891805955 0,07349891805968 0,07351836160577
X1 0,07349891805968 0,07349962855550
X2 0,07349891805968
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Teorem 3.2.6 X bir normlu lineer uzay, T: X — X doniisimii (2.7) sartin1 saglayan
bir contractive like doniigim ve ¢: R* — R* fonksiyonu, ¢(0) = 0 sartin1 saglayan
bir monoton artan fonksiyon olsun. (3.14) iterasyon yontemi tarafindan iiretilen dizi
{xn}=1 olmak iizere, T nin bir p sabit noktasina sahip oldugunu kabul edelim. Bu

durumda (3.14) iterasyon yontemi T-kararlidir.
Ispat. {x,,}_,, X uzayinda herhangi bir dizi olsun. &, = ||x,..1 — f(T,x,)|l igin
Yo =TI = B)Txn + BrT2n], 2 = TI(1 = yp)wy + 1 Twy],

wy, = T[(1 — u)x, + u,Tx,] ve lime, =0 olsun. 711_{1;10 X, =p oldugu

n—oo

gosterilecektir:
lxns1 =PIl < %41 = TI(A — @) Ty, + @y T2z, ]|l
+ITI(A = @) Tyn + ayTz,] — pll
< &, +6ll(1 — @ )Ty, + @ Tz, — pl| (3.30)
<& +6(1 - a )Ty, — pll + 8a,lITz, — pll
< e+ 67(1 = a)llyn —pll + 8%ayllz, — pll
ve
lyn —pll = IT[(1 — B)Txn + BuTzyn] —pll
<S8l — Bp)Txn + BnTz, — pli
< 621 = B)llxp — pll + BrdZllz, — pl (3.31)
ve
lzm — pll = IT[(1 = y)wn + ¥aTwy] — pll
< (1 = y)lwyp — pll + 182 llwy, — pl|
< 6[1 =y (1 = 8)]llwy — pll (3.32)
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ve
lw, = pll = IT[(1 = pp)xy + 1 Txn] = pll
< 81 = p)llxy — pll + 162 llxn — pll
< 8[1 = pn (1 = 8)]llx, — pl (3.33)
elde edilir. (3.33) esitsizligi (3.32) esitsizliginde yerine yazilirsa;
Iz, — pll < 6%[1 = ¥ (1 = O)I[L = pn (1 = H)]lIxn — pll (3.34)
olur. (3.34) esitsizligi (3.31) de yerine yazilirsa;
Iy = pll < 821 = Bu(1 = 831 = (1 = O = pa(1 = O}l — pll  (3.35)
elde edilir. Ayrica (3.35) ve (3.34) esitsizlikleri (3.30) da yerlerine yazilirsa;
X1 — Il < &0 + 6*{1 — B,(1 = 6*)(1 — ) [1 = 1, (1 = O[T — (1 — 6)]
+an[1 =y, (1 = )][1 — (1 = O Blxn — pll
§ €[0,1) ve ay, Bn, Yn, Un € [0,1] oldugu igin,

61 = (1 =61 — a1 — ¥ (1 = OI[1 — pp (1 = 8)]
tan[l-yQ -1 -p,(1-8]}<1

olup buradan,
IxXn+1 — oIl < Sllx — pll + &
yazilabilir. Lemma 3.1.19’dan 1111_1)1010 X, = p olur.
Tersine 7{1_{’210 X, = p olsun. 1111_1)‘210 &, = 0 oldugu gosterilecektir:
én = llxn+1 = F (T, x)l
< llxnts =PIl + ITIA = @) Ty, + anTz,] = pl
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< IxXpea — Pl + 61X — @) Tyn + anTz, — pll
< lIxner — 2l + 62 = a)llyn — pll + 8%anllz, — pll
(3.35) ve (3.34) esitsizlikleri yukarida elde edilen esitsizlikte yerlerine yazilirsa
&n = llxns1 = pll +8*{1 = Bo(1 = 62)(1 — a)[1 — v, (1 = O[T — (1 — 8)]
+an[1 -y (1= O[T — py (1 = O)1}Ix, — pll

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo igin limit alimirsa lim &, = 0 elde edilir.

n—0oo

Dolayisiyla (3.14) ile tanimlanan yeni iterasyon yontemi T — kararlidur.
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4. SUZUKI TiPTEN GENISLEMEYEN DONUSUMLER ICIN BAZI SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde, Suzuki tipten genellestirilmis genislemeyen doniisiimler igin (3.14) ile
verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklari
ispatlanacak ve bu dizinin yakinsamasinin daha hizli oldugu niimerik olarak

gosterilecektir.
4.1 Bazi Onemli Tanimlar ve Notasyonlar
Tanmim 4.1.1 (Suzuki Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiim)

X bir Banach uzay1 ve K, X’in bostan farkl bir alt kiimesi olmak tizere T: K — K bir

doniisiim olsun. Eger Vx,y € K i¢in
1
Sllx =Txll < llx =yl = [ITx = Tyl < llx — ¥ (4.1)

ise T doniisiimiine K tizerinde (C) sartin1 saglar denir.

(C) sartin1 saglayan T doniisimii Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimdiir
[22]. Ayrica (C) sartim1 saglayan doniisiimler genislemeyen doniisiimlerden daha

geneldir.
Ornek 4.1.2 T:[0,3] - [0,3] bir doniisiim ve

0, x#+3
T(x):{1 x =3

seklinde tanimlansmn. Eger x <y ve x € ([0,3] x[0,3])\ ((2,3) X {3}) ise,
ITx — Ty|| < |lx — y|| saglanir. Eger x € (2,3) ve y = 3 ise,

1
M =Tall=3> 1>l —ylive tlly =Tyl = 1> [lx - y|

seklinde olup T doniigimii (C) kosulunu saglar. Fakat T siirekli olmadigindan

genislemeyen doniisiim degildir.
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Tamm 4.1.3 (Demiclosed Ozelligi) K, X Banach uzayinmn bostan farkli bir alt
kiimesi ve T: K — K bir doniisiim olsun. Vx € K ve y € X i¢in K kiimesindeki {x,,}
dizisi x noktasina zayif ve {Tx,} dizisi y noktasina kuvvetli yakinsadiginda Tx =y

oluyorsa T doniisiimiine y noktasinda demiclosed denir [63].

Tamm 4.1.4 (Opial Sarti) X Banach uzayinda x, = x zayif yakinsamasi y # x

olmak {izere her y € X i¢in

limsupl|x,, — x|| < limsup||x, — y||

n—oo n—->oo
olmasini gerektiriyorsa, bu durumda X, Opial sartin1 sagliyor denir [64].

Bu esitsizlikteki “limsup” ifadeleri “liminf” ile yer degistirirse, benzer bir sart elde

edilir.

Tamm 4.1.5 (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez) K, X Banach uzaymin
bostan farkli kapali konveks bir alt kiimesi ve {x,}, X de sinirli bir dizi olsun. x € K

olmak tzere

ra(x: {xn}) = limsup”xn - XH

n—-co

kurali ile verilen (-, {x,}): X » R* fonksiyonu goz 6niine alinsin. K kiimesinde
tanimli 7, (-, {x,,} fonksiyonunun infimumuna {x,} dizisinin K ya gore asimptotik

¢ap1 denir ve 7, (K, {x,,}) ile gosterilir. Yani asimptotik yarigap
Ta (K, {xn}) = inf{r,(x, x,): x € K}
seklindedir.
z € K olmak iizere
1a(z,{xn}) = inflrg(x,x,): x € K} = 1, (K, {xn})

oluyorsa bu z € K noktasina {x,} dizisinin K ya gore asimptotik merkezi denir. {x,,}
dizisinin K ya gore asimptotik merkezlerinin smifi Z,(K,{x,}) ile gosterilir. Yani

asimptotik merkez
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Zo(K, (xn}) ={z € K:1(2, {xn D)} = 7 (K, {x,.})
seklindedir [65].

Z (K, {x,}) bos kiime olabildigi gibi tek ya da ¢ok elemanl da olabilir. Asagidaki
teoremlerde bir diizgiin konveks Banach uzayinda Z, (K, {x,}) nin tek elemanli bir

kiime oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.1.6 X diizgiin konveks bir Banach uzay, K bu uzayin bostan farkli kapali
konveks bir alt kiimesi ve {x,}, X te smurh bir dizi olsun. Bu durumda Z, (K, {x,,})

tek elemanl bir kiimedir [65].

Teorem 4.1.7 K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bostan farkli kapali konveks bir
alt kiimesi olsun. X teki her sinirh {x,,} dizisi K ya gore bir tek asimptotik merkeze

sahiptir. Yani

Zo(K {x,}) = {2}
ve x # z olmak lzere

limsup||x,, — z|| < limsup||x,, — x||

n—oo n—oo
seklindedir [65].

4.2 Suzuki Genellestirilmis Genislemeyen Déniisiimler i¢cin Kuvvetli ve Zayif

Yakinsaklik Teoremleri

Onerme 4.2.1 K,X Banach uzaymnim bostan farkli bir altkiimesi ve T:K — K bir

doniisiim olsun.

i.  Eger T genislemeyen doniisiim ise o zaman T doniigiimii (C) sartini saglar.
ii.  Bir sabit noktaya sahip olan ve (C) sartin1 saglayan her doniisiim quasi
genislemeyen doniisiimdiir.

iii.  Eger T doniisimi (C) sartin1 sagliyorsa, o zaman

llx =Tyl < 3[ITx — x|l + llx — yll, vx,y € K
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seklindedir [22].

Lemma 4.2.2 K, X Banach uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi ve T: K = K Opial
sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. T nin (C) sartin1 sagladigi kabul edilsin. Eger

{x,} dizisi z ye zayif yakinsak ve lim ||x,, — Tx,|| = 0 ise 0 zaman Tz = z dir. Yani
n—-oo

I — T sifirda demiclosed olur [22].

Lemma 4.2.3 K, X diizgiin konveks Banach uzaymin zayif kompakt konveks bir alt
kiimesi ve T: K = K bir doniisiim olsun. T nin (C) sartin1 sagladig1 kabul edilsin. O

zaman T bir sabit noktaya sahiptir [22].

Lemma 4.2.4 X bir diizglin konveks Banach uzay1 ve biitiin pozitif tamsayilar igin

0 <a<s, <b<1olsun. Ayrica {x,} ve {y,}, X de bazi d = 0 igin

limsupl|x,|| < d, limsup||y,|l <d

n—-oo n—-co

ve

limsupllsnxn + (1 - Sn))’n” =d

n—-oo

sartlarin1 saglayan iki dizi olsun. Bu durumda lim ||x,, — y,,|| = 0 olur [66].
n—->oo

Lemma 4.2.5 K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bostan farkli, kapali konveks
bir alt kiimesi ve F(T) # @ olmak iizere T:K — K bir Suzuki genellestirilmis
genislemeyen dontisiimii olsun. {x,} dizisi (3.14) iterasyon yontemi ile tanimlanan

bir dizi olsun. O zaman tiim p € F(T) igin lim ||x,, — p|| mevcuttur.
n—-oo

Ispat. p € F(T) ve x € K olsun. T déniisiimii (C) sartin1 sagladigindan Onerme

4.2.1 (i1)’den T quasi genislemeyen doniisiimdiir. Yani
ITx —pll < llx —pll
seklindedir. (3.14) iterasyon yontemi kullanilarak

”Wn - P” = ”T[(l - .un)xn + .unTxn] - p”
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ve

ve

ve

< ”(1 - lfln)xn + .unTxn - p”
< (1 — w)llxn = pll + unITx,, — pll

< (1 _.un)”xn - p” +ﬂn”xn - p”

= llxn = pll

lzn — pll = IT[(1 — vi)wn + ¥aTwy] — pll
< (1 — v)wn + ¥uTwy — pll
< (1 =y)lwn, = pll + vullTwy, —pli
< (1 =y)lwp = pll + ¥allwy, — pll
= [lw, —pll

= llxy = pll

lyn = pll = IT[(A = B)TXy + BrTzn] — Pl
<A = B)Txn + BTz, — pll
< (A =B)lTxn = pll + Bl Tz, - pl|
< (A =B)llxp = pll + Ballzn = pll
< (A =B)llxp = pll + Bullxn = pli

= llx = pll

|xp+1 — 2l = IT[(1 — ap)Ty, + anTz,] — pll
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(4.3)

(4.9)



<A = a)Ty, + anTz, —pli

< (1= a)lITy, —pll + anliTz, —pl|

< (1 =a)llyn = pll + anllz, —pl

< (1 =an)llxy —pll + anllx, —pll

= |lx, — pll (4.5)
elde edilir. Boylece iirgllxnﬂ —pll < rllirgllxn — pl| olur. Buradan tiim p € F(T)

icin {||x, — p||} sinirl ve artmayan dizi olur. Béylece lim ||x,, — p|| vardir.
n—-oo

Lemma 4.2.6 K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bostan farkli, kapali konveks
bir alt kiimesi ve T: K - K Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimii olsun.
{x,} dizisi (3.14) iterasyon yontemi ile tanimlanan bir dizi olsun. O zaman F(T) # @

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul {x,} dizisinin siirli ve lim ||x, — Tx,|| =0
n—-0oo

olmasidir.

Ispat. Lemma 4.2.5’ten lim ||x,, — p|| mevcut ve {x,,} simirlidir. Burada,
n—->0oo

lim||x, —pll =7 (4.6)
n—->oo
oldugunu kabul edelim. (4.2) ve (4.6)’dan,

limsup|lw,, — p|| < limsup||x, —p|| <r (4.7)

n—->oo n—-oo

olur. T Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim oldugundan Onerme 4.2.1
(i1))’den sabit noktaya sahip olan ve (C) sartimt saglayan her doniisim quasi

genislemeyen doniisiimdiir. O halde,

limsup||Tx,, — pl| < limsupllx, - pll <7 4.8)

n—-oo n—-oo
olur. Ayrica

Ixp1 —pll = IT[(1 — ap)Ty, + an,Tz,] — pll
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< “(1 - an)Tyn + anTZn - p”

< (1 —a)llyn —pll + ayllz, —pll

= (1 - an)”T[(l - .Bn)Txn + ,BnTZn] - p” + an”Zn - p”

< (1 - an)”(l - ,Bn)Txn + ,BnTZn - p” + an”Zn - p”

=< (1 - an)(l - .Bn)”xn - p” + (1 - an)ﬁn”Zn - p” + an”Zn - p”

=< (1 - an)(l - .Bn)”xn - p” + (1 - an)ﬁn”Wn - p” + an”Wn - p”

=< (1 - an)(l - .Bn)”xn - p” + (1 - an)ﬁn”xn - p” + an”Wn - p”

< (1= an)llxn = pll + agllw, —pl|

< ”xn _p” - an”xn _p” + an”Wn - p”

olup, buradan

IXn41 — Il = llx7 = plI p

a, [”Wn - p” - ”xn - p”] (49)

elde edilir. a,, € (0,1) oldugundan yukaridaki esitsizlikten

T
< llwn = pll = llxn = pll
yazilabilir. Dolayisiyla
IXn+1 =PIl < llwy, —pll (4.10)

olur. Son esitsizlikte liminf’a gecilirse,
r = liminf||x,,; — pl| < liminf]|w,, — p||
n—-oo n—-oo
r < liminf]|z, — p]| (4.11)
n—-0o
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Boylece (4.7) ve (4.11)’den dolay1
lim [lw, —pll =7
n—0oo
elde edilir. Bu esitlik kullanilarak,
r = lim [lw, —pl|
n—oo
= rlll_r){)lo”T[(l — Un)Xn + U Txp] — p”

= rlll—{{:lo”(l - .un)xn + unTx, — p”

Iim (1 = pn) (tn = ) + o (T2 = D) (4.12)
(4.6), (4.8), (4.12) ve Lemma 4.2.4’ten,

lim Jlx, = Txy || = 0
elde edilir.

Tersine {x,,} smirh ve lim ||x,, — Tx,|| = 0 olsun. p € A(K,{x,,}) olsun.
n—->0o

Onerme 4.2.1 (iii) ve asimptotik merkez kavramindan,

r(Tp, {x,}) = limsupl||x, — Tpl|

n—-oo

< limsup(3||Tx,, — x|l + llx,, — pID)

n—->oo

= limsupl|x,, — pl|

n—->oo

=7, {x,}) = (K, {x,})

Buradan Tp € A(K, {x,,}) elde edilir. X diizgiin konveks oldugundan A(K,{x,}) tek
elemana sahiptir. O halde Tp = p dir.
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Teorem 4.2.7 K, X diizglin konveks Banach uzaymin bostan farkli, kapali konveks
bir alt kiimesi ve F(T) # @ olmak {izere T:K — K bir Suzuki genellestirilmis
genislemeyen dontisim olsun. {x,} dizisi (3.14) ile verilen iterasyon yonteminden
elde edilen bir dizi ve X Opial sartin1 saglasin. O zaman {x,}, F(T) kiimesinin bir

noktasina zayif yakinsar.

Ispat. p € F(T) oldugundan Lemma 4.2.5°ten dolay1 lim ||x,, — p|| vardir. {x,}
n—oo

dizisinin F(T) de bir tek zayif alt dizisel limite sahip oldugu gosterilecektir. {xnj} ve

{xnk} dizileri {x,} nin alt dizileri olmak {izere zayif limitleri sirasiyla x ve y olsun.

Lemma 4.2.6’dan lim||x, —Tx,||=0 ve Lemma 4.22’den [—T sifirda
n—-oo

demicloseddir. Bu ise (I — T)x = 0 ve x = Tx anlamina gelir. Benzer sekilde Ty =
y oldugu goriilebilir. Simdi bu limitin tek oldugunu gosterelim. Bunun i¢in x # y

oldugunu kabul edelim. Opial sartindan,

lim ||x, — x| = lim ”xn. — x”
n—-oo nj—co ]

< i [, ]

n;—oo

= lim [lx, — ||
n—-oo

= lim [, = ]|

< lim ||xnk —x||

ni—oo
= lim [|x, — x||
n—-oo

Bu bir geliskidir. O zaman x = y dir. Sonug olarak {x,,} dizisi F(T) nin bir noktasina

zay1f yakinsar.

Teorem 4.2.8 K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bostan farkli, kapali, konveks
bir alt kiimesi ve T:K — K bir Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim
olsun. {x,} dizisi (3.14) iterasyon yontemi ile tanimlanan bir dizi olsun.

d(xn, F(T)) = {infllx, — pll,p € F(T)} olmak iizere {x,} dizisinin F(T) nin bir
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noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul liminf d(x,,F(T)) = 0 ya da

n—oo

limsup d(x,, F(T)) = 0 olmasidir.

n—oo

Ispat. Gereklilik asikardir.

Yeterlilik i¢in liminf d(x,, F(T)) =0 olsun. Lemma 4.2.5’ten Vp € F(T) i¢in

n—oo

lim ||x,, — p|| vardir. Bu yiizden hipotez geregi lim d(x,, F(T)) = 0 dir. {x,,} in K
n—->oo n—0oo

de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
lim d(x,, F(T)) = 0 oldugundan V¥ € > 0 i¢in Vn = m, oldugunda
n—->oo
€
d(oen, F(T)) < 5
ve
] €
inflllxn —pl:p € F(T)} <5
olacak sekilde my € N vardir. n = m, secilirse
) €
mf{“xm0 — p||:p € F(T)} < 5
yazilabilir. Bu nedenle
€
e —ll <>
olacak sekilde p € F(T) vardir. m,n = m; i¢in,
”xn+m - xn” < ”xn+m - p” + ”xn - p”

< [lxtmg = 2l + llxm, =2

= 2[|xm, - vl <€
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yazilabilir. Bu ise {x,} in K kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. K kapali

oldugundan, lim x, = q olacak sekilde bir g € K noktas1 vardir. lim d(x,, F(T)) =
n—-oo n—->oo

0 oldugundan d(q, F(T)) = 0 olur. Dolayisiyla q € F(T) elde edilir.

Teorem 4.29 K,X diizgin konveks Banach uzaymin bostan farkli, kompakt,

konveks bir alt kiimesi ve T:K — K bir Suzuki genellestirilmis genislemeyen

doniisim olsun. {x,} dizisi (3.14) iterasyon yontemi ile tanimlanan bir dizi olmak

tizere {x,}, T nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat. Lemma 4.2.3’ten F(T) # @ ve Lemma 4.2.6’dan lim||Tx,, — x,|| = 0 elde
n—-oo

edilir. K kompakt oldugundan, {x,,} dizisinin bir {xnj} alt dizisi vardir dyle ki bazi

p € K icin Xn; =P kuvvetli yakinsamasi mevcuttur. Onerme 4.2.1 (iii) den,
[ =0l = 375, 0 + =l =
olur. Bu esitsizlikte limite gegilirse,

[ T—
elde edilir. Boylece Tp =p olur yani p € F(T) dir. Ayrica Lemma 4.2.5’ten

lim ||x,, — p|| mevcut oldugundan {x,} dizisi p ye kuvvetli yakinsar.
n—->oo

Tamm 4.2.10 ((A) Sarti)

K, X Banach uzaymnin bostan farkli, konveks bir alt kiimesi, T: K — K bir doniisiim
ve F(T) # @ olsun. d(x, F(T)) = inf{d(x,p):p € F(T)} olmak tizere f:[0, ) —
[0,0), Vr >0 i¢in f(r) >0, f(0)=0 seklinde tanmimli, azalmayan bir f
fonksiyonu mevcut ve her x € K i¢in ||x — Tx|| = f(d(x, F(T))) oluyor ise, T ye
(A) sartin1 saglar denir [67].

Teorem 4.2.11 K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bostan farkli, kapali konveks
bir alt kiimesi ve F(T) # @ olmak iizere T: K —» K doniisimii (A) sartin1 saglayan

bir Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisim olsun. Bu durumda (3.14)
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iterasyon yontemi ile tamimlanan {x,} dizisi T’nin bir sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

Ispat. Lemma 4.2.5’ten Vp € F(T) i¢in lim||x,, —p|| vardir ve boylece
n—oo

lim d(x,, F(T)) vardir. § = 0 igin lim ||x,, — p|| = § oldugunu kabul edelim. Eger
n—-oo n—-oo

6 = 0 ise sonug bulunur. § > 0 oldugunu kabul edelim. Hipotezden ve (A) sartindan

f(dQxn, F(T))) < |ITxy — xpll (4.13)

elde edilir. F(T) # @ oldugundan Lemma 4.2.6’dan lim ||Tx,, — x,,|| = 0 elde edilir.
n—oo

Bu ise limf(d(x,, F(T))) =0 oldugunu verir. f azalmayan bir fonksiyon
n—->oo

oldugundan liminf d(x,, F(T)) = 0 elde edilir. Boylece Vi € N i¢in

n—->oo

1
o — 4l < (.19

olacak sekilde {x,} dizisinin bir {x,,} alt dizisini ve {y;} c F(T) dizisini elde ederiz.
(4.14) esitliginden,

1
ey, = ill < llem, = vill < S5

lyisr — ¥ill < Wyier — xigall + Ixi01 — ¥l

1 1
T

< —
AR

<

->0,n—> o

2i—1

Boylece {y;} dizisi F(T) i¢inde bir Cauchy dizisidir ve bu dizi bir p noktasina
yakinsar. Dolayisiyla p € F(T) olur ve {xni} dizisi p noktasina kuvvetli yakinsar.

lim ||x,, — p|| mevcut oldugundan {x,,} — p elde edilir.
n—-oo

Ornek 4.2.12 T:[0,1] - [0,1] bir doniisiim olmak iizere,
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oo xeod)
X, x '8

x+ 3 e[11]
z TSl

seklinde tamimlansin. T doniisimi Suzuki tipten genellestirilmis genislemeyen

T(x) = (4.15)

doniisiimiidiir fakat bir geniglemeyen doniisiim degildir.

< 1 1
Eger x = Svey =< alinirsa,

Ix = yll = ||———|| |—— 0,013

ve

1
y+ﬂ| §+3

”Tx_Ty”=”1_x_ 4 =|288|

= 0,107

olup |[Tx — Tyl|| > ||x — y|| dir. O halde T genislemeyen doniisiim degildir.

Simdi T nin bir Suzuki’nin genellestirilmis genislemeyen doniisiim oldugunu

gosterelim:

Durum 1. Eger x,y € [Oé) veya x,y € [% 1] ise, her iki durumda da T doniistimii

genislemeyen bir doniisiim olup buradan T’nin Suzuki genellestirilmis genislemeyen

doniisiim oldugu goriilebilir.

Durum Il. x € [ )olsun O zaman

1-2x (31
<(

1 1
Sl =Txll =5l - (-0l = ——€ (5.5

%llx —Tx|| < |lx — y|| esitsizligi igin % <y—x=>y2= % olur. Bu nedenle y €

E, 1] yazilabilir. Ayrica,

y+3—4+4x|_|y+4x—1| 1

e~ 1yl = P2 - a - o = P25 .
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ve
e =yl = b=yl > |5 = =2 > 5
olup buradan
1
Sllx =Txl < llx = yll = lITx = Tyl < llx = yll

esitsizligi saglanir.

1
Durum Ill. x € [5, 1] olsun. O zaman

2= mal =5l =3 P -
X X ZX 2 =

%le —Tx|| < [lx — y|| esitsizligi i¢in % < |x — y| saglanmalidir. Bunun igin ise

iki durum vardir:
. 3-3x 5x+3 29 1 ,
@x<y Ise —— < y—xolupTS y=yE€ [a,l] c [g,l]. Boylece

x+3 y+3
4

Imx =yl = 5= 25| = gl = vl < e = v

olup buradan

1

S llx =Txll < llx = yll = lITx = Tyll < [lx = yll
elde edilir.

(b)x>y|se—<x—yolupy< =>y>——vey<1 bdylece y € [0,1]

elde edilir. y € [0,1] B3

< x olur. Buradan x € [— 1]

elde edilir. x € [%, 1] ve y € [%, 1] olmasi halinde Durum | deki kosullar gegerli

olacagindan T bir Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim olur. x € [13—1, 1] ve
1. . .

y € [O, g] icin incelersek,
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x+3 x+4y—1 1
Irs =1 = [ === a =] = [F=—]

4 8
ve
| (= | > 3 1—13>1
XY= =yI~ 13178l "88 8

bulunur. Buradan
1
3 lx = Tx|| < llx —yll = ITx = Tyl < |lx — Il

esitsizligi saglanir. Boylece T, Suzuki genellestirilmis genislemeyen dontistimiidiir.
x; = 0,75 baslangi¢ noktasiyla birlikte «,, = 0.81, B, = 0.71, y,, = 0.61 ve u, =
0.51 olsun. MATLAB R2019a programi yardimiyla elde edilen asagidaki ¢izelgeler,
(3.14) ile tanimlanan yeni iterasyon yonteminin (4.15) ile verilen Suzuki
genellestirilmis genislemeyen doniistimii i¢in Noor (3.3), Agarwal-S (3.4), Picard-
Mann (3.5), SP (3.6), CR (3.7), Abbas-Nazir (3.8), Picard-S (3.9), Thakur (3.10), K*
(3.11), K (3.12) ve Karakaya-iki adim (3.13) iterasyonlarindan daha hizli oldugunu

gostermektedir:

Cizelge 4.1.den goriilmektedir ki, (3.14) ile tanimli yeni iterasyon yoOntemi 6.
adimda sabit noktaya ulasirken, K* (3.11) iterasyonu 9. adimda, Thakur (3.10)

iterasyonu 11. adimda ve K (3.12) iterasyonu 8. adimda sabit noktaya ulasmaktadir.

46



Cizelge 4.1. Baz1 iterasyon yontemlerinin Suzuki tipten genellestirilmis
genislemeyen dontisiimler i¢in yakinsama davranisi.
Xn Yeni Iterasyon K* Thakur K
X1 0,75 0,75 0,75 0,75
X, | 0,99967844789692 | 0,99713291015625 | 0,9911144531250 0,99777861328125
X¢ | 1,00000000000000 | 0,99999999995040 0,99999998582051 0,99999999998615
Xg 0,99999999999999 0,99999999998209 1,00000000000000
Xg 1,00000000000000 0,99999999999936
X190 0,99999999999998
X11 1,00000000000000

Cizelge 4.2.°den goriilmektedir ki, Karakaya-iki adimli iterasyon yontemi (3.13) 9.
adimda sabit noktaya ulasirken, Picard-S (3.9) iterasyonu 11. Adimda, CR (3.7)

iterasyonu 13. adimda ve SP (3.6) iterasyonu 16. adimda sabit noktaya ulagmaktadir.

Cizelge 4.2. Baz1 iterasyon yontemlerinin  Suzuki tipten genellestirilmis
genislemeyen dontisiimler i¢in yakinsama davranisi.

Xp Karakaya-iki adim Picard-S CR SP

X, 0,75 0,75 0,75 0,75

X, | 099713291015625 | 0,99111445312500 | 0,98343711328125 0,97511366015625

Xo | 1,00000000000000 | 0,99999999999936 | 0,99999999990721 0,99999999758949
X11 1,00000000000000 | 0,99999999999959 0,99999999997611
X13 1,00000000000000 0,99999999999976
X16 1,00000000000000
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Cizelge 4.3.’ten goriilmektedir ki, Picard-Mann (3.5) iterasyon yontemi 15. adimda
sabit noktaya ulasirken, Abbas-Nazir (3.8) iterasyonu 16. adimda, Agarwal-S (3.4)

iterasyonu 18. adimda ve Noor (3.3) iterasyonu 25. adimda sabit noktaya

ulagmaktadir.

Cizelge 4.3. Baz1 iterasyon yontemlerinin Suzuki tipten genellestirilmis
genislemeyen dontisiimler i¢in yakinsama davranisi.

Xn Picard-Mann Abbas-Nazir Agarwal-S Noor

X1 0,75 0,75 0,75 0,75

Xy 0,97546875000000 0,97053151171875 0,96445781250000 0,93294387890625

x15 | 1,00000000000000 0,99999999999998 0,99999999999966 0,99999999750588

X16 1,00000000000000 0,99999999999995 0,99999999933102

X1g 1,00000000000000 0,99999999995187

Xy5 1,00000000000000

48




5. SONUC VE ONERILER

Bu tezin birinci boliimiinde sabit nokta teorisine ait literatiir bilgisi verildikten sonra
ikinci boliimde tezde ortaya konulan problemlerin ¢oziimiine temel teskil edecek
tanim, teorem lemma ve bazi &rneklere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, yeni
iterasyon araciligiyla contractive-like doniisimler ig¢in kuvvetli yakinsama,
yakinsaklik hiz1 ve kararlilik sonuglari elde edilerek, yakinsama hizi sonucuna ek
olarak iki adet 6rnek verilmis ve bdylece yeni tanimlanan iterasyon ydnteminin
literatlirdeki bir¢ok iterasyon yontemine gore daha iyi bir yakinsama hizina sahip
oldugu niimerik olarak ta gosterilmistir.

Dordiincli  boliimde, Suzuki tipten genellestirilmis genislemeyen doniisiimler
kullanilarak yeni iterasyon yontemi yardimiyla bazi kuvvetli ve zayif yakinsama
teoremleri elde edilmis ve bu doniisiimler i¢in yeni tanimlanan iterasyon yonteminin
diger yontemlere gore daha hizli oldugu bir 6rnek tizerinden gdsterilmistir.
Arastirmacilar bu tezde tanimlanmis olan iterasyon yontemini farkli doniisim
smiflar i¢in yeniden insa ederek bazi sabit nokta teoremleri elde edebilir ve ¢esitli

tiirden diferansiyel-integral denklemlere uygulamasini irdeleyebilir.
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