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SEMBOLLER LiSTESI

Bu ¢alismada kullanilmig bazi semboller anlamlar ile birlikte agagida
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1. GIRIS

G bir grup olsun. IP biitiin asal sayilarin kiimesini gdstersin ve her p asal sayisi
i¢in Syl,(G), G nin biitlin Sylow p-altgruplarinin kiimesi olsun. Her p asal
sayisi i¢in G nin bir tane Sylow p-altgrubunu igeren bir kiimeye Sylow p-

altgruplarinin bir tam kiimesi denir.

G sonlu bir grup ise G, Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan
tiretilir. Yani

G=<S;:pelP> €9

dir. Burada sonlu tanesi diginda her p asal sayist igin S,=1 dir. G nin sonlu
olma sart1 yerine, Sylow altgruplarin sonu¢ vermesini garanti edecek bazi
sartlar konursa acaba (1) esitligi dogru olur mu? Bu soru Baer’in bir
makalesinde incelenmistir. O makalede Baer Sylow altgruplan sonlu olan
periyodik lokal ¢oziilebilir gruplan g6z 6niine almugtir. P ve Q, periyodik lokal
¢0ziilebilir bir G grubunun sonlu Sylow p-altgruplar ise bunlar <P,Q> grubu
icinde esleniktir ve bdylece bu tiir gruplar igin Sylow Teoremlerinin bir
uyarlamasi vardir. Bununla beraber p;, p,, ... farkli asal sayilarin sonsuz bir

dizisi olmak iizere
W=.. (Cl,3 wr (C,,z wr Cp ))

sonsuz gelenk ¢arpiminda bir 6z altgrubu iireten Sylow altgruplarinin bir tam
kiimesini se¢gmek miimkiindiir. W grubunu sayilamayan periyodik lokal
gozillebilir bir Wnm igine, W nun her Sylow altgrubu Wnm bir Sylow
altgrubu olacak sekilde gémmek miimkiindiir. Béylece sayilabilir W grubu,
sayllamayan W grubunun Sylow altgruplarinmn bir tam kiimesi tarafindan

iiretilir.



Simdi G, sonlu Sylow altgruplarina sahip, sayilabilir periyodik lokal
¢oziilebilir bir grup olsun. Baer, “Hangi kosullar altinda G nin Sylow
altgruplarinin her tam kiimesi G yi iiretir?” sorusunu sormustur. Belki de bu
soruyu daha genel lokal sonlu gruplarda cevaplandirmak daha Onemlidir.
Bununla beraber Baer, ele alinan gruplar igin “Sylow altgruplarinin her tam
kiimesinin G yi iiretmesi i¢in gerek ve yeter sart G nin hipersonlu olmasidir”
iddiasim1 6ne siirmiistiir. Bu 1988 de Belyaev tarafindan Sylow altgruplari
Chernikov olan periyodik lokal ¢6ziilebilir gruplarin daha genel bir simifi i¢in
ispatlanmigtir. Bu aym zamanda farkli bir yontem ile Bell tarafindan da
ispatlanmugtir. Bell’in ¢alismas1 lokal ¢oziilebilirligi varsaymaz ve sonlu
gruplarin karakter teorisinden ilging metotlar igerir. Ayrica bu ispat, her Sylow
altgrubu Chernikov olan lokal sonlu gruplarin ve bu tiirdeki sayilamaz
gruplarin altgrup yapilarinin diger yonlerine 151k tutar.

Simdi Bear’in ingasinin detaylarimi ve makalesindekileri genisleterek

verecegiz.

Lemma . A ve H agikar olmayan sonlu gruplar ve K, H nin bir altgrubu olsun.
H nin regiiler permiitasyon temsiline karsilik gelen gelenk ¢arpimi L=A wr H

olsun. Béylece L=AH, Abaz grup olmak iizere yaridirekt garpimdir. Bu
durumda H* "H=K olacak sekilde bir ac A vardur.

Bunu agafidaki sekilde gosterebiliriz.
1#£be A olmak iizere a€ A fonksiyonunu

b ,hekK

2= {1 heK

seklinde tanimlayalim.



xe H*H olsun. x = a’ha olacak sekilde he H vardir. a'ha = a’'a"heH yani
a'a’eHNA = 1 dir . Boylece a'a" = 1 yani a" = a dir. ke K olmak iizere
a"(k) = ak) buradan a(kh™) = b ve boylece kh''€K dir. Dolayisiyla he K dur.
O halde x = a™'a"h = he K dir. Béylece H*nH < K olur.

Ote yandan, ke K olmak tizere a'a"(h) = a’'(h)a(hk™) dir. Burada he K ise
a'a“(h) = b'b =1 ve hgK ise a'a“(h) = 1 dir. Yani a™'a* = 1 dir. Béylece
a'ka = a”'a'k = k oldugundan ke H*"H dir. Bundan dolay1 H*~H = K elde
edilir.

P1» P2, ... farkli asal sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. A; mertebesi p; olan bir
devirli grup olsun. B;=A; ve i>1 i¢in B;=A;wrB;; olsun. B; yi B;,; in bir
altgrubu olarak diistinerek

B;<B;<...

kulesi elde edilir. W = | J_ B, bir sayilabilir lokal ¢oziilebilir gruptur ve W
nun Sylow altgruplari sonludur. Lemmayr Bs=A;wrB,, Bi=A3B, ye
uygularsak Oyle bir ac A 3 vardir ki BB, = B, dir. B} =B} dersek o zaman
B, B, ile esleniktir. Bdylece B;, Bj iin Sylow p;- ve Sylow pj-altgruplarm
igerir. Eger B., B, nin By, iginde B, B, =B, olacak sekildeki bir eslenigi
ise 0 zaman By, in B, icinde B,,, NB,, =B, olacak sekilde bir eslenigi
B!, vardir. Buradan B;,NB,=B, elde edilir. Bu durumda eger

w* =U‘;2B; alirsak W'(\B, =B, dir. Asikar olarak W*, W nun bir &z

altgrubudur. Ayrica W, W nun Sylow altgruplannin bir tam kiimesinj icerir.
Boylece Lemma 3.6 dan dolayt W'=W dur.

Bunun anlami her biri W ya izomorfik olan dogal sayilar ile indekslenmig

gruplarin bir



W=W;<W;<...

Kulesini inga edebiliriz demektir. W= UW; olsun. Bu durumda W, nun her
sonlu p-altgrubu herhangi bir W; tarafindan igerilir ve bdylece W nun bir
altgrubuna izomorf olur. Bu nedenle W, nun sonlu p-altgruplarinin
mertebeleri W nunki ile sinirlidir. Bdylece W nun her Sylow altgrubu W, nun
da bir Sylow altgrubudur. Baer’in sonucundan W, =W ve boylece W,
We+1=W nun bir 6z altgrubudur.

Bu ingaya sayilabilir ordinal ile indekslenmis her biri W ya izomorf gruplarin
artan bir kulesini olugturmak icin sayilabilir ordinaller ile devam edilebilir. Bu
kulenin birlegimi, kardinali ilk sayillamayan ordinal X; olan W grubudur ve bu

grubun Sylow altgruplarnin bir tam kiimesi W tarafindan igerilir.



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

Tammm 2.1. X, gruplardan olusan bir sinif olsun. Eger asagidaki sartlar

saglanirsa X e grup teorik sinif veya kisaca gruplarin bir sinifi denir.
(1) Eger H=Ge X ise He X.
(ii) X, bir agikar grubu igerir.

Tanmm 2.2. X, gruplarm bir sinifi ve G bir grup olsun. G nin her sonlu alt
kiimesi bir X-grubu tarafindan igeriliyorsa G grubuna lokal X-grup denir. Eger
X, altgrup kapali ise bu tanim G nin sonlu iiretegli her alt grubunun bir X-grup
olmasina denktir.

Teorem 2.3. H, sonlu iirete¢li bir G grubunun sonlu indeksli bir altgrubu
olsun. O zaman H sonlu iireteglidir.

Ispat. [9],1.6.11.

Teorem 2.4. G bir grup ve N, G nin normal altgrubu olsun. Eger N ve G/N
lokal sonlu ise o zaman G lokal sonludur. Yani lokal sonlu gruplarin sinifi

genisleme kapalidir.

Ispat. H, G nin sonlu tiretegli bir altgrubu olsun. HN/N, G/N nin sonlu iiretecli
bir altgrubudur ve dolayisiyla sonludur. Béylece H/HNN béliim grubu da
sonludur. Teorem 2.3 ten dolayt HNN, N nin sonlu tiretegli bir altgrubudur
ve bundan dolay1 sonludur. Béylece H sonlu olﬁr. Yani G lokal sonludur.

Tammm 2.5. 7, asal sayilarin bos olmayan bir kiimesi olmak tizere asal
bolenleri 7 de olan pozitif bir sayiya bir 7#-sayis: denir. Bir grubun herhangi bir
elemanmin mertebesi n-say1s1 ise bu elemana 7-eleman: denir ve her eleman

ni-eleman olan gruba da 7z-grup denir.



Tanmm 2.6. G bir grup ve 7, asal sayilarin bir kiimesi olsun. G nin maksimal
mi-altgrubuna Sylow m-altgrubu denir. G nin Sylow 7-altgruplarinmn kiimesi
Syl(G) ile gosterilir. G bir ©'-grup ise Syl(G) asikar gruptan olugur. Eger
n={p} ise G nin Sylow p-altgrubu olarak yazilir ve kiimesi Syl,(G) ile
gosterilir.

Teorem 2.7. G bir grup; &, asal sayilarin bir kiimesi ve S, G nin bir 7t-altgrubu

olsun. G nin S yi igeren Sylow 7-altgruplan vardir.
Ispat. [2], 2.2.2. Lemma.

Tamm 2.8. G sonlu bir grup olsun. [G:H] bir 7 sayis1 olacak sekildeki G nin
bir H, n-altgrubuna G nin bir Hall m-altgrubu denir. Her Hall m-altgrubu bir
Sylow m-altgrubudur. Bununla beraber G grubu herhangi bir Hall w-altgrubu
icermeyebilir.

Lokal sonlu bir G grubunda ise Hall m-altgrubu, her pent i¢in, G nin bir Sylow
p-altgrubunu igeren 7t-altgrubu olarak tanimlanir.

Tamm 2.9. G bir sonlu grup olsun. Eger G, bir Hall nt-altgrubu igeriyor ise E,
ozelligine sahiptir denir. E; 6zelligine sahip G grubunun Hall w-altgruplarinin
kiimesi tek eslenik sinifina sahip ise G grubu,C, Ozellifine sahiptir denir.
Eger G grubu C; 6zelligini sagliyor ve G nin her m-altgrubu bir Hall 7-
altgrubu tarafindan igeriliyor ise G grubu, D, 6zelligine sahiptir denir.

Tamm 2.10. G bir grup, x,yeG igin [x,y]=x""y'xy elemanina x ile y nin

komiitatsrii denir.

X ve Y, G nin bostan farkl iki altkiimesi olmak iizere X ve Y nin komiitator
altgrubu

X, Yl=<[xy]:xeX,yeY >



olarak tanimlanir.

Tamm 2.11. G bir grup olmak iizere her x€ G ve her neIN* icin x=y" (eger
grup toplamsal ise x=ny ) olacak sekilde ye G varsa G ye bir koklii (boliimlii)
grup denir.

Tammm 2.12. Her elemanmnin mertebesi sonlu olan bir gruba periyodik

(torsiyon) grup denir.

Tamm 2.13. Bir G grubu, heri=0,1, ..., n-1igin G;./G; faktorleri abelyan

olan
1=Gy<Gid ...<4G,=G
seklindeki bir seriye sahip ise G grubuna bir ¢dziilebilir grup denir.

Teorem 2.14. (Feit-Thampson Teoremi) Mertebesi tek sayr olan bir grup
¢oziilebilirdir,

Tanim 2.15. G bir grup olmak iizere her i= 0,1, . . ., n-1 i¢in G;<G ve
G;,1/G; < Z(G/G;) olacak sekilde G nin bir

1=G<G 4 ... <G=G

serisi varsa G ye bir nilpotent grup denir. G nin bu tiir serilerinin en kisasinin

uzunluguna G nin nilpotentlik sinifi denir.
Teorem 2.16. Her sonlu p-grup nilpotenttir.

Ispat. G bir sonlu p-grup ve G#1 olsun. Bu durumda Z(G)#1 dir. Eger
G=Z(G) ise G abelyan ve dolayisiyla nilpotenttir. G#£Z(G) ise G/Z(G) agikar
olmayan p-gruptur ve boylece Zy(G)Z(G)=Z(G/Z(G))#1 olur. Eger
Z(G)=G ise ispat tamamlanmis olur. Aksi taktirde G nin agagi merkezi



serisinin diger terimlerini tegkil edersek G sonlu oldugundan Z,(G)=G olacak
sekilde bir n dogal sayis1 buluruz ki bu, G nin nilpotent olmas: demektir.

Tanmm 2.17. 7 asal sayilarin bir kiimesi olmak iizere, faktérleri nt-grup ya da
7'-grup olacak sekildeki

1=Ge<Gi«... <aGi<Gjq. .. <G, =G

sonlu seriye sahip bir G grubuna bir 7-ayrilabilir grup denir.

Lemma 2.18. 7 asal sayilarin herhangi bir kiimesi olmak iizere her sonlu

¢oziilebilir bir grup n-ayrilabilirdir.

Tamm 2.19. G =<¢;: ¢! =1ch, =c,, i=1,2,... > seklinde taniml1 G grubuna,

i+l T

p-priifer grup veya C . tipinde bir grup denir.

C- tipinde bir grup, sonsuz bir p-grubudur. Ayrica her 6z altgrubu sonlu ve
devirlidir.

Tamm 2.20. Bir G grubunun altgruplarinin bos olmayan her kiimesinin bir
minimal eleman1 varsa, G grubu altgruplar {izerinde minimal sartina sahiptir

denir. Yani S = {H;, i€I}, G nin altgruplarinin bir kiimesi ise o zaman 6yle bir

KeS vardir ki Le S ve L<K iken L=K olur.

Minimal yerine kisaca min yazilir. Bir G grubunun p-altgruplarinin bog
olmayan her kiimesinin bir en kiigiik eleman1 varsa G, p-altgruplan iizerinde
minimal artin1 saglar denir. Bunu kisaca min-p ile gosterecegiz.

Biitlin sonlu gruplar minimal sartin1 saglar. Ayrica C,- tipindeki gruplar, her

0z altgrubu sonlu oldugundan minimal gartin1 saglar.



Bir grubun minimal sartina sahip olmasi igin gerek ve yeter sart altgruplarinin

her azalan zincirinin sonlu adimda sona ermesidir.

Teorem 2.21. Minimal sartin1 saglayan gruplarin sinifi genisleme kapalidir.

Ispat. N<G olsun. N ve G/N minimal sartin: saglasin. G nin minimal sartint

sagladigini gbsterelim.
G1 2 Gz 2...
G nin altgruplarmin azalan bir zinciri olsun. O zaman

GIN/N2G,N/N=... ve. GinN2G,nN2=>...

sirasiyla G/N ve GNN nin altgruplarinin azalan bir zinciridir. Béylece

GN/N=G(N/N=... ve G N=Gi, NN =...
olacak sekilde k>1 sayis1 vardir.
Gi= GNN Gi= Gl NN Gi= G 1 (NN G) = Gist (NN Gie1)= Gt
dir. Béylece G minimal gartin1 saglar.

Teorem 2.22. Bir G grubunun minimal sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter

sart G nin her sayilabilir altgrubunun minimal sartin1 saglamasidir.
Ispat. [2],1.5.4. Lemma

Tamum 2.23. Minimal sartin1 saglayan bir abelyan grubun sonlu genislemesine

Chernikov grup denir.

Minimal gartin1 saglayan bir abelyan grup, sonlu tane C_. tipindeki gruplarin ve

sonlu devirli gruplarin direkt garpimina izomorf oldugundan, bir Chernikov



10

grup, sonlu sayida C,- tipindeki gruplarin direkt garpimina izomorf olan

grubun bir sonlu genislemesi olan grup olarak da tanimlanabilir.

Tamm 2.24. Bir G grubu kendine izomorf olan bir 6z altgrup igermiyorsa G

grubuna co-Hopfian veya elastik olmayandir denir.

Teorem 2.25. Bir G grubu minimal sartini sagliyorsa co-Hopfiandir. Ozel
olarak bir Chernikov grup co-Hopfiandir.

Ispat. Kabul edelim ki G, co-Hopfian olmasin. O zaman G=G; olacak sekilde
G nin bir 6z altgrubu G, vardir. G; de co-Hopfian olmadigindan G,=G, olacak
sekilde G nin bir 6z altgrubu G, vardir. Bu sekilde devam edilirse G nin

altgruplarinin azalan sonsuz bir
G12G;2G;32. ..

zincirini elde ederiz ki bu G nin minimal sartim saglamasiyla gelisir. Béylece

G co-Hopfiandur.

Ote yandan eger G Chernikov grup ise G minimal sartim saglayan bir abelyan
grubun sonlu genislemesi ve minimal sartini saglayan gruplarin smifi
genisleme kapali oldugundan G minimal sartim1 saglar. Boylece birinci

paragraftan dolay1 bir Chernikov grup co-Hopfiandir.

Teorem 2.26. P ve Q Chernikov grup olsun ve Q, P nin her sonlu altgrubunun
bir izomorfik kopyasim igersin. O zaman Q, P nin bir izomorfik kopyasini

icerir.
Ispat. [7], 3.6. Lemma

Tammm 2.27. X, bir grup smnifi ve G bir grup olsun. G nin sonlu indeksli

normal X-altgrubu varsa G ye hemen hemen ( almost ) X-grup denir.
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Tanim 2.28. Bir G grubunun altgruplannin bir kiimesi {V, : o<ot}
(i) Voe=1

(ii) V=G

(iii) Vo<V 41 ( her o< igin)

(iv) Va=J_, V, her A<o.limit ordinal igin

ozelliklerini sagliyorsa, G grubu artan bir seriye sahiptir denir. Eger serinin

her bir terimi G de normal ise bu seriye artan normal seri denir.

Tanim 2.29. X bir grup smifi olmak iizere bir G grubu biitiin faktorleri X-grup
olan artan bir normal seriye sahip ise G ye hiper X-grup denir.

Teorem 2.30. Hipersonlu her grup lokal sonludur.

Ispat. G hipersonlu bir grup olsun. G nin
1=Gy<Gi1« ... Gy<Gei . .. G5=G

olacak sekilde artan normal serisi vardir 6yle ki Gg.1/Gy sonludur. o iizerine
indiiksiyon ile G nin lokal sonlu oldugunu gésterelim. o=0 ise agikardir. o
limit ordinal olmasin. 0-1 vardir. Iddia a1 igin dogru olsun. Yani Gq.; lokal

sonlu olsun. Bu durumda Gy/G,.; sonlu oldugundan G lokal sonludur. o
limit ordinal olsun. G, = | J G p ve her B<a igin Gg lokal sonludur. K, G,

B=a
nm sonlu tiretegli bir altgrubu olsun. K< Gy, olacak sekilde Bo<o. vardir. G ,

lokal sonlu oldugundan K sonludur. Béylece G, lokal sonludur.

Lemma 2.31. Her asikar olmayan Chernikov grup, asikar olmayan sonlu bir
karakteristik altgruba sahiptir. Ozel olarak, her Chernikov grup hipersonludur.
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Ispat. [2],1.5.10. Lemma
Tamm 2.32. G bir grup ve g €G olsun.
T3 G — G, T(x)=x*

seklinde tanimh fonksiyon G nin bir otomorfizmasidir. T, otomorfizmasina g
nin sebep oldugu i¢ otomorfizma denir ve G nin i¢ otomorfizma kiimesi InnG
ile gosterilir. AutG, G nin biitlin otomorfizmalarinin grubunu gostermek iizere
InnG, AutG nin bir normal altgrubudur.

G nin i¢ otomorfizma olmayan bir otomorfizmasina G nin bir dig
otomorfizmasi denir. AutG/InnG bdlim grubuna elemanlari otomorfizma

olmasa da G nin dig otomorfizma grubu denir ve OutG ile gosterilir.

Teorem 2.33. G bir Chernikov grup ve A, G nin otomorfizmalarmin bir
periyodik grubu olsun. O zaman A/A NInnG sonludur.

Ispat. [8],3.29.2.

Tanimm 2.34. X bir grup smifi olmak tizere bir G grubunun agikar olmayan her
X elemami igin x& N, ve G/Nye X olacak sekilde bir Ny normal altgrubu varsa
G ye residually X-grup denir.

Teorem 2.35. G bir grup ve HKK<G olsun. Eger HcharK <« G ise o zaman
H«G dir.

ispat. geG olsun. 6 : K — K déniisiimiinii ke K olmak tizere 0(k) = k®
seklinde tanimlayallm. Bu déniisim K nin bir otomorfizmasidir. HcharK

oldugundan 6(H)=H dur. Yani H* =H olur. Dolayisiyla H< G dir.

Lemma 2.36. H ve K bir G grubunun altgruplar olsun. |G:HNK|<|G:H|.|G:K]|
dir.
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Ispat. 6:G/(HNK ) — (G/H) x (G/K) doniisiimiinii geG olmak iizere
8(g(HNK)) = (gH,gK) seklinde tamimlayallm. O zaman © bir

monomorfizmadir. Béylece IG:HnK[ <|G:H|.|G:K| sonucuna ulagilir.

Tanmmm 2.37. 1 asal sayilarin bog olmayan bir kiimesi olmak iizere bir G
grubunun normal 7©-altgruplan tarafindan iiretilen altgrup G nin m-altgrubudur.
Bu altgrup G nin tek maksimal normal m-altgrubudur ve bu altgrup O,(G) ile
gosterilir.

0(Q), G nin karakteristik altgrubudur.

Tanmim 2.38. G bir grup; N, G nin bir agikar olmayan normal altgrubu olsun.
Eger G nin N tarafindan igerilen bir agikar olmayan normal altgrubu yoksa N

ye G nin bir minimal normal altgrubu denir.
Tamm 2.39. Ussii p olan bir abelyan gruba elemanter abelyan p-grup denir.

Tanum 2.40. A, bir G grubunun bog olmayan bir altkiimesi olmak {izere A nin
G igindeki normal kapanisi, G nin A y1 igeren biitiin normal altgruplarinin
kesigimi olarak tanimlanir ve AC ile gosterilir.

AS, A y1 igeren normal altgruplarm en kiigigiidiir ve
AS=<g'Ag: geG>
dir. Ayrica A%«G dir.

G nin A tarafindan igerilen biitlin normal altgruplarinin bilesimine A nin G

deki i¢i denir ve CoregA ile gosterilir.
CoregA = NgecA®

dir.
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Teorem 2.41. Lokal sonlu bir G grubu i¢in agagidakiler denktir:

a) G bir Chernikov gruptur.

b) G minimal gartin1 saglar.

¢) G nin abelyan altgruplar1 minimal gartin1 saglar

d) G nin birimden farkl: her elemaninin merkezleyeni minimal gartini saglar.
Ispat. [2],1.6.15. Teorem

Tamm 2.42 G bir grup olsun. G nin mertebesi 2 olan bir elemanina bir

involusyon denir.

Tamm 2.43. p bir asal say1 olmak iizere bir G grubunun tek maksimal kokli
p-altgrubuna ( eger varsa ) G nin p-koklii kism: denir.

Teorem 2.44. Ge K olsun. O zaman G nin 2-kokli kismi D vardir 6yle ki G/D
nin Sylow 2-altgruplari sonludur.

Ispat. [2],3.4.12. Teorem

Teorem 2.45. Ge K ve G nin Sylow 2-altgruplan sonlu olsun. Eger G nin her i
involusyonu i¢in Cg(i) hemen hemen lokal ¢oziilebilir ise 0 zaman G hemen
hemen lokal ¢oziilebilirdir.

Ispat. [2],3.5.14. Teorem

Lemma 2.46. Her sayilabilir lokal sonlu grup Sylow p-altgruplarinin bir tam
kiimesi tarafindan tiretilir.

Ispat. G bir sayilabilir lokal sonlu grup olsun. G =U;Gi olacak sekilde G

nin sonlu altgruplarinin bir
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Gi<Gx<...
kulesi vardir ve her p i¢in G; nin

(G1p=S(Go)ps ..

olacak sekilde (Gy), Sylow p-altgrubu secilebilir. Boylece Gp:Ui (G)), » G nin
bir Sylow p-altgrubudur. Her i i¢in G; sonlu oldugundan Sylow altgruplarinin
bir tam kiimesi tarafindan iretilir. Yani G;= < (Gy), : peIP > dir. Simdi G =<
Gy, : peIP > oldugunu gosterelim. < G, : peIP > < G oldugu agikardir. $imdi
x€G olsun. O zaman x€G; olacak sekilde bir i vardir. Béylece x=x;X,...Xy

olacak sekilde x;e (Gi)pj elemanlan1 vardir. Dolayisiyla x;€ Ui(Gi)pj dir ve
buradan xe<| J(G,),: peIP> = < G, : pelP > oldugu kolayca gérilliir.

Boylece G =< G : peIP > elde edilir.

Teorem 2.47. G bir lokal sonlu grup ve K, G nin bir normal altgrubu olsun.
Eger bir p asal sayis1 igin G/K bir sayilabilir p-grup ise o zaman G=KP
olacak sekilde G nin bir p-altgrubu P vardir.

Ispat. G/K sayilabilir lokal sonlu bir grup oldugundan G/K = UGan ve
neN

1=GyK<G/K...

olacak sekilde G/K nin sonlu altgruplarimin bir zinciri vardir. Béylece {Gg}nen
G nin K y1 igeren ve her neN i¢in G,/K sonlu olan altgruplarinin bir zinciridir

ve G = | JG, dir. G/K sonlu oldugundan G;=S,K olacak sekilde G, in sonlu

neN

altgrubu S, vardwr. Py, S; in Sylow p-altgrubu olsun. G\/K sonlu p-altgrup
oldugundan [S;K/K|=|Gi/K|=p" olacak sekilde r pozitif tamsayis1 vardr.
Buradan |[S;|=p|SinK]| esitligi elde edilir. Eger |SinK|=p's ve (p,s)=1 ise
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|P)|=p™* dir. Ote yandan |[P,NK|<|S;NK| oldugundan |P;nK|<p' olur.
Dolayisiyla [P/P;NK[2p" esitsizligi elde edilir. Boylece

|P1/P1ﬂKI = |P1KfK| > |SlK/K|
sonucuna ulagilir. Bu da bize P;K = S;K oldugunu gosterir.

Su, Go=S;K olacak sekildeki G, nin sonlu altgrubu ve P,, S; nin Sylow p-

altgrubu olsun. (Yukaridaki paragraftan dolayr P,K=S K dir.) Bu durumda S,

yi iceren ve S;K=G,,; esitligini saglayan Gy, in sonlu bir altgrubu S,

vardir. Ayrnica Py, Sp4 in p-altgrubu oldugundan P, yi iceren S;4; in bir Sylow

p-altgrubu Py, vardir ve PpyK=S,,K dir. S=| JS, ve P={ P, olsun. P, S nin
neN

neN
Sylow p-altgrubudur. Ayrica G=| JG, ={JS,K =( JP,K =PK olur.
neN neN neN
Teorem 2.48. G, p-altgruplan iizerinde minimal sartim1 (min-p) saglayan
lokal sonlu bir grup ve N< G olsun. O zaman G/N, p-altgruplan iizerinde

minimal sartin saglar.

Ispat. G/N nin min-p sartim sagladiin1 gostermek icin G/N nin her sayilabilir
p-altgrubunun minimal sartim1 sagladigini géstermek yeterlidir. H/N, G/N nin
say1labilir bir p-altgrubu olsun. Bdylece Teorem 2.47 den dolayr H=PN olacak
sekilde H nin bir p-altgrubu P vardir. P, Chernikov oldugundan H/N=P/PnN
de Chemikovdur. Dolayisiyla H/N minimal sartin1 saglar.

Lemma 2.49. G lokal sonlu bir grup olsun. Eger her p asal sayis1 i¢in G nin
bir sonlu Sylow p-altgrubu varsa o zaman G nin biitiin Sylow p-altgruplar
esleniktir.

Ispat. P, G nin sonlu bir Sylow p-altgrubu ve [P|=k olsun. Q, G nin bir p-
altgrubu olsun. Kabul edelim ki gj, g2, .. ., 81, Q nun birbirinden farkli k+1

tane elemani olsun. H=<P, g, g, . .., 8+ > olarak alalim. O zaman H
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sonludur ve P, H nin Sylow p-altgrubudur. Sonlu gruplar icin Sylow teoremi
geregince [P[2 |<g;, g2, . . . , 81>} olur ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla G nin
biitiin p-altgruplan sonludur. Q, G nin Sylow p-altgrubu ise K= <P,Q> sonlu
bir gruptur. P ve Q, K nin Sylow p-altgruplan olduguﬁdan P ile Q, K iginde ve
dolayistyla G iginde esleniktir.

Teorem 2.50. G, her p asal sayis1 igin min-p yi saglayan lokal ¢6ziilebilir bir
grup ve 7 asal sayilarin sonlu bir kiimesi olsun. O zaman G nin Sylow 7-

altgruplar: esleniktir.

Ispat. P,QeSyl(G) ve G° G nin kokli kism olsun. G°, biitiin koklii
altgruplan i¢erdiginden P° < (G°), dir. Ayrica P, G° i n-kokli kismu (G°)y, 1
icerdiginden (G°), < P° dir. Boylece P° = (G°), elde edilir. Benzer sekilde
Q° = (G°, dur. = sonlu oldugundan [2],3.1.2. Lemmadan dolayr1 P ve Q
Chernikovdur. Bu durumda P/ P° ve Q/ Q° sonludur. Dolayisiyla P/(G°), ve
Q/(G®)y, G/ (G°), nin sonlu Sylow altgruplandir. Béylece [2],2.2.3. Onerme
(ii) den dolay1

PE/(G®)n= Q/(G°)r
olacak sekilde ge G vardir. Buradan P®=Q elde edilir.

Teorem 2.51. G, sonlu m-ayrilabilir bir grup olsun. O zaman G nin her 7-
altgrubu bir Hall n-altgrubu tarafindan igerilir ve G nin herhangi iki Hall 7t-
altgrubu esleniktir.

Ispat. [9],9.1.6.

Tamm 2.52. g, asal sayilarin kiimesinin bir pargalanmasi olsun. H,, G nin bir
hem Hall 7- ve hem de Sylow 7-altgrubu olmak {izere G nin altgruplarinin bir
{ Hy | me go} kolleksiyonuna G nin g tipinde bir Hall bazi denir. Burada
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T,0€ £ olmak iizere H, ve H, kendi aralarinda yer degistirebilir. Benzer
olarak Hy, G nin bir Hall ©’- ve Sylow m’-altgrubu olmak iizere G nin
altgruplarmm bir { Hy | ne g} kolleksiyonuna G nin g tipinde bir Hall

sistemi denir.

Teorem 2.53. H bir Chernikov grup ve ), asal sayilarin bir pargalanmasi

olsun 6yle ki her me @ i¢in H, n-ayrilabilirdir.
(i) Hnin g tipinde bir { H, | ne g} Hall baz1 vardr.

(i) g tipindeki Hall bazi ile g tipindeki Hall sistemi arasinda birebir

esleme vardir. Bu esleme

Hy=<H, | p2m> ve Ho=[)H,
pER

ile verilir.

(ili) Ay bir m-grup olmak iizere { A;| 7€ g} ikiser ikiger yer degistirebilir
gruplann bir kolleksiyonu olsun. Bagka bir deyisle A,, g tipindeki bir

Hall bazinin gruplar tarafindan dretilir. O zaman her ne g igin HE 2 A

olacak sekilde bir ge H vardir.
Ispat. [5],6.4.

Tamm 2.54. G bir periyodik grup olsun. G nin Sylow p-altgruplarinin
S={S,: peIP} tam kiimesine, her p,q asal sayilan i¢in S,S= S.S, sartin
sagliyorsa, G nin bir Sylow bazi denir. Ayrica, asal sayilarin her 7 kiimesi igin

<S,: pe > € Syl;G ise o zaman S ye G nin bir Sylow iireten baz: denir.
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Tammm 2.55. G bir periyodik grup, S={S;} ve T={T,} G nin Sylow bazlan
olsun. Eger her pen(G) i¢in S; =T, olacak sekilde geG varsa S ve T ye

esleniktir denir.

Tamum 2.56. @, bir G grubunun bir endomorfizmasi olsun. Eger G nin, verilen
her sontu A altkiimesi ve her a€ A i¢in ®(a)=a® olacak sekilde bir ge G varsa

® ye, lokal i¢ endomorfizma denir.

Tamm 2.57. G bir grup ve S=(S;: peIP}, T={T,: peIP} G nin iki Sylow
lireten bazi olsun. Bu durumda her p asal sayist i¢in a(S,)=T, olacak bicimde

bir o lokal i¢ otomorfizmasi varsa o zaman S ve T ye lokal egleniktir denir.

Teorem 2.58. G sayilabilir periyodik lokal ¢6ziilebilir grup ise G nin Sylow

iireten bazi vardir.
Ispat. [2],5.1.6.Lemma

Teorem 2.59. ( Gol’berg ) Coziilebilir bir Chernikov grubun Sylow bazlar
esleniktir.

Ispat. [2], 5.2.7 Teorem

Tamm 2.60. Bir G grubunun herhangi bir g elemani G i¢inde sonlu eslenige
sahip ise yani |G: Cg(g)|<e ise g ye G nin bir FC-elemam: denir. G nin biitiin
FC-elemanlarinin kiimesi G nin bir karakteristik altgrubudur. Bu gruba G nin
FC-merkezi denir ve FC(G) seklinde gésterilir. Eger FC(G)=G ise G ye FC-

grup ad verilir.
G grubunun yukar1 FC-merkezi serisi, & ordinali igin

FCy(G)=1, FCau1(G)FCo(G)=FC(G/FCy(G))

ve B limit ordinali i¢in
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FCy(G)={J,,FC.(G)

seklinde tanimlanir. Agikar olarak Oyle bir y ordinali vardir ki
FC(G) =FC,1(G) =. ..
dir. Bu son gruba G nin FC-hipermerkezi denir ve FC™(G) ile gosterilir.

Lokal sonlu bir G grubunun FC-merkezi, G nin sonlu normal altgruplarinin
carpimdir. Bu durumda G/FC™(G) agikar olmayan sonlu normal altgrup

icermez.

Tamm 2.61. X, gruplann altgrup-kapal1 bir sinifi, G bir grup ve H<G olsun. G

nin
O0(H) = < X<G| XeX, < H, Cs(H) > < Ng(X) >

altgrubunu tanimlayabiliriz. Eger G nin her sonlu H altgrubu igin H,0(H)e X

ise 0 ya G de sonlu tam (finitely complete) denir.

Lemma 2.62. G bir grup, H<G ve X, gruplarin altgrup-kapali bir smifi olsun.
O zaman 0 agaZidakileri saglar: ‘

(1) Her xe G igin O(H") = 0(H)*

(2) He X ise H<O(H) dir.

(3) 6(G) = 8(1) = I[TI{N<G| Ne X }<6(H)

(4) Eger 0 sonlu tam ve H sonlu ise 6(G) = Coreg6(H) d1r
Ispat.

(1) B(H") = <X<G : Xe X, < H*, Co(H") > < Ng(X)>
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= <X<G: XeX, <H, CgH) > <Ng(X* )>
=<Y'<G:Y'eX, <H, Cq(H) > < Ng(Y)>
=<Y<G : YeX, <H, Cs(H) >< Ng(Y)>"

= O(H)*

(2)HeX olsun. H kendisini normallediginden ve ayrica Cg(H)<Ng(H)
oldugundan H<6(H) dir.

(3) 8(G) = <X<G : Xe X, < G, C5(G) > < Ng(X)>

=<X<G: XeX, X<G>
=TI{X«G : XeX}.

0(1) = <X<G : Xe X, Co()Ng(X)>
= <X<G : Xe X, GSNg(X)>
= <X<G: XeX, X<G >
=TI{X«G: XeX}.

Baylece 6(G) = 6(1) =II{X<G : Xe X} < 6(H)

4)8(G) = <X<G : XeX > dir. Her K<G ve KeX igin H<NG(K) ve
Co(H)<Ng(K) oldugundan K<O(H) dir. Bylece her xe G i¢in K=K*<6(H)"
ve buradan

K < MeecB(H)* = Coregb(H)



22

dir. Dolayistyla 6(G) < Coreg8(H) olur. Ote yandan H sonlu ve 0 sonlu tam
oldugundan H, 8(H)e X dir. CoregB(H)<G, Coreg8(H)<6(H) ve X altgrup-
kapal1 oldugundan CoregB(H)e X dir. Boylece CorecO(H)<0(G) dir.

Sonug olarak 6(G) = CoregO(H) elde edilir.

Lemma 2.63. G bir grup ve 0 sonlu tam olsun. Eger H<G sonlu ise her K<H
i¢in Core ,0(H) < 8(K) olur.

Ispat. © sonlu tam oldugundan HeX dir. L=Core_,8(H) olsun. O zaman

Co(K)SNg(L) ve her xe Cg(K) i¢in K=K*<H"<O(H)" dir. Boylece

K< [)8()* =Core._«,6(H)=L

xeCqg (K)

ise K<L olur. Fakat 6(H)e X, L<6(H) ve X altgrup-kapal oldugundan Le X
dir.

B(K) = <X<G| XeX, <K,Co(K)> < Ng(X) >, Le X ve <K,Cg(K)> < Ng(L)
oldugundan L< 6(K) dir.

Tamm 2.64. H ve K iki grup olsun. Eger her he H, ke K igin bir tek kK"K

elemani var ve her k.k; ko€ K, h,h;,h,e Higin
) S ki=k ve kk,)" =klhk2h
sartlar saglaniyorsa H grubu , K grubu iizerine etki eder denir.

Lemma 2.65. A sonlu bir 7-grubu, G lokal sonlu bir grup olsun ve A, G
{izerine etki etsin. N, G nin A-invariant normal 7'-altgrubu olsun. O zaman

Can(A)=Cg(A)N/N dir.

fspat. [2],1.7.7. Lemma.
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Tanmm 2.66. G bir grup, S bos olmayan bir kiime olsun. Eger her x€ S, geG

icin bir tek xge S elemant var ve her x€ S, g1,8,€ G igin
x(8182)=(xg1)g. ve xlg=x
sartlar1 saglaniyorsa G grubu, S kiimesi iizerine etki eder denir

Tanmm 2.67. G, en az iki eleman igeren bir S kiimesi tizerine etki etsin. Eger
her x,yeS i¢in gx=y olacak sekilde ge G varsa G, S iizerine gecisli etki eder

denir.
Tamm 2.68. G, bir S kiimesi iizerine etki eden bir grup ise

(i) Her xeS igin Gy={ge G| gx=x}, G nin bir altgrubudur. Bu gruba x’i

sabitleyen altgrup veya x’in dengeleyeni denir.
(i) S iizerinde tanimlanan
x~y & gx=y olacak sekilde ge G vardir

ile taniml1 bagint: bir denklik bagintisidir. Bu bagintinin denklik siniflarina S

iizerinde G nin yériingeleri denir. Yani x€S nin ydriingesi X={gx | geG }

kiimesidir.

G, bir S kiimesi iizerine etki etsin. Eger her x€ S i¢in gx=x sartin1 yalnizca 15

sagliyor ise o zaman G, S iizerine sadik ( faithful ) olarak etki eder denir.

Eger x€$S icin |X|=|G| ise X kimesine regiiler yoriinge denir. X regiiler

yoriinge ise G,=1 dir.

Tamm 2.69. Bir G grubunun biitiin normal nilpotent altgruplarinin ¢arpimimna

G nin Fitting altgrubu denir. Fitt(G) ile gosterilir

G nin yukan Fitting serisi
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Fo(G)=1 ve F;,)//Fi(G) =Fitt(G/F(G))

seklinde tanimhidir. Eger F;(G)=G olacak sekilde i>1 tamsayisi varsa bdyle
sayilarin en kiigiigiine G nin Fitting uzunlugu denir ve h(G) ile gosterilir.

Tanmm 2.70. Bir G grubunun biitiin maksimal altgruplarinin kesisimine G nin
Frattini altgrubu denir. Eger G nin maksimal altgrubu yok ise G nin Frattini
altgrubu G nin kendisidir. Frattini altgrup ¢(G) veya Frat(G) ile gosterilir.

Tamm 2.71. P bir p;-grup olsun. Eger ¢(P)=P’ ve buna ek olarak ya P abelyan
ya da ¢(P)=Z(P) ise P ye dzel grup denir.

Tanm 2.72. G sonlu bir p-grup olmak iizere eger G'= Z(G) ve |G’|=|Z(G)|=p
ise G ye ekstra dzel p-grup denir.

Tamm 2.73. R bir halka ve M bir abelyan grup olsun. Her reR, meM igin

rme M ¢arpimt her m, m; ,myeM, 1, r; ,1,€ R olmak iizere
)  r(m+mp)=r1m; +rm,

i) (rn+n)m=rm+rm

(i) (mrz)m=r(r;m)

sartlarini saglarsa M ye bir sol R-modiil denir. Eger R nin birim eleman: 1y

varsa

(iv) 1gm=m;her meM i¢in

ise M ye birimsel sol R-modiil denir.

Tamm 2.74. R, degigmeli, birimli bir halka ve M bir halka olsun. Eger

@i (M, +) bir birimli (sol) R-modiil
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(i) r(ab)=(ra)b=a(rb)
ise M ye R-cebir denir.

Tanmm 2.75. G bir grup ve R birimli bir halka olsun. RG, r,e R olmak iizere
2 I, X bigimsel toplamlarindan olusan bir kiime olsun. Burada sifirdan farkli ry

xeG

lerin sayis1 sonludur. Bu kiime iizerinde toplama ve ¢arpma iglemleri sirasiyla
(Ex:rxx)+(§r;x) = zx:(rx +10)x
ve
(zx: rxxI; r;y] = g‘rxr;xy

seklinde tanimhidir. Bu islemlerle RG birimi 1zl = 1 ( kisaca 1 ile gdsterilir )
olan bir halkadir. Buna G nin R tizerindeki grup halkas: denir. F bir cisim ise

FG, fe F olmak tlizere
f( y fxx) =3 (6. )

¢arpimi ile F-modiildiir. Bu FG yi F iizerinde bir vektor uzay1 yapar. feF,
1,s€ FG olmak iizere f(rs) = (fr)s = r(fs) oldugundan FG bir F-cebirdir. Buna G
nin F {izerindeki grup cebiri denir. Ayrica FG bir FG-modiildiir. Bu modiile

regiiler FG-modiil denir.

W, V nin bir altuzay1 ve her we W, ge G i¢in wge W ise W ya V nin bir FG-
altmodiilii denir. {0} ve V altuzaylari, V nin FG-altmodiilleridir. Eger V nin
{0} ve V den bagka FG-altmodiilleri yoksa V ye basit (indirgenmez) FG-
modiil denir. Eger V, basit FG-modiillerinin bir direkt toplam ise 0 zaman V

ye tam indirgenirdir denir.
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Her ve 'V, ge G icin vg=v ise V ye agikar FG-modiil denir.

Tanim 2.76. Tam indirgenir FG-modiilii V nin birbirine izomorf olmayan
biitiin indirgenmez altmodiilleri S;, . . ., S, olsun. V nin S; ye izomorf olan
biitiin altmodiillerinin toplami V; olsun. O zaman V=V, @ ... @ V, dir.

Burada V; ye V nin bir homojen bilegeni denir.

Tamim 2.77. G bir grup; H, G nin bir altgrubu ve V bir FG-modiil olsun. FH,
FG nin altcebiridir. Bu durumda V bir FH-modiil olur ve Vly ile gosterilir.
Buna V nin FH ya kisitlanmig: denir.

Tanim 2.78. G bir grup ve H<G olsun. {1=xy, X3, . . ., X5 } H nin G igindeki
sol koset temsilcilerinin bir tam kiimesi ve F bir cisim olsun. O zaman FG

grup cebiri sag FH-modiilii olarak
FG=FHO® Fx,H ® ... ® Fx,H

seklinde yazilabilir. Burada Fx;H=x;FH bir sag FH modiildiir. $imdi V bir sol
FH-modiil olsun. V|G =FG®gyV tensér carpimma V den olusturulan modiil

denir.
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3. BAZ ALTGRUPLAR

K, her p asal sayist igin biitiin p-altgruplari Chernikov olan tiim lokal sonlu
gruplarin simifim gostersin. Rus literatiirinde bu gruplar SF-gruplar olarak

adlandirlirlar.

Lemma 3.1. Lokal sonlu bir G grubunun K-grubu olmasi igin gerek ve yeter
sart her p asal sayisi i¢in G nin p altgruplan {izerinde minimal (min-p) sartini

saglamasidir.
ispat. H12H22H3.. .

G nin p-altgruplarinin azalan bir zinciri olsun. G nin biitiin p-altgruplan
Chernikov oldugundan H; Chernikov dur ve Chernikov gruplar minimal

sartin1 sagladigindan H; de minimal sartin1 saglar.
H2 2 H3 2.

H, icinde bir azalan zinciridir. Béylece H, = Hy,; =. . . olacak sekilde n = 2
sayisi vardir. Boylece G nin biitlin p-altgruplar1 minimal sartin1 saglar. Kargit
olarak; P, G nin bir p-altgrubu olsun. P minimal sartim saglayan lokal sonlu

bir grup oldugundan Teorem 2.41 den dolay1 P Chernikovdur.
Teorem 3.2. Her K-grubu hemen hemen lokal ¢6ziilebilirdir.

Ispat. G nin 2-kokli kismimnin agikar oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
G nin Sylow 2-altgruplarmin kokli kisimlan agikar olacagindan Sylow
2-altgruplar1 sonludur. Bir Sylow 2-altgrubunun mertebesi iizerine indiiksyon
yapacafiz. Eger G nin Sylow 2-altgrubu asikar ise G nin sonlu iiretegli H
altgrubunun da Sylow 2-altgrubu agikardir. Bdylece H nin mertebesi tek
sayidir. Feit-Thompson teoreminden dolayr H ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla G
lokal ¢6ziilebilirdir. Eger G nin Sylow 2-altgrubu agikar degilse i€ G bir
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involusyon olmak tizere Cg(i)/<i> nin Sylow 2-altgruplarinin mertebesi G nin
Sylow 2-altgruplarinin mertebesinden kiigiiktiir ve indiiksiyon hipotezinden
dolay1 Cg(i)/<i> hemen hemen lokal ¢oziilebilirdir. Yani S/<i><Cg(i)/<i>
vardir dyle ki |Cg(i)/<i>:S/<i>| sonlu ve S/<i> lokal ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla
|Cs(i):S| sonlu ve <i> ¢bziilebilir oldugundan S lokal ¢éziilebilirdir. Sonug
olarak Cg(i) hemen hemen lokal ¢oziilebilirdir. Boylece Teorem 2.45

geregince G hemen hemen lokal ¢6ziilebilirdir.

Aslinda Teorem 2.44 den dolay1 G nin 2-kokli kismi D vardir 8yle ki G/D nin
biitlin Sylow 2-altgruplan1 sonludur. Béylece yukaridaki paragraftan dolay:
G/D hemen hemen lokal ¢oziilebilirdir. Yani G/D nin bir normal, sonlu
indeksli S/D lokal ¢oziilebilir altgrubu vardir. D abelyan oldugundan G nin
normal, sonlu indeksli S altgrubu lokal ¢éziilebilirdir.

Teorem 3.3. Ge K olsun . O zaman G nin Oyle bir normal abelyan D altgrubu
vardir ki D nin her Sylow altgrubu béliimli Chernikov gruptur ve G/D biitlin
Sylow altgruplar1 sonlu olan residually sonlu gruptur. Ayrica 7 asal sayilarin
sonlu bir kiimesi ise o zaman G/O,. (G) Chernikovdur. ([1], Teorem 2.2.)

Sonug¢ 3.4. Her p asal sayis1 i¢in K-gruplarm Sylow p-altgruplar: esleniktir.

Ispat. GeK oldugundan Teorem 3.3 ten dolayr G nin bir normal abelyan
altgrubu D vardir 6yle ki G/D nin Sylow altgruplar1 sonludur. S/D, G/D nin bir
Sylow p-altgrubu olsun. S/D sonlu oldugundan Teorem 2.47 den dolay1 S=PD
olacak sekilde G nin bir p-altgrubu P vardir. S;, G nin P yi iceren bir Sylow
p-altgrubu ise 0 zaman PD/D<S,D/D dir. Béylece S/D < S;D/D olur. S/D, G/D
nin Sylow p-altgrubu ve S,D/D, G/D nin p-altgrubu oldugundan S/D=S,D/D
elde edilir. Yani S, G nin bir Sylow p-altgrubu olmak iizere S,D/D, G/D nin
Sylow p-altgrubudur. S,, Q,, G nin iki Sylow p-altgrubu olsun. Yukaridaki
incelemeden dolayr S,D/D ve T,D/D, G/D nin iki Sylow p-altgrubudur. G/D
nin  Sylow p-altgruplann sonlu oldugundan Lemma 249 dan dolay

T.C. Ylksyy
Wmmm
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(S;)®D/D=Q,D/D olacak sekilde ge G vardir. Buradan (S,)!D=Q,D elde edilir.
Qp, lokal sonlu p-grubu oldugundan lokal ¢dziilebilirdir. Ote yandan, D
abelyan oldugundan ¢éziilebilirdir. B, Q,D nin sonlu iiretecli altgrubu olsun.
BD/D, Q,D/D nin sonlu iiretegli altgrubudur. Dolayisiyla BD/D ¢6ziilebilirdir
ve boylece B/(BND) ¢oziilebilirdir. Ayrica D ¢dziilebilirdir oldugundan BND
coziilebilirdir. Cozilebilir gruplanin smifi genisleme kapali oldugundan B
coziilebilirdir. Yani Q,D lokal ¢6ziilebilirdir. Béylece Teorem 2.50 den dolay1
Q,D nin Sylow p-altgruplar esleniktir. (S,)® bir p-grup oldugu i¢in, Q,D nin
bunu igeren bir Sylow p-altgrubu vardir. Bu altgrup T, olsun. Ayrica Q, ,G nin
ve dolayisiyla Q,D nin Sylow p-altgrubu oldugundan (Qp)d=Tp olacak sekilde
de Q,D vardir. Buradan (S,)%<(Q,)" oldugundan S,<(Q,)**" elde edilir. S,, G

dg-1

nin Sylow p-altgrubu oldugu igin Sy;=(Q,)™" dir. Boylece ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 3.5. G, bir sayilabilir lokal ¢6ziilebilir K-grup olsun. O zaman G nin

Sylow tireten bazlar1 lokal esleniktir.

Ispat. p, pa,... G nin elemanlarinin mertebelerini bélen asal sayilar, 7={p;, p2,

. »pi} ve Ni= On{ (G) olsun. O zaman G/N; bir Chernikov gruptur. G/N; nin

kokli kism: ( G/N; )° abelyan oldugundan ¢ozilebilirdir. Ote yandan
(G/ND/(G/N;)® sonlu ve G/N; lokal g¢bziilebilir oldugundan (G/N)/(G/N;)°
¢oziilebilirdir. Coziilebilir gruplar genisleme kapali oldugundan G/N;
coziilebilirdir.

dir. S = {S;} ve T = {T,}, G nin Sylow iireten bazlan olsun. O zaman
SNi/Ni={S;NiN;} ve TNy/N;, G/N; nin Sylow bazlandir. Teorem 2.59 den
dolayr bunlar esleniktir. Once Ng(SN;)=Ng(SN;.)N; esitligini gosterelim.
Ng(SNi.)Ni<NG(SN;) oldugu agikardir. Ote yandan x&Ng(SN)) olsun. Her
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Se S igin S*N; = SN; dir. §*,Se Sylp(SN;) oldugundan S*N;;1/Ni; ve SNi41/Nis1,
SN; /Ni;; in Sylow p-altgruplanidir. Boylece h=sneSN; vardir 6yle ki
S*Nist/Nis1 = S™Nist/Niyt = S™N;ui/Niy; dir. Buradan xn"'e Ng(SNi) elde
edilir. Yani X€NG(SN;i;)N; dir. Bu her SeS i¢in dogru oldugundan
x€ Ng(SNi,1)N; dir.

Simdi S® N;=TN; olacak sekilde gi€ G nin var oldugunu ve j2i i¢in gjNi=gN;
oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki g; . . . g; tanimlanmis olsun. G/N;;; in
Sylow bazlar eslenik oldugundan

S"Ni1/Nii = TN /Niyy

olacak sekilde he G vardir. O zaman gih'le NgG(SN;)=Ng(SN;.1)N; dir. Boylece
gi=nyh olacak sekilde ye Ng(SN;;1) ve neN; vardir. gi,;=yh olsun. O zaman

$%4 Ny =8""N;;=S"Nis;=TNiy1 ve giN=nyhNi=yhNi=gi.:N;
dir.
® : G — G doniigimini her x€G igin ax)=[]_x®N;,ile tanimlansim.
(N; =1 oldugundan [|_ x¥N; ya bostur ya da bir elemandan olusur. ¢ nin

bir déntigiim oldugunun gostermek igin ﬂ;xg‘Ni nin bogtan farkli oldugunu
gostermeliyiz. Bunu o nin lokal i¢ oldugunun ispatlanmas ile gosterilmis
olacaktir. Bunun i¢in {xy, . . . ,Xp}, G nin herhangi bir sonlu altkiimesi olmak
tizere herr = 1, 2, . . . ,n igin o(x,)=x!olacak sekilde bir he G oldugunu
gostermek yeter. S, =<S;€S : peM> olsun. S, G nin Sylow iireten baz

oldugundan G=[_J_ S, ve boylece {xi, . . . X} S, olacak sekilde bir k

tamsayis1 vardir. P=S, ve Q=<T,eT : pem> olsun. P ve Q, G nin Sylow
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T-altgruplan ve m, sonlu oldugundan Teorem 2.50 den dolayr P®=Q olacak
sekilde ge G vardur.

Her p € m igin S} N; = T,N; oldugundan P® N; = QN; = P®N; dir ve béylece
g:8'€ Ng(PN;)=Ng(P)N; dir. Buradan gig'=yin; olacak sekilde y,eNg(P) ve

n;€ N; vardir. Dolayistyla x# N, = x*N, ve i>k i¢in

yiNe = yimNy = gig "Ny = giNig™! = g Nig ! = gig 'N¥ = Ny,

dir. Boylece y,y; € N,[|Ng(P) dir. Ny bir @, grup ve P bir m grup
iJk G k

oldugundan [NyNNg(P),P] < NynP = 1 dir. Dolayisiyla NyNNg(P)<Cg(P) elde
edilir. Bundan dolayr her i2k igin y=c;y, olacak sekilde c;€Cg(P) vardir.

Bdylece her xe P ve her i2k i¢in
xBlB—lNi = x ¥ Ni =x% Ni = x % Ni =x Ni

ise x¥N; =x"¢N; dir. Buradan

" BN, =) xEN. =" xYEN —yYx8
ﬂ:ﬁ‘ N; ni:kx N, mi=kX N; =x

dir. Yani herr=1, 2, ..., nicin o(x,) =x)*®¢ dir. Sonug olarak o, G nin lokal i¢

otomorfizmasidir. Ayrica
uS,) = n;sﬁ‘Ni =ﬂi°;1TpNi =T,

olur ve bdylece o(S)=T dir.

Asagidaki sonu¢ K-gruplarin baz altgruplarina bir tanim olusturabilmek

amactyla verilmistir.
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Lemma 3.6. G sayilabilir bir K-grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. O zaman
agagidaki sartlar denktir :

(1) G den H ye orten bir lokal i¢ endomorfizma vardir.

(2)G=H

(3) H, G nin her sonlu altgrubunun bir izomorfik kopyasin1 igerir.

(4) H, G nin her sonlu p-altgrubunun bir izomorfik kopyasin igerir.
(5) Her p asal sayisi i¢in H, G nin bir Sylow p-altgrubunu icerir.

(6) H, G nin Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan tiretilir.
Ispat.

(1)=(2). ®:G—H lokal i¢ epimorfizma ve x& Ker® olsun. ®(x)=1 dir. X={x}
olmak iizere X sonlu oldugundan ®(x) = x® olacak sekilde ge G vardir. Bu
durumda x® = 1 olacagindan x = 1 ve bdylece Ker® = {1} olup ® birebirdir. O
halde G = H dir.

(2)=@3). K, G nin sonlu bir altgrubu ve 6:G—H bir izomorfizma olsun.
Boylece K<G oldugundan 6(K)<H elde edilir. 6(K), K nin bir izomorfik
kopyasi oldugundan (3) saglanir.

3)=4). M<G ve |M|=pk olsun. H , G nin her sonlu altgrubunun izomorfik

kopyasini i¢erdiginden 6zel olarak M nin de bir izomorfik kopyasini igerir.
(4)=(5). G saylabilir oldugundan H nin sonlu altgruplarinin 6yle bir

H<H=<...

kulesini segebiliriz ki H=|J_ H; dir ve
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Q< Q;<...

olacak sekilde her i=1,2, . . . i¢in H; nin bir Q; Sylow p-altgrubu segilebilir.
Q= U;Qi olsun. O zaman Q, H nin bir p-altgrubudur. S , H nin Q yu igeren

bir Sylow p-altgrubu olsun. O zaman her i=1,2, . . . i¢in Qi< S dir. Buradan
Qi< SNH; dir. Q; , H; nin bir Sylow p-altgrubu oldugundan Q;=SNH; dir.

: Q=U:=1Qi =U;1(SnHi) =Sn(U;1Hi) =SﬂH=S

yani Q=S dir. Boylece Q , H nin bir Sylow p-altgrubudur.

Q, H nin her sonlu p-altgrubunun bir eslenigini i¢erir. Bunu gostermek igin H

nin sonlu bir D altgrubunu alalim. D sonlu oldugundan D < H; olacak sekilde
bir i1 vardir. H; nin D yi iceren bir Sylow p-altgrubu T olsun. T ile Q;, H;
sonlu oldugundan, esleniktir. Bu durumda Q; = T* olacak sekilde xe H; vardir.
D <Tise D*<T" = Q; < Qolur. G nin Q yu igeren bir Sylow p-altgrubu P ve
F, P nin bir sonlu altgrubu olsun. Hipotezden dolay1 sonlu E<H vardir ki E=F
dir. Ayrica yukanidaki incelemeden dolayr bir he H i¢in E’<Q dur. E'=E=F
oldugundan Q, P nin her sonlu altgrubunun bir izomorfik kopyasim igerir.
Bdoylece Teorem 2.26 dan dolayr Q, P ye izomorf bir altgrup igerir. Fakat
Teorem 2.25 ten dolay1 bir Chemikov grup kendisine izomorf olan 6z altgrup
iceremeyeceginden P=Q olmak zorundadir. Sonug olarak P<H dir.

(5)=(6). H<G oldugundan H sayilabilir lokal sonlu bir gruptur. Lemma 2.46
dan dolay1 H kendi Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan iiretilir.
Q, H nin Sylow p-altgrubu, P de G nin H tarafindan igerilen Sylow p-altgrubu
olsun. Sonug 3.4 ten dolay1 Q=P" olacak sekilde he H vardir. P, G nin Sylow
p-altgrubu oldugundan P" de G nin Sylow p-altgrubudur. Yani H nin Sylow p-
altgruplar1 G nin de Sylow p-altgrubudur. Béylece H nin kendisinin ve
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dolayisiyla G nin Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan iiretildigi

gosterilmis olur.

(6)=(1). GeK oldugundan Teorem 3.2 geregince G, hemen hemen lokal
¢oziilebilirdir. Yani G nin lokal ¢6ziilebilir normal bir S altgrubu vardir &yle ki
|G:S| sonludur. Boylece G/S m-grubu olacak sekilde asal sayilarin sonlu bir 7
kiimesini segebiliriz. O zaman G lokal n-aynlabiliridir. Bunu gostermek i¢in G
nin sonlu iiretegli bir N altgrubunu alalim. NS/S<G/S ve G/S sonlu m-grup
oldugundan NS/S de sonlu w-gruptur. Ayrica NS/S=N/NNS oldugu g6z Oniine
alimirsa N/NNS de sonlu 7-gruptur. Sonlu iiretegli bir grubun sonlu indeksli
her altgrubu sonlu iiretegli oldufundan NS sonlu iireteclidir (Teorem 2.3). S
lokal ¢oziilebilir, G lokal sonlu oldugundan NS sonlu ve ¢oziilebilirdir.
Sonlu ¢oziilebilir bir grup her 7 igin w-aynlabilirdir ([9],sayfa 248). Buradan
NNS zm-ayrilabilirdir. Boylece 1=5,<S,4 . . . <S;=NNS ve S;,,/S; n-grup veya
m-grup olacak sekilde NNS nin bir serisi vardir. Fakat N/NNS bir 7-grup
oldugundan N m-aynlabilirdir. Daha net olarak 1=S;<S,< ... 1S;=NNS<N
olmak iizere N nin faktorleri m-grup veya 7-grup olacak sekilde bir serisi
vardir. Bu bize G nin lokal m-ayrilabilir oldugunu gosterir. Benzer sekilde her
p€ 7 igin G lokal p-aynlabilirdir.

G , sayilabilir lokal sonlu bir grup oldugundan G=( J_, G, olacak sekilde

G, <G;<...

sonlu altgruplar1 vardir. G; sonlu altgrubunu géz 6niine alalim.Teorem 2.53
ten dolay1 G, in bir {G) G, | pen} Hall bazi vardir. Burada gruplar kendi
aralarinda ikiger ikiger yer degistirebilirler. Béylece py, . . . ,ps& T olmak iizere

<Gyp G G,,, > bir mu{py, . . . , ps}-gruptur. Teorem 2.53 (c) den

Lp? "

dolay1 G, £ Gy Ve Gip < Gyp (p € 7 ) olacak sekilde G, nin bir
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pg7n} Hall bazi vardir. Bu sekilde devam edilirse UGM =G, ve pgT igin

i=1

OGLP =G, ler sirasiyla G nin bir Hall m-altgrubu ve pgm igin Sylow

i=1
p-altgruplandir. Ayrica bu gruplar kendi aralarinda ikiser ikiger yer
degistirebilirdir ve p;, .. , p#7n olmak iizere <G,,Gy,...,Gp> bir
nJ{p1,.... Ps}-gruptur. Benzer gekilde H nin H,, Hall n-altgrubu ve her pgn
icin H,, bir Sylow altgrubu vardir &yle ki bu gruplar kendi aralarinda ikiser
ikiser yer degistirebilirdir ve py, . . ., p;#7 olmak lizere <H,,H, s+~ Hp > bir

TCU{PI, v ey pS}-gruptur

ren ve H; < H; olmak {izere H nin bir Sylow r-altgrubu H; olsun. (6) dan
dolay1 H, G nin Sylow altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan iiretilir.
Boylece dyle bir ge G vardir ki H® <G? =Q, c Holur. Burada G, , G nin H; yi
iceren bir Sylow r-altgrubu, Q; ise G nin H tarafindan igerilen Sylow
r-altgrubudur. Dolayisiyla H8=Q, ve H;, G nin bir Sylow r-altgrubudur. Yani
H,, G nin bir Hall nt-altgrubudur.

Simdi Teorem 3.5’deki yaklagimi kullanacagiz. nu{p;}{p:}v . . ., G nin
elemanlarinin asal bélenlerinin kiimesi olsun. i=0,1, . . . olmak iizere, My = 7,
i>1ligin m;=nyU {py,..,p}olsun. O zaman S = { Gy, G, | p= },
T={Hy, H, | pgn} ve Ni=0_, (G) olmak tizere SN/N; ve TNy/N; , G/N; nin bir

Hall bazidir. Boylece 2.53’den dolay1 S® N, =TN; olacak sekilde gie G vardir.

Ispatin geri kalan kismi Teorem 3.5 deki gibidir. Béylece G’nin 8yle bir lokal
ic endomorfizmas: vardir ki ¢(Gp)= Hp ve ¢(G;)= H, dir. Bundan dolayr
$(G)= H dir.

Tanmm 3.7. Eger G sayilabilir K-grup ise G nin Lemma 3.6 daki sartlardan
birini saglayan H altgrubuna G nin bir baz altgrubu denir. Sayilamayan bir K-
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K-grubun baz altgrubu Lemma 3.6 daki (3)-(6) sartlarindan birini saglayan G
nin sayilabilir bir H altgrubu olarak tanimlidir.

Burada (3)-(6) sartlar1 denktir. Bunu su sekilde gosterebiliriz:

(3)=>(4)=(5)=(6) gerektirmeleri Lemma 3.6 nin ispatinda gosterilmigti.
(6)=(3) gerektirmesini ispatlayalim. H, G nin Sylow p-altgruplarinin bir tam
kiimesi tarafindan iretilen bir altgrubu ve F, G nin sonlu bir altgrubu olsun.
K=<H, F> olarak alalim. K, G nin sayilabilir bir altgrubudur ve H, K nin
Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan iiretilir. $imdi Lemma 3.6 y1
K ve H ya uygularsak K=H elde edilir. Béylece F=E olacak sekilde H nin bir
E altgrubl-; vardir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 3.8. G;, G; € K ve G in en az bir baz altgrubu G, nin bir baz

altgrubuna izomorf olsun. O zaman G, ve G, ayni1 baz tipine sahiptir denir.

Simdi GeK ve B, G nin bir baz altgrubu ise 0 zaman G nin B yi iceren her
sayilabilir altgrubunun G nin baz altgrubu ve B ile izomorfik oldugunu
gosterelim: BST<G ve T sayilabilir olsun. T nin G nin bir baz altgrubu
oldugunu gostermek i¢in T nin Lemma 3.6 daki (3)-(6) sartlarindan birini
sagladigmi gostermek yeterlidir. B, (3) sartin1 sagladifindan T de saglar.
Boylece T, G nin bir baz altgrubudur. GeK oldugundan TeK ve ayrica T
sayllabilirdir. Lemma 3.6 da G yerine T, H yerine B alalim. Bu durumda (3)
saglanir.( B, G nin her sonlu altgrubunun izomorfik kopyasim igerdiginden T
nin de her sonlu altgrubunun izomorfik kopyasimi igerir ). Bu sartlar denk
oldugundan (2) saglanir. Yani B =T dir.
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4. HIPERSONLU GRUPLAR

Bir G grubu, faktorleri sonlu olan, artan normal seriye sahip ise G grubuna
hipersonlu adi verildigini hatirlayalim. Basit bir indiiksiyon ile her hipersonlu

grubun lokal sonlu oldugu gdsterilebilir.

Hipersonlu bir grubun agik¢a her altgrubu ve her homomorfik goriintiisii de
hipersonludur. Bununla birlikte, bir periyodik abelyan grup her zaman
hipersonludur. Fakat bir grubun normal hipersonlu altgruplarinin ¢arpimi
hipersonlu olmayabilir. Bununla birlikte K-gruplarin smifi i¢in agagidaki

sonug verilebilir.

Lemma 4.1. GeK olsun. O zaman G nin normal hipersonlu altgruplarinin
garpimi  yine hipersonludur. Bdylece G nin hipersonlu radikali de
hipersonludur.

Ispat. Once N, G nin hipersonlu altgrubu olmak tizere N nin faktrleri sonlu
artan karakteristik seriye sahip oldugunu gosterecegiz. N hipersonlu
oldugundan N nin faktorleri sonlu artan normal

I1=No<aN;<...Ng<aNg ... Ng=N

serisi vardir. $imdi « iizerine indiiksiyonla yukaridaki iddiayr ispatlayalim.
0=0 i¢in iddia agikar olarak saglanir. o limit ordinal degilse o-1 vardir. Kabul
edelim ki N <K,.; olacak sekilde N nin karakteristik Kq.1 altgrubu vardir ve
Ke1 faktorleri sonlu olan artan karakteristik seriye sahiptir. T=nt(N K. 1/Kq.1)
olsun. [Ny:Ng.1| sonlu ve [NeKq.1:Ko.1| = [Na:Kg. 1NNy € [Ng:Ng.1| oldugundan
7t sonludur. Boéylece Teorem 3.3 den dolay1 O,(N/K,;) Chernikovdur.
On(N/Kg.1)=Ko/Kg.1 Olsun. On(N/K,.1)charN/K,.; ve K. charN oldugu igin
KocharN dir. Ote yandan K/K,, Chemikov oldugundan Lemma 2.31
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geregince sonlu faktorlii artan karakteristik seriye sahiptir. Ayrica NoKq.1/Kq 1
n-grup oldugundan NoK,. 1/Ky1< Ky/Kp.1 ve boylece No<K, dir. K/K,.; ve
K1 faktorleri sonlu artan karakteristik seriye sahip oldugundan K, faktérleri
sonlu artan karakteristik seriye sahiptir.

o limit ordinal ise her B<a i¢in Kp faktorleri sonlu artan karakteristik seriye

sahip ve K(,,=UIMz K, oldugundan Kg faktorleri sonlu artan karakteristik seriye

sahiptir. Béylece N nin faktorleri sonlu artan karakteristik seriye sahip oldugu

sonucu elde edilir.

K ve L, G nin iki normal hipersonlu altgrubu olmak {izere KL nin hipersonlu
oldugunu gostermek yeter. Yukandaki incelemeden dolayn1 K nin &yle
karakteristik Kg (B<0) altgruplan vardir ki K= K, <9 ise K,<Kj ve her B<a
ordinali igin Kp,1/Kg sonludur. Ote yandan T/K= LK/K, G/K nin bir normal
hipersonlu altgrubudur bdylece T/K nin 6yle karakteristik altgruplann Tg/K
(E<A) vardir ki T/K=T), , y<d ise T\<Ts ve her w<A\ i¢in Ty.1/Ty sonludur.
Boylece

1<K;«...Ky=L«aT;«...T), =LK

dir. Burada her terim T = LK da normal ve fakt6rler sonludur. Bundan dolay1
LK hipersonludur.

Sonug¢ 4.2. Her p asal sayis1 i¢in p-altgruplari minimal sartin1 saglayan

hipersonlu gruplarn sinifi genisleme-kapalidir.

Ispat. G bir grup N<G olmak tizere N ve G/N min-p sartim saglayan
hipersonlu gruplar olsun. Hipersonlu gruplar lokal sonlu oldugundan N ve
G/N lokal sonludur. Lokal sonlu gruplarin smifi ve minimal sart1 genisleme

kapali oldugundan G, min-p sartim1 saglayan lokal sonlu gruptur. G/N
hipersonlu oldugundan 1=G¢/N<G/N4 . . . Go/N<Gg /N4 . . . Gg/N=G/N
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olacak sekilde G/N nin faktorleri sonlu olan normal serisi vardir. G;/N sonlu
oldugundan G;=NF, olacak sekilde sonlu Fy altgrubu vardir. N hipersonlu
oldugundan Lemma 4.1 den dolay1 G, hipersonludur. o limit ordinal degilse
o-1 vardir. Gg; hipersonlu olsun. Go/Gg.; sonlu oldugundan Go=Gg (Fy.,
olacak sekilde sonlu Fg, grubu vardir. Béylece G, hipersonludur. o limit
ordinal ise Gp hipersonlu olmak tizere Go=| G, dir. | JG, <[] G, ve Lemma

B<a B<a f<a

4.1 geregince l_IGB hipersonlu oldugundan G, hipersonludur. Dolayisiyla G
B<a
hipersonludur.

Lemma 4.3. GeK olsun. O zaman G nin her normal hipersonlu altgrubu
FC™(G) tarafindan igerilir.

Ispat. Eger FC(G) = 1 ise G nin agikar olmayan normal hipersonlu altgrubu
olmadigin1 gostermek yeter. Ciinkii G nin hipersonlu normal altgrubu F ise
F(FC™(G))/FC™(G), G/FC™(G) nin hipersonlu normal altgrubu olur. Béylece
FC(G/FC™(G)) = 1 oldugundan F(FC™(G)) / FC™(G) = 1 olacaktir ve buradan
F<FC™(G) oldugu elde edilecektirr Bunun igin FC(G)=1 oldugunu
diistinebiliriz. Bu durumda kabul edelim ki N, G nin bir agikar olmayan
normal hipersonlu altgrubu olsun. N agikar olmayan bir sonlu normal altgrup
icerdiginden N nin bir sonlu minimal normal M altgrubu vardir. M nin
karakteristik altgrubu olmadigindan M’ = 1 veya M’ = M dir. Birinci durumda
M abelyandir ve her p igin MF, M nin fully invaryant altgrubu oldugundan her
p asal sayis1 igin M"=M veya bir p asal sayis1 i¢in MP=1 dir. Her p i¢in MF=M
olmas1 durumunda M béliimlii abelyan gruptur. M sonlu oldugundan M=1 olur
ki bu bir geligkidir. O halde MF=1, yani M bir elemanter abelyan p-
altgrubudur. O zaman her geG igin M8, N nin minimal normal altgrubudur.
Boylece M® elementer abelyan p-grubudur. Eger g), g,€G icin M® = M¢#
ise M*®, M#] < M&# "nM*#=1 dir. Béylece M°© abelyandir. Ayrica
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(M®)?=1 oldugu agiktir. Yani MC® bir elementer abelyan p-grubudur. Fakat
M® bir Chernikov grup ve (MG)° =1 oldugundan M sonludur. M’ =M olmas1

durumunda M® =D£ M2 dir. Ciinkii M<N ve M°< N oldugundan M<MC ve
e

boylece MEaMC dir. Ayrica M2 , N nin minimal normal altgrubu oldugundan
g1, 226G icin M* NnM# <N ve boylece M "M?# =1 veya M* =M?# dir.
Ote yandan her ge G igin M? abelyan olmayan izomorfik sonlu basit gruplarm
direkt ¢arpim oldugundan M® =Dr S; dir. Burada her i,jeI i¢in Si=S; ve her S;

basit sonlu gruptur. G hemen hemen lokal ¢oziilebilir oldugundan G nin Gyle
bir normal lokal ¢bziilebilir S altgrubu vardir ki G/S sonludur. 1#xeM®nA S
olsun. O zaman 1#x;€ S; olmak tizere x=x;X,...X; seklindedir. S<G oldugundan
x5 < § dir. Ote yandan x%%% = x;% x,% ... x,% =S,S,...S; < S dir ve S; ler
abelyan olmayan basit grup oldugundan S; ler miikemmel gruplardir. Ayrica S
lokal ¢oziilebilir oldugundan S; ler ¢oziilebilir olur ki bu bir geligkidir. Béylece
x=1 dir, yani M® 1 S=1 dir. Bundan dolay1 M®=M®S/S sonludur.

Hem M’ = 1 durumunda ve hem de M’ = M olmasi durumunda M® sonludur.
Bu ise FC(G)=1 olmasiyla gelisir. Boylece G nin agikar olmayan hipersonlu
normal altgrubu yoktur,

FC-hipermerkez, hipersonlu oldugundan K-grup olma durumunda FC-
hipermerkez ayrica tek maksimal hipersonlu normal altgruptur. Bu altgruba,
grubun hipersonlu radikali diyecegiz.

Tamm 4.4. H ile hipersonlu K-gruplarin smifi ve H(G) ile bir GeK nin
hipersonlu radikali gosterilecektir.

Lemma 4.5. Ge K olsun.

(1) Eger N«G ise H(N) < H(G)
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(2) H(G/H(G) ) =1 dir.
Ispat.

(1). GeK oldugundan H(G), G nin tek maksimal hipersonlu normal
altgrubudur. H(N) de hipersonlu olduguna gére H(N)<G oldugunu géstermek
yeter. HIN) = FC”(N) oldugundan FC”(N) char N oldugunu o iizerine
indiiksiyonla gosterelim. a=1 igin FC(N) char N oldugunu biliyoruz. o limit
ordinal degilse o-1 vardir. Fo/F,,.; = FC(N/F,.;) char N/Fy dir. FCy.;(N)charN
oldugundan F, char N dir.

o limit ordinal ise Fo= UMF,3 dir. fe Aut(N), xe F; olsun. O zaman xe Fg(N)

olacak sekilde B<o vardir. B<o igin Fg char N oldugundan f(x)e Fy ve buradan
da f(x)e UM E elde edilir. Bundan dolayr f(F)<F, olup F.charN dir.
Béylece H(N) = FC™(N)charN dir. Ote yandan N<G oldugundan H(N)<G dir.

Bu ise ispati tamamlar. Ciinkii H(G) tek maksimal hipersonlu normal altgrup
oldugundan H(N)<H(G) dir.

(2). H(G) = FC™(G) ve FC(G/FC™(G)) = 1 oldugundan FC(G/H(G))=1 dir ve
boylece H(G/H(G))=1 oldugu goriiliir.

Lemma 4.6. Ge K ve B, G nin baz altgrubu olsun. O zaman H(G)<B dir.

Ispat. F, G nin sonlu normal bir altgrubu olsun. F sonlu oldugundan
kendisinin Sylow p-altgruplarinin bir tam kiimesi tarafindan iiretilir. Yani

=< F, : p €n(F) > dir. B, G nin baz altgrubu oldugundan Lemma 3.6
geregince B=<S: peIP, S,eSyl,(G)> dir. Boylece (F;) 8<S, olacak sekilde
geG vardir. F<G oldugundan (Fp)®<F dir. (F,)%, F nin Sylow p-altgrubu
oldugundan

F=<(Fy)®:pen(F)>< <S§,: pen(F)><B
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dir. Daha net olarak B, G nin her sonlu normal altgrubunu igerir. Ote yandan

G nin FC- hipermerkezi, sonlu normal altgruplarinin garpimi oldugundan

FC(G)<B dir.

Simdi o ordinali lizerine indiiksiyonla FC™(G)<B oldugunu gosterelim. o limit
ordinal degilse a-1 vardir. Indiiksiyon hipotezinden FCy(G)<B dir. FC,.,(G)
yi N ile gosterelim. F/N, G/N nin sonlu normal altgrubu olsun. F/N<B/N
oldugunu géstermeliyiz.

B=<S;: peP, S,eSyl,(G)> ise B/N=<S,N/N: S,N/NeSyl,(B/N)> dir. F/N
sonlu oldugundan kendi Sylow altgruplarinin herhangi bir tam kiimesi
tarafindan iretilir. O zaman F/N nin her p asal sayis1 i¢in bir Sylow
p-altgrubunun B/N tarafindan igerildigini gostermek yeterlidir. F/N sayilabilir
oldugundan F/N nin Sylow altgruplart PeSyl,(F) olmak iizere PN/N
seklindedir. P, F nin Sylow p-altgrubu oldufundan P<G, olacak gekilde
G,e Syl(G) vardir. G, ile S, eslenik oldufundan G}=S, olacak sekilde ge G

vardir. Boylece P!<S, ise PEN/NSS,N/N dir. Ote yandan F/N<G/N
oldugundan PEN/N<F®/N=F/N olur. F/N sonlu oldugundan Sylow p-altgruplan
esleniktir ve dolayistyla PEN/N de F/N nin bir Sylow p-altgrubudur.
PEN/N<S,N/N ise PEN/N<B/N dir ve bdylece F/N<B/N dir. B/N, G/N nin her
sonlu normal altgrubunu igerdiginden ilk paragraftan dolayr FC(G/N)<B/N
olur. FC(G/N)=FCG)/N oldugundan FC,(G)<B dir.

. limit ordinal ise FCo(G)={ J, . FC,(G) ve FC3(G)<B oldugundan FCo(G)<B

dir. Béylece H(G)=FC™(G)<B dir.

T.C. YOKSEKOCRETIM KURDL
BOKUMANTASYON MERKEZ
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5. BAER’IN IDDIASININ iKi FARKLI iSPATI

Bu bélimde, lokal ¢oziilebilir durumda Belyaev’in ve lokal sonlu durumda

Bell’in ispatladig: teorem iizerinde duracagiz.

Teorem 5.1. G bir sayilabilir K-grup olsun. O zaman G nin bir 6z baz

altgrubunun var olmasi igin gerek ve yeter sart G nin hipersonlu olmamasidir.

Bu sonucun bir yoniiniin ispat: kolaydir. $6yle ki: G nin bir 6z baz altgrubu B
olsun. Buna gére Lemma 4.6 dan dolayr H(G)<B oldugundan G hipersonlu
olamaz. Ote yandan teoremin dier yoniiniin ispat1 igin once Belyaev’in

yaklagimim inceleyecegiz.

Lemma 5.2. H, lokal sonlu bir G grubunun sonlu bir altgrubu ve N, G nin
normal bir K-altgrubu olsun. O zaman |C¢ (H) :Cq (H)N/N| sonludur.

Ispat. 7, [H]| nin asal bolenlerinin kiimesi olsun. O zaman Teorem 3.3 den
dolayi N/O_(N) Chernikovdur. Béylece ispat iki duruma indirgenir:
Birincisi N/O,(N)=1 ve ikincisi N/O_,(N)#1 olmasi durumlandir. Birinci
durumda N =O_,(N) olacagindan N bir ©t’-gruptur. Béylece Lemma 2.38 den
dolayi  Ceyy (H) =C, ()N/Noldugundan |Coy (H):Cq (H)N/N|  sonludur.
Ikinci durum igin Snce G =G/O,(N) olmak tzere |Cyp(ED):Co(EN/N
sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Clinkii bu indeks sonlu oldugu zaman
Com () :Cq(H)N/N| indeksinin de sonlu olacagi kolayca gorillebilir.

Béylece N nin Chernikov oldugunu kabul edebiliriz. C/N=Cgn(H) olarak
alalim. L=HN ve M=HC olsun. Bu durumda L Chernikovdur. Ote yandan

N<G oldugundan N<HC dir ve hce HC, h;e H olmak iizere
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(he)'hy(he) = ¢ 'h'hyhe = hyh;' ¢ 'hoc = hy[hy,cle HN dir. Burada hy=h"h;h dir
ve [hy,n]e N oldugu agikardir. Bundan dolayt HN<HC yani L<M dir.

Simdi [M/LCy(L)| sonlu oldugunu gésterelim. meM olmak iizere eger her
leL icin @u() = m'lm olarak tanimlanirsa o zaman @m, L nin bir
otomorfizmasidir. @ : M—Aut(L), her meM i¢in ¢(m) = @, olarak
tanimlanirsa @ bir homomorfizma olur. 6:M/Cy(L)—Aut(L)/Inn(L),
8(mCy(L))=@nInn(L) olarak tanimlandiginda bu bir homomorfizmadir. Simdi
Ker0 y1 belirleyelim. Inn(L)=K ile gdsterelim. mCy(L)e Ker0 olsun. O zaman
Pn<K dir. Boylece @,=, olacak sekilde le L vardir. Bundan dolay1 her l;eLL
icin 1,=1""dir. O halde Im'eCy() ve meLCy() dir. Buradan

Kerf=LCy(L)/Cu(L) dir. M/LCw(L), ( M/LCu(L) ) / ( LCy(L)/Cu(L) ) ye
izomorf oldugundan M/LCy(L), Out(L) = Aut(L)/Inn(L) nin bir altgrubuna
izomorfdur. Bu altgrup, M/LCy(L) periyodik oldugundan periyodiktir ve
bdylece Teorem 2.33 ten dolay1 sonludur. Béylece M/LCy(L) sonludur.
Co(H) < C £ M = HC oldugundan Cg(H) = Cy(H) dir. HSL oldugundan
LCM(L)<LCwm(H) olur. [M: LCy(L)| sonlu oldugundan [M: LCy(H)| sonludur.
Yani [HC: HNCg(H)| sonludur. Buradan |C: Cg(H)N| sonludur ve dolayistyla
|C/N: Co(H)N/N| sonludur. C/N = Cgn(H) yerine yazilirsa ispat tamamlanmig

olur.

Lemma 5.3. A sonlu bir grup, G €K olsun ve A, G {izerine etki etsin.
(i) Eger n(A)N(G)=L ise H(Cg(A))= Ca(A)NH(G)

(ii) Her durumda eger Cg(A)e H ise Ge H dur.

ispat. (i H(G)<G oldugundan Cg(A)YNH(G)<Cg(A) ve boylece
Co(A)NH(G)<H(Cg(A)) olur.



Sylow altgruplart sonludur. Bunu su sekilde gosterebilinz: ..emma 3.3
gefegince G nin abelyan normal bir D altgrubu vardir 6yle ki G/D nin Sylow
altgruplar1 sonludur. P, D nin bir Sylow p-altgrubu olsun. P, Chernikov
oldugundan ayrica hipersonludur. Ote yandan P<D ve D<G oldugu igin
P=H(P)<H(D)<H=1 ve boylece P=1 elde edilir. D, Sylow p-altgruplarinin
direkt carpimi oldugundan ( [9], 4.1.1 ) D=1 olur. Béylece G/D=G elde edilir.

Buradan G nin Sylow altgruplarinin sonlu oldugu gériiliir.

Miimkiinse H(C)#1 olsun. O zaman C, agikar olmayan sonlu normal bir M
altgrubu icerir. ®, q<2|MA| sartin1 saglayan q asal sayilarinin kiimesi ve
P=0_,(G) olsun. Bu durumda Lemma 3.3 geregince G/P  Chernikov,
dolayisiyla sayilabilirdir. Béylece G/P nin Sylow altgruplari; S, G nin Sylow
altgrubu olmak iizere SP/P seklindedir. Bundan dolay1r SP/P de sonludur. G/P
nin bolimli kismm K/P abelyan oldugundan Sylow altgruplarimin direkt
carpimdir. Ayrica K/P = Cp;,xCP;x...xCP: oldugundan K/P sonlu tane Sylow

altgruplarinin direkt garpimi olur. Dolayisiyla K/P sonlu olur. O halde sonlu
boliimlii abelyan grup agikar oldugundan K/P = 1 dir. Béylece G/P sonludur.

H, P nin bir sonlu tiretegli altgrubu olsun. G lokal sonlu oldugundan H sonlu,
2¢ ' ve P bir n'-grup oldufundan Feit-Thompson Teoreminden dolayr H
¢Ozilebilirdir. Bundan dolayrn P lokal ¢oziilebilirdir CNP, M yi
normallediginden, P<G oldugundan ve ayrica P bir #'-grup oldugundan
[PNC,M]<PNM=1 elde edilir. Dolayisiyla Cp(A)=PNC<Cp(M) ve bdylece
Cp(A)=Cp(AxM) olur. AxM bir n-grup oldugundan T(AXM)n(P) = T ve
[1],Teorem 3.3 ten Py= [P,M] lokal nilpotent faktorlii sonlu seriye sahiptir.
Eger Pg#1 ise Py in Hirsch-Plotkin radikali (tek maksimal normal lokal
nilpotent altgrup) K#1 dir. Boylece O,(K)#1 olacak sekilde bir p asal sayisi
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vardir. Op(K)charK<Py oldugundan Oy(K)<P, dir. Bu durumda O,(K)<O,(P,)

B oldugundan O,(Pg)#1 dir. P=[P.M]<P<G, O, (Py)#1 ve Oy (Py)charP

oldugundan Oy(Po)<P dir. Boylece O,(P)#1 dir. Benzer sekilde Oy(G)#1 dir.
Opx(G), G nin bir Sylow p-altgrubu tarafindan igerilir. G nin Sylow p-
altgruplar sonlu oldugundan O,(G) sonludur. Bdylece G agikar olmayan sonlu
normal bir p-altgrup igerir. Bu ise bir geligkidir. Ciinkii G nin agikar olmayan
sonlu altgrubu yoktur. Dolayisiyla [P,M]=1 olmak zorundadir. Bdylece
P<Cg(M) dir ve buradan hareketle |G:Ng(M)| <|G:Cc(M)| < |G:P| olur ki |G:P|
indeksi sonlu oldugundan |G:Ng(M)| indeksi de sonlu olur. Ng(M) nin G
icindeki sol koset temsilcileri g;, g5, . . . , g, olsun. geG igin g=ng; olacak
sekilde ne Ng(M) vardir. Boylece ME=M" = M* olur.
MC=<M® M*%,...,M®> dir. M sonlu oldugundan her i=1,2,..,n igin M®
sonludur. Ayrica G lokal sonlu oldugundan M® sonludur. Bu ise H(G)=1
olmasiyla geligir. Bdylece H(G)=1 iken H(Cg(A))=1 olur. Bu sonucu
kullanarak H(G/H)=1 oldugundan H(Cgy(A))=1 oldugunu sdéyleyebiliriz.
Aynca 1= H(Cgu(A))= H(CH/H)= H(C)H/H dir. Yani H(C)H/H=1 olur ki
buradan H(C)<H elde edilir. Ote yandan H(C)<C oldugunu da goz oniinde
bulundurursak H(C)<HNC olacagindan ispat tamamlanir.

(i) Yine Cg(A) =C ile gosterelim. Hipotez geregince Ce H dir. m, p < 2[A|
sartin1 saglayan p asal sayilarinin kiimesi ve P=0_.(G) olsun. Teorem 3.3 ten
dolayr G/P Chernikov grup oldugundan P€ H oldugunu goéstermek ispat i¢in
yeterlidir. Ciinkii G/P Chernikov oldugundan hipersonludur ve ayrica her p
asal sayis1 igin p-altgruplari minimal sartin1 saglar ve bdylece Sonug 4.2 den

dolay1 G hipersonlu olur.

Cp(A)< Cg(A) oldugundan H(Cp(A)) = Cp(A) dir. m(A)N1(P)=D oldugundan
(i) yi uygularsak Cp(A)= H(Cp(A)) = Cp(A)N H(P) ve buradan Cp(A)<H(P)
elde edilir. H(P)=H ile gosterelim. Lemma 2.65 den dolay1 Cpu(A)=Cp(A)H/H



47

dir. Boylece Cp(A)H/H=1 oldugundan Cpy(A) =1 elde edilir. Bundan sonra

[1] Teorem 3.3 ten E=1 ahnarak P/H nin lokal nilpotent faktorlii sonlu seriye

sahip oldugu ¢ikar. Bu serinin bir faktérii N/M olsun. O zaman N/M lokal
nilpotenttir. Dolayisiyla N/M nin Sylow altgruplari Chernikov oldugundan
N/M hipersonludur. Boylece min-p yi saglayan hipersonlu gruplarin sinifi
genisleme kapali oldugundan P/H hipersonlu olur. Yani H(P/H) = P/H dir.
Lemma 4.5 ten dolayr H(P/H)=1 oldugundan H=P dir. Yani P hipersonludur.

Lemma 54. GeK ve H, G nin sonlu bir altgrubu olsun. Cg(H) yi C ile
gosterelim. X, G nin H-altgruplarinin bir kiimesi olsun 6yle ki her Xe X i¢in

(i) HsNg(X)
(i1) X, C nin sonlu indeksli bir altgrubu tarafindan normallenir.
sartlarini saglasin. O zaman < X : Xe X > € H olur.

Sonu¢ 5.5. G ve H, Lemma 5.4 teki gruplar olsun. O zaman H ve Cg(H)
tarafindan normallenen G nin H-altgruplari arasinda bir tek maksimal olan

vardir ki o, bu tip altgruplarin bilegimidir.

Lemma 5.4 iin ispatt. L=< X :XeX > olsun. G=LH oldugunu kabul
edebiliriz. H(G) yi J ile gosterelim. Xe X ise F < Ng(X) olacak gekilde F < C
vardir ve |C:F| sonludur. Boylece FJ/J < Ngy(XV/J) ve |CIT : E/J|
sonludur. Cgy(HI/J) = Cgy(H) ve ayrnica Lemma 5.4 ten |Cgy(H):CI/J|
sonlu oldugundan |Cg/;(HJ/J) : FJ/J| indeksi sonlu olur. Bundan dolay1 LJ/J,
HJ/J yardimiyla olusturulan G/J nin bir altgrubu tarafindan igerilir, yani
Y={Y/J:Y/JeH } veher Y/J € Yicin

(1)  HITNg(YT)

(ii) Y/, Cg;(HI/T) nin sonlu indeksli bir altgrubu tarafindan normallenir.
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Boylece LI/J = <X : XeX>J/J<<Y/J: Y/JeY> =K dir. Eger KeH ise
LJ/JeH dir ve buradan Le H oldugu elde edilir. Dolayisiyla J=1 oldugunu
kabul edebiliriz. Bu durumda eger C (H)e H oldugunu gosterirsek Lemma 5.3
(i1) den dolay1 Le H olur ki bu da ispati1 tamamlar.

CL(H) yn1 D ile gosterelim. XeX ve xeX olsun. [D:Cp(x)| indeksinin sonlu
oldugunu iddia ediyoruz. Bunu géstermek i¢in E, D nin X i normalleyen sonlu
indeksli normal bir altgrubu olsun. Boyle bir E altgrubunu bulmak
miimkiindiir. Ciinkii hipotezden C nin X i normalleyen bir T altgrubu vardir ve
|C : T] sonludur. Buradan [CND:TND| = [D:TND| indeksi sonlu olur. B&ylece
Corep(TND)=E olarak alabiliriz. Ciinkii |[D:E| sonludur ve E<D dir.
<X, H,E>=M, n=n(H) ve P=Oy(L) olsun. O zaman P char L<G oldugundan
P<G dir. Buradan H(P)<H(G)=1 ise H(P)=1 elde edilir. Lemma 5.3 geregince
H(Cp(H))=Cp(H)NH(P) oldugu i¢in H(Cp(H))=1 dir. Béylece H(D) sonludur.
Simdi bunu gosterelim: L<G oldugundan H(L)<H(G)=1 ve dolayisiyla |L:P|
sonludur. Bu indeksin sonlu olmasi [D:Cp(H)|=[LND:PND| indeksinin de
sonlu olmasmi gerektirir. Ote yandan DP/P=D/Cp(H) izomorfizmasindan
dolayr DP/P sonlu ve bdylece bunun altgrubu olan H(D)P/P sonludur.
Ayrica H(D)P/P=H(D)/(PnH(D)) izomorfizmasi ile

PAH(D)=H(D)NCp(H)<H(Cp(H))=1

oldugu da gézoniinde bulundurulursa H(D)P/P=H(D) elde edilir ve buradan
H(D) nin sonlu oldugu goriliir. E<Ng(X) oldugundan ENX<E ve
EnX=H(ENX) < H(E) < H(D) oldugundan ENnX sonludur.

E<DnM < CnM = Cy(H)

dir ve her biri bir sonrakinde sonlu indekslidir. Ciinkii [D:E| sonlu oldugundan
|DAM:E|=|DNM:ENM]| sonludur. Ayrica G/L = HL/L = H/(HNL) ve H sonlu
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oldugundan G/L sonludur. Dolayisiyla |[GN(CNM):LN(CNM)| sonlu ve
buradan [CNM:DNM] sonlu olur. E;=Cg(x) olsun. |Cy(H):E| indeksi sonlu
oldugundan Cy(H) ve E nin Cy(x) ile kesigimi olan |Cy(<H,x>):E;| indeksi
sonludur. X<Hx>=XH<M dir. Cyx(<H,x>)=M/X dir. Ciinkii H<Ng(X)
oldugundan [H,<Hx>]<XH ve [X,<H,x>]<X dir ve ayrica E<Ng(X) ve
E<Cy(H) oldugundan[E,<H,x>]<X dir. Bo6ylece [M,<H,x>]<XH olur ki
buradan Cyxu(<H,x>)=M/XH e€lde edilirr Bu ve Lemma 5.2
[M/XH:Cy(<H,x>)XH/XH| indeksinin sonlu oldugunu gésterir. Bu indeks k
olsun. H sonlu oldugundan [M/X:Cy(<H,x>)X/X| indeksi en fazla k[H| olur ve
boylece bu indeks de sonludur. Buradan hareketle [M:Cy(<H,x>)X|
indeksinin sonlu oldugu kolayca gorilir. Ayrica |Cy(<H,x>) :E;| sonlu
oldugundan |Cy(<H,x>)X:E;X| sonludur. Béylece [M:E,X] indeksinin ve buna
bagh olarak |EX:E;X| indeksinin sonlu oldugu elde edilir. Dolayisiyla
|[EXNE:E,XNE|=[E:E|(XNE)| sonludur ve [E:E|=[E:E;(XNE)|.|E;(XNE):E,|
esitligi de g6z Oniinde bulundurulursa |E:E;| indeksi sonlu oldugu gériiliir. E
nin segiminden [D:E]| indeksi sonlu oldugundan |D:E,| sonlu oldugu elde edilir.
|D:Cp(x)|<|D:Ck(x)| esitsizliginden |D:Cp(x)| indeksinin sonlu oldugu
sonucuna ulagimnz. geLl ise 1<i<k i¢in x;€X; olmak iizere g=x;X,...xy dir.
NCp(x)<Cp(g) ve Lemma 2.36 den dolay1 |D:Cp(g)| sonlu olur. D<L
oldugundan D bir FC-gruptur ve boylece De H oldugu elde edilir.

X, hipersonlu gruplarin sinifi olmak iizere Teorem 5.4 teki L aslinda Tanim
2.61 de verilen 8(H)=< X<G | Xe X, < H, Cg(H) > < Ng(X) > dir. Teorem 5.4
te H sonlu olmak iizere 6(H)e X oldugu gosterilmigtir. Bundan dolayr Tanim
2.61’ e goére O sonlu tamdir. Bdylece agagidaki sonug, Teorem 5.1° in bir

yOniiniin ispatin1 verir.
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Teorem 5.6. 0, sayilabilir lokal sonlu bir G grubunda sonlu tam ve 6(G)2G
olsun. O zaman her ge G\6(G) icin gg ¢(G) olacak sekilde G nin bir lokal i¢

endomorfizmasi ¢ vardir. Yani G co-Hopfian degildir.

Ispat. G, sayilabilir lokal sonlu grup oldugundan G = U; G, olacak sekilde G
nin
GG, ...

sonlu altgruplan vardir. XX €Co(Gy), her i = 1 icin g B(G") sartlarim

saglayan G nin {X;, X,, ...} altkiimesini inga edelim. Lemma 2.62 (4) den

dolay1

8(G) = Coregd(G) = [ 6(G,)"

xeG

dir. gz 6(G) oldugundan g¢ 6(G,)™ olacak sekilde x,€G vardir. Xy, X, ..., Xp,
yukaridaki gibi inga edilmis olsun. Lemma 2.63 den dolay1

{8(Gy,)° : ce Co(Gr)}<B(G})
dir. Indiiksiyon hipotezinden gg0(GX*) dir ve bSylece gg0(GX,)* olacak
sekilde c,€ Cg(G*) vardir. Xy = X,C, Olsun. O zaman

Xu1Xn €%Co(Gy) X" = Co(Ga)
dir.

Simdi ¢:G—G lokal i¢ endomorfizmasim heG; igin d(h)=x;"hx; ile
tanimlayalim. heG; oldugundan ayrica heG;,; dir. Boylece her i igin
Xi.,.lXi'lE C(;(Gl) oldugundan Xi+1Xi-lh=hXi+1Xi-I dir. Buradan x{lhxi= xi-:l hx;,;
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dir. Yani ¢ iyi tanimlidir. ¢ nin lokal i¢ endomorfizma oldugunu géstermek
icin {g, ..., g} alalim. Bu durumda {g, ..., 2,}CGx olacak sekilde bir k>1
dogal sayis1 vardir. Dolayisiyla her i=1,2,..,n igin ¢(g) = g’ dir. Ote
yandan eger ge ¢(G) ise g = ¢(h) olacak sekilde he G; vardir. g = x{lhx‘i ve
ge G <O(G") dir. Bu ise x; nin insast ile gelisir. Yani gg ¢(G) dir.

Bu kisimdan itibaren L, sonlu ¢oziilebilir bir grup olmak iizere H, L iizerine

etki eden bir sonlu grup olsun.
Bu kisimdan itibaren Bell’ in ayni probleme yaklagimini 6zetleyecegiz.

Asagidaki iki lemma Schur-Zassenhaus teoreminin sonuglaridir ve teoremlerin
ispatlarinda kullanilmaktadir.

Lemma 5.7. A<G , B<G ve (|A|, |B|) = 1 olmak iizere G = AB sonlu bir grup
olsun. Kabul edelim ki G bir € kiimesi iizerine etki etsin ve A, Q lizerinde

gecisli olsun. O zaman B, Q nin bir noktasini dengeler.

Lemma 5.8. A ve B bir X grubunun sonlu alt gruplan, (JA|, [B]) =1 ve A nmn
X igindeki Ax koseti B tarafindan normallensin. O zaman AxNCx(B) bostan
farklidir.

Simdi de Turull’un bazi lemmalarini verelim.

Bu kisimdan itibaren L, sonlu ¢6ziilebilir bir grup olmak iizere H, L iizerine

etki eden bir sonlu grup olsun.

Lemma 5.9. Ly, L nin H-invaryant altgrubu olsun. O zaman H nin LH/LH
koset uzaymna sagdan etkisi H nin Ex ... XEp, ¢arpiminin {izerine eslenikleme
etkisine izomorftur. Burada herbir E; , L/Corei(Lg) in bir H-invaryant

elemanter abelyan kesimidir.
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Lemma 5.10. A bir sonlu grup olsun.

(i)  p>|A]bir asal say1 ve V bir basit F,A-modiil ise C5(v)= C4(V) olacak
sekilde veV vardir. Bagka bir deyisle A/CA(V), V tlizerinde bir regiiler
yoOriingeye sahiptir. |

(ii) p > 2|A] olsun. A ekstra 6zel p-grup, P ye sadik olarak etki etsin ve P
nin merkezi Z(P) yi merkezleyen bir etki olsun. Kabul edelim ki M bir

sadik CPA-modiil olsun. O zaman M|, regiiler A-modiil igerir.

Lemma 5.11. Kabul edelim ki LH bir Q kiimesi iizerine L gegisli etki etsin ve
IL| yi bolen her p asal sayisi [H| den biiyik olsun. O zaman H/Cyx(Q), Q
lizerinde bir regiiler yoriingeye sahiptir.

Tamm 5.12. Kabul edelim ki her 1 < i < h tamsayzs1 igin L nin H-invaryant bir
P, pi-altgrubu verilsin. Eger asagidaki {i¢ sart saglaniyorsa altgruplarm bu
koleksiyonuna, L i¢inde yiiksekligi h olan bir H-kulesi denir.

(1) Bger i < j ise B,P,yi normaller. Boylece L nin L; = B,... P altgrubunu
tanimlayabiliriz.

(2 P=P,,i=1,...,h-1 icin Ni=C, (P.,), P=B/N; ve heri=1, ..., higin P,
agikar degildir.

(3) Egerp;, llsll yi bdlen bir asal say1 ise o zaman 1<i< h-1 igin p; # pj,; dir.

Her i#j igin P, nﬁj=1 olmak zorunda degildir. Bununla birlikte asagida goz

Oniine alacagimiz kulelerde L nin L., /C,_(P,/¢P,)>< Py/¢P; ye H-izomorfik

olan bir béliim grubu vardir.

Burada kuleler i¢in
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(4) h =h(L) dir. Burada h(L), L nin Fitting uzunlugudur.

K<H olsun bizim inga edecegimiz kulenin asagidaki dort sartt da saglamasina

ihtiyacimiz var.

(5) [B.KI=P,

(6) Eger p; tek say1 ise her bir P; iissti p; olan bir 6zel gruptur.

(7) 2<i<h igin eger P;.;, OP; yi merkezliyor ise K da ¢P; i merkezler.

(8) Eger 13'31?’i olmak iizere H ve L. tarafindan normalleniyor ise o zaman ya
f’=1'5i ya da P nm P; icindeki goriintiisti ¢P; tarafindan igerilir (boylece

Py/¢P; bir basit F, L, H-modiil olur).

Lemma 5.13. Eger h([K,L]) = h(L) ise o zaman (1)-(5) sartlarim1 saglayan kule
se¢cmek miimkiindiir.

Asagida Po =K olarak alalim.

Lemma 35.14. L, H ve K Lemma 5.12 deki gibi olsun. (ISi), elemanlan (1)-(5)

ozelliklerini saglayacak sekilde minimal mertebeli elemanlara sahip olan bir

H-kule olsun. O zaman (6)-(8) saglanir.

Yukarnida oldugu gibi L, H ve K gruplan verilsin ve (1)-(8) sartlarin1 saglayan
bir L = (Pi)lsish kulesini géz 6niine alalim. V; = P; / ¢P; (1<i<h icin) olsun.
. H -modiildiir.

i-1

Burada V; bir basit F, L

Tamm 5.15. 2<i<h i¢in C; = C (Pi_l /C,,i_l (Wi)) olacak sekilde V; nin bir L,
homojen bileseni W; (yani F, L, -modiil ve homojen bilesen ) varsa C;e Ci(L)

denir. Ayrica Cy(L)={H} ve Cp.i(L)={{1}} olarak alalim. |
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Eger W; yukaridaki gibi bir homojen bilesen ve C; yukaridaki gibi ise C; ve W;
bagdagiktir ( bu, birebir esleme olmak zorunda degil ).

Lemma 5.16. 3<i<h i¢in Cie Ci(L), C;.;€ C;.,(L) in bir altgrubu ile esleniktir.

Lemma 5.17. i22 ve C;, W; yukanidaki gibi olsun. S, W; nin H igindeki

dengeleyeni olsun.
a) Eger C;=C;,, ise o0 zaman C;, W, yi merkezler.

b) W; nin P;;-homojen bilesenlerinin uzayr Q olsun. S bu kiime {iizerinde
permiitasyon etkisi yapar. Cg(Q2)=D ve UeQ olsun. O zaman P;; in U
tizerindeki etkisinin D i¢indeki merkezleyeni C; dir.

Tamm 5.18. A bir sonlu grup ve B<A olsun. A nin altgruplarinin
B=Cy<Ci<...<Ci=A

zinciri vardir. Bu sekildeki zincirlerin en biiyiik uzunlugu 1, 1(A:B) ile
gosterilir. 1(A:1) i¢in 1(A) kullanilir.

H, X ve L yukandaki gibi olsun. (1)-(3) ve (5)-(8) sartlarim1 saglayan bir kule
secilebilir.

Lemma 5.19. Eger p, |L| yi bélen bir asal say1 ise p>2[H]| olsun. Kabul edelim
ki h > 1(H) olsun. O zaman &yle bir i>2 vardir ki V;, asikar C;-modiili
(Cie C(L)) yardimiyla elde edilen bir F, H-altmodiil igerir.

Teorem 5.20. L, H ve K Lemma 5.18 in hipotezlerini saglasin. Ayrica K, H
nin, tiimleyeni E olan Hall altgrubu olsun. O zaman L nin &yle H-invaryant
altgruplan Po<P vardir ki P/P; basit bir H-modiildiir. Bundan bagka &yle bir
ve P/P, vardir ki ESCy(v)<H dir.
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Lemma 5.21. G bir grup olsun. Kabul edelim ki 1 = Ho< H; <. . . birlesimleri
G yi veren G nin altgruplan olsun. n>1 i¢in H,, Hyp4 in bir altgrubu P, yi
normallesin ve P,, H,, i merkezleyen bir t, eleman:i igersin. n>1 icin

Ny=C, (t,,) olsun. Kabul edelim ki C, (t,)=N, (N,t,) olsun. Eger

n+l
0:G—G, by=t, . . . tt; olmak iizere ge H, i¢gin (1)(g)=g"n olarak tanimlanirsa o
zaman ¢ bir lokal i¢ endomorfizmadir. Bundan bagka ¢(G)NH=C,,_ (t, )’ dir.

Boylece eger bir Hy, t, yi merkezlemiyor ise ¢ 6rten degildir.

ispat. Eger geH, ise her i>n icin geH; dir. Fakat her i>n icin t H, yi
merkezlediginden g"“+""=g"""* dir. Bundan dolay1 ¢ iyi tamimlidir. Ayrica
H,N,=H,C, (t,,)=Cy, (t,.,) dir. H, P, yi normallediginden ve ty i

merkezlediginden H,, N, yi normaller. Once
H, n(H,N,)*=C, (t,)
oldugunu gostermeliyiz. Acgikca
Cy, (t,)<H, N (H,N,)"
dir. ge H, N (HnNn)‘“‘ olsun. g% € H,N, dir ve boylece
g'g" e H N, NP, =C, (t..)=N,

olur. Bu sebeple ge N, (N,t,)=C, (t,) olur.

Ote yandan C, (t,)=C, (t,) "< Hp oldugundan C, (t,) < Hp nH, ve

H* NH, < (H,N,)* NH, =C, (t,) dan dolay:

*) Cy, (t,) = Hp nH,
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olur.
n>1 igin
o(H,,;) "Hqy = 6(H,,,)"H,,,N H,
= HiP A Hib A H, (bo€ Hyyr)
= [Cy, (t.)1"NH, (*) dan
=Cy () "N (PH)™ NH,  (bePHy)
= Cp, (ta)" N Hy
= (HNp) "N Hy )™ (HaNo=Cpy (to1))
= Cy, (t,)™

elde edilir. Ayrica (*) denklemi bize ¢(H)NH, = Cy (t,)™* oldugunu da

gosterir. Tiimevarim ve ¢(Hi.)NH; = ¢(H)NH; esitligini kullanarak her m2n
i¢in O(Hm)NH, = ¢(Hy) NH, yi elde ederiz.

o(G)H, = UHm)r\ H, = U(¢(Hm) NH)=0H,)NH, =Cy (t,)*
m=n m2n
olmasi ispat1 tamamlar.

Teorem 5.1%in ispat1. [14], Sonug 2.6 dan dolay: agagidakileri gostermek ispat
icin yeterlidir: Eger G, sonlu agikar olmayan bir normal altgruba sahip
olmayan sayilabilir sonsuz K-grup ve g, G nin birimden farkl bir elemani ise o
zaman G nin g yi icermeyen Oyle bir H altgrubu vardir ki H=G dir. O halde biz

bu hipotezin saglandigim kabul edebiliriz.
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G nin hicbir sonlu F altgrubu G nin sonlu indeksli bir altgrubunu
merkezlemez. Ciinkii aksi takdirde { h® : he F, ge G } bir sonlu kiimedir ve F,
G nin bir sonlu normal altgrubunu iiretir. Ayrica G nin asikar olmayan sonlu
normal altgrup iceren bir altnormal altgrubu N yoktur. Ciinkii T asal sayilarin
sonlu bir kiimesi olmak lizere O(N) > 1 ise OG) > 1 dir. Béylece eger N
sonsuz ve lokal ¢oziilebilir ise 0 zaman N nin sonlu altgruplan sinirsiz Fitting
uzunluguna sahiptir. G nin yukaridaki ozelliklerini kullanarak eger sonlu
altgruplar smrh Fitting uzunluguna sahip ise o zaman N nin ayn1 sinira sahip
oldugu ve bdylece N nin bir sonlu agikar olmayan normal altgruba sahip
oldugu gosterilebilir.

Simdi w, G lokal p-¢éziilebilir olmayacak sekildeki asal sayilarin kiimesi
olsun. 1 # g& G olmak lizere G = { g, g1, &, . . . } seklinde yazilabilir. F, G nin
sonlu altgrubu olmak tizere o(F), ® de olmayan ve 2|F| den biiyiikk veya esit
olan asal sayilarin kiimesi olsun. Teorem 3.3 den G residually sonludur.
Boylece G nin o(F)-elemanlar i¢eren en genis normal altgrubu Ogg(G) dir ve
Oo®(G), G i¢inde sonlu indekslidir. L(F) = Og(G) yazalim.

n 2 1 olmak iizere G nin H, ve P, sonlu altgruplart ve t,€P, elemanlarini
agagidaki sekilde tanimlayalim.

(1) Hl =<g> ve Hn = <gp, Hn-l; Pn.1>

(ii) P, H, tarafindan normallenen bir p-altgrubu olsun ve ( [Hy| , [Py ) = 1

olsun.
(iii) Py/¢P, eslenikleme ile Z,H,-modiil olarak basittir.

(iv) t;, gy imerkezlemesinven22icinH,; < C, , (t,)<H, 0P,

a-1*n-1

(V) CH,l (tn) = NHH (¢Pntn)
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Kabul edelim ki H, se¢ilmis olsun. n > 2 i¢in P, ve t, nin nasil segilecegini
gosterelim. L(H,) nin A([F, Py.]) 2 I(Hp.1Pp)+1 sartimi saglayacak sekilde bir
H-invaryant F altgrubu bulunabilir. p, bir asal say1 ve P bir p,-grup olmak
tizere Teorem 2.20 den dolay1 F nin bir H, P, -invaryant ve -basit olan bir

P/P, kesimini ve Hy.1SCy_, (V) <Hy.1Pyg sartin saglayan ve P/P, bulunabilir.

Q, F nin H, tarafindan normallenen bir Sylow p,-altgrubu olsun. O zaman Q
nun P/Py a izomorf olan H, P, -invaryant kesimi vardir. Béylece Q nun
H,.1P..1 e kisitlamas1 P/Py a izomorf bir altmodiil iceren Hy-chief faktér M
vardir. P, Q nun M yi bir chief fakttr olarak icermeye goére minimal olan bir
H,-invaryant altgrubu olsun. Boylece P,/¢P, = M dir. M nin tanimindan dolay:
Hy < Cy_p (m) < Hy Py olacak sekilde me Py/oP, vardir. ( [Po,[Hg| ) =1

oldugundan 6yle bir t; € m vardir 8yle ki Cy (t,) =Cy (m) ve

Hu—lS CH P (m) <Hn-1¢Pn-1

a-ttn-{

veya denk olarak P, 1/0P,.; basit oldugu igin

-

Hp1 S Cy p (1) <Hp 9Py,

dir. Buradan P, ve t; in secilmesi daha kolaydir.

g.€ H, oldugundan H, lerin birlesimi G ye esittir. Aynica C, (t,,,), {1} ve ¢P,
arasindadir. Boylece (iv) ve (v) den H;, P; ve t; lemmanin sartlarini saglar.

Buradan G’H, = Cy, (t,) dir. Sonug olarak g G? dir.

T.C. YOKSEKOERETIN Ky gy
DOKUMANTASYON w
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