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OZET

SYLVESTER KUATERNiIYON MATRIS DENKLEMININ
COZUMU ICIN BiR BLOK GMRES YONTEMI

Neslihan BEKTASOGLU

Yiiksek Lisans Tezi

Kirklareli Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Sinem SIMSEK MENGI
Nisan 2024, 33 sayfa

Tezde, A € H™™ B € H™"™, C € H™"™ ve m >» n olmak tizere AX —XB=C
Sylvester kuaterniyon matris denkleminin ¢oziimiiniin elde edilmesi amacglanmistir.
Kuaterniyon sayilarinin ¢carpma islemine gore degisme 6zelligi olmadigindan, Sylvester
kuaterniyon matris denklemi, kuaterniyon matrislerin kompleks matris gosterimlerinden
faydalanilarak, Sylvester kompleks matris denklemine doniistiiriilmiistiir. Elde edilen
kompleks matris denkleminin biiyiik boyutlu ve m > n oldugu dikkate alinarak ¢oziimii
icin Krylov alt uzay yontemlerinden biri olan blok GMRES yontemi kullanilmistir.
Boylece, donilisim sonucunda olusturulan kompleks matris denklemine nazaran daha
kiigiik boyutlu bir kompleks matris denklemi elde edilmis ve denklemin ¢oziimii iteratif
olarak bulunmustur. Elde edilen kompleks ¢6ziim matrisi, baglangigta ele alinan Sylvester
kuaterniyon matris denkleminin ¢oziimiiniin kompleks gosterim matrisidir. Son olarak,
kompleks ¢ozliim matrisine karsilik gelen kuaterniyon matris yazilarak, AX — XB = C
Sylvester kuaterniyon matris denkleminin ¢6ziimii elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sylvester kuaterniyon matris denklemi, kompleks matris gosterimi,
blok Arnoldi yontemi, blok GMRES yo6ntemi.



ABSTRACT

A BLOCK GMRES METHOD FOR THE SOLUTION OF THE
SYLVESTER QUATERNION MATRIX EQUATION

Neslihan BEKTASOGLU

MSc Thesis

Kirklareli University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sinem SIMSEK MENGI
April 2024, 33 pages

In this thesis work, we aim to obtain the solution of the Sylvester quaternion matrix
equation AX — XB = C, where A € H™™, B € H™", € € H™™ and m is very large
such that m > n. One difficulty in solving such an equation is that quaternion scalars are
not commutative under multiplication. To overcome this difficulty, we exploit the
complex matrix representations of quaternion matrices, and, consequently, turn the
quaternion matrix equation into a complex matrix equation. By taking into account the
fact that the resulting complex matrix equation involve large matrices, and m > n, we
tailor a block GMRES method, that makes use of certain Krylov subspaces. As the
proposed block GMRES method operates on small Krylov subspaces, it requires the
solution of small complex matrix equations. The Krylov subspaces are expanded and the
small complex matrix equations are refined iteratively. In the end, our GMRES approach
yields the complex representation of the solution of the Sylvester quaternion matrix
equation at hand. In the final step of our approach, this complex matrix representation is
converted into the corresponding quaternion matrix leading to the solution of the
quaternion matrix equation AX — XB = C.

Keywords: Sylvester quaternion matrix equation, complex matrix representation, block
Arnoldi process, block GMRES method.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

H Kuaterniyon sayilar kiimesi

R™*™ m X n boyutlu reel matrisler kiimesi
cmm m X n boyutlu kompleks matrisler kiimesi
H™ " m X n boyutlu kuaterniyon matrisler kiimesi
AT Bir A matrisinin transpozu

A Bir A matrisinin eslenigi

A" Bir A matrisinin eslenik transpozu

iz(.) Bir kare matrisin izi

rank(.) Bir matrisin ranki

(., I¢ carpim

Il- 12 2-norm

Il Frobenius norm

| Ispat sonu

Kisaltmalar Aciklamalar

GMRES Genellestirilmis minimum kalan yontemi



1. GIRIS

Reel hayattaki bircok olay1 agiklamak icin kullanilan matematiksel araglardan biri matris
denklemleridir. Miihendislik, ekonomi, istatistik, fizik gibi bir¢ok disiplinde karsimiza
cikan problemler, lineer veya lineer olmayan tiirden matris denklemi bi¢iminde ifade
edilebilir. Calismanin konusu olan Sylvester matris denklemi ise A, B ve C uygun boyutlu

bilinenler matrisler ve X uygun boyutlu bilinmeyenler matrisi olmak {izere

AX-XB=C (1.1)

seklinde tanimli lineer matris denklemidir. (1.1) matris denkleminin homojen hali ilk defa
J.J. Sylvester tarafindan 1884 yilinda tamtilmistir [1]. B = AT ve C = CT olmasi

durumunda ise (1.1) denklemine Lyapunov matris denklemi denir [2].

Sylvester ve Lyapunov matris denklemleri kontrol teori [3,4], model indirgeme [5,6],
goriintli diizeltme [7,8], adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii [9], genellestirilmis

0zdeger problemleri [10] gibi bir¢ok alanda ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak, (1.1) matris denklemlerinin ¢ézlimlerini bulmak i¢in kullanilan dogrudan
veya iteratif yontemler A ve B matrislerinin boyutuna baglidir. Lyapunov denklemi,
Sylvester denkleminin 6zel bir durumu oldugundan, Sylvester denklemi i¢in kullanilan
¢Oziim yontemleri Lyapunov denklemine de uygulanabilir [11]. Katsayr matrislerinin
boyutlar1 en fazla birka¢ yiiz oldugunda, problemin boyutu kiigiik veya orta olarak
adlandirilir. Bu problemler i¢in en etkin yontem Bartels ve Stewart tarafindan onerilmistir
[12]. Bartels ve Stewart tarafindan 6nerilen yontem, Sylvester matris denklemini, katsay1
matrislerinin Schur ayrisimlarindan yararlanarak daha basit bir forma doniistiiriip, geri
yerine koyma yontemi ile ¢ozmeye dayanmaktadir. Katsay1 matrislerinin boyutlarinin her
ikisinin de kii¢iik oldugu ancak birinin digerinden 6nemli Slgiide daha kii¢iik oldugu
durumlarda, Golub ve ark. daha biiyiik boyutlu katsay1r matrisinin Hessenberg ayrigimi ile
Bartels ve Stewart algoritmasinin bir ¢esidini sunmuslardir [13]. Bu yontemlere alternatif
olarak, Sylvester matris denklemi, Kronecker carpim ve vec operatorii yardimiyla lineer
sistem bigiminde yazilabilir. Daha sonra elde edilen lineer sistemin ¢ézlimii kismi pivotlu

LU ayrigimi, ardindan yerine koyma yontemi ile kolaylikla bulunabilir. Gergek diinyada



karsilastigimiz problemleri temsil eden matris denklemleri genellikle biiylik boyutludur.
Bu tiir problemlerin ¢éziimiinde yaygin olarak kullanilan teknikler degisen yonlii kapali
iterasyon (ADI) ve iz diistim yontemleridir [14-25]. Bir iz diisiim yontemi olan Krylov
alt uzay yontemleri biiyiikk ve seyrek problemlere uygulanir. Ozellikle, reel veya
kompleks cisimler {izerinde tanimli biiylik boyutlu Sylvester matris denklemleri i¢in, blok
ve global Krylov alt uzay yontemleri literatiirde dikkat ¢ekmistir. Bu algoritmalarin
arkasindaki ana fikir, baglangi¢ kalan matrisini blok Krylov alt uzay1 veya matris Krylov

alt uzay: lizerine yansitmaktir [15-25].

Reel ve kompleks sayilarin daha genel bir hali olan kuaterniyon sayilar1 1843 yilinda

W.R. Hamilton tarafindan ortaya atilmistir. Kuaterniyonlarin kiimesi

]H[ = {ao +a1i+a2j+a3k| iz :jz = kZ e l]k = _1,a0,a1,a2,a3 € R}

biciminde tanimlidir [26]. i, j, k birimlerinin ¢arpmasi gbéz oniline alindiginda H
kiimesinde ¢arpma isleminin degisme Ozelligi olmadig1r goriilmektedir. Bu sebeple
kuaterniyonlar yar1 cisim olarak adlandirilir. H kiimesi toplama ve skalarla ¢arpma
islemleriyle birlikte reel sayilar lizerinde 4-boyutlu ve kompleks sayilar iizerinde 2-
boyutlu bir vektor uzaydir [26,27]. Kuaterniyonlarin bilgisayar bilimleri, sinyal ve renkli
goriintli isleme, kuantum mekanigi gibi alanlarda uygulamalar1 bulunmaktadir [26,27].
Bu alanlardaki uygulamalardan hareketle, kuaterniyonlar yari cismi iizerinde matris
denklemlerinin ¢dziimlerinin elde edilmesi problemi son zamanlarda dikkat cekmektedir.
Kuaterniyon sayilarinin ¢arpma islemine gore degismeli olmamasi, kuaterniyon matris
denklemlerin ¢oziimiinii bulma problemini reel veya kompleks matris denklemlerin
¢Ozlimiinii bulma problemine kiyasla zorlastirir. Bu zorluklarin iistesinden gelebilmek
amaci ile gelistirilen ¢oziim yontemlerinden bazilar1 su sekildedir. Kuaterniyon matris
denklemleri, kuaterniyonlar i¢in tanimli Kronecker carpim ile lineer denklemler sistemine
doniistiiriilerek Moore-Penrose ters yardimi ile ¢oziilebilir [28-34]. Bir diger yontem ise
matris denklemini sag kuaterniyon vektér uzayi veya sol kuaterniyon vektor uzayinda
¢ozmektir [35-37]. Son zamanlarda dikkat ¢ceken baska bir yontem ise kuaterniyon matris
denklemini, kuaterniyon matrislerin reel veya kompleks gosterimlerinden yararlanarak
reel veya kompleks matris denklemine doniistiirmektir. Boylece dncelikle elde edilen reel
yada kompleks matris denkleminin ¢6ziimii bulunur ve daha sonra baglangigtaki
kuaterniyon matris denkleminin ¢oziimii ise yapilan doniisiimiinden yararlanarak geri

doniik yazilabilir [38-40]



Bu ¢alismada ise A € H™™, B € H™", C € H™ " seyrek matrisler (matrisin 0
elemanlarinin sayisi fazla) ve m > n olmak tizere AX — XB = C Sylvester kuaterniyon
matris denklemi ele alinacaktir. Literatiirde Sylvester kuaterniyon matris denkleminin
¢Oziimiinli bulma problemini farkli yontemler ile ele alan ¢aligmalara mevcuttur [29-36].
Tezde ele alinan (1.1) matris denklemindeki matrisler, seyrek ve boyutlar1 biiyiik
oldugundan denklemin ¢oziimii i¢in iteratif yontemlerden biri tercih edilecektir.
Oncelikle, (1.1) Sylvester kuaterniyon matris denklemini, kuaterniyon matrislerin
kompleks gosteriminden faydalanarak, Sylvester kompleks matris denklemine
doniistiirecegiz. Bu doniisim sonunda elde ettigimiz Sylvester kompleks matris
denklemindeki matrislerin boyutlari, (1.1) matris denklemindeki matrislerin boyutlarina
gore iki kat artmaktadir. Buna ilaveten m > n oldugu da g6z oniine alirsa, Sylvester
kompleks denklemin ¢ozliimii, Krylov alt uzay yontemlerinden biri olan blok GMRES
yontemi ile bulunacaktir. Sylvester kompleks matris denklemini, Sylvester operator
yardimi ile tekrar ifade edecegiz. Blok Arnoldi yontemini, Sylvester operatoriine ve
baslangi¢ kalan matrisine uygulayarak k boyutlu (k iterasyon sayisi) Krylov alt uzayi
olusturacagiz. Daha sonra olusturulan k boyutlu Krylov uzayinda Sylvester kompleks
matris denkleminin ¢6ziimiinii blok GMRES yontemi ile arayacagiz. Elde edilen
kompleks ¢oOziim matrisi baslangigtaki Sylvester kuaterniyon matris denkleminin
¢Oziimiinlin kompleks gdsterim matrisidir. Kompleks gosterim matrisinden yararlanarak
olusturdugumuz kuaterniyon matris ise istenilen ¢6ziim matrisidir. Son olarak ise
calisgmada ele alinan yontemin dogrulugunu ve elverisliligini gostermek amaci ile bir
sayisal Ornek ve verilen Ornekteki kalan matrislerin normlarmin degisim grafigi

verilecektir.






2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bir sonraki bdliimlerde zemin olusturacak temel kavram ve ifadelere yer

verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1 a;;, i =1,2,...,m, j=12,..,n, sayllariin m satir ve n siitun seklindeki
dikddrtgensel bir dizisine m x n boyutlu bir matris denir. Bu matris A = [a;;] ile

gosterilir.

aj, t=12,...m j=12,..,n, sayilarina A matrisinin elemanlar1 denir. Bir A matrisi,
elemanlarinin  alindig1 (yar1)-cisme gore isimlendirilir. Ornegin, elemanlar1 reel
sayilardan olusan matrise reel matris, elemanlar1 kompleks sayilardan olusan matrise

kompleks matris, elemanlar1 kuaterniyon sayilarindan olusan matrise kuaterniyon matris

denir [41].
Tanim 2.2 A = [aij] € C™ ™ olsun.
i. A matrisinin devrigi ij. eleman a;; olan n x m matristir ve A" ile gosterilir.

li. z=c+ dikompleks sayisinin eslenigi Z = ¢ — di olmak tizere, A matrisinin
eslenigi A ile gosterilir ve A = [a_ij] olarak tanimlanir. Benzer sekilde, A

matrisinin eslenigi A* ile gosterilir ve A* = AT = AT olarak tanimlanir [41].
Simdi ¢alismada gerekli olan baz1 6zel tipli matrislerin tanitalim.
Tanim 2.3 Bir A € C™*™ matrisi igin,
I. A* = Aise A matrisine Hermityen matris,
ii. A*A =1 (ATA =) ise A matrisine {initer (ortogonal) matris,
iii. A*A = AA” ise A matrisine normal matris denir.

Iv. Vi > j + ligin a;; = 0 ise A matrisine iist Hessenberg matris denir.



V. Vi > jicin a;; = 0 ise A matrisine {ist ligensel matris denir.

Vi. Vi # j icin a;; = 0 ise A matrisine kdsegen matris denir [41].

Tanim 2.4 A = [aij] € C™™ olsun. A matrisinin izi iz(A) = XX, a;; seklinde tanimlanir

[41].

Tamm 2.5 A4 = [a;;] € C™" ve B € CP*4 keyfi iki matris olsun. Bu durumda A

matrisinin B matrisi ile Kronecker ¢carpimi A @ B ile gosterilen

allB alzB b alnB
a21B azzB az-nB
aGmB  amB - amnB

mp X nq boyutlu matristir [41].
Tanim 2.6 A = [ai j] € C™ ™ matrisi i¢in vec-operatorii

veC(A) = [all a21 aml a12 azz amz

olarak tanimlanir [41].

A1n Q2

Tanim 2.7 A, B ve C uygun boyutlu kompleks matrisler olmak iizere

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)

esitligi vardir [41].

2.2. T¢ Carpim ve Norm

Tanim 2.8 V, F(R veya C) cismi lizerinde bir vektor uzayr olsun. Asagidaki kosullari

saglayan (-,-): V X V — F fonksiyonuna V tizerinde bir i¢ carpim, (V,(-,-)) ikilisine de bir

i¢c garpim uzay denir.

i VueVicin{(uu)=0ve (u,u) =0 u=0,

ii. Yu,v € V i¢in (u,v) = (v,u),
iii. Vu €VveVA € F i¢in (Au, v) = A(u, v),

iv. Vu,v,w € Vigin (u + v,w) = (u,w) + (v, w).

n boyutlu kompleks vektdr uzayinda standart i¢ carpim Vu, v € C**? i¢in



n
(wv)y=rvu= z u;v;,

i=1

m X n boyutlu kompleks vektor uzayinda standart i¢ ¢arpim ise VA, B € C™*™" i¢in
(A,By = iz(B"A)
seklinde tanimlidir [41].

Tanmm 2.9 V, F (R veya C) cismi lizerinde bir vektor uzay: olsun. Her u, v € V ve her

A € Figin, ||]|: V = R fonksiyonu,
o flull =0
i lul=0eu=0
Hi. llcull = |cllull
V. flu+ vl < Jlull + vl

aksiyomlarini sagliyor ise ||-|| fonksiyonuna V vektor uzayi iizerinde bir norm ve (V, ||-]))

ikilisine normlu uzay denir.

€™ vektor uzayindaki bir u vektdriiniin 2-normu [ull, = /Z?:lluilz, C™" vektor

uzayinda bir A matrisinin Frobenius normu ||A||z = /iz(A*A)= Zg’;lz}‘:ﬂaiﬂz

bigiminde tanimhidir [41].

2.3. Lineer Bagimsizhik, Gram-Schmidt Yoéntemi

Tamm 2.10 V bir vektor uzayi olmak iizere vq, vy, ..., v,, € V vektorlerinden olusan kiime
S ={vy, vy, ..., v} 0Olsun. ¢;, i = 1,2, ..., m keyfi sabitler olmak tizere v;, i = 1,2, ...,m
vektorlerinin lineer kombinasyonu ¢y vy + c,v, + -+ + ¢, V;,, bigiminde ifade edilir. Eger
vy + vy + -+ v, = 0 esitligini saglayan3c; =0, i=1,2,...,mvarsa S

kiimesine lineer bagiml kiime, aksi halde lineer bagimsiz kiime denir [41].

Tamm 2.11 V bir vektor uzayi olmak iizere vq, vy, ..., v,, € V vektorlerinden olusan kiime
S ={vy, vy, ..., v} Ve W c V bir alt uzay olsun. vw € W i¢in w = }}[-, c;v; olacak

sekilde ¢;, i = 1,2, ..., m sayilar1 bulunabiliyorsa S kiimesi W alt uzayim gerer (iiretir)



denir ve spansS ile gosterilir. S kiimesi lineer bagimsiz bir kiime ise S kiimesine W alt

uzayinin bir bazi denir [41].

Tanim 2.12 V bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. u, v € V igin (u, v) = 0 ise u ve v vektorlerine
ortogonal vektdrler denir. Ortogonal vektorlerin olusturdugu kiimeye ise ortogonal kiime
denir. Eger ortogonal bir S kiimesinde her vektoriin normu 1 ise S kiimesi ortonormal

kiime denir [41].

Tamm 2.13 Bir A € C™™ matrisi i¢in range(A) = {Ax|x € C"*1} c¢ C™*! kiimesine

A matrisinin bir siitun uzay1 denir [41].

Tamm 2.14 Bir A € C"™*™ matrisinin siitun uzayinin boyutu A matrisinin rank: olarak

adlandirilir ve rank(A) ile gosterilir [41].

Simdi lineer bagimsiz bir kiimeden ortonormal kiime elde etme islemi olan Gram-

Schmidt yontemini verelim.

Tanim 2.15 V sonlu boyutlu bir i¢ carpim uzayi olmak iizere {a, a3, ..., a,} kiimesi V i¢

carpim uzayinin bir bazi olsun. V i¢ ¢arpim uzayi i¢in

span{al, Ay, ..., an} = Span{ﬁl' /32' ) ﬁn}

olacak sekilde ortonormal {f Boees ,Bn} baz1 asagidaki sekilde hesaplanir [41].

ay

AR
(5, )

Z BB P
(a, Bi)

2 <ﬂi.ﬁl>ﬂl

B =

J=2,..,n

esitlikleriyle belirlenir.

2.4. QR Ayrisim

Simdi lineer sistemlerin ¢oztimiinde kullanisli bir ara¢ olan QR ayrisimindan bahsedelim.

Tanmm 2.16 A € C"™ ™ siitunlari lineer bagimsiz matris ve m > n olsun. Bu durumda

- QR



mXxn

olacak sekilde siitunlari ortonormal Q € C matrisi ver;; # 0, j = 1,...,n olacak

Cnxn

sekilde {ist iicgensel R € matrisi vardir. Bu ayrisima A € C™™ matrisinin

(men (mem

indirgenmis QR ayrisimi denir. A € matrisinin tam QR ayrisimi ise Q €

liniter matris ve R € C™*™ {ist tiggensel matris olmak tizere

1=elo, ]
B O(m—n)xn

ile verilir [42].

Simdi QR ayrisimindan bir lineer sistem ¢dziimiinde nasil yararlanildigini aciklayalim.
A € C™™ olmak tlizere Ax = b lineer sistemini g6z oniine alalim. A € C™*™ matrisinin
indirgenmis QR ayrisimi Ax = b lineer sisteminde yerine yazilsin. Bu durumda @*@ =1
ve g:= Qb olmak iizere Rx = g iist ticgensel lineer sistemi elde edilir. Rx = g lineer
sistemi ise geriye yerine koyma yontemi ile kolaylikla ¢oziilebilir. Dolayisiyla Rx = g
lineer sisteminden elde edilen ¢6ziim, Ax = b lineer sisteminin ¢éziimiidiir. Burada, eger

C™*™" jse x vektori lineer

A € CY™ ise x vektorl lineer sistemin ¢ozimii, eger A €
sistemin en kii¢iik kareler ¢oziimiidiir. Ax = b lineer sistemi ¢6ziimiinde A € C"™*"

matrisinin tam QR ayrisim1 g6z Oniine alinirsa da benzer sekilde ilerlenir.

Bir matrisin QR ayrisimi; Gram-Schmidt yontemi, Householder yansiticilart ve Givens
rotasyonlarla  hesaplanabilir.  Bilgisayar ortaminda yapilacak hesaplamalarda
Householder yansiticilart ve Givens rotasyonlarla QR ayrigimi yapmak, Gram-Schmidt
yontemi ile QR ayrisim1 yapmaya gore daha istikrarli sonuglar verir [12,37]. Householder
yansiticilart matrisin bir siitunundaki bir eleman hari¢ digerlerinin hepsini birden sifir
yapabilirken, Givens rotasyonlari siitundaki elemanlar1 teker teker sifir yapar. Bu acidan
Householder yansiticilari, Givens rotasyonlara nazaran daha biiyiik 6lgekli matrislerde
kullanilir. Bu ¢aligmada ise QR ayrisiminin Householder yansiticilar ile hesaplanmasina

deginecegiz.

Householder yansitict matrisler ile bir matrisin liggensel forma nasil geldigini agiklamak

X X X
|rx x x]|
icin temsili olarak 5 x 3 boyutlu 4 =|x x x| seklinde temsili bir matris alalim.
[x x xJ
X X X

A matrisini soldan Householder yansitict matrisleri ile carpalim



X X X X X X X x x X x x
|rx X x]| |[O X x]| |[0 X x]| |[O X x]|
Ix x x|Q,10 x x|Q,]0 0 x|Q,[0 0 x|
[x X xJ - lO X xJ - lO 0 xJ - lO 0 OJ
X X X 0 x x 0 0 «x 0 00
4@ 4® 4@

Goriildiigii bir A € C™™ matrisi iiggensel forma getirmek icin n tane Q,,..,Q,

Householder yansitict matrisine ihtiyag vardir. Burada, v{) =A(j)(j:m, J)—

) (uU))*

||AU>(j:m, j)” e; olmak iizere Q. = I, — =~ seklindedir [42]. Simdi, m >n
2 J (v®) p0)

olmak tizere A € C™*™ matrisinin QR ayrisimini1 Householder yansiticilar ile hesaplayan

algoritmay1 verelim.

Cizelge 2.1 QR Ayrisimi

A € C™"™, m > ngiriniz.
k=1,..,nicin

v = A(k:m, k)

i i 2

k). —
T LAl

= i¢in
Alk:m, k:n):= A(k:m, k:n) — 2u® ((u(k))*A(k: m, k: n))
Bitir.

Algoritma sonunda R € C™™ {iggensel matris olmak {izere [ ] matrisi elde edilir.

O(m—n)xn
Ek olarak yukaridaki algoritmanin adimlar1 Q,, ... @,Q,A = R seklinde yazilabilir. Yani,

Qj» j = 1,...,n matrislerinin simetrik oldugu gdz oniinde bulundurularak, A = QR elde

edilir, 6yle ki burada Q € C™™ {initer bir matris ve Q = Q;Q; ... Q,, bigimindedir.
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3. GENELLESTIRILMIiS MINIMUM KALAN YONTEMI

Bu béliimde oncelikle ortonormal bir baz olusturma yontemi olan Arnoldi iterasyonu, daha

sonra ise bir lineer sistemin ¢oziimiini iteratif olarak hesaplayan GMRES yontemi verilecektir.

3.1. Arnoldi iterasyonu

Oncelikle, siklikla bahsedecegimiz Krylov dizisi, Krylov alt uzay1 ve Krylov matrisi tanimlarini

verelim.

Tanmm 3.1 A € C™*" ve 0 # b € C"*! olmak iizere
e {b,Ab,A%b,..., /" b} seklinde olusturulan diziye bir Krylov dizisi,
e K;=span {b, Ab, A%D,..., A _1b} uzayna j boyutlu bir Krylov alt uzayz,

e Kuj=Ib Ab A%*b .. A/p] matrisine bir Krylov matrisi
denir.

Walter Edwin Arnoldi tarafindan 1951 senesinde yogun elemanli (sifir elemani fazla olmayan)
bir matrisi Hessenberg forma doniistiirmek amaci ile verilen Arnoldi iterasyonu daha sonraki
yillarda biiyiik boyutlu bir matrisin 6zdegerlerini hesapmak i¢in elverisli bir algoritma olarak
literatiirde yerini almistir. Bunun yani sira Arnoldi iterasyonu, Krylov alt uzaymin bir
ortonormal bazini olusturmak i¢in de kullanilmaktadir. Algoritmanin her adiminda bir 6nceki
adimda hesaplanan Arnoldi vektoriiniin A katsayilar matrisi ile ¢arpilmasi sonucu elde edilen
yeni vektoril, onceki adimlarda olusturulan vektorlere Gram-Schmidt yontemi ile diklestirme

fikri yatar. Oncelikle, A € C"*" ve 0 # b € C**! olmak {izere Kj, j =1.2,...,k uzay: igin
ortonormal bir {ql, . ..,qj} bazin1 Gram-Schmidt yontemini ile tireten Arnoldi iterasyonunun

algoritmasini verelim.
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Cizelge 3.1. Arnoldi Iterasyonu

A € C™™ 0 # b e C"1giriniz.

b
= by,
j=1,..,kigin
vi= Aq;
l=1,..,jicgin
hji:=(v,q,)
vV.i=vV— hqul
Bitir.

h(j+1)j5 = [lvll2

v

UG = hry;

Bitir.

Geri donddr.

Algoritmay1 detayl olarak inceleyelim. Krylov uzaymin bazinin ilk elemani q, = ﬁ € K1
2

olmak iizere,

Aqy = h11q1 + hpy1q; €K,

Aqy = h12q1 + hy2q; + h3pq3 € K

Aqr-1 = hige—1)q1 + hae—1)q2 + - + A1)k € Kie
Aqy = hixqr + horqz + - + R Qe + Ager Qi1 € Kiera

seklindedir. Dikkat edilirse her iterasyonda baza yeni bir yon eklenmektedir. Dolayisiyla

Krylov uzaylar1 arasinda KX; € X, € - iliskisi vardir. Yukarida ifade edilen yinelemeli
bagmtilardan i = 1,2,...,k+ 1,j = 1,2,...,k ¢in eger i > j ise h;; = qu - Z£1=1 h,;q,,, eger

[<jisehy;= (Aql.,qj) oldugu agiktir ve
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[hll hiy .. hlk]

h21 h22 h’Zk
Al 92 - Q] =[01 42 -~ Q+1]| O hsp - :
Pt hy |
0 R VR
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla Q,:=[91 42 -~ 4kl Quu:=1[91 92 - qk41] sirasiyla

n X k ven x (k + 1) boyutlu ortonormal matrisler ve Hy: = [h;], i = 1,...,k+1,j =1,..,k

matrisi ise (k + 1) X k boyutlu {ist Hessenberg matris olmak iizere

AQy = Q+1Hy
yazilabilir. Boylece Cizelge 3.1. ile verilen algoritma @, ve Q, ,; matrislerinin siitunlari olarak

ifade edilen {q,,q,,...,q,} ve {q,,q,,..., qk+1} ortonormal bazlar1 olusturur.

Simdi Ax = b bi¢iminde verilen lineer sistemin ¢éziimiinii GMRES yo6ntemi ile arayalim.

3.2. Genellestirilmis Minimum Kalan Yontemi

Krylov alt uzay yontemlerinden biri olan genellestirilmis minimum kalan (GMRES) yontemi,
Ax = b lineer sisteminin ¢oziimii i¢in Yousef Saad ve Martin H. Schultz tarafindan 1986
yilinda ileri siiriilmiistiir. Benzer problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan CGNR (kalani
minimumlastirmak i¢in normal denklemlerine uygulanan Eslenik Gradyan yontem) ve CGNE
(hatayr minimumlastirmak i¢in normal denklemlerine uygulanan Eslenik Gradyan yontem)
yontemlerinden farkli olarak GMRES yontemi iki matris vektor carpimi yerine bir matris vektor
carpimi gerektirdiginden hesaplama maliyeti agisindan elverigli bir yontemdir. Ayrica GMRES
yontemini uygulamak igin A € C™™ matrisinin 6zel yapili (simetrik, pozitif tanimli vb.) olmasi
gerekmez. Katsayilar matrisinin tersinir olmasi yeterlidir. A € C™*™ tersinir matris olmak {izere
Ax = b lineer sisteminin tam ¢ozlimii X = A'p seklinde ifade edilir. Baslangi¢ vektorii xg

olmak tizere A matrisi ve rq = b — Ax, vektori ile olusturulan k boyutlu Krylov uzayr K: =
span {ro, Arg,..., Ak _1r0} olsun. GMRES yo6ntemi her iterasyonda kalan vektoriiniin normunu

minimum yapan yaklasik ¢oziimii bulmak i¢in bir en kiigiik kareler problemi ¢ozer. Ornegin k.

adimda elde edilen x; € xqg+ K} ¢Oziimii r, =b— Ax, kalan vektériinlin normunu
To

lIoll2

minimumlastirir. Baglangi¢ kalan vektorii vy ve g = olmak tizere Arnoldi yontemi ile k

boyutlu Krylov uzayi i¢in olusturulan ortonormal bir baz {q, Aq,..., Ak_lq} ve bu baza karsilik

gelen matris Q,:=[q Aq .. A*g] olsun. Bu durumda Vx € xo + K i¢in x = xo + QY
olacak sekilde y € C*¥** vardir. O halde
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nin b = Axllz = min 16— A(xo + Q)
yazilabilir. rg = b — Axy ve AQy = Qy+1Hj oldugu goz oniine alinirsa

min, [|b = A(xo + Qy)ll, = min,f[ro - Qi iy,
y

ye(Cle
elde edilir. Q +; Matrisi ile normun igindeki ifadeyi carpmak 2-normunu degistirmez.
To

q= TN € XK, oldugundan Q;;+1r0 = |Iroll,eq €

(k+1)x1 - : . _
C seklindedir. Ayrica Q,,,Q,,, =

I 41 esitligi goz Oniine alinirsa

min ||b — Ax||, = min ||||rgll,eq — H
XEx0+7(k” Il2 ye(Cle”” ollze1 kY2

yazilabilir. Boylece Ax = b lineer sistemini ¢cdzmek mikrilll llrolloe1 — Hyyll, en kiiciik kareler
y€eC

problemini ¢ozmeye denk gelir. Hj, list Hessenberg matrisinin QR ayrisimi yapilarak ile H;, =
OR seklinde (k+ 1) x k boyutlu ortogonal bir Q ve k x k boyutlu iist iiggensel bir
R matrisinin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Béylece en kiiciik kareler problemi geriye yerine

koyma yontemi ile kolaylikla ¢oziiliir. En kiiciik kareler probleminin ¢oziimiini y, ile

gosterirsek Ax = b lineer sisteminin ¢éziimiinii x = x4 + QY. olarak ifade edilir.
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4. KUATERNIYON SYLVESTER MATRIiS DENKLEMININ COZUMU

Kompleks sayilarin bir genislemesi olan kuaterniyonlar halkas1, irlandali matematikgi Sir
William Rowan Hamilton tarafindan 1843 yilinda tanimlanmistir. Hamilton’a ithafen

genellikle H harfi ile gdsterilen kuaterniyonlar halkasi

H = {ay + aqi + ayj + ask| i? = j? = k? = ijk = —1,a,,a4,a,, a3 € R}

seklinde ifade edilir. Eger ¢; = a + a4i Ve ¢, = a, — azi olarak g6z Oniine alinirsa bir
a kuaterniyon sayisi a = ¢; + jc, biciminde iki kompleks saymnin toplami olarak tek
tirli ifade edilir. Dolayisiyla R € € € H oldugu agiktir. Kuaterniyon sayilari ¢arpma
islemine gore degismeli degildir. Yani genel olarak a,b € H icin ab # ba yazilir. Bu
sebeple kuaterniyonlar halkasi yar1 cisim olarak isimlendirilir. Dolayisiyla kuaterniyonlar
yar1 cismi iizerinde sag vektor uzayr ve sol vektdr uzayr kavramlar vardir. Bir a
kuaterniyon sayisinin reel kismi Re(a) = a,, sanal kismi Im(a) = a,i + a,j + azk

olmak {izere eslenigi @ = ay — a,i — a,j — ask ifade edilir. a € H kuaterniyon sayinin

normu |lall =Vaa = \/a? +a? + a2 +a? ve 0 # a olmak iizere tersi a ™' = ”;”2

bi¢iminde tanimhdir. a = ay + a4i + a,j + azk ve b = by + byi + b,j + b3k olmak
tizere iki kuaterniyon sayisinin toplami ve ¢arpimi sirasiyla
a+ b = (ao + bo) + (al + bl)l + (az + bz)] + (a3 + b3)k
ve
ab = agby — a;b; — ayb, — azbs + (aghy + a1by + ay,b; — asb,)i +
(agby + ayby + asb, — ayb3)j + (aghs + asby + a b, — a, b))k
bi¢iminde tanimlidir.

Kuaterniyon sayilarina benzer olarak, m X n boyutlu bir A kuaterniyon matrisi
Ay, Aq, Az, Az € R™M™ olmak lizere A = Ay + Aqi + Ayj + Aszk seklinde ifade
edilir. H™™, mXn boyutlu kuaterniyon matrisler kiimesini gostersin.
A € H™ ™ Kuaterniyon matrisinin eslenigi ise A = Ay — A,i — A,j — Azk biciminde

tanimhidir. A;:= Ay + Aql € C™" ve Ay:= A, — Azi € C™™ olmak lizere, A €
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H™ ™ matrisi iki kompleks matrisin toplam1 olarak A = A; + jA, bigiminde tek tiirlii
ifade edilir.

A=A, +jA, ve B =By +jB, kuaterniyon matrisler olmak iizere, iki kuaterniyon
matrisin toplami ve ¢arpimi sirastyla

ve

AB = (A{B, — A_sz) +j(A_132 + A;B1)
seklinde tanimlidir.

Kuaterniyon sayilar1 ¢arpma islemine gore degismeli olmadigindan bir A € H™ "
kuaterniyon matrisi i¢in sag ozdeger ve sol 6zdeger tanimlart mevcuttur. Literatiirde
kuaterniyon matrislerin sag 6zdegerleri ile ilgili bir¢ok ¢aligma olmasina ragmen sol
Ozdegerleri ile ilgili kisith sayida ¢alisma ve bilgi vardir. Simdi bir A € H™*™ kuaterniyon

matrisi i¢in sag 6zdeger tanim1 verelim.

Tamm 4.1 A € H™™ matrisi icin (,x) € H X ([HI”“\{O}) ikilisi Ax = xA denklemini

sagliyorsa A skalerine bir sag 6z deger, x vektoriine ise A ya karsilik gelen bir 6z vektor

denir [43].

Eger A, A € H™™ matrisinin reel olmayan bir sag 6zdegeri ise VO # s € H i¢in Axs =
xs(s711s) esitliginden s~!As skalerlerinin de A € H™ ™ matrisinin 6zdegerleri oldugu
agikardir. Dolayisiyla A € H™™ matrisinin reel olmayan bir sag 6zdegeri varsa sonsuz
sayida sag Ozdegeri vardir. Bu durumda reel olmayan bir sag 6zdeger icin benzerlik
yoriingesinden so6z edilebilir. Diyelim ki A € H skaleri A € H™™ matrisi i¢in bir sag

0zdeger olsun. Bu durumda

0(A) = {s 'As:s € H, s # 0}

seklinde tanimlanan 6 (A) kiimesine A 6zdegerinin benzerlik yoriingesi denir. Eger 6 (1)

kiimesi

0(1) = {SAs:s € H, |s| = 1}

bigiminde gbz Oniine alinirsa O(A) kiimesi ile A 6zdegerinin bir eslenik simifin1 ifade
edilir. Agiktir ki A 6zdegerinin eslenik sinifinda eslenigi ve kendisi olmak {izere bir

kompleks ¢ift vardir. Yani 6(1) N C = {c, ¢} seklindedir. C" = {a+ Bi:a,ER, =
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0} kiimesi ile kapali @ist yari diizlemi gosterelim. {c,¢} kompleks sayilarindan C*’da
olanina standart sag 6zdeger denir. Yani diyelim ki a + Si standart 6zdeger olsun. Bu
durumda a, 8 € R ve 8 > 0 seklindedir. Bir A € H™*™ kuaterniyon matrisin tam n tane

standart sag 6zdegeri vardir [43].

4.1. Kuaterniyonlarin Kompleks Matris Temsili

Oncelikle n ve m boyutlu iki reel vektdr uzay1 V ve W olmak iizere, V — W bir lineer

dontisiime karsilik gelen matrisin nasil bulunduguna deginelim. V vektor uzayinin bir bazi
¢ ={v, vy, .., 1}

ve W vektor uzayinin bir bazi

l)lj = {W1;W2: le}

m

seklinde verilsin. T:V = W lineer dontisimi 1 <i<n i¢in T(v;) = 2 tjiw;
j=1

seklinde verilsin. Bu durumda T (v;) vektorlerini W vektor uzaymin ¢ bazina gore
T(v1) = tyawy + Wy + -+ + ta Wi

T(vy) = t1owy + taWy + - + tpaWiy

T(vy) = tigwy + tpWy + - + tppWi

seklinde ifade edilir. Bu durumunda T:V — W lineer donilisiimiiniin ¢ ve 1) bazlarina

karsilik gelen matrisi

ti1 ti2 tin
T = ta1 tfz ton
tml th tmn

seklindedir.

H kuaterniyonlar halkasinin, R iizerinde standart bazi {1, i, j, k}, C ilizerinde standart baz1
{1, j} olmak iizere H —» M,(R) € R*** ve H - M,(C) c C?*2 olacak bigimde izomorf
doniistimler tanimlamak miimkiindiir. Dolayisiyla kuaterniyonlarin reel matris

gosterimlerinden ve kompleks matris gosterimlerinden s6z etmek miimkiindiir.
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Caligmada ele aliman kuaterniyon problem, kompleks probleme doniistiiriilerek

coziileceginden H - M,(C) c C?*? izomorf doniisiimii g6z 6niine alalim.

@: H — H lineer dontisimii Vq = ¢; + jc, € Higin ¢(x) = gx seklinde tanimlansin. Bu
durumda {1, j} baz1 i¢in
o(1) = (c; )l =¢; +jc,
() = (1 +jc)j =cijtjcj=jey — Gy =—C +joy

seklindedir. Bu durumda, {1, j} bazina gore, ¢ doniisiimiine karsilik gelen matris

[ =]
Co C1
seklinde ifade edilebilir. Boylece, H — M, (C) c C**? bir izomorfizm tanimlanmis olur.

Yani H ve M,(C) izomorf halkalardir ve bunu H = M, (C) ile gosterelim.
Benzer sekilde VA = A; + jA, € H™™ i¢in H™ " kuaterniyon matrisler kiimesinden,
C*™*2" kompleks matrisler kiimesinin

£4) = [;11 —A:qz] € gzmx2n @1

2 1

seklinde yazilabilen, ve M,(C™ ™) ile temsil edilen matrisler alt kiimesine izomorfizm
tanimlamak miimkiindiir. (4.1) ile verilen matrise bir A = A, + jA, € H™*™ matrisinin
kompleks gdsterim matrisi denir. f: H™*™ — M, (C™™) c C?>™*2" doniisiimiiile m X n
boyutlu kuaterniyon matrisler 2m x 2n kompleks matrisler ile temsil edilmektedir.
Dolayisiyla degismeli olmayan kuaterniyonlar kiimesi {izerinde c¢alismak yerine
kompleks cisim iizerinde calisilabilir. Simdi bu doniisiim ile ilgili baz1 6zellikleri

asagidaki teoremde siralayalim.

Teorem 4.1 A, B € H™"™ ve C € H™S ve k € R olsun. Asagidaki ozellikler saglanir
[27].

I. A=B%® f(A)=f(B),
ii.  f(A+B)=f(A)+f(B),
iii.  f(kA) = kf(4),

iv.  f(AC) = fF(AF(O),
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v.  fA)=f(4),
Vi. A € H™ ™ {initer matristir ancak ve ancak f (A4) tiniter matristir,

vii. A € H™™ tersinir matristir ancak ve ancak f(A) tersinir matristir ve
f(A™)) = f71(A) iliskisi vardir,

viii.  If(llF = V2IAllF vellf (A2 = Al

Bir sonraki boliimde calismada ele alinan kuaterniyon Sylvester kuaterniyon matris
denklemi, (4.1) esitligi ve Teorem 4.1 dikkate alinarak kompleks matris denklemi

seklinde ifade edilecektir.

4.2. Problemin ifadesi ve Coziimii

A€ H™™ B e H™" ve C € H™" bilinen seyrek matrisler, m > nve X € H™"

bilinmeyen matris olmak {izere

AX —XB=C (4.2)

Sylvester kuaterniyon matris denklemi alalim.o(A), A matrisinin standart sag
Ozdegerlerinin kiimesini ve g(B), B matrisinin standart sag 6zdegerlerinin kiimesini

gostersin. (4.2) denkleminin tek ¢ozlimiiniin olmasinin gerek ve yeter kosulu

c(A)na(B)=0 4.3)

olmasidir. Calismada, (4.2) ile verilen Sylvester kuaterniyon matris denkleminin (4.3)
kosulunu sagladig1 varsayimi altinda ilerleyecegiz. (4.2) kuaterniyon matris denklemi,

(4.1) esitligi ve Teorem 4.1 ile

fAFX) - fFXOf(B) = f(CO) (4.4)
kompleks matris denklemi olarak ifade edilebilir. (4.4) denklemindeki f(A) =
[j: _Ai‘zz] € C2mx2zm f(B)=[gi _Eglz]ecz”xz“,f()()z ))2 _éz] € C2M*2n v
f(c) = [2 _C_'(jz] € C2™*2" matrislerini basitlik olmas1 agisindan sirasiyla 4, B, X ve

C matrisleri ile gosterelim. Bu durumda (4.4) matris denklemi

AX-XB=C (4.5)
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seklinde ifade edilebilir.

Simdi verilen 4 € C*™*™ ve B € C*™*" olmak iizere S: C2M*21 — C2M*2n Sylyester

operatoruni
S(X)=AX-XB (4.6)

seklinde tanimlayalim. O halde (4.2) Sylvester kuaterniyon matris denklemi (4.6)

operatori yardimiyla

s(®)=¢ (4.7)
seklinde ifade edilmis olur.

Siradaki boliimde (4.5) Sylvester kompleks matris denkleminin ¢oziimii blok GMRES
yontemi ile bulunacaktir. Elde edilen ¢6ziim matrisi, yapilan doniisiimler dikkate alinarak
kuaterniyon matris denklemi bi¢ciminde ifade edildiginde ise asil problemin ¢oziimii elde

edilmis olacaktir.

4.3. Problemin Coziimii

Bu boéliimde oncelikle (4.5) Sylvester kompleks matris denklemi icin blok Arnoldi
iterasyonu ile ortonormal bir baz olusturulacaktir. Blok Arnoldi iterasyonu, klasik
Arnoldi iterasyonunun bir genellemesidir. X, baslangi¢ tahmin matrisi olmak iizere R, =
C — (AXy — XB) baslangig kalan matrisidir. Ry baslangi¢ kalan matrisi ve (4.7)
Sylvester operatorii ikilisine blok Arnoldi iterasyonunun k kez uygulanmasi sonucu

¥1(S, Ro) Krylov uzayi olusur.
Lemma 4.1 k > 1 olmak iizere ;(S, Ry) = K1(4, Ry) esitligi vardir [44].

Lemma 4.1 goz éniine alimirsa k. iterasyon sonunda elde edilen X, ¢6ziim matrisi X, +
K.(4,Ry) afin uzaymin bir elemanmdir ve R, kalan matrisi ise R, L AK,(4,R,)
seklindedir. Lemma 4.1°i gbz Oniine alarak klasik Arnoldi iterasyonunun bir genellemesi

olan blok Arnoldi iterasyonunun algoritmasini (71, }F?Vo) ikilisi i¢in verelim.
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Cizelge 4.1 Blok Arnoldi Iterasyonu

Ry € C*™ %" giriniz. Ry = Q,U; olacak sekilde QR ayrisimini yapimniz.

j=1,..,kigin
[=1,..,jicin
Wj=W;—QH,y
Bitir.

W;=0Q i +1Hj+1); olacak sekilde QR ayrisimini yapiniz.

0, =10, Q -« Q10 =10, Q - Q QuilveHy

matrislerini olustur.
Bitir.

Geri dOondur.

Cizelge 4.1.”de her iterasyonda elde edilen Q i matrisleri siitunlar1 ortonormal olan 2m X

2n matrisler olmak iizere k iterasyon sonunda olusan Q ,, matrisi 2m X 2nk ve 0 1

matrisi 2m x 2n(k + 1) boyutlu matrislerdir. H,_., matrisi ise

[Hll le Hlk ]
|H21 Hy, ... Hy I
0 Hzp ™ ¢ (4.8)
|E “ Hy |
0 .. 0 Hpeyel

2n(k + 1) X 2nk blok matristir. Hjj, 1 <1 <j ve Hq); alt matrisleri ise 2n x 2n
boyutlu matrisler olup, H;1); matrisi iist tiggensel matristir. H).41 son 2n satir1 silinmesi
durumunda olusan matrise H,, diyelim. Dikkat edilirse H,, blok iist Hessenberg matristir.

Cizelge 4.1°de verilen algoritmasindan
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AQ, =Q Hy + Qk+1H(k+1)kE£’
— a;zak’ (49)

ﬁk+1 = @kﬂzék
esitlikleri elde edilir.
Simdi, m > n oldugu gbz Oniine alinarak, (4.5) Sylvester kompleks matris denkleminin
blok GMRES ile ¢dziimiinii verelim. X}, € X + K4 (4, Ry) oldugundan X, = X, + Q, Y,

olacak sekilde ¥, € C2™?™ matrisi vardir. O halde

ferin a6~ Sl = - min, |I€ =S+ Q¥

S Sylvester operatorii lineer oldugundan

gD 1€~ Sy = min, [IC = 5(Xo) = Sl

ve Ry =C—5S(Xy) oldugu gdz Oniine alnrsa esitligin sag kismi min IR —
Frecinkx2n

S(@kﬁ)”F yazilabilir. S(Q, %) ise S(0xY) = A(QxYi) — (@Y )B seklindedir. Bu

durumda

IR0 = 5@, Y, = IRo = (4Q, Vi — Qi YiB)|,

Y E(CanXZn 2nk><2n

esitligi vardir. ||Ry — (4Q,Y; — QkﬁE)HF normunun igindeki ifadeyi @;1 matrisi ile

carpmak normu degistirmez. Simdi @]*( +1 Matrisi ile normun i¢ini soldan garpalim.

Uy
5 p. =10 2nk+DX2n 7 AR/ _ T ~* I (k)X Znk
O Ro=|, |ec® D G AQ, = Hy ve 0,0, = [Oan ] e R¥nUkDx2n
: 2nX2nk
0

esitliklerini goz oniine alinirsa
Uy
-~ ~ 115
—Hoi ¥ + [O] Y.B
0 F

XkEXOTgICn(Z kv)”C S(Xk)” kerélzlnrlzXZ‘n
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Uq

elde edilir. Basitlik olmasi ag¢isindan 0 matrisini U ile gosterelim. Bu durumda
0
ﬂexoTyi(r,:(Z,RB) IC = S(Xi) ||, minimumlastima problemi
: =~ w o Hlos
min U—-Hp Y+ |,|YrB
et Vet [o| ViB|

ﬁeCanXZn

(4.10)

minimumlastirma problemine denk gelir. (4.10) normunun igerisindeki ifade

baslangigtaki Sylvester matris denklemine gore daha kiigiik boyutlu

HiniVi—[|iB =0 (4.12)

Sylvester matris denklemidir. (4.11) Sylvester matris denklemi ise Tanim 2.6 ile verilen

esitlik sayesinde
(I Hyy1) — (E* R [ID vec(Yy) = vec(D)
k+1 0 k (4.11)
lineer sistemi olarak ifade edilebilir. (4.11) lineer sisteminin ¢éziimii ise

min ,
UeC(?];)E(CLln kx1

vec() = ((1® Fien) - (8" @ [3]) ) vec(7)

(4.12)
2

en kiiciik kareler problemine indirgenir. Basitlik olmasi agisindan <(I ®Hk+1) —

(E* Q [6 D) katsayilar matrisini katsayilar matrisini A, vec(¥y ) vektoriinii y ve vec(0)
vektoriinii g ile gosterelim. Bu durumda (4.12) en kiigiik kareler problemi daha sade
olarak

min |lg —Ayll; (4.13)

2
_’yE(C4n kx1

seklinde ifade edilir. (4.13) en kiiclik kareler probleminin ¢oziimii katsayilar matrisini
A’nm QR ayrisimi yapilarak kolaylikla ¢oziilebilir. En edilen ¢oziim vektoriinii y,_ €

(C4n2k><1 2nkx2n

ile gosterelim. y_ vektoriine karsilik gelen Y, € C matrisi ise (4.11)

Sylvester matris denkleminin ¢oziimiidir. Bu durumda Xj =X, + Q, Y, € C*™"

matrisi (4.5) Sylvester kompleks matris denkleminin ¢ézlimiidiir. (4.5) kompleks matris
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denklemi ise asil ele alinan (4.2) Sylvester kuaterniyon matris denklemindeki matrislerin
kompleks gosterim matrislerinden faydalanarak ifade edilmisti. Yani X, matrisi (4.2)

probleminin ¢6ziimiiniin

— X
Xk:f(X*):[

*1 _X_*z E(CZmXZn
X

*2 *1
seklinde kompleks gosterim matrisidir. O halde AX — XB = C kuaterniyon matris
denkleminin ¢6ziimii X, =X, +X,j€ H™" matrisidir. Bdylece asil problemin

¢Ozlimiini elde etmis oluruz.

4.4. Sayisal Ornekler

Bu béliimde rastgele olusturdugumuz matrisler igin AX — XB = C Sylvester kuaterniyon
matris denkleminin ¢6ziimii ¢aligmada Onerilen yontem ile bulunacaktir. Yontemin
elverigliligini gostermek icin ise her iterasyonda kalan matrislerin normunun degisim
grafigini verecegiz. Fle alinan problem icin algoritmalar MATLAB R2021°de

calistirilmistir.

Ornek 4.1. A € H™™, B € H™" ve C € H™ " bilinen matrisler olmak {izere m = 50
ve n = 5 i¢cin MATLAB’da asagidaki sekilde rastgele

A=quaternion(rand(m,m),rand(m,m),rand(m,m),rand(m,m));
B=quaternion(rand(n,n),rand(n,n),rand(n,n),rand(n,n));
C=quaternion(rand(m,n),rand(m,n),rand(m,n),rand(m,n));

matrislerini olugturalim. (4.1) ile verilen kompleks matris gosterimi sayesinde 4, B ve C
kuaterniyon matrisleri kompleks matris biciminde ifade edelim. Daha sonra Teorem 4.1°1
gdz oniine alarak AX — XB = C Sylvester kuaterniyon matris denklemini AX — XB = C
Sylvester kompleks matris denklemi biciminde ifade edelim. X, baslangi¢ matrisi 2m x
2n sifir matrisi olarak alalim. Ry = C — (ﬁ)—f{) - )F(VOE) olmak iizere Cizelge 4.1 ile verilen
blok Arnoldi iterasyonunu (4, Ry) ikilisine iterasyon sayist 10 segilerek uygulansin.
Béylece Q,, ve Q,, ortonormal bazlari olusur. AX — XB = C kompleks matris denklemin
H10(4, Rp) uzayinda GMRES yéntemi ile ¢oziimii X19 = Xo + Q,,Y1o elde edilir. Son
olarak ise else edilen X7, kompleks matrisi kuaterniyon matrise gevrilerek asil problemin
¢Oziimii elde edilmistir. Sekil 4.1’de AX — XB = C kuaterniyon matris denklemine

karsilik gelen kompleks matris denklemi igin ||Ry||, matrislerinin normunun degisimi
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gosterilmektedir. Her iterasyonda hesaplana kalan matrislerin normu sirasiyla 62.2118,
50.6591, 40.7386, 33.3585, 27.8083, 22.7574, 17.8061, 11.6200, 6.8859, 0.0000
seklindedir. Beklenildigi tizere 10. iterasyonda yuvarlama hatalarma bagli olarak
[R10]| = 0 oldugu goriilmektedir.

10°g I = I T T T T

10

rin normu

10°E

kalanlar

o2 1 L 1 L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iterasyon sayisi

Sekil 4.1||R7< ||F matrislerinin normunun degisim grafigi.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezde literatiirde siklikla karsimiza ¢ikan ve bircok uygulama alani bulunan AX — XB =
C Sylvester kuaterniyon matris denklemi ele alinmistir. Kuaterniyon sayilari, kompleks
sayilarin bir genellemesidir. Dolayisiyla bir problemi kuaterniyonlar {izerinde ele almak
daha genel bir ¢6ziim bakis agist sunar. Bunun yani sira kuaterniyonlar, kuantum
mekanigi, goriintii isleme, robotik gibi bir¢cok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Tiim bu
hususlar dikkate alindiginda kuaterniyon calismalarin 6nemi dikkat ¢ekmektedir. Iki
kuaterniyon sayisinin ¢arpma islemine gore degisme Ozelligi olmadigindan
kuaterniyonlar yar1 cisim olarak adlandirilirlar. Bu yilizden kuaterniyon problemlerin
¢oziimii, kompleks problemlerin ¢Oziimiine nazaran karmasiktir. Literatiirde, bu
karmasikligin iistesinden gelebilmek igin ¢esitli yontemler sunulmustur. Bir kuaterniyon
problemi, izomorf doniistim sayesinde kompleks yada reel probleme doniistiirmek bu
yontemlerden biridir. Bir diger yOntem ise ele alinan problemin c¢oziimiinii, sag

kuaterniyon vektor uzay1 veya sol kuaterniyon vektdr uzayi tizerinde ¢aligmaktir.

Calismada, A € H™™, B e€ H™™ ve C € H™™ bilinen matrisler, X € H™*"

bilinmeyen matris ve m > n olmak {izere

AX—-XB=C

matris denkleminin, ¢ézliimiiniin var oldugu kosulu altinda, iteratif yontem ile ¢oziimii
bulunmustur. Ele alinan Sylvester kuaterniyon matris denkleminin farkli yontemler ile
¢Ozlimiinii veren ¢alismalar mevcuttur. Bu yontemlerin bir kismi direk yontem, bir kismi1
ise iteratif yontemdir. Calismada sundugumuz yontem ise seyrek ve biiyiik boyutlu
sistemler icin elverisli olan Krylov alt uzay yontemlerinden GMRES metotudur.
Kuaterniyonlarin ¢arpma islemine gore degismeli olmamasindan kaynaklanan zorlugun
tistesinden gelebilmek i¢in ise ele alinan kuaterniyon matris denklemi kompleks matris
denklemine doniistiirmeyi tercih ettik. Bu doniisiimii yapabilmek icin AX — XB =C
matris denklemindeki matrislerin kompleks matris gosterimlerinden faydalandik. Elde
edilen yeni kompleks matris denklemindeki matrislerin boyutlari, ilk durumdaki
kuaterniyon matrislerin boyutlarinin iki katidir. Dolayisyla, problemin ¢éziimiini i¢in

iteratif yontemlerden birini tercih etmek uygundur. Daha sonra, Sylvester kompleks
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matris denklemi i¢in blok Arnoldi iterasyonu ile ortonormal bir baz insa edildi. Elde
edilen bu baz yardimiyla, denklemin ¢6ziimii daha kii¢iik boyutlu bir Krylov alt uzayinda
GMRES yo6ntemi elde edildi. Son olarak ise yapilan kompleks doniisiim dikkate alinarak,
elde edilen kompleks ¢6ziim matrisine karsilik gelen kuaterniyon ¢6ziim matrisi ifade
edildi. Boylece asil problemin ¢oziimii elde edildi. Yontemin elverisliligini gostermek
icin ise MATLAB 2021°de rasgele olusturulan matrisler ile bir Sylvester kuaterniyon
matris denklemi ele alindi. Sentetik olarak olusturulan bu matris denklemi, belli sayida
iterasyon i¢in GMRES ile ¢oziildii. Beklenildigi gibi her iterasyonda kalan matrislerin
normunun azaldigi gézlemledi. Kalan matrislerin normlarinin degisimi, bir grafik ile

verildi.

Sylvester kuaterniyon matris denkleminin blok GMRES metot ile ¢oziimii bildigimiz
kadar ile literatiirde daha Once ele alinmadi. Bu acidan calismanin 6nemli ve katki

saglayici nitelikte oldugu diisiiniilmektedir.

Ayrica ele alinan yontem islem sayisini azaltacak sekilde gelistirilebilir. Bunun disinda
ele alinan problem baska iteratif yontemler ile ¢oziilebilecegi gibi, sunulan yontem farkl

matris denklemlerinin ¢éziimleri igin de kullanilabilir.
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