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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan bazi simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

<a,b>

1,
L

L, (f;x)

L,[a,b]
PX)
w(f;0)
S, (f;x)

S, (f;x)

Aciklama

[a!b]a (ayb)> [avb)a (aab]a (_OO’OO)’ (-OO,b)’ (a’OO)
araliklarindan biri
Her xeR igin | f (X)| <M;.p(x) kosulunu

saglayan fonksiyonlar uzay1

[a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1
Her xeR i¢in |f(x)| <M;.p(x) kosulunu

saglayan stirekli fonksiyonlar uzay1

{f eC :limeX;:kf <oo} alt uzay1

B, (R) uzayinda tammlanan norm

X normlu uzayindan Y normlu uzayma doniisiim

yapan L operatoriiniin normu

L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasindan

elde edilen fonksiyon

{f :J.|f(x)|p dX<oo}

Agirlik fonksiyonu

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Szasz operatdrleri

Szasz-Durrmeyer operatorleri



Simgeler

c:N

Wy (X)

[l

wp (F30)

Lip,, &

Aciklama

[0,00) araliginda siirekli ve w,f, [0,0) da
diizgiin siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzay1

C, uzayinda tanimlanan agirlik fonksiyonu

C, uzayinda tanimlanan norm
{feCy:f'eC,]
C: uzayinda f fonksiyonunun siireklilik modiilii

a mertebeli M katsayili Lipschitz sinifi



1. GIRIS

Fonksiyonlar teorisinin en ¢ok uygulamasi olan dali yaklasim teorisidir. Genelde
fonksiyonlar1 yaklastirirken en basit yapilar lineer pozitif operatdrler yardimiyla
tanimlanabildiginden, yaklagim teorisinde kompakt araliklarda stirekli fonksiyonlara

lineer pozitif operatdrlerle yaklagim problemi 6nemli bir yer tutmaktadir.

19. yiizyilda pek ¢ok matematik¢i bir nokta kiimesinde siirekli bir fonksiyonun en az
bir nokta da tiirevlenebilir oldugunu kabul ediyordu. K. Weierstrass 1872 yilinda
Berlin Akademisinde bir konferansta her yerde siirekli oldugu halde hicbir yerde

tiirevli olmayan bir fonksiyon 6rnegi verdi. Bu fonksiyon:

0<a<1, b pozitif bir ¢ift tam say1 ve ab > 1+%7r olmak iizere

f(x)= ia" cos(b"x)

ile tanimlidir. Daha sonra bir¢ok matematik¢i bu tiir fonksiyonlar tanimlayarak

kendi fonksiyonlarini olusturmuslardir.

K. Weierstrass 1885 yilinda kompakt araliklarda siirekli fakat tiirevi olmayan
fonksiyonlara yakinsayan bir polinomlar dizisinin var oldugunu ispatlamistir
[1-3,14]. Bu dizilerin olusturulma teknigi lineer pozitif operatorlerle yaklasim
problemini ortaya c¢ikarmistir. Bernstein [4], [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar

i¢in;

B,(f3x)= f(%j[,’i}k(l—x)"‘k ; 0<x<I1

toplamsal operatoriinii tanimlayarak, bu operatorler dizisinin [0,1] araliginda diizgiin

olarak f fonksiyonuna yaklastigini ispatlamistir.



1952 yilinda H. Bohman [5] toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin
[0,1] araliginda siirekli f* fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir. 1953
yilinda P.P. Korovkin, H. Bohman’ 1n teoremini genellestirmistir. Korovkin [2],
daha genel durumlarda lineer pozitif operatorler dizisinin yaklasim problemini ele

alarak “Korovkin Teoremi” olarak bilinen teoremi ispatlamistir.

Bernstein operatorleri ile, siireksiz fonksiyonlara yaklagmak uygun olmadigindan,
integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda Korovkin Teoremini incelemek igin,
Kantorovich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatorleri tanimlamiglardir

[3]. Bu operatérler sirast ile,
£ eL0.1], xe[0,1] ve p,, (x) = {ijk (1—x)"*

olmak lizere

k+1/n+1

K, (i)=Y p, () | fwde

k/n+1

D, (f:) =1+ p,, ()] 1, (0 (D

seklinde tanimlanir. Sonlu araliklarda tanimli bu operatorler i¢cin, Korovkin Teoremi
saglanmaktadir. Sinirsiz araliklarda yaklasim problemi, agirlikli uzaylarda incelenir.
Agirlikli uzaylarda yaklasim kosullari ve Korovkin tip teoremler Gadjiev [6,7]

tarafindan verilmistir.

Bu tezde, Szasz operatdrlerinin bir genellestirilmis hali olan Szasz-Durrmeyer
toplamsal-integral tip operatdrlerinin [0,00) arali§inda siirekli ve polinomsal biiylime
hizina sahip fonksiyonlara farkli uzaylarda yaklasim o6zellikleri ve yaklasim hizi

incelenecektir.



Bu tez, birinci boliim giris boliimii olmak iizere {i¢ boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde temel kavram ve teoremler tanitilmistir. Bu amacla fonksiyon
uzaylar1 ve lineer pozitif operatorlerle ilgili tanim ve teoremler verilerek, Cla,b]

uzayinda Korovkin Teoremi ifade edilmistir. Ayrica L, uzay1 ve agirlikli uzaylarda

yaklagim kosullarina iligkin teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliim dort kisimdan olusmaktadir. 1. kisimda, Szasz operatdrler dizisi
tanitilarak [0,00) aralifinda stirekli fonksiyonlara diizglin yakinsaklik teoremi, 2.
kisimda Szasz-Durrmeyer operatorlerinin tanimi ve Ozellikleri verilerek yaklasim
ozellikleri, Cla,b] uzaymnda ve agirlikli uzaylarda incelenmistir. 3. kisimda

operatorler dizisinin siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmistir. 4.
kissmda ise C, ve C; uzaylarinda yaklasim oranlari, merkezi momentler
yardimiyla Jackson tip esitsizlikler elde edilerek yaklagim hizi bulunmustur. Son

kisimda ise Szasz-Durrmeyer operatdrleri x” fonksiyonunu koruyacak bicimde

yeniden diizenlenerek daha iyi bir yaklasim derecesi elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlere temel teskil edecek bazi tanim, teorem ve 6zelliklerden

bahsedilecektir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y normlu iki fonksiyon uzay1 olsun. X den alinmis her f* fonksiyonuna Y de

bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa o takdirde X uzayinda bir

operator tanimlanmistir denir ve g nin tanim kiimesindeki x ler icin g(x) =L ( f; x)
seklinde gosterilir. 7, f nin tanim kiimesinin herhangi bir elemani ise L( f (t);x) ,

L(f)(x), L(f;x) gosterimlerinden biri kullanilur.

2.1. Tanim

X ve Y iki lineer fonksiyon uzaylari olmak iizere L:X — 7Y seklindeki L

operatoriinii goz 6niine alahm. VY|, f, € X ve Va, f € R igin L operatori;

L(ozfl +ﬂf2;x) = aL( 1;x)—i-ﬂL(fz;x)
kosulunu gerceklestiriyorsa o takdirde L operatoriine lineer operator denir.
2.2. Tanim

X, Y iki lineer uzay, T, ve T, siasiyla /' ve g fonksiyonlarinin tanim kiimeleri

olmak iizere,

X ={feX:f()20,VteT,| ve Y'={geV:g(x)20,vxeT,|



olsun. Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatériic X kiimesindeki herhangi

bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L ye lineer pozitif operator

denir. L lineer pozitif operatorii i¢in L (X +) c Y" saglanir. Yani f(¢) >0 oldugunda

L(f;x)=0 olur.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatorlere lineer pozitif

operatorler denir.

2.1. Onerme

L:X —Y bir lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda L monotondur.
fspat

Vf,, f, € X ve f, < f, olsun. Budurumda f, — f, 20 olur. L lineer pozitif operator

oldugundan
L(fy,—fi;x)=L(fy;x)-L(f;x)= 0
ifadesini yazabiliriz. Buradan da
L(fi;x)<L(f3:%)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.2. Onerme

L lineer pozitif operatorii VieT, i¢in f(t) <0 kosulunu saglayan fonksiyonlari

yine ayn1 6zelligi saglayan fonksiyonlara donistiiriir.



fspat

VieT, i¢in f(1)<0 oldugunda —f(#)>0 olur. L lineer pozitif operator

oldugundan Vs eT, i¢in

0<L(—f3x)=—L(f3x)

esitsizligi saglanir. O halde V€T, igin L( f;x)< 0 ifadesi elde edilir.

2.3. Onerme

L:X — Y bir lineer pozitif operatdr olsun. O takdirde

‘L(f;x)‘SLﬂf ;x)

esitsizligi saglanir.
jspat

—| f | <f< | f | esitsizligini L operatoriine uygulayalim. Lineer pozitif operatdrlerin

monotonluk 6zelliginden

;x)SL(f;x)SL(|f

L(-lr )

esitsizligi elde edilir. L operatorii lineer oldugundan

sx)<L(fix)<L(|f

-L(lf )

esitsizligi elde edilir. Bu ise,



‘L(f;x)‘Squ ;x)

anlamina gelir.

2.3. Tamim

[a,b] kapal1 ve sonlu araliinda tanimli ve siirekli fonksiyonlar uzaynt Cla,b] ile

gosterelim. Cla,b],

D) (f+g)x) =/ (x)+g(x) ve
1) A € R olmak iizere

(/1 f ) (x) =Af(x) islemleri ile bir lineer uzaydir. Bu lineer uzay iizerinde bir norm,

[ letasy = sup |

seklinde tanimlanir.

2.1. Teorem

Bir ( fn) fonksiyonlar dizisinin f* fonksiyonuna C[a,b] normunda diizgiin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim

n—0

1, =11

Clap] 0

olmasidir.



2.4. Tamim

L:X — Y lineer operatdr olsun. Eger Vf € X icin

£Cr, <elrl,

esitsizligini gercekleyen bir ¢ >0 sayisi varsa, L operatdriine sinirli operator denir.

Bu ¢ sabitlerinin en kiigiigiine L operatdriiniin normu denir ve ||L|| v,y yada ||L||

biciminde gosterilir.
2.2. C|a,b] Uzayinda P.P. Korovkin Teoremi

Bu kisimda (Ln) lineer pozitif operatorler dizisinin siirekli fonksiyonlara

yakinsaklik kosular1 incelenecektir.

2.2.1. Weierstrass yaklasim teoremi

Ve>0 ve f(x)e(la,b] i¢in dyle bir P(x) polinomu vardir ki, Vx €[a,b] i¢in
|P(x) —f (x)| < ¢ esitsizligi saglanir. Bagka bir ifadeyle sonlu [a,b] araliginda siirekli
her f fonksiyonu i¢in f(x) e [a,b] aralifinda diizgiin yakinsayan bir (Pn(x))

polinom dizisi vardir [14].

Belirtelim ki, C[a,b] uzayinda taniml (Ln) lineer pozitif operatorler dizisi,

(L, (f3x)) dizisine karsilik gelen (L, (f)) dizisi anlamindadur.

1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f'(x) fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir.



H. Bohman gostermistir ki Vx €[0,1], 0<a, , < 1 oldugunda

L(f:) = f(@, )P, () P, (x)20

lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda stirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

lgg“le (1) _1 C[O.l] - 0
lim|L, (¢)-x]|. =0
n—ow [0.1]

lim L(£)-x| =0

Gon

=0

Goa

seklindedir. Bu ii¢ kosul e, (x)=x", k=0,1,2 olmak iizere, limHLn (e,)—e,

n—»0

olarak da gosterilebilir [1,2].

1953 yilinda P.P. Korovkin [2], genel bir teorem ispatlamig ve gdstermistir ki

Bohman’ 1n kosullar1 genel halde gergeklenebilir.

2.2. Teorem (Korovkin Teoremi)

Her n i¢in L, :Cla,b]— C[a,b] olmak iizere (L,) lineer pozitif operatorler dizisi

olsun. Her bir £ =0,1,2 i¢in e, (x) = x* olmak iizere

lim|L,(¢)~¢],,, =0 k=0,12 2.1)

n—»0

kosullart gercekleniyorsa, bu durumda [a,b] kapali araliginda siirekli olan her f

fonksiyonu i¢in, [a,b] araligi lizerinde
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lim|lz, (/) /]

n—0

=0
Cla,b]

dir.

2.3. L, Uzaylarinda P.P. Korovkin Teoremi

2.5. Tamim

(X, A, ) bir dlgii uzay olsun. 1 < p < oo olmak iizere,

L, :{feM(X,A):ﬂf(x)r’dx < oo}

kiimesine p-ninci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. Burada X bir

kiime, 4 X lizerinde bir o cebiri, M (X ,A) X lzerinde tanimli genisletilmis reel

degerli £ Olgiilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesidir.

feL,olsunaeR ise af €L, dir. Cinkii f €L oldugunda, |f |p integrallenebilir
olup |a|p.| f |p de integrallenebilirdir. Dolayisiyla |a f |p integrallenebilirdir. Ayrica

f.gel, ise

2

el <(/1+lel) < (2max{rllef | <27 (71" +[ef')

olacagindan | f+ g|p integrallenebilirdir ve dolayisiyla /' +g e L, olur. Su halde ,

kiimesi, fonksiyonlarin noktasal toplama ve skalerle ¢arpma islemleri altinda bir

vektor uzayidir. Bu uzay lizerinde p > 1 olmak iizere
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1/p
_ r
”f ”p - U |f (x)| du J seklinde tanimlanan ||||p :L, > R fonksiyonu L tizerinde

bir yar1 normdur.

Belirtelim ki; f e L, olmak iizere |f] =0< [|/|"du=0<> hemen hemen her

yerde f=0 dir [9]. Buna gore L, lizerinde tanimlanan ||||p fonksiyonu igin
(a) || f ||p =0« hemen hemen her yerde /=0
®) flas], = laf I,

© |/ +el, = 171, +lsl,

ozellikleri saglanir ki bu ||||p fonksiyonunun L, izerinde bir yari norm oldugunu

gosterir.

L, tzerinde, f~g <> hemen hemen her yerde f =g bi¢iminde tammlanan ~
bagintist bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla bu bagmti L, uzaymu denklik
simflarina ayirir. Bu denklik siiflarinin kiimesi L, ile gosterilir. Buna gore L, nin

elemanlari [ /] bigimindeki denklik simiflaridir. L, uzay,

[f1+[gl=1f+¢g]
ALf1=[A]]

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

[ /] denklik sinifi temsilci eleman £ ile gosterilmek tlizere p > 1 icin
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i1, =171, - [J|f<x>|”du]

bi¢iminde tanimlanan ||||p fonksiyonu L, lizerinde bir normdur.

2.5. Teorem

Kabul edelim ki L (a,b) den L, (a,b) ye doniisim yapan (L,) lineer pozitif

operatorler dizisi i¢in asagidaki sartlar gecerli olsun [8].

a) L, -lerin normlar diizgiin sinirlt olsun. Yani Oyle bir M sabiti olsun ki tiim n-ler

i¢in

L

n

<SM<wo; n=12,..

L,—>L,
saglansin.

b) e,(x)=x" olmak iizere, her bir k =0,1,2 i¢in

lim|Z, (e,)—e, HL,, =0

n—>0

sartlar1 gecerli olsun. O halde f e L, (a,b) i¢in

lim

n—>0

Ln(f)_fHLp =0

olur.
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Buradaki yakmsama L -normundadir. L (a,b) yerine C[a,b] uzaynda

fonksiyonlar alinirsa yakinsamanin diizgilin olacagina dikkat edilmelidir.
2.4. Agirhikh Uzaylarda Yaklasim

Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapali alt araliklarinda verilmistir. Reel
eksenin tamaminda veya simrsiz alt araliklarinda yaklasim kosullarimi Gadjiev
arastirmistir  [6,7]. Smirsiz araliklarda Korovkin Teoremi agirlikli uzaylarda

incelenmistir.
2.6. Tanim

@(x) reel eksende siirekli, monoton, ‘llim @(x) = kosulunu saglayan bir fonksiyon

ve p(x)=1+[p(x)]’ olsun. Bu durumda M , sadece f° fonksiyonuna bagl bir say1

olmak tizere
|f(x)| <M, p(x) 2.2)

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini B, (R)

ile B, (]R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini ise C, (R) ile gosterelim. Bu

uzaylar
||f|| = sup M:xeR (2.3)
é p(x)

normu ile birer normlu uzay olur. Burada p ya agirlik fonksiyonu, B, (]R) ve

C (]R) uzaylarina ise agirhikli uzaylar denir. C, (R) uzayinin

P
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kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesini C ﬁ (R) ile gosterelim.

2.4. Onerme

C,(R) de tamml bir lineer pozitif operatériin C,(R) den B,(R) ye doniisiim

yapmast i¢in gerek ve yeter kosul
|£(e)l, <m

olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir.
jspat

Once feC,(R) alahm ve L:C,(R)— B,(R) déniisiimiiniin var oldugunu kabul

edelim. Buna gére Vf € C, (R) i¢in L( f;x)e B, (R) olur.

Ozel olarak M, >0 olmak iizere |p(x)|<M,.p(x) oldugu i¢in p(x)eC,(R) ve

L(p)eB,(R)olur. Buise Es. 2.2 den
‘L(p;x)‘ <M .p(x) (2.4)

L(p;x
olacak sekilde M >0 sayisinin bulunmasi demektir. Buradan % <M
p(x
esitsizligini elde ederiz. Reel sayilar kiimesinde iistten sinirlt olan her kiimenin bir

en kii¢iik eleman1 oldugundan,
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<M

L .
i)
xeR p(X)
mevcut olup buradan da, Es. 2.3 den dolay1 HL(p)Hp <M sonucuna ulasiriz.

Simdi HL(p)HpSM olacak sekilde M >0 sayisinin var oldugunu kabul

edelim.

oldugundan

|L(psx)| < M .p(x) (2.5)
olur. /€C,(R) oldugu icin Es. 2.2 den

‘f(x)‘ <M ,.p(x) olacak sekilde M , >0 vardur.

Lineer pozitif operatdrlerin monotonluk ve lineerlik 6zelligini kullanarak

;x)=L[%.p;xj

:mL ;X
oL (px)

<M,.L(p;x)

L(f3x)|<L(f

<M, .M.p(x) Es. 2.5 den

M, .M =M, dersek
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L (f:x)| < M,.p(x)
esitsizligini elde ederiz ki bu da L(f;x) € B, (R) oldugunu ispatlar,
2.5. Onerme

L:C,(R)— B,(R) lineer pozitif operatorii tanimlansin. Bu durumda

1], s =[£(o), (2.6)
esitligi gergeklenir.
fspat

Operatér normunun tanimindan ve lineer pozitif operatorlerin  monotonluk

ozelliginden

e, s, = ||§’1||1,121 HL (f;x)Hp

IIA1l,=1 | xeR P
L 0 X
< sup supM
Ifl,=t | v P(X)

L(m.p;xj
< sup supp—

If1,=1 | xeR p(x)
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[p(r)sup ol J

< ez p(t)’
< sup {sup
If1,=1 | xeR p(x)

3 p@)x
= sup dsup =2 ]

If1,=1 | xeR

et @)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan || p||p =1 oldugundan

= sup HL )Hp > HL('O)Hp (2.8)

C,—B,
2 LA, =1

esitsizligi bulunur. Es. 2.7 ve Es. 2.8 den Es. 2.6 elde edilir.

Cla,b] ve L, (a,b) uzaylarinda Korovkin Teoremi mevcuttur. Yani Oyle sartlar

bulabiliriz ki basit fonksiyonlar iizerinde operatorler dizisi yakinsak ise uzayin keyfi
fonksiyonu i¢in de ayni norma gore yakinsaklik saglanir. Simdi sinirsiz bolgelerde
tanimlanmis uzaylar i¢in boyle bir teoremin gegerli olmadigina dair bir teorem

verelim.

2.6. Teorem

Her bir p agirlik fonksiyonu verildiginde C,(R)-den B, (R) uzaymna doniisim

yapan Oyle (Ln) lineer pozitif operatorler dizisi tanimlanabilir ki

lim Y

n—0

=0; v=0,12 (2.9)

P

L(¢")-o

kosullar1 saglanmasina ragmen
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>1

yel

lim

n—>0

L(f)-r

olacak sekilde bir /* € C,(R) bulunabilir.

Burada ¢(x), reel eksende siirekli, tiim reel eksende monoton artan, ‘llim @(x) =0

ve p(x)=1+[p)] dir [7,8].

Simdi C,(R) uzaymnda yakmnsaklik teoremini verelim. Oncelikle bir lemma

verelim.

2.1. Lemma

L,:C,(R)—>B,(R) lineer pozitif operatorler dizisi igin Es. 2.9 daki kosullar

n

saglantyorsa bu durumda Vf € C (R) i¢in keyfi [a,b] sonlu aralifinda
glanty o ¢ y g

L,(f3x)=f(x)|=0

lim sup

=% yela,b]
olur [8].
Bu lemmanin yardimiyla C, (R) uzayindaki yakinsaklik sartlarini bulabiliriz.

2.7. Teorem

(Ln) lineer pozitif operatorler dizisi Es. 2.9 daki kosullar1 sagliyorsa bu durumda

keyfi bir f e C5(R) igin

i, (1) 1], -0

n—>0
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dir.

Acik olarak buradaki yakinsama p -normundadir. Yukaridaki verilen teoremlerde

R yerine [0,0) araligini alirsak teoremler yine gegerlidir [6-8]
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3. SZASZ-DURRMEYER OPERATORLER DIiZIiSININ YAKLASIM
OZELLIKLERIi

Bu boliimiin ilk kisminda Szasz operatdrlerinin, ikinci kisimda Szasz-Durrmeyer

operatdrlerinin yaklasim 6zellikleri verilecektir. Ugiincii kisimda siireklilik modiilii

yardimiyla yaklagim hizi, dérdiincii kisimda ise C, ve C; uzaylarinda yaklagim

ozellikleri incelenecektir. Son kisimda ise Szasz-Durrmeyer operatorleri x°

fonksiyonunu koruyacak bi¢cimde yeniden diizenlenerek daha iyi bir yaklasim

derecesi elde edilecektir.

3.1. Szasz Operatorler Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi
Oncelikle asagidaki yardimc1 teoremi ifade edelim.

3.1. Teorem

A>0 olmak tzere T,:C[0,0)— C[0,4] dOniisiimiinii Vf e C[0,0) igin
T, ( f ) = fh o olarak tanimlayalim. Burada f‘[ o / nin tanim kiimesinin [0, A] ya

kisitlamasini ~ gostermektedir. (L,), C[0,0) fiizerinde tammh lineer pozitif

operatorler dizisi ve k =0,1,2 igin [0, 4] lizerinde diizgiin olarak

lim7, (Ln (ek))zTA (e)

n—>0

oluyorsa bu durumda [0, 4] iizerinde diizgiin olarak Vf € C[0, ) icin

lim L, (f;x)-f(x)=0

n—>0

dir [1].
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3.1. Tanim

€[0,) ve f e([0,o) i¢in S, : C[0,0) = C[0,),

mzf(nj(nx)

seklinde tanimli olan lineer pozitif operatdrlere Szasz operatorleri denir.

T, :C[0,0) — ([0, A] doniisiimiinii 7, ( f ) = fh o olarak tanimlayalim.

e (t)=t"; k=0,1,2 olmak iizere

S, (eo;x)=1, S, (el;x)ZX, Sn(ez;x)=x2+£ ve

n

lim||7, (S, (¢))~T, (e, )HC[O’A] =0 ; k=0,1,2

oldugundan Teorem 3.1 den

[0, A] araligi lizerinde Vf e C[0,%) i¢in

e

n—0

dir.
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3.2. Szasz-Durrmeyer Operatorleri ile Yaklasim

Bu kisimda Szasz-Durrmeyer operatorlerinin 6nce kapali aralikta, daha sonra

agirlikli uzaylarda yakinsakligini inceleyecegiz.

3.2. Tanim

f, [0,0) da integrallenebilir bir fonksiyon ve xe[0,00) icin Szasz-Durrmeyer

operatdrleri

S (f33) =% P O] FOp @t 5 p = B G

olarak tanimlanir.

3.2. Teorem

Es. 3.1 ile tanimli Szasz-Durrmeyer operatorleri Korovkin tip teoremi saglar.
fspat

Oncelikle S’ in lineer ve pozitif bir operatdr oldugunu gosterelim.

Va,BeR ve Vf,, f, € C[0,0) i¢in

Sy (i) +BL(0):x)
=13 s @ (@h(O+ BP0

=1 ] afiOp, . Ot 1Y p,, (O] BLOP, (D



23

- a(ni P O] 1O, (r)dr] +ﬂ(ni P ] ﬁ(r)pn.“(ner
=asS, (f,(t);x)+BS, (f,(0):x)

oldugundan S, lineer bir operatordiir.

k=0,1,2,...,.neN ve xe[0,0) icin pn_k(x)—e*’”‘( ) >0oldugundan f >0 ise

S, (f;x)=0 dir. O halde S, pozitif bir operatdrdiir.

A>0 igin T, : C[0,%0) — C[0, A] doniisimiinii 7, (/)= /..., olarak tanimlayalim.

Her f € ([0,%) ve x€[0, 4] i¢in

i) ) (%) =13 p, (0] P, ()

. £)E!
S e

= Zpﬂk( = 1)J " dr (32)

Es.3.2 deki integralin degerini hesaplamak i¢in ¢ = Ld doniisiimiini  kullanirsak
n

S —y 8

© k-1 ©
1
€_ml‘k_1dl‘ — JAe_l ( j _u _k.[ —u k—ldu
0 0

integralini elde ederiz. Gamma fonksiyonu yardimiyla

1% 1 1
—k!e u* lduzn—kr(k)zn—k(k—l)!

n

bulunur. Bu ifadeyi Es. 3.2 de yerine yazarsak



1
k-1
. (epsx annk( )(k 5" — (k=D

z nk(x)

k=0

= Sn (60;)6) =1

elde ederiz. Buradan da
’{me“T “ )) T (eo )HC[O,A] - ’lew xi;gl L (S*” (eo;x)) -T; (eOQX)‘

=lim sup |1 1|

=90 xe[0,4]

ifadesine ulasiriz.

ii)S é,X nzpnk(x)J.tp;zk | (t)dt

e (nt)k 1
_annk(x)Ite - 1)|

1 o
e dt
! !

— S nk_
OWSEre

Es.34de t= L degisken degisimini uygularsak
n

n*! u\ du
_nzpnk( )(k 1)'_[ (;j 7

k—l

_ S l °° —u,_  k
_kzpnk( )(k 1)| _k.([e u du

=—ank( )(k 1)'jel‘ukdu

24

(3.3)

(3.4)
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esitligini elde ederiz. Buradan yine Gamma fonksiyonu yardimi ile

ank(m(k D

Z_ank( )(k 1)'
=k
:Z_pn.k('x)
k=0 N
=S, (e;x)
=X (3.5)
ifadesini elde ederiz. O halde
lim|7, (5", (e)) -, e )HC[O’A] = lim sup |7, (8" (e5%)) =T, ()
=lim sup |x x|
n=%0 110, 4]
sonucuna ulasiriz.
iif) S, (€5 nzpn,xx) j P (Ot
. (nt
—”ank(x)jtz ((Z )1)' t
_nz P, (%) = 1)'Ie”’.tk“dt (3.6)

Es.3.6da t= L doniisiimiinii uygularsak
n

_an,,k( )(k 1)|£ ( j
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i 0

_ S 1 —u  k+l1
_nzkz_(;pn'k(X)(k—l)!‘([e u u

ifadesine ulasiriz. Yine Gamma fonksiyonu yardimu ile

= 2 P T+
.

3 (k_)' +1)!

— LS @ rbp,, ()

S
b
i
(=}

3

k=0

:I»

2k
j pn,k(x)+%2(;] Do)

k=0

=5, (eyix )+ls (e:%)

— (3.7)
n

ifadesini elde ederiz. Buradan da

lim

n—0

T, (S*n (ez))_TA (e, )HC[O,A] =lim sup

=% xe[0,4]

T, (S*n(ez;x))—TA (ez;x)‘

) 2x
=lim sup |x* +=——x"
=% xe[0,4] n
) 2x
=lim sup |[—
=% yel0,41| 1

ifadesine ulasiriz. Buradaki supremum sonlu bir deger oldugundan

hmHT 2) T, (62))”@,/1] =0

n—>0

olur.
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(1), (i1), (ii1) den dolay1, Teorem 3.1 den, [0, A] aralig1 {izerinde her f € C[0,%) i¢in

lim

n—>0

=0

0,4]

S:()-11,
dir.
3.3. Teorem

S, :Ci0,00) > B,(R) olmak iizere, Es. 3.1 ile verilen Szasz-Durrmeyer

operatdrleri Korovkin tipi agirlikli yaklagim teoremini saglar. Yani Es. 2.9 daki

kosullar saglantyorsa bu durumda

Vf e C];[O,oo) ve Vx €[0,0) i¢cin

lim|[s; ()~ £, =0
dir.

fspat

(Sn) lineer pozitif operatorler dizisinin agirlikli uzaylarda Korovkin tipi teoremin

hipotezlerini ger¢ekledigini gdosterelim.

i) S, (e);x) =1 oldugundan

hmHS:(eo)—eoHp _ lim sup S, (€93 %) = €y ()

n— ) 1+ .X'z
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=lim sup =0

=% xe[0,00) 1+x

bulunur.

i) lim 5. (6) -] =lim sup S, (%) e, ()|

n—% =% xe[0,00) 1+ x2

——
=lim sup —
=% xe[0,00) 1+x

=0

ifadesine ulasiriz.

iii) 1im[[S" (¢,) —e,]| = sup S, (e:3%) e, ()

2
11— P xe[0,00) 1+x

X2+*X—X2

=lim sup D e—
=% xe[0,00) 1+x

2

—X

=lim sup 5
=% xe[0,00) 1+ X

1 2x
=lim— sup 5
=% 1 xe[0,0) 1+x

esitligini elde ederiz. Buradaki supremum sonlu bir deger oldugundan

limHS; (e,)- e2H =0

n—oo P

bulunur. Sonug¢ olarak (i), (i1), (iii)) den dolayr Teorem 2.7 nin kosullari

gerceklendiginden, Vf e C’;[O,oo) ve Vx e€[0,0)i¢in
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lim[s; ()~ 1], =0

n—>0

dir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

3.3. S, Operatoriiniin Siireklilik Modiilii ile Yaklasim Hizinin Hesaplanmasi

Burada, (S: ( f )) operatorler dizisinin f ye yakinsaklik oranina ait bir tahmin

stireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.

3.3. Tanim

<a,b> ifadesi [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (-0,0), (-0,b), (a,0) araliklarindan birini

gostersin.

@, :(0,00) > R fonksiyonu x, y € <a,b> ve 6 > 0 olmak iizere

@;(8)= sup [f ()= )

x—y|<O

degerine /* in stireklilik modilii denir. @, (8) yerine @(f;0), @(5) gosterimleri de

kullanilabilir. Simdi siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini verelim.

i) w,(0) fonksiyonu & nin monoton artan bir fonksiyonudur.

ii) f nin <a,b> de diizgiin strekli olmas igin gerek ve yeter kosul lim @,(6)=0
50" -

olmasidir.

iii) me N ise @, (md) <mw, (6) dir.



30

iv) 4> 0 reel sayist i¢in @,(45) < (A +Dw,(5) dir.

V) () - f)|< o, (|t—x]) dur.

vi) [ f(1)- f(x)| < ( *| +1j w,(5) dur.

3.4. Teorem

Es. 3.1 ile tamimlanan S, lineer pozitif operatérii 4 >0 olmak iizere, yeterince

biylik n ler, x €[0, 4] <[0,0) ve f e ([0, A] igin,
‘S: (f(t);x)—f(x)‘ SKa,[O,A](n—l/z)

esitsizligini saglar. Burada K, n den bagimsiz bir sabit ve @, , f nin [0, 4]

araliginda verilen siireklilik modiiliidiir.
fspat

S” 1n lineerligini ve tiggen esitsizligini kullanarak

S, (f(0):x) = f(0)]5]S )~ (3.8)

(fO=Fe0);x)|+

ifadesini elde ederiz. S, (1;x)=1 oldugundan ve S, m monotonluk 8zelligini Es. 3.8

de yerine yazarsak

|; (£(0:x)- £ ()| <5, (

;x)
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S 1n tanimindan

S, (f5x)= £ 1Y p W10 £ 0p, i 0 (39)

ifadesini elde ederiz. Es. 3.9 da siireklilik modiiliiniin (vi) 6zelligini kullanirsak

[r =

<1y p, (] (T* 1} O(5)p, (1)t

= 0(0)| mY. P, (] P, (O +§[n2 Pl 7, (r)dzﬂ

Pk (t)dt}j|

=w(0)|1 +é[”i Dok (x).“t - x| \/pn,k—l (t)\/pn.k—l (t)dtJ:l

=w(5)| S, (l;x) +é[nzw: Do (x)T|t -X

sonucuna ulasiriz. Bu esitlikte integral iizerine Cauchy-Schwartz esitsizligini

uygularsak

<o) 1+ nip,,.km(j \/pn.kl(r)zdtj .U (t=xy p,i.kl(zfdr] J]

- o(5) 1+§ ngpn.k(x)@pn.k_l(t)dzj .@(t—xfpn,k_l(ndt) J]

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte toplam {izerine Cauchy-Schwartz esitsizligini

uygularsak
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<o) 1+ [ni\/pn.ku)z | pnA“(r)dr] .[ni\/pn.k(xf | (r—x)zpn.kmer ﬂ

~0®)| 1+ (nip,,mj p,,,“(t)dr} .(nip,,k(x)j (r—x)zpn.kl(r)dtj J]

— w(5) :1+§(S§ (1)) -(S: (=) ;x))“}
= () :1 7%(5: ((t —x)’ ;x))l/z}

= w(5) :1+é(5,j (zz;x)—2xS: (:x)+x°S) (1;x))1/2}

1 2x 1/2
=w(9) 1+—(x2+——2x.x+x2j }
o n

1 2x 1/2
= w(&) 1*5(7) }

ifadesine ulasiriz. o, = olarak alirsak

-

|5 (f3%) = f ()| < a)(l+«/; 2\)/‘%“2]

=o(1+(2x)")

sonucunu elde ederiz. x €[0, 4] igin (2x)"* <(24)"* oldugundan

<o (n-“)(l +24 )
=Ka)[0‘A](n‘”2) ; (K=1+\/ﬂ)

bulunur.
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3.4. Szasz-Durrmeyer Operatorlerinin C, ve C,%, Uzaylarinda Yaklasim

Ozellikleri

Bu béliimde Szasz-Durrmeyer operatdrlerinin C,, ve C. uzaylarinda merkezi

momentler yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenecektir [10].

3.4. Tanim

N e IP:=NuU {0} i¢in;

w,(x) =1, wy(x)=(1+x")" (xZ 0, Ne N)

ile taniml1 agirlik fonksiyonlariyla C, uzayi

C, ={f € C[0,); wy f, [0,00) araliginda diizgiin siirekli ve sinirli}
seklinde tanimlidir. Bu uzayda bir norm

111, =supw, )] 1)
ile tanimlanir. 4, pozitif bir sabit ve

A f(x)= f(x+2h)=2f(x+h)+ f(x) olmak iizere

@} (f;3) = sup

0<h<o

A f HN dir.

m € IP olmak iizere S, operatdriiniin m-inci basamaktan momenti
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S, ((t=x"sx) =Y. p ] (= 0", 0t

seklindedir.
Es. 3.3, Es. 3.5, Es. 3.7 ve S, operatdriiniin lineerligini dikkate alarak birinci ve

ikinci merkezi momentleri

S ((1=x);x)=0 (3.10)
. 2 2x

() ;x)z7 (3.11)

dir.

Daha genel olarak asagidaki lemmay1 verelim.
3.1. Lemma

N e IP olmak tzere
. N-1 )
Sy (t":x) =Y b(a,mx"" (3.12)
i=0

ifadesi gegerlidir. Burada b,(a,n) katsayilari

1, i=0 ise

b(a,n)=1 4
/(@.m) & i=1,2,.,N-1 ise
n

seklindedir.



fspat

Sy (1";x)= nki‘; Doy (x)TtN P, ()dt
= 0

—nt (m‘)k 1
—”ZP,7k(X)It (- 1)'

‘”ank( )(k l),jt e dt

esitligindeki integrale ¢ = e degisken degisimini uygularsak,
n

© k—l 0 u N+k-1 B du
=G ) ( j _—

k-1

C n i N+k-1_—u
= X)————|u e "du
;pmk( )nN+k_l(k—l)!'0[

ifadesi elde edilir. Gamma fonksiyonu yardimi ile

=ipnk(x)% Ik + N)

YD)
=3 po(x >%(k+zv—1)!
Th—D)!
e 112 (k=1 k(e +1)..(k+ N=1)
- Zo:p”"‘(x) " 12..(k—1)

il’ () KU DO+, (k+ N 1)

esitligi elde edilir.

35
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k,NeN ve k# N —1 olmak tizere

N-1 N-1-i

N-1
[T&k+pH=>a]]*k-j, a=1, a=N(N-D), a,,...a, €N
j=0 i=0 j=0

esitligi yardimu ile

e
o n k!

g (tN;x):N_] [i k(k=1)...(k=(N=i-1)) _,. (nx)k}

N-1 @ k—(N—i)
— Cl, LN(nx)N i Z e—nx (nx) ‘
= n = (k—(N—l))!
N-1 1 )
=) a —l.xN_’ (3.13)
i=0 N
N-1 )
=Y b(a,nx"" (3.14)

elde edilir. n = o i¢in by(a,n) —>1 vei=1,2,..., N-1i¢in b,(a,n) -0 olur. Yani

A (tN ;x) , x in N. dereceden bir polinomudur.

3.2. Lemma
x>0, neN ig¢in diizgiin olarak

wy (X)S) (1/wy ();x) < M, (3.15)

olacak bicimde her bir N €IP sayisina karsilik M, sayis1 vardir. (M, sayist N ye

bagli sabit bir sayidir.)



37

Ozel olarak herhangi bir f € C,, igin

S, (), <M 11, (3.16)

esitsizligi saglanir. Yani (HS (S )HN) dizisi diizgiin sinirhdir.

jspat

S (1fwy (1);x) = S, (1/(1 ) ;x)

Sy(1+¢%;x)

ifadesinde S 1n lineerligini ve Es. 3.3 ve Es. 3.13 ve Es. 3.14 ii kullanarak

N-1

=1+x"+) b (a,nx"" (3.17)
i=1

esitligini elde ederiz. Lemma 3.1 den i = 0,1, 2,..., N-1 i¢in b,(a,n) katsayilari

siirlidir.

Es. 3.17 nin her iki yanin1 w,, (x) agirlik fonksiyonu ile ¢arparsak



wy (XS, (1/wy (£);x) = wy (x) {1 +xV + gbi(a,n)xN_i}

i=1

wy (X)S] (I/WN (t);x) = l+1xN {1 +xV + Nzlbi(a,n)xN_i}

i=l

= 1+1:]Z:1:lbl.(a,n)xN" /1+xN
ifadesini elde ederiz. Es. 3.18 deki toplam x e gore sinirli oldugundan
wy (X)S] (l/wN (t);x) <M,
olacak sekilde N ye bagl M, >0 sabit sayis1 vardir.

Simdi f e C, i¢in Es. 3.16 y1 ispatlayalim.

S, (f:x)| = wy ()

wy (¥)

n3 P (] £Op, 0

= wy(x)

DWHE)! o 8 FOp, (Ot

te[0,00) k=0

< wy (x) sup [nz P @ [wy (0O (wy ) ', (z)dr}

te[0,00)

<wy(x) sup (| (1)) wNm)[ni @[ (0 0) Py (r)drj
C, uzayindaki normun tanimimdan

=wy )| f] S, (1 wy(@):x)

esitsizligini elde ederiz. Es. 3.15 den
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(3.18)

(3.19)



Sy (A, <MilA,

ifadesine ulasiriz.
3.3. Lemma
x>0, neN igin

2x

wy (X)S] ((t—x) /WN(t);x) <M, ”

le(x)S: (t/wy(£);x) <M, 2x
n n
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(3.20)

(3.21)

esitsizlikleri gergeklenir. Burada, i=2,3 olmak lizere M,, N ye bagh sabit

sayilardir.
jspat

S 1n lineerligini ve Es. 3. 11 den

S ((t—x)z/wN(t);x):S: ((t—x)2(1+tN);x)

=S ((t—x)z;x)+S: ((t—x)th;x)

:§+S:((t2—2xt+x2)t1v;x)

n
_2 ON+2, ) * N+, 2¢0% (42,
= ZEs (17 ex) =238, (1 ax) 478, (172)

ifadesini elde ederiz. Es. 3.12 den yaralanarak

(3.22)
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S (tN”;x) -2xS, (tN“;x) +x°S (tz;x)
N+1

N N-1
= sz‘ (@, =2x ) b (a,mx" + %7 Z b.(a,n)x""
i=0 i=0 i=0
=by(a,n)x"" +b,(a,n)x"" +...+b,_(a,n)x’ + b, (a,n)x’ +b,,,(a,n)x
—2x(b0 (a,n)x™" +b,(a,n)x" +...+b,_(a,n)x* +b,/(a, n)x)
+x° (bo (a,m)x" +b(a,n)x"" +..+b,_(a, n)x)

=by(a,n)x""? +b,(a,n)x""" +...+b,_ (a,n)x’ +b,(a,n)x’ + b, (a,n)x

=2b,x"*? =2b (a,n)x"" —...=2b,_ (a,n)x’ = 2b, (a,n)x’
+byx"? + b (a,m)x"" +...+ b, (a,n)x’
= by (@,n)x—by (a,m)x’ (3.23)

Es. 3.23 deki ifade belirli bir N eN ve belirli x>0 icin n—>o iken 0 a
yakinsar. Bu ifadeyi Es. 3.22 de yerine yazarsak

S ((t — x)z/wN (1); x) = 2x +b,,(a,n)x—b,(a,n)x’
n

_2X Ay 9 o
- N+1 N
n o n n
2x xfay, ay
S —+— N N_l.x
n n\n n
2x 2x(ay, ay
S—F—| v g ¥
n n\n n
2x a a
e L
n n n

elde edilir. Bu ifadenin her iki yanin1 w, (x) agirlik fonksiyonu ile ¢arparsak

. 2x 1 a, a
wy (x)S, (t/WN(t);x)S71+xN [1"' r;vzvl _nNN—l xj
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olur. C,, nin tanimindan sagdaki ifade sinirl oldugundan

Wy (S, (=002 frwy (1) %) < 22 M,
n

olacak sekilde N ye bagli M, sabit sayis1 vardir. Boylece Es. 20 deki ifadenin ispati

tamamlanmis olur.

Simdi Es.3.21 deki ifadesini ispatlayalim. S, 1n lineerligini, Es. 3.5 ve Es.3.14 den

yararlanarak

S, (t/wy (;x) =S, (¢(1+2");x)
=S, (x)+S, (tN“;x)

N+1

=x+by(a,n)x"" +...+by(a,n)x

= x(1+b0(a,n)xN +...+bN(a,n))

ifadesini elde ederiz. Bu esitligin her iki yanin1 —w, (x) ile ¢arparsak
n

le(x)Sjj (t/ wy (1);x) = lLN[HbO(a,n)xN ot by (a,n)]
n nl+x

2x 1
< 7m[ubo(a,n)xlv +...+ by (a,n)]

<y,
n

olacak sekilde N ye bagli M, sabit sayis1 vardir. Boylece ispat tamamlanir. Burada

A ((t—x)z;x) _2x olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla buldugumuz sonuclar
n
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ikinci momentle baglantilidir. Simdi C; uzayinda yaklagim dzelliklerini inceleyelim

ve Jackson tip bir esitsizlik elde edelim.

3.4. Lemma

NelP, geCy :={feCN;f"eCN}olsun.

Tim neN, x>0 i¢in
* 2
Wy (]S (g:0) - g (@] <M, ], = (3.24)

olacak bicimde N ye bagl sabit bir M, sayisi vardir.

jspat
2()—g(x)=(t—x)g (x)+ j j g"(w)duds (x,t>0) (3.25)

esitligini goz Oniline alalim. Es. 3.25 in sagindaki ikinci terim igin bir {ist sinir
bulalim. Oncelikle x<s<¢ igin 1+u" <1+¢" esitsizligini gdz oniinde

bulundurarak

j j(l +u™)duds

X X

ifadesinin degerini hesaplayalim.

j j(l+uN)dudsSj S(l+tN)duds

X X X
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=+ tN)j- jduds

= (1+tN)j-u “ds
=(1 +tN)j(s —Xx)ds

t

=(l+tN)(§—xsj .

2 2
:(1+tN)(%—xt—%+x2j

Uk _Zx)z 1+

2
su(1+t’v+l+x”)

_( —2’02 [1/w, (6)+ 1w, (9] (3.26)

ifadesini elde ederiz.

.:[ j:g“(u)duds j: j:g“(u)ZZ—EZ;duds

a et o1
SHg HN ! -!:WN(M) duds

[Ppr—

= HgHN j.(l +u™)duds

<| g"HN U _2’“)2 [1/wy (£)+1/w, (x)] Es.3.26 dan (3.27)

sonucuna ulasiriz. Benzer sekilde 7<x<s olmasi durumunda da Es. 3.27 elde

edilir.
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Simdi S ( g(t)— g(x);x)ifadesini hesaplayalim. S’ 1n lineerlik, monotonluk dzelligi

ile Es. 3.5, Es. 3.25 ve Es. 3.27 yi kullanarak

[y (0, (8~ g (x): )|

= |wy (x)(S: (t-x)g (x);x)+S, (j j g”(u)duds;xD

_%”g T[S (@=x)x)+ wy (08, (£ =) w03 x) |

<w, (x)S:(

j- j.g" (u)duds

ifadesini elde ederiz. Lemma 3.3 ve Es. 3.11 den

Ly i | 2x 2x
<2l | 2, 2]

|| I, —1 M.]
<[le"1, [1+M ]
yeterince biiytik M, sabit sayisi igin

Wl 2X
<M,|g", =

sonucuna ulasiriz. Bdylece ispat tamamlanir.

Simdi /4 >0 i¢in Steklov’ un

fh(x):=(%j j j[2f(x+s+z)—f(x+2(s+t))]dsdz

0 0

(3.28)
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fonksiyonu yardimiyla

f(x)—ﬁ(x)z(z) hf hff(x) ds dt—(%j hf hf[2f(x+s+t)—f(x+2(s+t))] ds dt

}1 0 0 0

_ (%] jA F(x) ds di (3.29)

j hj} hf[f(x)—Zf(x+s+t)+f(x+2(s+t))] ds dt

0 0

2
h

ifadesi elde edilir. Simdi f, ve f, 1 hesaplayalim.

h/2  h/2

fh(x)=hizj j [2/ (x+s+8)— f(x+2(s +0))] ds d

olduguna gore

h/2

f,;(x)zl;i2 j [2f (x+s+h/2)= f(x+2s+h/2))=2f(x+5)+ f(x+25) ds

hi2

- j[8(f(x+s+h/2)—f(x+s))—4(f(x+2s+h)—f(x+2s))] ds

0

1 hi2
:ﬁ '[ [8Ah/2f(x+5)—4Ahf(X+2S)] ds
0
1 "2 L
= [ 88,7 (x+s) ds——7 [ 4n,f (x+2s)ds (3.30)
0 0

Es. 3.30 daki integrallerin degerlerini hesaplayalim.

hi2 hi2

% ! Ay f (x+5) ds=% ! [f(x+s+h/2)— f(x+5)]ds
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:%[f(x+h)—2f(x+h/2)+f(x)]

= 12 Ai/zf(x) (3.31)
h
1 hJ/_ZA f(x+2s)ds = 1 hf[f(HZHh)_f(”zS)] ds
hZ . h h_2 )

— G2 = fG B fCt W+ S ()
=h—12[f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)]

— A (3.32)
Es. 3.31 ve Es.3.32yi, Es. 3.30 da yerine yazarsak
£ = [8A; L f(x)—4AL £ ()]
ifadesine ulasiriz. Dolayisiyla
£, () =787, f (1)~ 4L f ()] (3.33)
olur. Simdi || f- fh” v Ve H f HN ifadelerini hesaplayalim.

2 h/2h/2

S = £, (x) = (%j [ j A2, f(x) ds dt

0

esitligini kullanarak ve C,, uzaymdaki normun tanimindan



2 h/2h/2

17 -1, <[a2 fHN(%j J ] v

, 2V (hY
Jairl, (3] (4]
~JaA,

<y (f3h)
ifadesini elde ederiz.

Ucgen esitsizligini Es. 3.33 de uygularsak
|72, <r2neicrm

olur.
3.5. Teorem

Herhangi bir Ne IP ve f €C, igin

s::<f;x>—f<x>\SMSwN{f,\/znzj

wy (x)
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

esitsizligi tim x>0 ve neN i¢in gecerlidir. Burada M sabit sayis1 N ye bagh

sabit bir sayidir.

fspat

feC, ve h>0 i¢in



wy (0] S) (f5) = £ ()
ifadesini diizenleyelim.

wy (0] S) (f5) = £ ()
= wy ()[S; (SO = £,(0)+ £,0):%) = £ () + £,(0) = ()
<wy ()] [S; (£ O = £,@0:2)|+[S; (£,0):%) = £,0)] +[£,0 = £ ()]

= wy (D)) (/O = £,0:%)|+ wy (S, (%) = £,0)|+ wy ()| £3,(x) = ()
Lemma 3.2, Lemma 3.4, Es. 3.34 ve Es. 3.35 den

2
<M |7 = Al M =+ A

=7 = Al [+ |, 2

2
<@ (f3)[M, +1]+ M, 12020k (f; ) ==

n
yeterince biiylik N ye bagli sabit M sayis1 i¢in

_ 2x
<oy (fsh)M s+ M;h 2a’fv(f;h)7

= 02 (f:h)M, (1+2—xh2j
n

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlikte 4 = "Z_x yazarsak
n

Wy (O[S (f3)— F 0| S @3 (F3 M, [1+ 2x / 2’6}
n n

48
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<203 (M
ifadesine ulasiriz. Buradan da her f € C,, ve x>0 i¢in
limw, (¥)[S; (f3%) = £ ()] =0
olur.

3.5. Daha lIyi Bir Yaklasim Derecesi

Teorem 3.2 den S, lineer pozitif operatdrii e,(x)=1 ve ¢ (x)=x fonksiyonlarini
korudugunu fakat e,(x)=x" fonksiyonunu korumadigini gérmekteyiz. Fakat bazi

islemlerle e,, e, fonksiyonlarini koruyacak sekilde S operatoriinii yeniden

diizenleyerek daha iyi bir yaklagim derecesi elde edecegiz. Bu problemle ilgili olarak
cesitli caligmalar yapilmaktadir. Rempulska ve Tomczak’ 1n makalesinden

yararlanarak asagidaki kavramlar1 hatirlatalim [13].

(L,) lineer pozitif operatrler dizisi olmak iizere L,(e;;x)=e,, k=0,1 olsun.

ax* +bx
A

n

L, (ez;x)zx2 +

; x€[0,0), n>n, (3.37)

a,b>0, a’*+b*> >0 sayilan veA, >0 olmak iizere bir (/1,[):'; , n, €N, artan ve

siirsiz dizisi vardir. (un (x)) , [0,00) araliginda tanimly, stirekli ve 0<u, (x)<oo

olacak bi¢cimde fonksiyonlar dizisi i¢in

—b+[b? + 42, (a+ 2,)x
2(a+4))

u,(x)=



50

olarak tammlansin. Burada L, ( f ;x) operatoriinde x yerine u, (x) alarak operatorii

yeniden diizenleyelim ve bu operatorii
L;(f;x)::Ln(f;un(x)) (3.38)

ile gosterelim. Bu operatorler dizisi i¢in L, (e;x)=1, L (e;x)=u,(x) ve

L, (e,;x)=x" dir. Buradan da L, n lineerligini kullanarak

L ((t - x)z;x) =L (tz;x)—ZxLZ (;x)+x°L, (1;x)

= 2x(x —-u, (x))

elde edilir.

(S ;) lineer pozitif operatorler dizisi igin

kS’:(ez;x):x2 +2_x
n

oldugundan

u,(x) =

—1+1+n*x?
n

seklindendir. Burada 0<u (x)<o ve u, (x) reel degerli ve siireklidir. x yerine

u,(x) yazarak elde ettigimiz operatdrler dizisini (S nj ile gosterelim.

Lemma 3.5.

x>0 igin
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(i) Si(ep;x)=1
—1+1+n’x’
n

(i) S. (e3x) = u, (x) =

(ii1) &n (ez;x) =x

esitlikleri gergeklenir. S, ve S » operatorler dizisinin yaklasim derecelerini

karsilastirmak istiyoruz. Bunun i¢in Once Devore’ nin asagidaki teoremini

hatirlatalim.

Teorem 3.6.

Bir (L,) lineer pozitif operatérler dizisi, L, :Cla,b]— Clc,d] ve

[a,b]c[c,d]olsun. x €[c,d] igin az(x)=Ln((t—x)2;x) olmak iizere eger

n

f e€Cla,b] ve x€[c,d] ise bu durumda

L, (e);x)+ (Ln (eo;x))l/2

L, (f;x)= f)| <|f()]|ey(x) - L, (eg; )|+ o(f.a,()

dir [15].

Teorem 3.4 den (S:) lineer pozitif operatdrler dizisi her f € C[0,0), x>0 ve

n>1 icin

2x
n

S (f3%) = ()| <20(f30,(0) 5 a,(x)=,|= (3.39)

esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.7.

(S‘n] lineer pozitif operatorler dizisi her f e (C[0,0), x>0 ve n>1 igin

<20(fa,(x)) 5 a,(x)=42x(x—u,(x)) (3.40)

Su(f3x) = (%)

esitsizligi saglanir.

fspat

Lemma 3.5 den 5’,7((t—x)2;x): 2x(x—u,(x)) ifadesinden ve Teorem 3.6 dan

ispat agiktir.

Simdi Es. 3.40 ve Es. 3.39 da verilen yaklasim derecelerini karsilastiralim. Bunun

i¢in

2x
2x(x—un (x)) < —

oldugunu x €[0,%0) i¢in gostermeliyiz.

x €[0,) i¢in

1+ xn <1+ /14 (xn)’
xn+1—4/1+(xn)* <1
“14+01+(xn) 1

x— <—
n n
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olup bu esitsizligin her iki tarafin1 2x ile ¢arparsak

n n

2x(x —1++/14 (xn)? J<§

ifadesine ulasiriz. Buradan da Vx €[0,) i¢in

2x
2x(x—u,(x)) < —

dir. O halde Es. 3.40 ile verilen yaklasim derecesi Es. 3.39 dakine gore daha iyidir.

3.1. Uyan

Lipschitz smifindan olan fonksiyonlar i¢inde S » min yaklagim derecesi S, dan daha
iyidir. Gergekten, f fonksiyonu <a,b> araliginda tanimli ve her x, y € <a,b> igin
/)= f()| <M. |x—y

o mertebeli Lipschitz smifindan bir fonksiyon” denir ve f € Lip,,a yazlir.

a

, 0<a <l kosulunu saglarsa f ye “ M Xkatsayil,

felipyas w,(6)<M5” (0<a<l) oldugu bilinmektedir [1]. Dolayisiyla,

St (f3x)- f(x)\ < M(%’Cj

5',, (f;x)—f(x) SM.(2x(x—un(x)))a/2

olur.
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