DUZCE_ . LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
UNIVERSITESI

SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ FARKLI BiR TIiPININ
INSASI

Kamal NAJAFI GHAZIKNADI

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
DOC. DR. FUAT USTA

DUZCE, 2023



T.C.
~ DUZCE UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ FARKLI BiR TiPININ
INSASI

Kamal NAJAFI GHAZIKANDI tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi asagidaki jiiri
tarafindan Diizce Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda
YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani

Dog. Dr. Fuat USTA
Diizce Universitesi

Jiiri I"Jyeleri

Dog. Dr. Fuat USTA
Diizce Universitesi

Prof. Dr. Mahmut AKYIGIT
Sakarya Universitesi

Prof. Dr. Emrah Evren KARA
Diizce Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 19/06/2023



BEYAN

Bu tez ¢alismasinin kendi ¢alismam oldugunu, tezin planlanmasindan yazimina kadar
biitiin agsamalarda etik dis1 davranisimin olmadigini, bu tezdeki biitiin bilgileri akademik
ve etik kurallar i¢inde elde ettigimi, bu tez ¢alismasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve
yorumlara kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklar1 da kaynaklar listesine aldigimi, yine bu
tezin caligsilmasi ve yazimu sirasinda patent ve telif haklarin ihlal edici bir davranigimin

olmadigini beyan ederim.

14/06/2023

Kamal NAJAFI GHAZIKANDI



TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimimde ve bu tezin hazirlanmasinda ve her asamasinda benim yanimda
olan ve hi¢ bir yardimi ve destegi esirgemeyen saygideger hocam Dog¢. Dr. Fuat Usta’ya
ve "Diizce Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii" hocalarina ve beni destekleyen

sevgili esime ve aileme sonsuz sevgi ve tesekkiirlerimi sunarim.

14/06/2023 Kamal NAJAFI GHAZIKANDI



ICINDEKILER

Sayfa No

J COINTAN B BV 1. N . N vi
(0772 g \E T vii
ABSTRACT ...t eeetteeeeteeeeeeeeeeeesnseeesssseessssseessssssssssssssssssssssnnns viii
L. GIRIS oottt sese s sese e esese s s besensesesensasenes 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ......tititeeeireeeereeeeneesesseeeessnnesssssessnens 3
2.1. BERNSTEIN(1912) OPERATORU.........uveeeeruveeerreeeccvreecsnneeessseeeessneens 7
2.2. BERNSTEIN-CHLODOVSKY OPERATORU ......cuvvreeeeeiiirrnnnnneeeeeennns 7
2.3. SZASZ-MIRAKJAN OPERATORU.......cceeeeerureeeerenereeecenneeeeessnseseeens 7
2.4. FAVARD-SZASZ-MIRAKJAN OPERATORU......ccccouvveeerrnrreeeesnnnneenn. 8
2.5. BASKAKOV OPERATORU .....ccccoouveierureecirnreeereeeesseeesssseeessssessssseens 8
2.6. BLEIMANN-BUTZER-HAHN OPERATORU .....cccovurrierirnreeeesrnnneeeen 9
2.7. KING OPERATORU.........uuvveiiiitrreeecerereeesesnnreeeessssaneesssssssessessssasesens 9
3.  ARASTIRMA BULGULARI........ernnrennneeeeeeeeeeeeeeeesssssssssssnes 11
B SONUC ..ottt teseestesesssssessssssesessssssessssasssesssssessssssans 22
5. KAYNAKLAR ...t cceeetceeettceeeeteeeesaeeeeensseessssesssssssesssssssses 23

[0YZ€3 001\ 1 (5 24



BBH

B (v;x)
Cla,b]
B (v;x)
Fu(v;x)
Kpn(v;x)
L(v;x)
Ly(v;x)
Vin(v;x)

KISALTMALAR

Bleimann-Butzer-Hahn Operatorii

Bernstein operatorii

[a, D] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1
Bernstein-Chlodovsky operatorii
Favard-Szasz-Mirakjan operatorii
Kantorovich operatorii

L operatoriiniin v fonksiyonuna uygulanmast
Baskakov operatorii

King operatorii

vi



OZET

SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERININ FARKLI BiR TiPiNiN INSASI

Kamal NAJAFI GHAZIKANDI
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Fuat USTA
Haziran 2023, 23 sayfa

Matematiksel analizin en 6nemli konularindan biri lineer pozitif operatorlerdir. Bu dalda
yeni operatOrlerin insas1 ve temel 6zelliklerin arastiritlmasi da dnemli bir yer bulmalktadir.
Sunulan bu tezin asil amaci ¢ok yaygin olarak kullanilan Szasz-Mirakyan tipli operatorlerin
yeni bir siifinin insas1 ve temel 0zelliklerinin verilmesidir. Daha ayrintili ifade etmek
gerekirse bu ¢alismada birinci boliim girig kismi i¢in ayrilmigtir ve yakinsama teorisinin
tarihde siireci hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilan tanim ve teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde ise modifiye edilmis Sz4dsz-Mirakyan operatorlerinden
bahsedilmistir ve yaklasim 6zellikleri ve hizi incelenmistir.Son boliimde ise sonug¢ kismi
yer almugtir.

Anahtar sozciikler: Polinomlar dizisi, Weierstrass yaklasim teoremi, Pozitif lineer
operatorler, Bernstein operatorii, Szasz operatorii, Yaklasim hizi.
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ABSTRACT

A NEW FAMILY OF SZASZ-MIRAKYAN OPERATORS

Kamal NAJAFI GHAZIKANDI
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fuat USTA
June 2023, 23 pages

One of the most recognized area in mathematical analysis is lineer positive operators. In this
research area introducing a new operators and presenting their approximation properties
are quite significant. In this work, a new family of Szdsz-Mirakyan type operators are
presented and examined their approximation properties. In more detailed, in this thesis, the
first chapter is reserved for the introduction and information about the historical process of
convergence theory is given. In the second part, the definitions and theorems used in the
thesis are given. In the third part, the modified Szdsz-Mirakyan operators are mentioned
and the approximation properties and speed are examined. In the last part, the conclusion
part is included.

Keywords: Sequence of polynomials, Weierstrass theorem of approximation, Positive
linear operators, Bernstein operator, Szasz-Mirakyan operator, Rate of approximation.
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1. GIRIS

"Tim bilimlere yaklasimlar teorisi hakimdir.”” [1] Betrand Russell’a atfedilen bu
ifade, bilimin smirlarim1 gostermekle birlikte, doganin matematik araciligiyla nasil
tanimlanacagina da isaret etmeyi amaclamaktadir. Yaklasim teorisi matematiksel analizde
en cok uygulama alanina sahiptir ve amaci teorik matematikte arastirmasi zor olan
fonksiyonlar1 daha basit ve islevsel ozellikler tasiyan fonksiyonlara doniisturup veya
ifade etmektir ve s6z konusu basit fonksiyonlar daha ¢ok bilinen polinomlar veya rasyonel
fonksiyonlardir. Yaklagimlar teorisi 1815 yilinda Weierstrass’la baslad1 ve Weierstrass

[2]’in temel fikri, asagida verilen siirekli bir v fonksiyonuydu:

v(it)e s dt (1.1)

Ve sonra weiertrass yaklagimlar teorisinin temelini insa eden agsagidaki teoremi agikladi:
Eger v, [a,b] lizerinde siirekli ve gercek degerli bir fonksiyon ise ve herhangi bir € > 0

verilmis ise, Vx € [a, b] lizerinde su sekilde bir p polinomu vardir:
v(x) —P(x)| < € (1.2)

Weierstrass’in bu teoremi, siirekli fonksiyonlara yaklagsan polinomlarin sadece varligi
hakkinda bilgi verirken, Bernstein 1912 [3] yilinda Weierstrass teoreminin ispati i¢in [0, 1]
aralginda tamimli, reel degerli, siirekli bir v fonksiyonuna yaklasan asagidaki verilen bir

polinom tanimladi:

Bu(vix) = f (’">x¥(1 —x)m—sv(i) (1.3)

=\ m
Daha sonraki yillarda bu polinomlar dizisi Bernstein polinomlar1 olarak tanimlanmaya
bagladi. Bernstein operatorlerinin populer olma nedenlerinden acik bir sekilde verilebilir
ve degiskenin yalmizca rasyonel degerleri i¢in fonksiyonun degerlerine bagl olmasi, ve
cesitli fonksiyonlar1 korumasi ve yaklasimi ve calismada en basit yollarin1 saglamasi

ve tiirevlerinin ve integrallerinin ele alinmasinin kolay olmasidir. Bu 6zellikler v



’in degerlendirilmesinin zor ve zaman alict oldugu durumlarda oldukg¢a yararhdir.
Aragtirmacilar Bernstein polinomlarin1 modifiye ederek farkli operatorler tantmlamistir.
Bernstein benzeri operatorlerin 6zellikleri 1953’te Pavel Korovkin [4] yaklagim teorisinde
"Pozitif Lineer Operator" kavramini tanitt1 ve ilgili bir makale 1952’de Herald Bohman [5]
tarafindan yayinlandi. Lineer pozitif operatorlerin yaklagim 6zellikleri Korovkin tarafindan
verilen lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini gosteren
teorem sayesinde incelenmistir ve ayrica Korovkin tarafindan Bernstein’in yaptig1 ispatlar
daha basit bir sekilde verildi. 1950 yilinda, sonlu aralik {izerinde taniml1 olan Berstein
operatdrii Szasz [6] tarafindan [0,e0) araliga genigletilerek, x € [0,00) ve v € [0,00) igin

asagida verilen operator tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

N

Sm(vix) = ™ i v(%) ("f) (1.4)
s=0

A

Szasz-Mirakyan operatorleri sabit ve lineer fonksiyonlar1 korur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezimizde kullandigimiz lineer pozitif operatorlere dair tanimlar ve teoremler

verilmigtir ve tezin diger boliimlerinde kullanilan teoremler yer almistir.

Tamm 2.1. (Metrik Uzay): M bir kiime ve d : M x M — R bir Reel fonksiyon olsun.

asagidaki kosullar saglayan, (M,d) sirali ikilisine bir metrik uzay denir.

l. d(a,) >0ved(a,f)=0<=a=p
2. d(a,p)=d(B,a)
3. d(a,B)+d(B,0) >d(a,0)

Tanim 2.2. (Normlu Uzay): X bir vektor uzayi ve Vo, f € X ve & bir skaler olursa,

L lef =0
2. |la]|=0< a=0
3. Sl = &l ]e]
4. |le+ Bl < e[+ 18]l
ozelliklerini saglayan ||.|| fonksiyonuna X uzayi tizerinde bir norm ve (X,|.||)

ikilisine bir normlu uzay adi verilir.

Tanmm 2.3. (Kompakt Uzay): Eger X metrik uzayindaki her dizi yakinsak bir alt
diziye sahipse, X uzayina kompakt uzay denir. Burada tanimlanan kompaktlik , dizisel

kompaktliktir.

Tamm 2.4. (Operator): V ve W iki fonksiyon uzay1 olarak tanimlansin. Eger V’den
alinan herhangi bir v fonksiyonuna, W’de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali
varsa, bu kurala V uzayinda bir operator denir. Bu operator L(v;V) = g(V) biciminde

gosterilir.

Tamm 2.5. (Lineer Operator): V ve W lineer fonksiyon uzaylar1 olmak iizere,

T:V—>W 2.1



seklindeki T operatoriinii varsayalim. Eger Va, 3 € V ve A € R i¢in:

T(a+B)=T(a)+T(P) (2.2)
T(Aa)=AT (o) (2.3)
kosullar1 saglaniyorsa, 7' operatdriine lineer operator denir.

Yardimcei Teorem 2.6. : L lineer pozitif bir operator ise

[T <T(V)

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.7. X C R ve X iizerinde tanimli fonksiyonlarm kiimesi F (x) olursa, d : N — F(X)
seklinde tanimlanan d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir. Fonksiyon dizisi (v,,), ve

her bir terimi vy, vy, ... seklinde gosterilir.

Tanm 2.8. L= {T : Cla,b] — Cla,b] : T lineer pozitif operatér } , N={1,2,3,...} olsun

T : N — L seklinde taniml1 olan T fonksiyonuna lineer pozitif operator dizisi denir.

Tamim 2.9. X ve Y reel degerli fonksiyon siniflar1 olursa eger, ve
Vt={veX,v>0},Wr={geX,g>0} vebudurumda 7 : V" — W saglaniyorsa T
operatoriine pozitif operator denir. Hem lineer hemde pozitif olan operatore lineer pozitif

operator denir.

Tamm 2.10. Eger T lineer ve pozitif bir operator ise, Vu i¢in

olur. Ve bu 6zellige monotonluk 6zelligi denir.

Teorem 2.11. Lineer pozitif operatorler monoton artandir ve asagidaki esitlik saglanir:

v(x) < g(x) = T(v;x) < T(g:x)



Tanmm 2.12. AC R ve v: A — R bir fonksiyon ise , Ve > 0, Ja € A, i¢in |x —a| < 0
oldugunda |v(x) —v(a)| < € seklinde 0 = &(¢€) bir say1 varsa a noktasinda v fonksiyonu

suireklidir denir.

Tanmm 2.13. X C R ve v: X — N bir fonksiyon olsun , Ve > 0 ve her x;,x; € X i¢in
|x] —x2] < & oldugunda |v(x;) — v(x2)| < € seklinde § = &(¢€) bir say1 varsa a noktasinda

v fonksiyonu X kiimesi iizerinde diizgiin siireklidir denir.

Tamim 2.14. (v,,) fonksiyon dizisinin Cla, b|fonksiyon sinifinda olmak sartiyla ve
Mm [[vm =Vlcrap =0
esitliginin saglanmasiyla birlikte, v fonksiyonuna diizgiin yakinsakdir denir ve

vm(x) = v(x) seklinde gosterilir.

Tanmim 2.15. Herx,y €Y ve 0 < y < 1 i¢in
v(x) =v()| <K —y[" 2:4)

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 varsa v fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar denir.

Tamm 2.16. (Siireklilik Modiilii): v € [a, b] simirlt bir fonksiyon olsun v fonksiyonunun

siireklilik modiilii @(v, §) seklinde gosterilmek iizere , keyfi § > 0 igin :

o(v,8)= sup |v(t)—v(x)] (2.5)

t.x€la,b]
saglantyorsa @(v, 0) fonksiyonuna v’nin [a, b] araligindaki siireklilik modiilii denir.

Teorem 2.17. Siireklilik modiilii asagida verilern 6zellikleri saglar:

l. o(v,0) >0,

o(v+g:6) < w(v,6)+0(g,95),

o(v,md) <mw(v,d), meN,
1A8) < A+ Do), AcR*

0 <6 = w(v,0;) <w(v,),

V(6 ()] < 0(,8) (1+5°)

(v, [t = x[) = [v(r) = v(x)]

(0]

S A S R N



8. lim w(v,8) =0
6—0

Teorem 2.18. (Minkowski esitsizligi)
Bazilan sifirdan farkli olan a; ve b;,i = 1,2, ...,m pozitif sayilarinda , p > 1 i¢in asagidaki

esitsizlige Minkowski esitsizligi denir.

1 1 1

( y (ai+bi)p> P < (i‘f) Py (i%) i (2.6)
i=1 i=1 i=1

Teorem 2.19. (Holder esitsizligi)
Hepsi sifir olmayan a; ve b;,i = 1,2,...,m pozitif sayilarim1 alirsak ve p > 1 sayilarn
1

1
— + — =1 kosulu saglaniyorsa asagidaki esitsizlige Holder esitsizligi denir.
p

1 1 I
(;aib,)p < <;a{’)p (;bf)q 2.7)

Eger yukaridaki esitsizlikte m = 2 ise bu esitsizlige Cauchy-Schwartz esitsizligi denir.

Teorem 2.20. (Weierstrass Yaklasim Teoremi): v(x) € Cla, b] olmak iizere Ve > 0 i¢in
a < x < b araligindaki tiim x’ler i¢in |v(x) — p(x)| < € olacak sekilde p(x) polinomu vardir.

Yani siirekli olan her v fonksiyonuna karsilik gelen P, (x) seklinde polinomlar dizisi vardir.

Teorem 2.21. (Korovkin-Bohman Teoremi): v € C[a,b] ve v tiim reel eksende sinirh
bir fonksiyon tanimlansin. Eger T,,(v;x) lineer pozitif operator dizisi igin m — oo iken
Vx € [a,b] asagidaki kosullar1 sagliyorsa, [a,c] kompakt araligi iizerinde 7,,(v;x) = v(x)

olur.

Tu(l;x) = 1
T (u;x) = x

T (u?;x) = X2



2.1. BERNSTEIN(1912) OPERATORU

Bernstein, x € [0, 1] i¢in reel degerli, siirekli bir v fonksiyonuna yaklasan bir polinomun

oldugunu asagidaki gibi ispatlamigtir:

By(vix) = i (m>xs(1 —x)’"*sv(i) 2.8)

s=0

Yardimci Teorem 2.22. (2.8) tamimlanan Bernstein operatorii asagidaki kosullar1 saglar:

i. Bu(l;x)=1

ii. By(t;x) =x

2.2. BERNSTEIN-CHLODOVSKY OPERATORU

Bernstein polinomlariin [0, 1] araliginda tanimli oldugundan bahsetmistik. Chlodovsky
[8] sinirsiz araliklarda Bernstein polinomlarinin yeni bir modifikasyonunu (&), > 1 kesin

pozitif reel say1 dizisi olmak iizere

ro-£0) () (-8 e

seklinde elde etmistir.
2.3. SZASZ-MIRAKJAN OPERATORU

Eger x € [0,00) C R ve m € N olursa , asagidaki seklinde tanimli olan operatorlere Szasz

operatorleri denir.

Sm(vix) =e ™ i M\/(i) (2.10)

!
= ! m

Korovkin teoremi yardimiyla :



iv. Sy (t%;x) = x%,(m — o) elde ederiz.

Teorem 2.23. Szdsz—Mirakyan Operatorleri [0,A] araliginda siirekli ve tiim pozitif yari
eksende sinirl bir sekilde tanimlanan v fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar. Yani

v e [0,A] ise:

Sm(v;x) = v(x) (2.11)

dir.

2.4. FAVARD-SZASZ-MIRAKJAN OPERATORU

Eger M >0 ve & € N i¢gin
Cu[0,00) == {v € C[0,0) :| v(x) |< Me*} Favard-Szdsz-Mirakjan Operatorii
F : Cy]0,00) — C[0,00) iizerinde ;

Fu(v;x) := i e ™ (mk)sv<i> (2.12)

olarak tanimlanir.
Operatoriin 6zellikleri;
) Fu(1;x)=1

2) Fu(t;x) =x

3 Fu(t?;:x) = x> + %x

2.5. BASKAKOV OPERATORU

v € C[0,0) ve m € N olmak iizere, asagidaki ifadeye Baskarov [7] operatorii denir.

1 — (m+s—1 x s
L (vix) = _r <_) 2.13
o= 5 () e G —
Baskakov operatoriiniin 6zellikleri;
1) Lu(l;x)=1
2) Ly(t;x) =x



1
3) Lm(tz;x) = x2 + u
m

2.6. BLEIMANN-BUTZER-HAHN OPERATORU

C|0,0) iizerinde v € C[0,0) ve m € N igin

Ln(vix) = i <’?)x5(1 —x)—mv(m_;m) (2.14)

s=0

Favard-Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorleri gibi, Bleiman-Butzer-Hahn [9] operatorii
(kisaca BBH) [0, 0) iizerinde tanimlanur.

BBH operatoriiniin 6zellikleri:

1) Ly(1;x) = 1
NI I mx
) m<t+1’x>_(m—l—1)(x+1)
t oo mx(l+mx)
P G = e 1

2.7. KING OPERATORU

Herv € C[0,1],m > 1ve 0 <x < 1i¢in

Viu(vix) = é (’?) (rm () (1 — rm(x))m*sv(% (2.15)
Burada
x? ,m=1 1ise
Tm(x) = _1+\/;Z;(TI)1>XZ+1 me1 ise

King [10] operatoriiniin 6zellikleri:
DVu(lx)=1
2) Viu(t;x) = rp(x)



3) Vu(t?:x) = x*

10



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde asagida verilen Szész tipli operatoriin yakinsama 6zellikleri verilecektir.

Tamim 3.1. x € [0,0) icin ve m € N ve v € R olmak iizere asagidaki S,,(v;x) lineer pozitif

operatorii tanimlagmustir:

—mx

Y (s+ 1))

e s
o s 1
Sm(v:) 1 +mx = s! v(m) G-

I1k basta (3.1) bulunan operatériin lineer ve pozitif oldugunu ispatlayacagiz.

Lineerlik: Her u,r € C[0,A] ve V&, 1 € R igin,

e & (mx)* s
S, m);x) = 1 t (—)
g+ = £ 3 o) PR o)
e & (mx)* s e & (mx)* s
- D5 () 50 (G)
§1+mxsz(‘)(s+) s! () m +nl—i—m)csz(’)(s—k) s! (t) m
=§Sm(u)+775m(f)
saglandigindan S, (v;x) lineer operatordiir.
Pozitiflik: Her x € C[0,A] igin,
efmx (mx)S
>0 3.2
I+mx s! = -2)
oldugu i¢in, eger
me = (mx)* /s
>0 S, (vix) = 1 (—)>0 3.3
v>0— S,(v;x) 1—|—mxS:0(s+) S )2 (3.3)



Teorem 3.2. Denklem (3.1) VX € [0,00) asagidaki dzellikleri saglar:

L Su(lix) =1

2. Sp(tsx) =x+ i

3. Su(r%:x) :xz+3z:;2_++nfx

4. Sp(3ix) = 23 + 6x3m;n;x1$n;;c22 +2x

10m3x* +25m%x3 + 19mx? + x
mix+m3

5. Sm(thx) = x* +

Ispat.

1. Oncelikle sabit fonksiyon olan 1’in operatér altindaki esitini bulalim.

Y. (

Sm(t;1) = Y (s+1)

e—mx
- 1+ mx

mx)*

1

s!

Ly <ma|c>sl>
s! pur

s=1

elde edilir ve bu da operatoriimiiziin sabit fonksiyonlar1 korudugunu gosterir.

12



2. Simdi benzer bir bicimde #’nin operator altindaki davranigini inceleyelim. Bunun

icin yine operatoriimiiziin tanimindan faydalanarak asagidaki esitlikleri elde ederiz.

Sm(t;

x)

e & (mx)* s
1+mx2(s+1) sl m
s=0

e™ [& (mx)*s & (mx)*s
1 4+ mx s_z’ls s! mjLs_Z’1 s! m
e Mmx (mx)s_H s (mx)s'H 1
l+mx \ = ! m 2 st m
e [ (mx)th s & (mx)th 1 & (mx)stH
I
+mx \ = st om = st om0 m
e (& (mx)t! (mx)? & (mx)tl 1 > (mx)t 1

f e g, erts
l+mx \ = s m = stom , stoom
—mx T 2
e emx(mx) +2x :x+
I +mx | m 1+ mx

3. Benzer bir sekilde asagidaki esitlikler elde edilir.

Sim(

2 x

)

oo )v S2
l-l—m SZ() m?
> i (mx)* 52
mx s=1 s=1 s! m2
i mx)sH( s+1) i (mx)s“_2
2 2
= m = sl m
s—H oo (mx)s—H s oo (mx)s—H 1
1—l—mx Z st om = st om?
iy <mx)s“i+ o (o)t 1
= s m2 & sl m?
—mx 2 3 2 2
¢ (e™x(mx® +4x® + x)) x? mzx——f—x
1+ mx mex+m

13



Sm(

17;x)

S

t;x

= [i (mxii(w 1) +2(mx)? i (m—),c)s +mxe™ +3(mx)* )

2 |
1+ mx =0 ! = s =

(mx)s—o—l

T T mxe™ + 2mxe™ + ™
s!

0 N o
+3mx ) (m)'c) + ™ + 3mxe™ +mx Y|
s=0 % s=0

—mx
1€+ iz [(mx) ™ + (mx)*e™ + 2(mx)*e™ + mxe™ + 3 (mx)*e™
mx

+3mxe™ + ™ + (mx)?e™ + mxe™ + 2mxe™ + ™

1 mx4+7x3—|—&xz_|_£ — 3 6x3m?* + 10x2m + 2x
1 +mx m  m2 o 2
e = (mx)s S4
B 1+mx;)(s+l> slom*

14



s+1

(mx)
!

g )
s=0 :

B 1 m*x + 11m3x* 4+ 25m2x3 + 19mx? + x
 (14-mx)

S

m3

m*x 4+ 11m3x® + 25m%3 + 19mx? + x
m*x + m3

4 10m3x* 4 25m%x> + 19mx® + x
mtx+m?

Yardimci Teorem 3.3. (3.1) operatoru icin agsagidaki momentler yazilabilir:

1. Sp(lix)=1
X
2. 85,((t—x);x) =
(6= 03) = 1
5. mx* 4 2x
3. Sm((l—X) ,X) = m
4mx* 4 2x
3. _
bl = e

—3m?3 + 11mx? +x
mtx +m3

5. Su((t —x)%x) =

Ispat.

1. Spu(l;x) =1

15



- Sm((t—x);x)

= Sm(t;x) — S (x;x) = Sy (£5x) — xS (1;x)
+ _x=—"
1 4+ mx 1+ mx

- Sp((t —x)%:%)

(
= Spu(t? = 2tx 4 x2;x) = S, (t%3x) — 2xS (£:%) + x2S, (15 %)
» 3mx? + 2x

=X +2——2X()C+
mex-+m

’ 3mx? + 2x ) 2x2
=X +2—— -
mex-+m mx+1

- 3mx? +2x — 2x*m
m2x+m

_ mx® + 2x

N m2x+m

- Sm((r— )3 X)

= S (3 — 3124 3tx% — 333 %) = Spu(t3;%) =3x8, (12;%) + 3%, (1;%) — X3S, (1;)
3x* +Tm?x3 + 10mx® + 2x 2 3mx? +2x

- m3x + m? — 3

)

1+ mx

3x 4+ Tm2x3 4+ 10max? + 2x — 9m2x3 — 6mx? + 3m2x3 — mPx* — m2x3
m3x + m?

B Amx® + 2x
- m3x + m?

- Su((t—x)%;x)
= Spu(t* — 4% 4 61247 — 41x + x*x) = Sp(t*:x) — 4xS (135 %) + 6x%S,, (175 %) —
4338, (t3x) 4+ xS (1; %)

m*x + m3 xm?3 + m?

X
3mx® +2
( mx+x>—4x(x—|— al >+x4
2x+m 1+mx

16

4 10m3x* +25m?x3 + 19mx® +x < 3 6x3m? + 10x2m + 2x>
— 4x| x4+




—3m?3 + 11mx? +x
m4x—|—m3

Teorem 3.4. Eger v € C[0,A] ve v biitiin reel sayilarda sinirh oldugu halde,

Tim [1Sf = vllcio.a) =0 (3.4)

Ispat.
(2.21) teoreminde verilen Korovkin teoreminden yararlanarak m — o i¢in ve (3.2) de

sonuclar1 kullanarak asagidaki gibi ispati tamamlayabiliriz.

1. lim ||Sul —1]| =0
m—»oo

. A
2. lim [|Sy — x| = maxoceca ¥+ 1+mx_x‘ y ‘l—l-mA‘
A
= 3.5
m-—yoo 1—{—mA‘ ( )
3mx® 42
3. Tim [|Sur? — 32 = maxocyen [P+ a T2
Moo m-x+x
3mA? 4 2A
6 2.3 10 2.9
4. lim ||S,t? —x°|| = maxoecrca |X° ki —|3- mxz ! =)
6 2.3 10 2.9
lim m-x’ + mx- +2x —0 (37)
m—soo m3x—|—m2
O

Teorem 3.5. Her v € C[0,A] i¢gin S,,(v;x)’in yaklasim hiz1 agsagidaki esitsizlikte verilmistir.
| mA? +2A
[[Sm(vix) =v(x)[| <20 | v; AmEtm (3.8)
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Ispat.

[Sm(vix) —v(x)] |Sm(vit) —v(x);x|
Sim(|Sm(vit) —v(x)

[Sm(vsx) =v(x)] < Sw(o(v;

IN

3X)

A

t —x|;x)

| — x|

Sm(vix) —v(x)| < sm((1+ - );x) o (v; )
(1 + ésm(p —x|);x) o(v:8)
< (1+% sm(t—x)z;x)w(v;a)

1 [mx®+2x
’Sm(V,X) —V(.X)‘ = 1+3 m (D(V,S)

son ifadede maksimum olmas i¢in x = A yazarsak ,

1 [mAZ+2A
1S (vix) — v(x)] < 1+5\/Am2+m o(v;8)

A% +2A
Eger 6 = % secilirse ,
mA? +2A
[Sm(vix) —v(x)[| <20 | v; A
seklinde ispatlanir. 0

Teorem 3.6. v fonksiyonu Lipschitz sart1 sagliyorsa,

Y
mA% +2A\ 2
I500) < v0llon =0 | (5520 ) 39)
Ispat. S,,(1;x) = 1 olduguna gore ve lineer 6zellikten ,
[Sm(vix) =v(x)| = [Sm(vix) = v(x)Sm(1:x)]

18



=[S (v;x) = Sm(v(x);%)]
(Sm[v(#) = v(x)[:x)

IN

[Sim(v;x) = v(x)]|
v fonksiyonu Lipschitz sartin1 sagliyor ve :
ISm(v;ix) —v(x)| < K(Sm(t—x)%;x)
Holder esitsizliginden,

Sm(jt —x|";x) < Sm((t—x)z;x)

1S, (vx) —v(x)| < K(W_+2A>3

m2A +m
Ve o halde,
A2 42407
mA~ +
IS vl < K (2 t2) 3.10)
O

Teorem 3.7. v fonksiyonunun tiirevi [0,A] kapali aralikta siirekli ve sinirli olan bir

fonksiyon olursa bu durumda belirli bir m*‘den sonra,

K mAZ +2A mA? +2A
S (vix) — <—42U/——o0 (Vi
[Sm(v3.x) = v(x)] < m+ Am?+m Y Am?+m

Ispat. v’in tiirevi siirekli ve reel eksende sinirlt olugu igin ¢,x € [0,A] ve t < u < x olursa ,

ortalama deger teoreminden bir u vardir ki

v(t) —v(x)

r—x

V(1) = (3.11)

V' (x) —V/'(x)’1 ekliyoruz

v(t)—v(x) = (t—x) (u)+(t—x)V(u) =V (x)
Sm(x)(v;x) —v(x) = V' (x)Sm(t —x;x) +Sp((t —x) (V' (1) =V (x);x)

Su(x)(v;x) —v(x) = V(x) <1+xmx> + S ((t —x)(V (1) — v(x);x)

19



|u — x| < |t — x| oldugundan ve siireklilik modiilii 6zelliginden,

V)=V < o]t —x])

< <1+@) o(V';8y)
Su00) vl < g 0w -9
< B, (i-sla+ 52 o)
< WO (-5 0
< PO (g vt + (L n0045,)

1 +mx O
V' (x)x| mx®>+2x 1 mx?+2x ,
— —t——— | 0(V;6
1—|—mx+ xm2+m+5mxm2+m (V5 0n)

0 < x <A ve v reel eksende sinirli oldugundan |v'(x)| < 0 olacak sekilde bir K > 0 sayis1

vardir.
IV (x)x] mA®+2A 1 mA?+2A ,
S 3X) — < = ;0
[ () () = v(x)] < H—mx+ Am? 4+ m +5m Am?+m (V'3 3n)
K ImA?+24 1 mA? 424
S X) — < = — o(V:§
[Sim(6) (v3) = v(x)] < m + Am?+m * S Am2 +m (v 0m)
|mA? +2A
O = % secilirse, ispat asagidaki sekilede tamamlanir,
m*+m
K | mA? +2A |mA? 424
S, (vix) — < —4U/—w | V| ———— 3.12
[Sim(v3) v(x)]_m+ Am? +m Y Am?+m ( )

0
Teorem 3.8. v € C[0,A] ve [0,A] arahiginda v,v',v" sinirli ise ,
lim m (S (vix) — v(x)) = v/ (x) + =" (x) (3.13)
m—seo 2
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Ispat. v fonksiyonun Taylor agilimini agsagida veriyoruz,

W) = v<x)+v’(x)(t—x)+zl!v”@c)(t—x)u%v”’(x)(t—x)u4l!v<4>(x)<t—x)4+...
VD) —v(x) = V) ) g () 0+ (- x (e )
g-0) = G2+ ;-0 )
Su(vx) V() = V@S 0:0) 5 (IS¢ —3)50) + S0 —x) (6 —x)5)
Merkezi momentleri yerine yazarsak,
X mx2 X
(633 = v0) = V() 1 2 () (1 20— i)
(S (vix) —v(9) = ¥ () g L2 st —0x) (B14)
% - 14+mx 2! m2x—+m " § ’ '

}gn g(t —x) = 0 oldugundan ve g fonksiyon sinirli oldugundan ve Cauchy schwarz

esitsizliginden

mSy((t —x)2g(t —x);x) < \/m(S(t—x)4;x) \/mS(g(t—x)z;x)

—3m?x + 11mx*
Su((t —x)*:x) = mr 4+ n;x R oldugundan , bu esitligin her iki tarafin1 m ile
mix—+m

carparsak,

—3m?x3 + 11mx* +x
m3x+m2

mSy((t —x)*:x) <

ve

lim mS,,((r —x)*x) =0 (3.15)

m—yoo

(3.14)’in her iki tarafindan limit alindig1 takdirde,

lim m (S (v;x) — v(x)) = v/ (x) + " (x) (3.16)

m—yoo 2

ve ispat tamamdir.
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4. SONUC

Matamatiksel analiz, uygulama alanlar1 cok fazla olan ve iizerine yogun bir sekilde
caligilan matematigin alt bir dalidir. Bu dal icerisinde de yakinsama teorisi onemli bir yere
sahiptir. Giinlimiizde ise yakinsama teorisinde pozitif lineer operatorler bir cok matematik¢i
tarafindan ¢alisiilmaktadir. Bu tezde ¢ok yaygin olarak kullanilan Szdsz-Mirakyan tipli
operatorlerinin yeni bir siifi sunulmustur. Oncelikle bu operator tanimlanarak temel
baz1 6zellikleri verilmistir. Ote yandan lineer pozitif operatérlerin temel teoremlerinde
kullanilmak iizere 1,7,72,13 ve ¢* icin merkezi momentleri hesaplanmis ve yakalsim hizi
bulunmustur. Bu sonuclarla beraber diger temel teoremlerde tezde sunulmus ve bunlarin
ayrintili ispatlart verilmigtir. Bu calisma, lineer pozitif operatorlerin yeni siniflarinin
bulunmas1 bakimindan dnemli bir yere sahip olup, gelecek caligsmalar ve bu operatorlerin

uygulama alanlari i¢in yeni ufuklar acabilmektedir.
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