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OZET

T, ve T; ayirma aksiyomlari, topolojide noktalarin ayrilabilirligini belirleyen temel
kavramlardir. T, aksiyomu, bir topolojik uzaydaki her iki farkli noktanin en az bir agik
kiime ile ayirt edilebilmesini sart kosarken, T; aksiyomu her noktanin kendisini igeren
ve diger noktalar icermeyen acgik kiimelere sahip olmasimi gerektirir. Yani T;
uzaylarinda her noktada 6zel agik kiimeler bulunurken, T, uzaylar1 bu ayrimi garanti
etmez. T, uzaylari, otomata teorisi, veri bilimi, makine 6grenmesi, elektronik ve dijital
mantik tasarimi gibi pek ¢ok alanda kullanilir.

Bu tez calismas: alti bolimden olusmaktadir. Ikinci bolimde, calismamizda
kullanacagimiz kategorik kavramlarin tanimi verilmistir. T, ve T; topolojik uzayn,
topolojik kategorilerdeki karsiligi olan tanimlara Orneklerle aciklanmis ve bu
tamimlarm uygulamalari ele almmustir. Uglincii boliimde, yansima bagintili uzaylar
aciklanip, nesneleri yansima bagintili uzaylar ve morfizmleri ise baginti koruyan
fonksiyonlardan olusan RRel Kkategorisi tanimlanmistir. RRel kategorisinin
ozellikleri verilmis olup normallestirilmis topolojik kategori oldugu gosterilmistir.
Dordiincii boliimde, hem yerel hem de genel anlamda RRel kategorisinde T, ve T;
nesne belirlenmistir. Boliim sonunda diger bazi topolojik kategorilerdeki T, ve T;
nesneler ile aralarindaki iliskiler verilmistir. Besinci bolimde, oncelikle sober
topolojik uzaylar tanimlanmstir. Ardindan, RRel kategorisinde sober, quasi-sober ve
indirgenemez nesne karakterize edilmistir. Son olarak bazi kategorilerdeki bu
kavramlar ve aralarindaki iliskiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Fanktor, Yansima Bagmtili Uzaylar, T, ve T; Ayirma
Aksiyomlari, Wedge Carpimi.

Haziran, 2025; 51 sayfa
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To AND T1 REFLEXIVE RELATION SPACES

Burcu MERCAN

Aksaray University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan ERCIYES

ABSTRACT

T, and T; separation axioms are fundamental concepts in topology that define the
separability of points within a topological space. The T, axiom states that in a
topological space, any two distinct points must be distinguishable by at least one open
set. On the other hand, the T, axiom requires that each point has open sets containing
itself while excluding all other points. In T; spaces, each point has its own distinct
open set, whereas T, spaces do not necessarily guarantee this separation. T, spaces are
utilized in various fields, including automata theory, data science, machine learning,
electronics, and digital logic design.

This thesis comprises six chapters. The second chapter provides definitions of
categorical concepts relevant to the study. The definitions corresponding to T, and T,
topological spaces within topological categories are illustrated through examples, and
their applications are discussed. In the third chapter, reflexive related spaces are
introduced, and the RRel category is defined, consisting of objects as reflexive related
spaces and morphisms as relation preserving functions. The properties of the RRel
category are examined, demonstrating that it constitutes a normalized topological
category. The fourth chapter establishes T, and T, objects within the RRel category,
both in local and general contexts. At the end of this chapter, relationships between T,
and T, objects in other topological categories are provided. In the fifth chapter, sober
topological spaces are first introduced. Subsequently, sober, quasi-sober, and
irreducible objects within the RRel category are characterized. Finally, concepts
related to these objects in other categories and their interrelations are examined.

Keywords: Topological Category, Reflexive Relation Spaces, T, and T; Separation
Properties, Wedge Product.

June, 2025; 51 pages
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1. GIRIS

Matematiksel yapilar arasinda en temel ve evrensel olanlardan biri, baginti (relation)
kavramidir. Bagintilar, nesneler arasindaki iligkileri tanimlamak i¢in kullanilir ve bu
iligkiler, ¢esitli alanlarda soyutlamay1 miimkiin kilar. Bagint1 uzaylari, bir kiime ile bu
kiime {izerinde tanimlanmis bagimtilarin olusturdugu yapisal sistemlerdir. Bu
sistemler, hem teorik matematikte hem de uygulamali bilimlerde 6nemli bir yer tutar
[1]. Bagmti uzaylari, 6zellikle denklik siniflari, kismi siralamalar, graf yapilar1 ve
mantiksal ¢ikarim sistemleri gibi alanlarda kullanilir. Ornegin, bir denklik bagintisi,
kiime {iizerinde bir parcalanma (partition) olusturur ve bu pargalanmalar denklik
smiflari1 tanimlarken siralama bagintilart belirli bir diizen i¢inde elemanlari

siralamak i¢in kullanilir [2].

Bagint1 uzaylari, yalnizca soyut matematiksel teorilerde degil, ayn1 zamanda birgok

uygulamali alanda da kullanilmaktadir:

Veri Tabanlari: Nesneler arasindaki iligkiler, sorgulama ve veri modelleme i¢in baginti
uzaylariyla temsil edilir. Veri kiimeleme algoritmalarinda noktalarin birbirleriyle
iligkisi bagintilar araciligiyla analiz edilirken, bilgi sistemlerinde mantiksal bagintilar

siiflandirmalarin yapilmasina olanak tanir [3].

Graf Teorisi: liskisel yapilar, model teorisinde matematiksel sistemleri tanimlamak
i¢cin temel olusturur; grafik teorisi ise, iliskisel yapilarin bir tiirii olup diigiimler ve

kenarlar {izerinden iliskileri modelleyerek analiz yapar [4].

Yapay Zeka ve Mantik: Yapay zeka sistemleri, ¢cok kriterli karar verme ve siralama
algoritmalarinda da bagint1 uzaylarini kullanir. Ornegin, bir 6neri sisteminde kullanici
tercihlert, Uriinler arasindaki benzerlik bagintilartyla modellenir. Bu bagintilar, kismi
siralama yapilart olugturur ve oneri algoritmalarinin temelini olusturur. Bilgi temsili
ve cikarim sistemlerinde bagntilar, bilgi parcaciklart arasindaki iligkileri tanimlar.
Bagint1 uzaylari, yapay zeka sistemlerinin hem bilgi temsili hem de islem mantig
acisindan vazgecilmez bir bilesenidir. Ontolojilerden grafik 6grenmeye, mantiksal
cikarimdan Oneri sistemlerine kadar bir¢cok alanda bu yapilarin kullanimi, Yapay

zekanin daha anlamly, tutarli ve agiklanabilir hale gelmesini saglar. Bu nedenle, baginti



uzaylarmin hem teorik hem de uygulamali diizeyde daha derinlemesine incelenmesi,

yapay zeka alanindaki ilerlemeler i¢in kritik 6neme sahiptir [1].

Siralama ve Karar Sistemleri: Kismi siralamalar, tercih sistemleri ve 6nceliklendirme
algoritmalarinda baginti uzaylar1 kullanilir. Bunun yaninda elektronik sistemlerde

dijital mantik devreleri baginti uzaylar1 kullanilarak modellenebilir ve analiz edilir [2].

1945 de Eilenberg ve Mac Lane kategori teorisini ortaya attilar [5]. Grothendieck,
kategori teorisini cebirsel denklemlerin ¢6ziimiinde essiz bir goriis olarak kohomoloji
(cohomology) teorisini olusturmakta kullandi [6]. Lamberk 1980 yilinda, bilgisayar
biliminde kullanilan karakter ve programlarin 6zel bir ¢esit kategori oldugunu gosterdi
[7]. Kategori teorisi, cografi bilgi sistemlerinde, uzay gézlemlerinde, DNA ve RNA

kodlar1 konusunda uygulamalar1 bulunmaktadir.

Topolojik kategori 1974 yilinda Herrlich tarafindan baslangi¢ ve bitis topolojilerini
karakterize ederek baslangi¢ ve bitis kaldirmalart varligina dayanarak topolojik
kategoriyi tanimlamistir [8]. Topolojik uzaylar limit uzaylar, yakinsak uzaylar,
(pre)bornolojik uzaylar, 6n siralama bagintili uzaylar kavramlarini da igine alarak pek
¢ok bilim insani tarafindan topolojik kategoriye genellestirilmistir [8-11]. Ornegin,
1971 de Wyler, tam latis kategorisindeki fanktora dayandirarak topolojik kategorinin
tanimin1 vermistir [9]. Topolojik uzaylarda kapalilik, ayirma aksiyomlari, soberlik,
Scott uzay olma, baglantililik, kompaktlik, kavramlarinm1 herhangi bir topolojik
kategoriye genisletmek ve karakterize etmek onemlidir. Bilinen T, ayirma aksiyomu
topolojik kategoriye degisik yollarla pek ¢ok bilim insani tarafindan genellestirilmistir
[12-15]. T, nesneler Hausdorff nesnelerin degisik formlarini tanimlamakta kullanilir
[12, 16-19]. Bir topolojik kategorideki T; nesne kavramina Baran 1991 yilinda giris
yapmustir ve O bir topolojik kategorideki verilen bir nesnenin kuvvetli kapali alt objesi
kavramini tanimlamak i¢in T; nesnesini kullanmistir [12,20]. Bundan bagka keyfi bir
topolojik kategoride verilen bir nesnenin kapali alt nesnesi topolojik kategorilerdeki

regiiler ve normal nesnelerin genellestirilmesinde kullanilir [21,22].

RRel, bagint1 uzaylarinin yapisal 6zelliklerini anlamak i¢in dnemli bir ara¢ olarak
gelistirilmistir. RRel de bagintilar, morfizmler olarak temsil edilerek, baginti koruyan
fonksiyonlarla birlestirilir. Boylece matematiksel nesneler arasindaki iliskilerin daha

sistematik bir sekilde incelenmesi miimkiin olur.
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Bu tez ¢alismasinda asagidaki durumlar amacglanmistir:

1. Hem noktada hem de genel anlamda RRel kategorisinde T, ve T; ayirma

aksiyomlar1 karakterize etmek,
2. T, ve T; ile elde edilen alt kategorileri ve aralarindaki iliskileri incelemek,

3. RRel kategorisinde sober ve quasi-sober nesneleri belirlemek ve bu nesneler ile

elde edilen alt kategorileri ve aralarindaki iligkileri aragtirmak,

4. Diger baz1 topolojik kategorilerdeki sonuglar ile bu tez ¢alismasinda elde edilen

sonuglar1 kiyaslamak.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Kategori

Tamim 2.1.1 K bir simf olsun. K deki nesnelerin (objelerin) sinifi Ob(K) ve her
A, B € Ob(K) nesneleri i¢in A dan B ye tim doniisiimlerin (morfizmlerin) sinifi
Mor(A,B) = {f|f:A — BveA,B € 0b(K)} tamimlansin. Her A,B,C € 0b(K)

icin iki doniisiimiin bileskesi

Mor(A,B) X Mor(B,C) — Mor(A4,C)
f.9)—ge°f

bigimindedir ve bu islemin asagidaki sartlar1 saglamasi halinde olusan yapiya kategori

denir [23,24].

(i) K deki her A nesnesi igin id4 birim donistimii vardir 6yle ki Vf: A — B i¢in
foidy =f veidgof=f
(i) Kdekiher f:A— B, g:B — Cve h:C — D igin
(hog)ef=heo(gef)

Ornek 2.1.2 (1) Nesneleri kiimeler, morfizmleri fonksiyonlar olarak tanimlanan simif

tiim kiimelerin kategorisi olarak adlandirilir ve Set ile gosterilir.

(2) Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar olarak tanimlanan

sinif tlim topolojik uzaylarin kategorisi olarak adlandirilir ve Top seklindedir.

(3) Nesneleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan siif tiim gruplarin

kategorisidir ve Grp seklindedir.

(4) Nesneleri halkalar, morfizmleri halka homomorfizmleri olan sinif tiim halkalarin

kategorisidir ve Ring seklindedir.

(5) Nesneleri yansima bagintili uzaylar, morfizmleri bagint1 koruyan doniisiimler olan

smif tiim yansima bagintili uzaylarin kategorisidir ve RRel seklindedir.



(6) Nesneleri bornolojik (prebornolojik) uzaylar, morfizmleri siirekli doniisiimler olan
smif tiim bornolojik (prebornolojik) uzaylarin kategorisidir ve Born ( PBorn)
seklindedir.

(7) Nesneleri metrik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan sinif tiim metrik

uzaylarin kategorisidir ve Met seklindedir.

Tamm 2.1.3 K ve L iki kategori olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K nin alt

kategorisi denir.

(i) Ob(L) < Ob(K)

(i) VA,B € Ob(L) igin L(A,B) < K(A,B)

(iii) L deki dontisiimlerin bileske islemi, K deki ile aynidir.
(iv) Her A € Ob(L)igin L deki id,, K deki birim ile aynidir.

VA,B € Ob(L) i¢in L(A, B) = K(A, B) ise L ye full alt kategori denir [23,24].
2.2 Ozel Nesne ve Morfizmler
Tamm 2.2.1 ([23,24]) K bir kategori olsun.

(1) i € Ob(K) olsun. Her A € Ob(K) igin K(I,A) = {f|f: 1 — A déniisiim} kiimesi

tek elemanli ise [ ye K nin ilk (initial) nesnesi denir.

(2) T € Ob(K) olsun. Her A € Ob(K) i¢in K(A,T) ={f|f:A— T donlisiim }

kiimesi tek elemanli ise T ye K nin son (terminal) nesnesi denir.
(3) A € Ob(K) hem baslangic hem de bitis nesnesi ise A ya K nin sifir nesnesi denir.

Ornek 222 Set de, i =0 baslangic ve T ={x} bitis nesnedir. Top da,
[ = (@,{0}) baslangic nesne ve T = (x,{@,{x}}) bitis nesnedir. Grp da sadece
birimden olusan ({e},*) grubu baslangig, bitis ve sifir nesnesidir. Born ve PBorn da
i = (@,{0}) baslangic nesne ve T = ({x}, {{x}}) bitis nesnedir. Ring de baslangic
nesne Z tamsayilar kiimesi, bitis nesne sifir halkasidir. Met de 1 = (@, d) baslangic

nesne ve T = ({x}, d) bitis nesnedir.



Tamm 2.2.3 ([23,24]) K bir kategori, f: X — Y bir morfizm olsun.

(1)gef =idy, fog=idy seklinde g:Y — X doniisiimii varsa f ye izomorfizm

denir.

(2) foh=f ok olacak sekilde K deki tim h ve k i¢in h = k oluyorsa f ye
monomorfizm denir. Set de monomorfizm bire bir fonksiyona karsilik gelir. Herhangi

bir kategoride birebir doniisiim monomorfizmdir. Tersi her zaman dogru degildir.

(3) hof =kof olacak sekilde K deki tim h ve k i¢in h = k oluyorsa f ye
epimorfizm denir. Set de epimorfizm orten fonksiyona karsilik gelir. Herhangi bir

kategoride orten doniistim epimorfizmdir. Tersi her zaman dogru degildir.

(4) f: X — Y hem monomorfizm hem de epimorfizm ise f ye bimorfizm denir. Set

de izomorfizm bire bir ve orten fonksiyona karsilik gelir.
2.3 Fanktor

Fanktorlar, oklarin yoniinii koruyan kovaryant fanktorlar ve oklarin yoniinii tersine
ceviren kontravaryant fanktorlar olmak tizere iki ana tipe ayrilir. Fanktorlar
matematigin farkl disiplinleri arasindaki iligkileri bi¢imsel olarak ifade etme imkani
sunar. Ornegin, cebirsel topolojide homoloji ve homotopi fanktorlari, topolojik uzaylar
kategorisinden gruplar kategorisine giden kovaryant fanktorlardir ve karmasik
topolojik problemlerin cebirsel araglarla incelenmesine olanak tanir. Fanktorlar, soyut
cebir, mantik, tip teorisi ve teorik bilgisayar bilimi gibi bir¢ok alanda hem kavramsal
hem de uygulamali diizeyde merkezi bir role sahiptir. Bu tez ¢alismasinda kovaryant

fanktorlar bulunmaktadir.

Tanmm 2.3.1 K ve L iki kategori olmak tizere K nin VA nesnesini L nin F(A)
nesnesine, K nin Vf: A — B doniistimiinii L nin F(f): F(A) — F(B) ne doniistiiren
ve F: K — L ye asagidaki sartlari saglarsa fanktor denir [23,24].

(i) F birim morfizmi korur yani her A € Ob(K) igin
F(ldA) = LdF(A)

(il) F bileske islemini korur yani f, g € Mor(K) igin tanimli olman g o f i¢in

F(gef)=F(g)°F(f)
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Tamm 2.3.2 ([23]) F:K — L bir fanktor olsun.

1) K nin VA,B nesnesi, VF(f):F(A) — F(B) igin F(g) = f olacak sekilde
Jg: A — B varsa F dolu fanktor adini alir.

2) K nin VA, B nesnesi, Vf,g:A — B igin F(f) = F(g) oldugunda f = g ise F
diizenli (faithful) fanktor adin1 alir.

3) K nin VA nesnesi i¢in Vf: A — Ai¢in F(f) = idp) ve f izomorfizm oldugunda
f = idy, ise F ye amnestik (amnestic) fanktor adini alir.

4) F hem amnestik hem de diizenli ise F belirli (concrete) fanktor adin1 alir.

Ornek 2.3.3 1) F:Top — Set, F((Y,7)) = Y ye unutkan (forgetful) fanktor denir.
2) D:Set — Top, D(Y) = (Y, P(Y)) ye diskre fanktor denir.

3) I":Set — Top, I"'(Y) = (Y,{0,Y}) ye indiskre fanktor denir.

2.4 Topolojik Fanktor

Tammm 2.4.1 ([23,24]) K, L kategorileri i¢in U: K — L fanktoru asagidaki sartlar
sagliyorsa U topolojik fanktordur veya K ye L iizerinde topolojik kategori denir. L

kategorisine ise baz kategori (base category) denir.

(i) U belirli (concrete) olmalidr.

(i) U kigcik demetlere (small fiber) sahip olmalidir. B € Ob(L) igin
U~(B) kiimedir. U"1(B) = {X € Ob(L) | U(X) = B} dir ve B de bir demet adint
alir.

(iii) L deki her f; : A — U(X;) K de bir baslangi¢ kaldirmaya sahip olmalidir. Yani
i€l icin A, €0b(K) , BeOb(L) ve f,:B— B; =U(f;) morfizmleri L
kategorisinde bir U-kaynagi olsun. {f;};; nin bir baslangi¢ kaldirmasinin (initial lift)
A € Ob(K), U(A) = B,ve U(f;) = f; olacak sekildeki f; : A — A; morfizmler ailesi
olmasi i¢in asagidaki sart saglanmalidir.

K deki g; : X — A; doniigiimlerin ailesi ve U(g;) = g; olmak iizere Vi € I i¢in
fioh = g; olacak sekilde 3h: U(X) — B varsa Vi € icin f; o h = g; olacak
sekilde 3h : X — A doniisiimii vardir. f; : A — A; bir baslangic kaldirmas: ise A



lizerindeki yapiya f; doniisiimleri tarafindan A; nesnelerinden elde edilen yap1 adi

verilir.

L nin her bir sabit X nesnesi igin U~1(X) tek yapiya sahipse U normallestirilmis bir

topolojik kategoridir. X nesnesi sabittir & X terminal nesnenin bir alt objesidir.

Teorem 2.4.2 ([23]) Keyfi ¢arpimlara sahip kategorisi € icin U: € — & fanktoru (ii)
sartin1 saglasin ve belirli olmak {izere € nin topolojik kategori olmasi i¢in gerek ve

yeter sart € alt uzaylara ve indiskre nesnelere sahip olmasidir.

Ornek 243 (1) K =Top,Denk,Preord, Fam,CP, Unif,PsqMet,FCO,
Rel, Born, PBorn Kategorileri i¢in U: K — Set topolojik fanktordur.

(2) Met de keyfi sayidaki (sonsuz) metrik uzaylarin ¢arpimlari metrik uzay degildir.
U nun baslangic kaldirmasina sahip olmadigi anlamina gelir. Dolayisiyla,

U: Met — Set unutkan fanktoru topolojik degildir.

(3) Bir grubun (halkanin) alt kiimesi grup (halka) olmadigindan U: Grp — Set ve
U:Ring — Set fanktorlar1 topolojik degildir. Bu durum U nun baslangig

kaldirmasina sahip olmadig1 anlamina gelir.

(4) U:TopGrp — Grp fanktoru topolojiktir. Ama U: TopGrp — Top topolojik
fanktor degildir.

(5) i=0,1,2,3,4 icin U:T;Top — Set ve U:Poset — Set topolojik fanktor
degildir, ¢linkii T;Top ve Poset kategorileri indiskre nesneye sahip degildir.

(6) U: PreT,Top — Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur ve PreT,Top

kategorisi indiskre nesneye sahiptir.

Tamm 2.4.4 ([23,24]) U: K — Set topolojik kategorisi

(1) D: Set — K sol adjointe sahipse D ye diskre fanktor denir, d = DUd formundaki
d ye ise K nin diskre nesnesi denir.

(2) I: Set — K sag adjointe sahipse I ya indiskre fanktor denir, e = IUe formundaki
e ye ise K nin indiskre nesnesi denir. Ornegin Sekil 2.1°de Top i¢in diskre ve indiskre

objelerin diyagramlar1 verilmistir.



Top Y Set P Top Top 7 Set ! Top
(Y,7) = Y — (Y,P(Y)) Y, 1) —>Y— {97}
d =UDd e="Ule
T=P(Y) t={0,Y}

Sekil 2.1. Top da diskre ve indiskre diyagrama.

Teorem 2.4.5 ([23]) K bir kategori olsun.
(1) d € Ob(K) diskredir yani DUd = d dir & Her X € Ob(K) igin U(d) — U(X)

doniisiimii d — X kaldirmasina sahiptir.

(2) e € Ob(K) indiskredir yani D*Ue = e dir & Her Y € Ob(K) icin U(Y) — U(e)

doniisiimii Y — e kaldirmasina sahiptir
2.5 Eksen Doniisiimleri

Tamim 2.5.1 ([12,24]) Bir X kiimesinin ayrik iki kopyasinin p de ¢akigmasi XVpX ile
gosterilsin. Bu durumda XV, X kiimesinde x birinci bilesendeyse x; ile ikinci

bilesendeyse x, ile gosterilir.
(1) Ay: XV, X — X? i¢in asagidaki doniisiime p de Temel Eksen Doniisiimii denir.
(x,p), i =1ise
Ap (x;) =
(p,x), i =2ise
(2) Sp: X VpX — X? i¢in asagidaki doniisiime p deki Skewed Eksen Déniisiimii denir.
(x,x), i =1ise
Sp (x;) =

(p, x), [ = 2ise

(3) %,:XV,X — X, i = 1,2 i¢in V,(x;) = x doniisiime p deki Katlama Déniisiimii

denir.



Yukaridaki tanimda verilen X yerine R reel sayilar kiimesi ve p = 0 alinirsa Temel
Eksen Dontisiimiiniin  gorlintlisii bilinen kartezyen koordinatlardaki eksenlerin
birlesimini verir. Skewed Eksen Doniistimiiniin goriintiisii y = x dogrusu ile x = 0

dogrularinin birlesimini verir. Katlama Doniisiimii ise y = 0 dogrusunu verir.

Tammm 2.5.2 ([12,24]) Bir X kiimesinde X2 nin ayrik iki kopyasmm A boyunca
cakismas1 X2V, X? seklinde gosterilsin. X?V,X? de (x,y) noktas: birinci
bilesendeyse (x, y), ile ikinci bilesendeyse (x, y), seklindedir.

(1) A: X?V,X? — X3 i¢in asagidaki doniisiime Temel Eksen Déoniisiimii denir.

(x,y,x), i =1ise

A((x,y)) =
(x,x,y), i = 2ise

(2) S: X2V, X? — X3 igin asagidaki doniisiime Skewed Eksen Déniisiimii denir.

x,v,9), i =1lise
S((x¥)i) =

(x,x,y), i = 2ise

() V: X2V, X? — X?%,i=1,21i¢in V((x,¥);) = (x,¥) sekildeki doniisiime Katlama

Dontistimii denir.
2.6 To ve T1 Ayirma Aksiyomlari

T, ve T; ayirma aksiyomlar1, Ozellikle topoloji, analiz ve cebirsel topoloji gibi
matematigin temel alanlarinda yogun olarak kullanilir. T, uzaylar, siirekli
fonksiyonlarin ayirt edici oOzelliklerinin incelenmesinde ve topolojik ayrisma
gerektiren problemlerde temel bir sinif olusturur. T; ayirma aksiyomu ise nokta kapali
kiime oldugu i¢in, sinir, kapanig ve siireklilik kavramlarinin tanimlanmasinda ve

ayriklik 6zelliklerinin arastirilmasinda genis uygulama alanina sahiptir.
Tamm 2.6.1 ([24]) (X, ) uzay ve p € X olsun. Her x,p € X, x # p i¢in

(1) x & G, olacak sekilde p € G, acik komsulugu veya p € G, olacak sekilde

X € G, agik komsulugu varsa (X, 7) ya p noktasinda T, uzay denir.
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(2) x & G, olacak sekilde p € G, agik komsulugu ve p € G, olacak sekilde

x € G, agik komsulugu varsa (X, 7) ya p noktasinda T; uzay denir.
Tamm 2.6.2 ([24]) (X, T) topolojik uzay olsun. Her x,y € X ve x # y i¢in

(1) x € G, olacak sekilde y € G, agik komsulugu veya y & G, olacak sekilde

x € G, agik komsulugu varsa (X, 7) ya T, uzay denir.

(2) x € G, olacak sekilde y € G, agik komsulugu ve y € G, olacak sekilde

x € G, agik komsulugu varsa (X, 7) ya T; uzay denir.

Teorem 2.6.3 ([12,25]) U: K — Set topolojik fanktor, B € Ob(K),p € U(B) = X,

D diskre olsun.

(1) B, p de T, dir ancak ve ancak

{4, : XV, X > UB») =X* ve V,:XV,X > UD(X) =X}
U-kaynagnin baslangi¢ kaldirmasi diskredir
(2) B, p de T, dir ancak ve ancak

{S,: XV, X > U(B?) =X* ve V,:XV,X > UD(X) = X}
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir.
(3) B, p de T, dir ancak ve ancak

{id: XV, X - U(XV,X) = XV,X ve 7,: XV, X = UD(X) = X}

U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskredir. (X VpX )’ deki yap1
{il, iy: X — XVpX} U nun final kaldirmasidir.

Teorem 2.6.4 F:Top — Set i¢cin X nesnesi p de T, dir & XVpX de
Ay XV, X — (X%, 1) ve U, : XV, X — (X, P(X))

fonksiyonlar: ile iiretilen topoloji diskredir. Benzer bigimde A, , S, olarak
degistirilirse p noktasinda T; olma elde edilir. Ayrica p de T,, T," olma bilinen

anlamda p noktasinda T, olmaya karsilik gelir [13,15,25].
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Tamm 2.6.5 ([12,25]) U: K — Set topolojik fanktor, X € Ob(K), U(B) = X igin

(1) D: Set — K diskre fanktor olmak iizere
{A: X2V, X2 — U(B?) = X3 ve V : X2V, X? — UD(X?) = X?}

U-kaynaginin baslangic kaldirmasi diskre ise B nesnesine T, dir denir.

(2) (X2V,X2)', {iy, i, : U(B?) = X? — X?V,X?} U-kavsaginin bitis kaldirmas:

olmak lizere
{id: X2V, X? — U(X?V,X?)' = X2V, X? ve T, : X2V, X? — UD(X?) = X?}

U nun baslangi¢ kaldirmas: diskre ise B nesnesi T, dur.
(3) X nesnesinin en az iki elemanli alt uzayi indiskre degilse uzaya T, denir.
(4) D: Set — K diskre fanktor olmak tizere

{S: X2V, X2 > UB> =X3 ve V:X?V,X? - UD(X?) = X?}
U nun baslangi¢ kaldirmasi diskre ise X nesnesine T; nesnesi denir.
Teorem 2.6.6 ([24]) (X, T) uzayi igin asagidakiler denktir:
(1) (X, 1), T, dir,

(2) A: X%V, X? — (X3,1,) ve V: X2V, X% — (X?%,P(X?)) ile elde edilen baslangig

topolojisi diskredir,

(3) id: X2V, X? — (X?V,X%,1%) birim ve A: X%V, X? — (X%,P(X?)) ile elde
edilen baslangig topolojisi diskredir,

(4) (X, t) en az iki elemanl1 higbir indiskre alt uzay ihtiva etmez.

Teorem 2.6.7 ([24]) (X, ) topolojik uzayinmn T; olmasi igin gerek ve yeter sart X3 T,
S: X%V, X% — (X3,1,) ve V: V,X? — (X2, P(X?)) fonksiyonlar tarafindan iiretilen

baslangi¢ topolojisinin diskre olmasidir.
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Ornek 2.6.8 B = {a, b} kiimesi iizerinde ve 7 = {(Z), B, {a}} topolojisi verilsin.

(1) (B, ) uzaymm a noktasida T, oldugunu gosterelim (bknz. Sekil 2.2).

(BVaB' TBVaB) A—a) (BZ' T*)
Va
(B,P(B))

Sekil 2.2. p = a noktasinda T, diyagramu.

7, = {(B%,8,{(a,b),(a,a)},{(b,a), (a,a)},{(a,a)}} smfi B2
topolojisi ve P(B) = {B, @,{a}, {b}} diskre topoloji olmak iizere,

Vo '(B)
()
Vo *({a})
Va ' ({b})

= BV,B A7Y(BY) =
= 0 AZ'@) =
= {a} A7'{(@a)}) =
= {by, by} A7'({(a,b), (e, @)}) =

AZ'{(D, @), (@)} =

{BV.B,0,{a},{ a b,},{bs,a},{ by, b,}} alt baz,

{BVaB, Q, {a}, { a, bl}ﬂ {bZ' a}, { blﬂ bZ}l { bl}ﬂ {bz}} baZ,

{BVaB, Q, {a}, { a, bl}ﬂ {bZ' a}, { blﬂ bZ}l { bl}ﬂ {bZ}} = P(BVaB)

deki

BV,B

{a}
{ bZI a}
{ar bl}

carpim

A, ve V, dan dogrulan topoloji diskre olup Teorem 2.6.3 den (B, t) uzay1 a da T dur.

(2) (B, 7) uzay1 a noktasinda T," dir (bknz. Sekil 2.3).

id
(BVI;B» TBVaB) — (BVaB,77)
Vq i iy
(B, P(B)) (B,7)

Sekil 2.3. p = a noktasinda T,'.
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BV, B iizerindeki i; Ve i, i¢ine doniisiimleri ile elde edilen bitis topolojisi
T* = {@, BVaB, {a}, {a, bl}l {a, bz}}
seklindedir.

Simdi ise 7 gy, g topolojisini bulalim.

Vo'(B) = BV,B d-'(@) = ¢

i) = o id~'(BV,B) = BV,B
(e = {a id'({a) = {a
Vil({(b}) = {by, by} id~*({a, b1}) = {a by}

id'({ab,}) = {aby)

6 = {@,BVaB,{a}, {a, b1}; {a, bz}, {b1, bz}} alt baZ,

'B = {Q’ BVaB' {a}, {a, bl}t {a, bZ}' {blﬂ bZ}: {bl}; {bz}} baZ,

T = {(b’ BVaB' {a}, {a' bl}l {a' bZ}ﬂ {blﬂ bZ}' {bl}; {bz}} ~ P(BVaB)

oldugundan Teorem 2.6.3 den (B, 1) uzay1 a da T’ dr.

(3) (B, ) nun a noktasinda T; olmadigini gosterelim (bknz. Sekil 2.4).

Sg 5
(BVaB' TBvaB) — (B%,1.)
Vg

(B, P(B))

Sekil 2.4. p = a noktasinda Tj;.
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V;U(B) = BV,B S7Y(B?) = BV,B

@) = o S\ @) = o

o '{a}) = {a} Se'({(@a)) = {a}

Vo '({b}) = {by, by} Se'({(a,a),(a,b)}) = f{a by}
Se'{(a,a), (b, @)}) = {a}

6 = {BVaB' @, {a}P { bl, bz}, {a, bz}} alt baZ,
B = {BV4B,0 {a}{b,},{ b1, b} {a by}}baz,
t = {BV.B,0,{a},{b,},{ by, b,},{a, b,}} topoloji,

T # P(BV.B)

olup S, ve V, tarafindan dogrulan topoloji diskre olmadigindan Teorem 2.6.3 den

(B, T) uzay1 a noktasinda T; degildir.

Simdi de noktadan bagimsiz olarak Teorem 2.6.5 in bir uygulamasi olan 6rnegi

verelim.,
Ornek 2.6.9 B = {a, b} kiimesi iizerinde ve T = {@, B, {a}} topolojisi verilsin.

(1) (B, 1) uzay1 T, dir. B?V/,B? iizerindeki tiretilen topoloji T2y, z2 olmak iizere,

Sekil 2.5’te verilen diyagrama dikkat edilirse

A
(B?V,B?, Tp2y,p2) — (B%,t.)

(B% P(B%)

Sekil 2.5. T, diyagramu.
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7, = {B%@,BxB x{a},Bx{a}x B,{a}x B x B,{a}x{a} X B,
{a} x B x {a}, B x {a} X {a},{a} X {a} x {a}}

{B3,8,{(a,a,a),(a,b,a),(b,a,a),(b,b,a)},

{(a,a,a),(b,a,a),(b,a,b),(aab)}{(aaa),(aab) (ab,a),(ab,b)}
{(a,a,a),(a,a,b)},{(a,a a),(a b a)}{(aaa)(baa)}{laaa)}}

B% = {(b,b), (b,a),(a,b),(a,a)} dir. Simdi de P(B?) yi yazalim.

P(B%) = {(b,0)}{(b,a)}{(a b)},{(a &)}, {(b,b),(b,a)}(D,b),(a b)},
{(b,b), (a,a)},{(b, ), (a,b)},{(b,a), (a,)},{(a, b), (a, )},
{(b,D), (b, a), (a, )}, {(b,b), (b,a), (a,a)},{(b, b), (a,b),(a,a)},
{(b, ), (a,b), (a,a)},{(b, b), (b, a), (a, b), (a,a)}, B}

vV=1(9)

v=1(B?)

vV ({(b,b)})

v {(b,a)})

v({(a, D)}

v '({(a, &)}

vV ({(b,b), (a, @)}
V=*{(b,b), (a,b)})
vV={(b,b), (b,&)})

V' ({(b,a), (a,b)})

v {(h @), (@, a)})
V({(a,b), (a,a)})
V=1({(b,b), (b, a), (a,b)})
V' ({(b,b), (b,a), (a,)})
V=1({(b,b), (a,b), (a,@)})
V1({(b,a), (a,b), (a,a)})

)

B?V,B?

{(b,b)}

{(b, @)1, (b, a),}

{(a,b)1, (a,b)2}

{(a, @)}

{(b,b), (a,a)}

{(b,b), (a,b)1,(a,b),}

{(b,b), (b,a)1, (b, a).}

{(b, )1, (b, @)z, (a,b)1, (a,b),}
{(b,a)1,(b,a);, (a, )}

{(a,b)1, (a,b)2, (a,a)}

{(b, b), (b, @)1, (b, @)z, (a, b)1, (a,b),}
{(b,b), (b, )1, (b, @), (a, a)}

{(b,b), (a, b)1, (a,b)2, (a,a)}
{(b,a),,(b,a),,(a,b)q,(a,b), (aa)}
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AN @) = ¢
A"Y(B%) = B2V,B?
A7'({(b,b,a),(b,a,a),(a,b,a),(a,a,a)}) = {(ba)(ab)y,(a a)}
A7'({(a,b,b),(a,b,a),(a,a,b),(a,a,a)}) = {(a,b)y,(a b),,(a a)}
A {(a,b,a),(a,a,a)}) = {(ab)y,(a,a)}
A'({(a,a,b),(a,a,@)}) = {(ab)y,(aa)}
A7'({(ba,0),(a,a,)}) = {(aa)}
A7*({(b,a,b),(a,a,b),(a,a,a),(b,a,a)}) = {(a b)y,(a b) (a a)}
A" {(a,a,0)}) = {(a,a)}

§ = {8,B?V,B%{(b,a)z (a D)y, (a,a)}{(a b)y,(a b)s (a a)},
{(a, b1, (a, @)}, {(a, b)1, (a, ©)}{(a, @)}, {(b, @)1, (a, b), (a, @)},
{(b,b)(b,a)1, (b, a);}.{(a,b),, (a,b).},
{(b, b), (a,a)},{(a, b)1, (a, b),, (b, b)},{(b, @)1, (b, @), (a, b)1, (a, b),},
{(b,a)1,(b,a), (a,®)}}

B = 6 U {{(a, b)l}l {(b, Cl)1}, {(a, b)Z}' {(b, a)Z}l }

T = P(B%V,B?

olur ki sonug olarak Teorem 2.6.5 den (B, 7) uzay1 T, dur.

(2) (B, 7) uzay1 T; degildir, Sekil 2.6’da verilen diyagrama dikkat edilirse
s
(B2V B2, 152y, 52) — (B3, 1.)

v

(B% P(B%))

Sekil 2.6. T; diyagramu.
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SHe) = @
S~1(B%) = B2V,B?
S7'({(b,b,a), (b,a,a),(a,b,a),(a,a,a)}) = {(b,a), (b,a)y,(a a)}
S7'({(a,b,b),(a,b,a),(a,a,b),(a,a,a)}) = {(a,b)y,(a,b), (a a)}
S7'({(b,a,b),(a,a,b),(a,a,a),(b,a,a)}) = {(a b)y (b,a),(a a)}
S7'({(a,a,b),(a,a,0)}) = {(a b), (a,a)}
57t{(baa),(a,a,a)}) = {(ba)y,(aa)}
S7'd(a,b,a),(a,a,0)}) = {(a,a)}
S'{(@aa)}) = {(aa)}

5 = {@,BZVABZ,{(b, a)Z' (b, a)l; (a, a)},{(a, b)l' (a: b)Zi (a, a)},{(a, a)}:
{(a, b)Zﬂ (a, a)}, {(b' a)lﬂ (a' a)}' {(a, b)Zi (b' a)l! (a' a)}}

B = 6U{(ba),(ab),}

T # P(B?V,B?

olur, dolayisiyla, Teorem 2.6.5 den (B, T) uzay1 T; degildir.
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3. YANSIMA BAGINTILI UZAYLAR KATEGORISI

3.1 Yansima Bagintih Uzaylar

Tammm 3.1.1 X bos kiimeden farkli, R € X? yansima 6zelligini saglayan bagimnt1 ise

(X, R) ye yansima bagint1 uzay denir [26].

Ornek 3.1.2 (1) X = {a} iizerindeki yansima bagmtis1 § = {(a, a)} dir.

(2) X = {a, b} tizerindeki yansima bagintilar1 asagidaki gibidir.

By = X?
:82 = {(ar a)' (b, b)}
183 — {(a, a)! (b' b), (a, b)}

184- = {(a! a)r (b' b), (b' a)}

(3) X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki yansima bagintilar asagidaki gibidir.

bi=XxX
B2 ={(a,a),(b,b), (c,c)}
B3 = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)}
B ={(a,a), (b,b),(c,c),(a,c)}
Bs = {(a,a),(b,b), (c,c), (b, c)}
Bs = {(a,a), (b,b), (c,c), (b,a)}
B7 ={(a,a),(b,b),(c,c),(c,a)}

s = {(a,a), (b,b),(c,c),(c,b)}
Bs = {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b),(a,c)}
B1o = {(a, @), (b, b), (¢, c), (a, b), (b, )}
B11 = {(a, @), (b, b), (c,c), (a,b), (b,a)}
P12 = {(a,a), (b, b), (c,c), (a,b),(c,a)}
P13z = {(a, @), (b, b), (¢, c), (a, b), (c,b)}
B1a = {(a, @), (b, b), (¢, c), (a,c), (b, c)}
B1s = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,c), (b,a)}
Bis = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,¢), (c, )}
B17 = {(a,a), (b, b), (c,c), (a,c), (c, b)}
B1s = {(a, @), (b, b), (¢, c), (b, c), (b, a)}
B1o = {(a,a), (b, b),(c,c), (b,c),(c,a)}
B20 = {(a,a), (b, b), (c,c), (b, c),(c,b)}
B21 ={(a,a), (b,b), (c,c), (b,a),(c,a)}

B33 = {(a,a), (b,b), (c,c),(a, b), (c,a), (¢, b)}

Bzs = {(a, @), (b,b),(c,c), (a, ), (b, c), (b,a)}

Bss = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,c), (b, c), (c,a)}

Bze = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,c), (b,c), (c,b)}

B37 = {(a,a), (b,b),(c,c), (b, c), (b,a),(c,a)}

Bss = {(a,a), (b, b),(c,c), (b,c), (b, a),(c,b)}

Bzo = {(a,a), (b, b), (c,c), (b,a),(c,a),(c,b)}

Bao = {(a,a), (b, b), (¢, ), (a,c), (c,a), (c,b)}

Ba1 = {(a,a), (b, b), (¢, ), (b, c), (c,a),(c,b)}

Bsz = {(a,a), (b, b), (¢, ), (a,c), (b,a),(c,b)}

Baz = {(a,a), (b, b), (c,c), (a,c), (b,a), (c,a)}

Baa = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,b), (a, c), (b, c), (b,a)}
Bas = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,b), (a, c), (b, c), (c,a)}
Bss = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,b), (a,c), (b,c), (c, b)}
Ba7 = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,b), (a,c)(b,a), (c,a)}
Bas = {(a,a), (b, b), (¢, c), (a,b), (a,c)(b,a), (c,b)}
Bao = {(a,a), (b, b), (c,c), (a,b),(a,c)(c,a),(c,b)}
Bso = {(a,a), (b, b), (c,c),(a,b), (b,c)(b,a),(c,a)}
Bs1 = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b), (a,c)(b,a),(c,b)}
Bs2 = {(a,a), (b, b), (c,c), (a, b), (a,c)(c,a), (c, b)}
Bss = {(a,a), (b, b), (c,c),(a, b), (b,a)(c,a),(c,b)}
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B2z = {(a,a), (b, b), (c,c), (b, a), (c,b)} Psa = {(a,a), (b, b), (¢, ¢), (a,c), (b,c)(b, a), (c,a)}
B2z = {(a,a), (b, b), (c,c), (c,a), (c, b)} Pss = {(a,a), (b, b), (c,c), (a,c), (b,c)(b,a), (c,b)}
B2a = {(a,a), (b, b), (c,c),(a,b),(a,c),(b,c)}  Bse = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,c), (b, c)(c,a), (c,b)}
B2s = {(a,a), (b, b), (c,c),(a,b), (a,c),(b,a)}  Bs; = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,c), (b,a)(c,a),(c,b)}
B2 = {(a, @), (b, b), (c,c),(a,b),(a,c),(c,a)}  Psg = {(a,a),(b,b),(c,c), (b, c),(b,a)(c,a),(c,b)}
Bz7 = {(a,a), (b, b), (c,c),(a,b),(a,c),(c,b)}  Pso ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(ac)b,c), (b a)(c,a)}
Bag = {(a,a), (b, ), (c,c),(a,b), (b,c),(b,a)}  Peso ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c)b,c),(b,a),(c,b)}
B2o = {(a,a), (b, b),(c,c), (a,b),(b,c),(c,a)}  Pe1 ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c)(b,a),(c,b),(c,a)}
Bzo = {(a,a), (b, b), (c,c),(a,b),(b,c),(c,b)}  Pez ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c)(b,a),(c,a),(c,b)}
Bz1 = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(c,a)} Pez ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,c), (b,c)(b,a),(c,a)(c,b)}
B2 = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)(c,b)}  Pes ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(a,c)b,c),(c,a),(c,b)}

3.2 RRel Topolojik Kategorisi

Tamim 3.2.1 ([24]) Nesneleri sirasiyla baginti uzaylar, yansima bagintili uzaylar,
denklik bagintili uzaylar, kismi sirali bagintili uzaylar, 6n siralama bagint1 uzaylar ve
morfizmler ise bu uzaylar arasindaki bagint1 koruyan doniisiimlerden olusan siniflar
birer kategoridir. Bu kategoriler sirasiyla Rel, RRel, Denk, Poset ve Preord ile

gosterilir ve aralarinda su sekilde bir iliski vardir.
Poset c Preord c RRel c Rel
Denk c Preord c RRel c Rel
Tamm 3.2.2 ([13, 24,26]) RRel kategorisinde

i. Her i € I i¢in (B;, R;) yansima bagintili uzaylar, f;: (B,R) — (B;, R;) kaynagi de
bir baglangi¢ kaldirmasidir < Her x,y € B i¢in
xRy dir & Vi € [ i¢in f;(x)R;f; ()

ii. f:(B,R) — (4,S) epimorfizmi final kaldirmasidir < Her u,v € A igin uSv

olmasi i¢in f(x) = u, f(y) = v ve xRy olacak sekilde en az bir x, y € B vardur.
iii. (B, R) diskre nesnedir & R = {(x,y)|x = y} dir.
iv. (B, R) indiskre nesnedir & R = X x X dir.
Teorem 3.2.3 F: RRel — Set bir topolojik fanktordur.

Ispat: Teorem 2.4.2 nin sartlarin saglayalim:
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(i) g, h: (X,R) — (Y,S) morfizmleri ve F(g) = F(h) oldugunu kabul edelim. F

unutkan fanktor oldugundan h = g dir, yani F diizenlidir.

g:(X,R) — (Y,S) i¢in g izomorfizm ve F(g) = g =idy ise g = idpg) Yani
R =S oldugunu gosterecegiz. Her a,b € X igin aRb ise g siirekli oldugundan
g(a)Sg(b) olur. idy = g olmasindan idy(a)Sidy(b) = aSh dir, boylece R c S dir.
Diger taraftan g~ !:(X,S) — (X,R) i¢in F(g™') = g7! = idy olmak iizere her
a,b € X i¢in aSh ise g~! nin siirekliliginden g~!(a)Rg~1(b) = aRb olur,
dolayisiyla R © S dir, sonugta R = S dir yani g = idx gy dir, yani F amnestiktir.

(ii) @ = {R|R S X?, R yansima 6zelligini saglayan bagint1 } olsun.
F1(x) ={(X,R)|F((X,R)) = X ve R € X?}

dir. Bu durumda g:U™'(X) — @, (X,R) — f((X,R)) = R olacak sekilde bir
fonksiyon tanimlayalim. g bire-bir olmasindan F~(X) ve & denktir. Sonug olarak
F~1(X) bir kiimedir.

(iif) {(X;, R;):i € I } yansimali uzaylarin sinifi i¢in X = [[;¢; X; tizerindeki ¢arpim

yansima bagintili uzay yapisi
R ={(a,b)|m;(a)R;m;(b), heri € I}

olsun. (X, R) yansima bagintilidir.(Y, S) yansima bagintili uzay, h;: (Y,S) — (X;, R;)
fonksiyon, h:Y — X i¢in m;oh = h; olmasi durumunda % nin sirekliligini
gosterecegiz. a,b € Y olmak tizere h; ler siirekli oldugundan aSbh ise h;(a)R;h;(b)

dir. h; = m; o h yazilirsa

(n; © W) (@)R;(m;  h)(b) = m;(h (@) )Rym; (h (b))

(iv) RRel alt uzaylara sahip mi? Y € X, i:Y < X olsun. Y deki yansima bagmtili alt

uzay yapist

Ry = {(a,b):i(a)R;(b),a,b € Y}
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seklinde olsun. (Y, Ry) yansima bagntili uzay ve i doniistimii siireklidir. Dolayisiyla

RRel de alt uzaylar vardir.

(V) X # @ bir kime ve R =X? olsun. Bu durumda (Y,S) yansima bagntil
uzaymmda f:Y — X , a,b €Y i¢in aSb olsun. (f(a),f(b)) € X% oldugundan
f(a)Rf (b) dir. Dolayisiyla, f fonksiyonu siireklidir.

Tek nokta kiimesi ve bos kiime ilizerindeki yansima ozelligine sahip baginti tek bir
oldugundan Tanim 2.4.1 den RRel normallestirilmistir. Boylece, U: RRel — Set
topolojik kategoridir.

22



4. LOKAL To VE T1 YANSIMA BAGINTILI UZAYLAR
4.1 Lokal Ty ve T, Yansima Bagintih Uzaylar

Teorem 4.1.1 (B, R) yansima bagmtili uzayinda p € B icin (B, R), p noktasinda T,

dir ancak ve ancak R, p de ters simetrik bir bagintidir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, R) yansima bagmtili uzay1 p noktasinda T, olsun.
R Bv,B V€ R, sirasiyla BV, B ve B kiimeleri lizerindeki diskre bagintilar olmak tizere
her x € B i¢in pRx ve xRp olsun, x = p oldugunu gosterecegiz. Bunun igin Sekil

4.1°de verilen diyagramdan faydalanacagiz.

T
A
(BV;,B, RBVpB) — (B%R.) N (B,R)
Uy

(B,Ra)

Sekil 4.1. Yansima bagintili uzaylarda p de T,.

1Ay (X)) R Ap (x2) = m1(x, p)Rm1(p, x) = xRp
T Ap (x1)R7T2Ap (x2) = m(x, p)Rm,(p, x) = pRx
V,(x1) =V, (xz) = x olmak iizere V,,(x1)R4 V), (x2) = xRy olur.

Bu ise x1Rpy,px, olmasi demektir. (B,R) nin p de T, oldugundan x; = x, yani

x = p dir. Boylece R ters simetrik olur.

(&) Tersine olarak kabul edelim ki R, p de ters simetrik bir bagmti olsun. Yani
Vx € B igin xRp ve pRx oldugunda p = x olur. (B,R) nin p de T, oldugunu

gosterecegiz.
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u,v € BV,B i¢in m;A,(w)RmA,(v), mA,(uW)RmA,(v) ve V,(W)R,V,(v) ise bu
durumda u = v oldugunu gosterecegiz. V,(u)R,V,(v) den V,(u) =V, (v) olur Ki

bazi x € B igin u, v degiskenleri x;, x, formundadir.
u=x,Vev =x,ise

T Ap (U)RTHAp (v) = T Ap (x1)R7T1Ap (x2)

=Ty (xl p)Rn-l (p' X)
= xRp

Ay (WRT Ay (V) = mpAp(x1) Ry A, (x3)

=T (xl p)RT[2 (p' x)
= pRx

Vp (u)Rdvp (v) = vp (xl)Rde (x2)

= xR;x

R,p de ters simetrik bir baginti oldugundan x; = x, dir. Boylece x = p elde edilir,

yani u = v dir.
U=2x,Vev=ux ise

7T1Ap (U)RTHAp (v) = 7T1Ap (xz)R7T1Ap (x1)

= m(p, x)Rm,(x,p)
= pRx

7T2Ap (U)RﬂzAp (v) = 7T2Ap (xz)RﬂzAp (x1)

= m,(p, x)Rm,(x, p)
= xRp

vp (u)Rdvp (v) = vp (xZ)Rdvp (x1)

= xR, x

olur. R,p de ters simetrik bir bagint1 oldugundan x; = x, dir. Boylece x = p elde

edilir. Yani u = v dir.
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Diger taraftan kabul edelim ki u=wv olsun. mA,(w)RmA,(v) = xRx ,

m, A, (WRm,Ap(v) = xRx ve V,(W)R4V, (v) = xRx olur.

Sonug olarak Tanim 3.2.2 den Rgy g diskre yansimali bagmtidir. Teorem 2.6.3 den

(B, R) uzay1 da p noktasinda T, olur.

Teorem 4.1.2 (B, R) yansima bagintili uzay, p € B i¢in (B,R),p de T; dir & R,p
de diskre bagmntidir (Vx € B i¢in xRp veya pRx oldugunda x = p olur).

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, R) yansima bagmtili uzay, p € B icin p de T; ve her
X € B i¢in xRp veya pRx olsun. Ayrica Ry, Ry Ve R, swrasiyla BV,B, B ve B2

kiimeleri tizerindeki bagintilar olsun (bknz. Sekil 4.2). Durumlar1 inceleyelim:

sy
S.
(BV,B, R ) ——— (B%,R.) , (B,R)
T2

Z
(B ) Rd)
Sekil 4.2. Yansima bagntili uzaylarda p de T;.

(1) xRp olsun. x;, x, € BV,,B olmak iizere

7T1Sp(x1)R7T1Sp(x2) = 1, (x, x)Rmy(p, x)
= xRp

T35y (xl)Rszsp (x2) = m(x, x)Rm, (p, x)

= xRx
Vy(xi)R4Vp (x;) = xRy olur.

(B,R) uzay1 p noktasinda T; oldugundan x;Ryx, dir. Tanim 3.2.2 den x; = x,
olmak zorundadir. Buradan p = x elde edilir. Tanim 3.2.2 den R, p noktasinda diskre

bir bagintidir.
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(ii) x € B i¢in pRx olsun. x4, x, € BV,,B i¢in

T15p (xz)RTflsp(xl) = 1, (p, x)Rm;(x, x)
= pRx

TSy (xz)RTfZSp (x1) = my(p, x)Rm,(x, x)

= xRx
i =1,2i¢in V,,(x;,)R4V, (x;) = xRgx olur.

(B, R) uzay1 p de T; oldugundan x,R ,x; dir. Tanim 3.2.2 den x, = x; dir. Boylece
x = p elde edilir. Tanim 3.2.2 den R, p noktasinda diskre bagintidir.

(&) Tersine olarak R, p de diskre yansimali bagmti olsun. (B,R) nin p de T;

oldugunu yani BV, B lizerindeki bagintinin diskre oldugunu gosterecegiz.

Kabul edelim ki u,v € BV,B herhangi iki noktasi i¢in u Ryv olsun. u=v
gosterecegiz. Yani myS,(u)RmyS,(v), m,S,(u)Rm,S,(v) ve V,(u)R4V, (V) olmasi

durumunda u = v oldugunu gosterecegiz.
Bazi x € B igin x4, x, € BV, B i¢in
(i) u = x; ve v = x, olsun.

7T15p (u)RT[lSp (v) = 7T15p (XI)RTtlsp (XZ)

= (%, x) Ry (p, )
= xRp

7T25p (u)RnZSp (v) = 7TzSp (x1)R7T25p (x2)

= 77:2 (X, X)RTI.'Z (p' X)

= xRx

vp (u)Rdvp (v) = vp (xl)Rde (x2)

= xR, x
R nin p de diskre olmasindan x = p dir, yani x; = p = x, olur ki u = v olur.
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(i) u = x, ve v = x, olsun.

77-'1510 (u)Rﬂlsp (7-7) = 7T15p (xZ)RT[ISp (xl)

=1, (p, x)Rm;(x, x)
= pRx

T3Sy (u)RTfZSp (v) = S, (xz)Rszsp (x1)

= T[Z (pl x)RTEZ (x, X)

= xRx

vp (u)Rdvp (v) = Vp (xl)Rde (xz)

= xR;x

R nin p de diskre olmasindan x = p dir, yani x; = p = x, olur ki u = v elde edilir.

Boylece (i) ve (ii) den u = v dir.

Diger taraftan kabul edelim ki u=wv olsun. mS,(w)Rm;S,(v) = xRx ,

mA,(WRm,A,(v) = xRx ve V,(u)R,V,(v) = xRx olur.

Sonug olarak Tanim 3.2.2 den Rpy g diskre yansimali bagintidir, yani Teorem 2.6.3

den (B, R) uzayi da p de T; olur.
Teorem 4.1.3 Her (B, R) yansima bagmtili uzay1 p € B noktasinda T," diir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, R) yansima bagmtili uzay, i; ve i, kanonik morfizmler
i¢in iy,i,: B — BV, B kavsag tarafindan elde edilen final kaldirmasi Ry ve B?

tizerindeki diskre baginti R; olsun (bknz. Sekil 4.3).

id
(BV,B, Rgy,5) —— (BV,B,Ry)

(Bszd) (B'R)

Sekil 4.3. Yansima bagintili uzaylarda p de T,'.
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{ia:BV,B — U(BV,B,Rr) = BV,,B ve V,,: BV,B — UD(B) = B} kaynag ile elde
edilen baslangi¢ yapisi R BV,B olsun. (B,R) yansima bagintili uzaymin p € B

noktasinda T," olmasi demek her u,v € BV,B i¢in V,u = V,,v ve baz1 k = 1 veya
k = 2 igin i, (x) = u ve i (x) = y olmak iizere xRy olacak sekilde x,y € B vardir

ancak ve ancak u = v dir. Simdi bu duruma gore islem yapalim.

u,v € BV, B farkli iki eleman olsun. uR gy, pv ise V,uR,V,v olur. Ry, B deki diskre

yap1 oldugunda x € B olmak iizere V,u = V,v = x olur.
Sonug olarak u = x; ve v = x, veya u = x, Ve v = x; formundadir.

(i) u=x; ve v=2x, olsun. k=1 veya 2 i¢in i,(x) =x; =u, iy(x) =x,=v

oldugundan x = p olur.

(i) u=x, ve v=2x; olsun. k=1 veya 2 i¢in i(x) =x, =u, iy(x) =x;, =v

oldugundan x = p olur.

Dolayisiyla (i) ve (ii) den u = x; = v veya u = x, = v olur. Buise R gy, 5 nin diskre

oldugunu gosterir.

Diger taraftan u = v ise bu durumda V,u = V,v ve k = 1 veya 2 igin x € B olmak

lizere XxRx den i, (x) = v = u olur. Bdylece (B,R), Teorem 2.6.3 den p de T, dur.
Sonug¢ 4.1.4 (B, R) yansima bagintili uzayi ve p € B olsun. Uzay

(1) pdeT, = p de T, dir,
(2) pdeT;, = pde T, dir.

Ornek 4.1.5 B = {a, b, c} iizerinde yansima bagimntili uzaylar

R, ={(c,c), (b, b),(a,a)(ab), (b,a)}veR, ={(cc), (b b),(a a), (a b)}olsun.
(1) (B, R,) yansima bagintili uzayz,

a ve b noktalarinda T," diir. Fakat bu noktalarda T, ve T; degildir.

¢ noktasinda Ty, T, ve Ty dir.
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(2) (B, R,) yansima bagintili uzayi,
ave b noktalarinda Ty, Ty diir. Fakat T; degildir.
¢ noktasmda Ty, T, ve T dir.

4.2 Ty ve T1 Yansima Bagintih Uzaylar

Teorem 4.2.1 (B, R) yansima bagintili uzay T, dir ancak ve ancak R ters simetriktir.
Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, R) uzay1 T, olsun. Ayrica B? iizerindeki diskre yap1
R4, B3 deki garpim yapisi R, B*V/ yB? iizerindeki yapt Ry, olsun (bknz. Sekil 4.4).

(B2V,B?, Ry) ——— (B% R,) ——— (B,R)
%
(B?, Rq)
Sekil 4.4. Yansima bagintili uzaylarda T,.

(B,R) uzay1 T, olmast demek u,v € B?V,B? icin m;AuRm Av , m,AuRT,Av ,
n3AuRm; Av ve VuR Vv dir ancak ve ancak u = v dir. R nin ters simetrik oldugunu

gosterecegiz, yani xRy ve yRx oldugunda y = x dir.
x#yiseu = (x,y)1, v =(x,y), olsun.

T[IA(X) y)lRT[lA(x; y)Z =T (xl Y, x)RTtl (xl X, Y)

= xRx

mA(x, y)1RmA(x,y), = my(x,y, x)Rm, (%, x,y)
= yRx

m3A(x, y)1Rm3A(x,y), = m3(x,y, x)Rm3(x,x,y)
= xRy

V(,y)1RqV(x,y)2 = (x,y)Ra(x,y)
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(B,R) uzay1 T, oldugundan u = (x,y); = (x,¥), = v olur bu ise y = x olmasi

demektir, dolayisiyla R ters simetrik bir bagintidir.

(<) Tersine olarak kabul edelim ki (B, R) uzay: ters simetrik olsun. u, v € B?V,B?
icin m;AuRmAv , my,AuRm,Av , m3AuRm;Av ve VuR;Vv ise u = v oldugunu
gosterecegiz. Boylece, u = (x,¥)12,v = (x,¥)1, olmak iizere karsimiza dort durum

cikar.

1. durum: u = (x,y); ve v = (x,y), ise

w1 A(x,y)1Rm1A(x,y), = m1(x, y, X)Rmy (%, x,y)

= xRx

T[ZA(XJ J’)1R7T2A(x; J’)z = T[Z (x' y: x)RTIZ (x' X, }’)
= yRx

7T3A(X, J’)1R7T3A(x; J’)z =T3 (x' Y, X)RT[3 (x' X, }’)
= xRy

V(x,¥)1R4V(x,y), = (x,y)Ra(x,y)

2.durum: u = (x,y); vev = (x,y), ise

i A(x, J’)1R7T1A(X» J’)z =my(x, Y, x)Rmy (x, Y, x)

= xRx

mA(x, J’)1R7T2A(X» J’)z = m,(x, Y, x)Rm,(x, Y, x)
= YRy

n3A(xl Y)1R7T3A(x; y)Z =T3 (xl Y, .X)RT[3 (xl Y, x)

= xRx

V(x' y)leV(x' y)l = (x' y)Rd(x' y)

3.durum: u = (x,y), vev = (x,y), ise

w1 A(x,y)Rm A(x,y), = my(x, x, y)Rm1 (%, x,y)

= xRx
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T[ZA(x) Y)ZRTIZA(X, }’)2 = T[Z(xl X, Y)an (xl X, Y)

= xRx

7T3A(x) Y)ZRT[BA(X, J’)Z = 7T3(xF X, Y)RT[3 (xF X, Y)
= YRy

V(X;Y)szv(x; 3’)2 = (X;Y)Rd(x;Y)
4. durum: u = (x,y), ve v = (x,y), olsun.

w1 A(x,y)Rm A(x, y), = m1(x, x, y)Rmy (x,y, %)

= xRx

T A(x, y),RmA(x,y)1 = mo(x, x, y)Rm, (x,y, x)
= xRy

m3A(x,y)Rm3A(x,y); = m3(x, x,y)Rmz(x,y, x)
= yRx

V(X, y)szV(x, y)l = (X, y)Rd(x' y)

Dolayisiyla yukaridaki durumlardan g6z oniine alindiginda R nin ters simetrik

olmasmdan x = y elde edilir. Budau = (x,y); = (x,y), = v olmasi demektir.

Diger taraftan u = v ise m; AuRm, Av, m,AuRT,Av, m3AuRm; Av ve Vu = Vv olurKki

yansima dzelliginden (B, R) nin T, dir.

Teorem 4.2.2 (B,R) yansima bagintili uzay T; dir ancak ve ancak R, diskre bir

bagintidir, yani her x,y € B igin xRy veya yRx ise x = y dir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, R) uzay1 T; olsun. Ayrica B? iizerindeki diskre yap1
R4, B3 deki garpim yapisi R, B*V yB? iizerindeki yapt Ry, olsun (bknz. Sekil 4.5).
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S T
(B2V,B?, Ryy) — (B3,R.)) ——— (B,R)

\Y

(B 2 ’ R d)
Sekil 4.5. Yansima bagintili uzaylarda Tj;.
(B,R) uzaymm T; olmasi demek u,v € B?V,B? i¢in m;SuRm,Sv, m,SuRm,Sv,

nm3SuURm;Sv ve VuR,;Vv (Vu = Vv) dir ancak ve ancak u = v dir demektir. R nin

diskre oldugunu gosterecegiz, yani xRy ise x = y dir.
xRy iseu = (x,y), vev = (x,y), ise

m1S(x, )R S (x,y)1 = m1(x, %, y)Rm, (x,y,y)

= xRx

m28(x,¥) RS (x,¥)1 = my(x, x, y)Rm, (x,y,y)
= xRy

m3S(x,¥)Rm3S(x,y); = m3(x, x,y)Rm3(x,y,y)
= YRy

V(X, }’)szV(x: 3’)1 = (X, y)Rd(x' }’)

(B,R), T; oldugundan uRy,v olur. Ry, diskre oldugundan u = (x,y); = (x,y), = v

olur bu ise x = y olmasi anlamina gelir. Sonug olarak R diskre bir bagmtidir.

(&) Tersine olarak R nin diskre oldugunu kabul edelim. (B, R) nin T; oldugunu
gosterecegiz. VuR Vv olacak sekilde alman u, v € B?V,B? i¢in x,y € B olmak iizere

u = (x,y)12 ve v = (x,¥)1, seklinde olmalidir. O halde karsimiza doért durum cikar.

1.durum:u = (x,y);,v = (x,y), ise

ﬂls(xl y)lRT[IS(x) y)Z =T, (xl Y, y)RT[I (xl X, y)

= xRx
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T[ZS(X’ )’)1R7T25(x» }’)2 =T (X, Y y)RT[Z (X, X, y)
= yRx

7T3S(xl Y)1R7T3S(x; }’)2 = 7-[3 (xl yl }’)RT[3 (xl X, Y)
= YRy

V(X, y)leV(X, y)Z = (X, y)Rd (X, y)

2. durum: u = (x,y); vev = (x,y); ise

m1S(x,¥)1Rm,S(x,y)1 = m1(x,y,y)Rm1(x,y,y)

= xRx

m,S(x,y)1Rm,S(x,¥)1 = mo(x, ¥, y)Rmy(x,y,y)
= YRy

mw3S(x,y)1Rm3S(x,y); = m3(x,y,y)Rm3(x,y,y)
= YRy

V(X, y)leV(x, y)l = (X, y)Rd(x' y)

3.durum: u = (x,y), ve v = (x,y), ise

nls(x' y)ZRnls(x' y)Z = 7T1(X, X, )’)RTH(X, X, )’)

= xRx

mS(x,¥)2Rm,S(x,y), = my(x, x, y)Rm, (x, x,y)

= xRx

n3S(xt Y)2R7T3S(x: y)Z = 7T3 (xl X, y)RT[3 (xl X, 3’)
= YRy

V(x, J’)szV(x; }’)2 = (X, y)Rd(x' }’)

4. durum: u = (x,y),,v = (x,y), ise

m1S(x, )R, S(x, )1 = w1 (%, x, y)Rm1 (x, y, y)

= xRx
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m25(x, ¥)2 R3S (x,¥)1 = my(x, x, y)Rm, (%, y,y)
= xRy

ﬂBS(X,:V)ZRT[SS(x; 3’)1 = 7T3(xl X, Y)RT[B(x: Y, Y)
= YRy

V(x, ¥)2RaV(x, y)1 = (x,¥)Rq(x, y)
Dolayisiyla (B, R) diskre oldugundan u = v olur.
Diger taraftan u = v ise m;SuRm,Sv, m,SuRm,Sv, t3SuRm;Sv ve Vu = Vv olur.
Sonug olarak Teorem 2.6.5 den (B, R) uzay:1 T; dir.
Teorem 4.2.3 Her (B, R) yansima bagintili uzay1 T, dir.

Ispat: (B, R) nin T, oldugunu yani Ry, nin diskre oldugunu gosterecegiz. Dolayistyla
u,v € B2V,B? i¢in u=v dir © Vu="Vv ve i;(a,b) =u, i;(c,d) =v veya
ir(a,b) = u,i,(c,d) = v olacak sekilde (a, b), (c,d) € B? vardir ve (a, b)R¢(c,d)
dir. Burada Ry, B*V,B? iizerindeki yap1, Ry ise ijile i, doniisiimleri ile elde edilen
final yap1, Ry, B? iizerindeki diskre yap1 ve R ise B? iizerindeki ¢arpim yapisidir
(bknz. Sekil 4.6).

(B*V,B%,Ry,) _ =, (B2VAB%,Ry)
v 1| i
(B% Rq) (B%R,)
Sekil 4.6. Yansima bagintili uzaylarda T’

Vu =Tv olsun. u = (x,y); veya u = (x,y), ve v = (x,y); veya v = (x,y), olur.

() u = (x,y); ve v = (x,y), olsun.
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Vu=Vv=(x,y) ve ij(a,b)=(xy); ve i,(c,d)=(xv), olacak sekilde
(a,b)R.(c,d) vardir. u ve v wedge carpimindaki farkli bilesenlerde oldugu icin

x = y olmalidir, dolayisiyla u = v dir.

(i) u=(xy),vev=(x,y); olsun. Benzer sekilde u=v elde edilir.
u=(xy),vev=(x,y); veyau = (x,y), ve v = (x,y), oldugundan zaten u = v

olmus olur.

Diger taraftan u = v olsun. Vu = Vv dir ve RRel yansima 0&zelligine sahip
oldugundan VuR.-Vv ve i;u = u = v veya i,u = v = u olur, béylece (B, R) uzay

T, olur.

Teorem 4.2.4 Her (B, R) yansima bagintili uzay1 T, dir ancak ve ancak R bagintisi

ters simetriktir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, R), T, olsun. R nin ters simetrik oldugunu gosterecegiz.
X,y € B,x # y i¢in xRy ve yRx olmak lizere y = x goOsterecegiz. A = {x,y} ve Ry
da A daki i: A — B igine doniistimii ile elde edilen baslangi¢ yapisi (alt uzay yapisi)

olsun. R, yansima bagintili oldugundan Tanim...den

xR,x = xRx
YRay = YRy
xR,y = xRy
YR,x = YyRx

olur ki Ry ={(y,y),(x,x),(x,y), (y,x)} indiskre bagtisidir. Bu (B,R) nin T,

olmasi ile gelisir. O halde x = y olmali, yani R ters simetriktir.

Tersine R, ters simetrik bir baginti olsun. (B, R) nin T, oldugunu gosterecegiz. A € B,

en az iki elemanl alt kiime ve x # y olsun. R, = A X A olsun.

XxRyx = xRx
YR,y = YRy
xR,y = xRy
YRyx = YRx
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olur ki bu ise R nin ters simetrik olmasi ile gelisir. Bu durumda R, # A X A duir.
Teorem 2.6.5 den (B, R) uzay1 T, dir.

Sonug 4.2.5 (B, R) yansima bagintili uzayi i¢in
DT, =Ty, T, =T, ve T, = T, du.

2T, =T,

Ornek 4.2.6 B = {a, b, c} iizerinde

(1) Ry ={(a,a), (b, ), (c,c),(a,b), (b,a)} i¢in

(B, R;) yansima bagmtili uzay1 T," dir. Ters simetrik olmadigindan T, ve T, degildir.

Diskre olmadigindan ise T; degildir.

(2) Rz = {(a, @), (b, b), (¢, ¢), (a,b)} i¢in

(B,R,) uzay1 T, dir. Ters simetrikden T, ve T, dir. Uzay T; degildir.
(3) Rz = {(a, @), (b, b), (¢, c)} igin

(B, R3) yansima bagmtili uzay1 Ty, Ty, T, Ve T dir.

4.3 Diger Baz1 Topolojik Kategorilerde T ve T, Nesneler

(1) ConFCO kategorisinde,

i. (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B de T, (T;) dir. & Her bir x # p i¢in igin
[x] N [p] € K dir.

ii. Her (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B de T, dur.

iii. (B,L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 T, (T; ve T,) dir. & Farkhi x,y € B igin
[x] N [y] € K dir.

iv. T;ConFCO ve T,ConFCO kategorileri izomorfiktir.

v. Her (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 Ty’
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(2) ConLim kategorisinde, (B, L) sabit limit uzayi i¢in

i.(B,L),p € BdeT,, T, veT, dir.

ii. (B,L), Ty, T, ve T, dir.

iii. (B,L), Tydr<& B ={x}yadaB=0.

(3) Lim kategorisinde, (B, L) limit uzayi i¢in

i. (B,L),p € BdeT, (T,) dir © Herbir p # x i¢in [p] & K(x) veya (ve) [x] & K(p).
ii. (B,L),p € BdeT, dir.

iii. (B, L), Ty dir & Farkli her x,y € B i¢in [x] & K(y) veya [y] & K(x).
iv. (B, L), Ty dir & Farkli her x,y € B igin [x] ¢ K(y) dir.

V. (B, L), T, dir.

vi. ToLim ve TyLim kategorileri izomorfiktir.

(4) Prord kategorisinde, (B, R) on siralama bagintili uzayi igin

i. (B,R),p € Bde T, (T,") dir & R ters simetrik bir bagmntidir.

ii. (B,R), p € BdeT,; dir & R bagintis1 p de diskredir.

iii. (B,R), T, (T, ve T,) dir, & R kismi siralama bagmntidir.

iv. (B,R), T, dir. & R diskredir.

V. ToPrord, Ty Prord, TyPrord kategorileri ikiser ikiser izomorfiktir.
(5) &, Fam, PBorn ve Born kategorilerinden,

i. (B, F) prebornolojik uzay1 p € B de Ty, T, ve T dir.

ii. (B, F) prebornolojik uzay1 Ty, T,' ve T dir.
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iii. Toge, Ty& ve Tye kategorileri ikiser ikiser izomorfiktir. Ayrica tiim limit ve

(co)limitlere sahiptir.

(6) CP kategorisinde,

i. (4, B) ciftleruzay1 p € Bde Ty, T, ve T, dir.
ii. (4, B) ¢iftler uzay1 Ty, T, ve T; dir.

iii. ToCP, T,CP ve T(CP kategorileri ikiser ikiser izomorfiktir. Ayrica tiim limit ve

(co)limitlere sahiptir.
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5. SOBER YANSIMA BAGINTILI UZAYLAR
5.1 Sober Topolojik Uzaylar
Tanmm 5.1.1 (X, §) topolojik uzay i¢in

1) X kapali iki 6z alt kiimenin birlesimi ise (X, §) ya indirgenebilir (reducible) uzay

denir.
2) (X,6) indirgenebilir degilse, yani F;, F, € X kapali kiimeleri i¢in X = F; UF,

oldugunda ya X = F; yada X = F, ise (X, §) indirgenemez (irreducible) uzaydir.
3) (X, ) nun bostan farkli indirgenemez her kapali kiimesi en az bir nokta kiimesinin

kapanisi ise (X, &) ya quasi-sober uzay denir.

4) (X, 8) quasi-sober ve T, ise (X, t) ya sober uzay denir.

Acik olarak sober uzay quasi-soberdir.

Ornek 5.1.2 (1) X = {a,b,c} kiimesi iizerindeki 6 = {0, X, {a},{a, b}} topolojik
uzay1 igin [ = {{a}, {b},{c}{a,c},{a b}, {b,c}, X } siifi indirgenemez kiimelerden
olusur. IC = {{c},{b, c}, X} ise indirgenemez kapalilarin sinifidir.

{a} =X, {b} = {b,c} ve {c} = {c} indirgenemez kapali kiimeler en az tek nokta
kiimesinin kapanis1 oldugundan (X, §) uzayr quasi-soberdir. Ayrica (X, d) uzay1 T,
oldugundan Tanim 5.1.1 den soberdir.

(2) X ={a,b,c} kimesi ftzerindeki § = {0,X,{c},{a, b}} topolojik uzayr icin
I = {{b}, {a},{c},{a,c},{a, b}, {b, c}} siifi  indirgenemez kiimelerden olusur.

IC = {{c},{a, b}} smufi da indirgenemez kapali kiimelerden olusmaktadir. {c} = {c}
olup {a, b} indirgenemez kapali kiimesi tek nokta kiimesinin kapanisi olmadigindan
(X, ), Tanim 5.1.1 den quasi-sober degildir, dolayisiyla sober de degildir.

Ornek 5.1.3 s(X) > 2 i¢in (X, 7) indiskre uzayinda, bostan farkl tek kapal kiime X
oldugundan X kapali iki 6z alt kiimenin birlesimi olarak yazilamaz. Tanim 5.1.1 den
(X,7) indirgenemez, yani I = {X} = IC olup indirgenemez kapali kiimesi de X in
kendisidir. a € X icin X = {a} oldugundan (X,7) uzayr quasi-soberdir. Bunun
disinda (X, 7) indiskre uzay1 T, olmadigindan sober de degildir.
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Ornek 5.1.4 s(X) > 2 igin (X, 7) diskre uzayi,

(1) Herhangi bir a € X i¢in X = {a} VU {a}° oldugundan (X,t) diskre uzay

indirgenebilir. Clinkii diskre uzayda tiim alt kiimeler hem ag¢ik hem de kapalidir.

(2) (X, 1) quasi-soberdir. Indirgenemez kapali kiimeleri sadece tek nokta kiimeleri
oldugundan a € X i¢in {a} = {a} dur, dolayisiyla (X, 7) uzay1 quasi-soberdir.

(3) (X, t) uzay1 quasi-sober ve T, oldugundan soberdir.

Ornek 5.1.5 (X, 7) uzayinda a € X olsun. {a} ve {a} indirgenemez. F; ve F, kapal
kiimeleri i¢in {a} = F, UF, ise ya {a} = F,; ya da {a} = F, dir. Bu nedenle {a}

kiimesi indirgenemez.

Benzer sckilde F, ve F, kapali kiimeleri icin {a} = F, UF, olsun. {a} € {a}
oldugundan a € F; veya a € F, dir. F; kapali oldugundan eger a € F, ise {a} € F,
den {a} = F, olur. Ayni sekilde F, kapali oldugundan eger a € F, ise {a} € F, den

{a} = F, bulunur. Bundan dolay: {a} da indirgenemezdir.

Ornek 5.1.6 X sonsuz ve (X, 7) tiimleyeni sonlu topoloji olsun. X = F; U F, ve F; ve
F, kapali olsun. F; ve F, ya sonludur ya da X dir. X sonsuz oldugundan ya F; = X ya
da F, = X dir, dolayisiyla (X, 7) indirgenemez.

X in kapal1 alt kiimeleri sonlu kiimelerle X dir. Eleman sayilar1 iki ve daha fazla olan
sonlu kiimeler indirgenebilirdir. Indirgenemez kapali kiimeler, tek elemanli kiimelerle
X dir. Fakat uzay T, oldugundan her tek nokta kiimesi kapalidir. {a} = {a} olmasina
ragmen kapanist X i veren tek nokta kiimesi yoktur. Bundan sebepten (X, t) quasi-

sober degildir. Dolayisiyla sober de degildir.

Onerme 5.1.7 (X, T) uzay: indirgenemez ise baglantilidir.

Ispat: Buna denk olarak baglantisiz uzaymn indirgenebilir oldugunu ispat edelim.
(X, 1) uzay1 baglantisiz olsun. Dolayisiyla, X uzayr bostan farkli, ayrik ve kapali
F,F, € X iki kiimenin birlesimi olarak yazilir. Bu sebepten (X,7) uzay
indirgenebilirdir.

40



Onerme 5.1.8 s(X) > 2 icin (X, t) Hausdorff uzay1

(1) Indirgenebilir,
(2) Quasi-sober,
(3) Soberdir,

(4) T, dir,

(5) T, dir.

Ispat: (1) a,b € X noktalar1 farkli olsun. (X,7) Hausdorff oldugundan a ve b nin
ayrik U, ve U, agik komsuluklart vardir. U, N U, = @ olur ki X = U, U U,° elde

edilir. U,¢ ve U,° kapal1 6z alt kiimeler oldugundan (X, 7) uzay indirgenebilir.

(2) Hausdorff uzaylarin alt uzaylar1 da Hausdorff oldugundan s(A4) > 2 olacak sekilde
tim A € X alt kiimeler indirgenebilir. Bu nedenle X in indirgenemez alt kiimeleri

sadece tek elemanli kiimeleridir. Her a € X i¢in {a} = {a} oldugundan (X, ) quasi-

soberdir.
(3) Tamm 5.1.1 den Hausdorff uzay1 T, ve quasi-sober oldugundan soberdir.
(4) ve (5) asikardur.

Not 5.1.9 (1) Quasi-sober bir uzayin Hausdorff olmasi gerekmez. Ornek 5.1.3 den

(X, 7) indiskre uzay1 quasi-sober olmasina ragmen Hausdorftf degildir.

(2) Sober uzaym Hausdorff olmasi gerekmez. Ornegin X = {a, b} iizerindeki
T = {X , 0, {a}} topolojisi i¢in (X, 7) soberdir ancak Hausdorff degildir.

Onerme 5.1.10 (X, 7) igin asagidakiler denktir:

(1) (X,7) indirgenemez,
(2) (X, 1) nun bostan farkli her U,V agik kiimeleri i¢in U NV # @ dur,
(3) X in bostan farkli her acik alt kiimesi yogundur.

41



Ispat: (1) = (2): (X, 1) indirgenemez, U,V bostan farkli alt kiimeler ve U NV # @
olsun. Burada U¢ U V¢ = X ve U, V¢ kapali 6z alt kiimelerdir. (X, T) indirgenemez

oldugundan bu bir geliskidir, o halde U NV # @ dur.

(2) > (3): U< X bos kiimeden farkli acik ve x € X olsun. x € U oldugunu
gosterelim. V', x i ihtiva eden herhangi bir acik olsun. (2) den UNV # @ dir. Bu
sebeple x € U dur.

(3) = (1): (1) in tersine olarak (X, t) nun indirgenebilir oldugunu varsayalim. Bu
durumda X = F; UF, olacak sekilde F;,F, € X kapali 6z alt kiimeler vardir.
X = F; UF, oldugundan @ = F,° N F,° dir. Burada F;° ve F,° bostan farkli acik

kiimelerdir ancak yogun degildir. @ = F;° N F,¢ oldugundan x € F, ise x & F,° ve

dolayisiyla x & F dir. Bundan dolay1 F;€ # X dir yani F,° yogun degildir. Benzer
olarak F,° de yogun degildir. Bu durum (3) ile gelisir, 0 halde X in bostan farkli her

acik alt kiimesi yogundur.
5.2 Yansima Bagintih Uzaylarda Kapahhk
Teorem 5.2.1 ([26]) (B, R) yansima bagntili uzay x € B ve M < B olsun.

(1) {x} kapalidir ancak ve ancak R bagmtisi1 x de ters simetriktir, yani aRx ve xRa

olacak sekilde a € B varsa a = x dir.
(2) M kapalidire Vx € B igin xRa ve bRx olacak sekilde a, b € M varsa x € M dir.
(3) @ ve B her zaman kapalidir.

(")rnek 5'2'2 B = {x, y; Z} kﬁmeSinde R = {(xl .X), (y; y): (ZI Z)l (xr Y); (XJ Z)r (Zr Y)}
yansima bagmtili uzayr i¢in @, {x}, {y}, {z}, {x, 2}, {z, y}, B kapalidir M = {x, y}

kiimesi kapali degildir. Ciinkii (x,z) € R ve (z,y) € R olmasina ragmen z ¢ M dir.
Tamm 5.2.3 ([27]) & topolojik kategorisindeki X nesnesi i¢in,

(1) X in kapali alt objeleri N ile M ve X = MUN i¢in X =M veya X =N ise X

nesnesi indirgenemezdir.

42



(2) X in bostan farkli indirgenemez kapali her alt kiimesi, en az bir noktanin
kapanisiysa X nesnesine quasi-sober denir.

(3) X quasi-sober ve T, = X nesnesi T,-soberdir.

(4) X quasi-sober ve T, = X nesnesi T, -soberdir.

(5) X quasi-sober ve T, = X nesnesi T,-soberdir.
5.3 RRel de Sober Nesne

Teorem 5.3.1 RRel kategorisindeki (B, R) nesnesi
A. (1) T, dir & Vx € B icin {x} kapalidir.

(2) Quasi-soberdir < T,'-sober dir.

B. Asagidakiler denktir:

(1) T,-sober dir.
(2) T,-sober dir.
(3) Vx € B igin {x} kapali ve B bostan farkli indirgenemez kapali 6z alt kiimeleri tek

nokta kiimeleridir.

Ispat: A. (1) Kabul edelim ki (B, R) uzay1 T, olsun. Teorem 4.2.1 den R ters simetrik
bir bagintidir. Teorem 5.2.1 den her x € B i¢in {x} kapali olur.

(2) Tanim 5.2.2 den agiktir.

B. (1) & (2): Tanim 5.1.1, Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.4 den agiktir.

(2) = (3): (B, R) T,-sober oldugunu kabul edelim. Teorem 5.3.1 den her x € B igin
{x} kapalidir. @ # M € B 6z (irreducible) indirgenemez kapali alt kiime ise bu
durumda (B, R) quasi-sober oldugundan bazi a € B i¢in cl({a}) = M dir. {a} kapal
oldugundan cl({a}) = {a} = M olur.

(3) = (1): vx € B i¢in {x} kapal1 ve B nin bos kiimeden farkli her 6z (irreducible)
kapali alt kiimesi tek nokta kiimesi oldugunu kabul edelim. Teorem 5.3.1 den (B, R)
uzay1 T, dir. Eger B nin bostan farkli 6z indirgenemez kapali alt kiimesi M ise bazi

a € B ler igin M = {a} olmalidir. {a} kapali oldugundan cl({a}) = {a} = M dir. Bu
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durumda Tanim 5.1.1 den (B, R) quasi-soberdir. Sonug olarak Tanim 5.1.1 den (B, R)

uzayi Ty-sober dir.

Burada ToSobRRel, ToSobRRel, T,'SobRRel ve QSobRRel, RRel in sirasiyla
T,-sober, T,-sober, T, -sober ve quasi-sober yansimali uzaylardan olusan dolu alt

kategorisidir.
Teorem 5.3.2 RRel kategorisinde

(1) RRel ve T’ RRel izomorfiktir,
(2) To'SobRRel ve QSobRRel kategorileri izomorfiktir,

Teorem 5.3.3 RRel kategorisinde, (X,) yansimali uzay1 i¢in

(1) (X,), Ty-soberdir < (X,R) Ty-soberdir & Va € X icin {a} kapal: ve X in bostan

farkli indirgenemez kapali1 6z alt kiimeleri tek noktadan olusur.
(2) ToSobRRel ve T SobRRel kategorileri izomorfiktir.

Ispat: Keyfi topolojik kategoride [27] deki Teorem 3.5 den dolay1 her T, sober nesne
T,  sober nesnedir. Ayrica [27] deki Teorem 3.13 den dolay1 T,-sober ve T,-sober

arasinda herhangi bir iligki yoktur.
5.4 Baz1 Topolojik Kategorilerde Sober Nesne

To'c (Tye, Toe, T1), € deki tiim T,' (T, Ty, T;) nesnelerinden olusan & nin dolu alt
kategorisi olsun. Ayrica Ty'Sobe (ToSobg, ToSobeg), £ deki tiim T,,'-sober (T,-sober,

T,-sober) nesnelerinden olusan & nin dolu alt kategorisi olsun.
(1) Top kategorisinde,

i. To-soberdir & T,'-soberdir < soberdir

ii. To'SobTop = TySobTop = TySobTop

iii. T, = soberdir = T,

(2) ConLim kategorisinde (B, L) sabit limit uzay1 [27] den
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i. To-soberdir & T,’-soberdir < quasi-soberdir < indirgenemez
ii. Ty dir & T,-soberdir & B = @ veya B = {a} dir.
lii. ToConLim = TySobConLim

iv. ToSobConLim , T,'SobConLim ve QSobConLim ler ikiserli olarak

izomorfiktir. @QSobConLim, ConLim nin full alt kategorisidir.
v.Ty'SobConLim, ToSobConLim ve QSobConLim ler co-limitlere sahiptir.
(3) Lim kategorisinde (B, L) limit uzayi

i. T, = T,-soberdir & T,-soberdir = T,’-soberdir.

ii. ToLim ve TyLim kategorileri izomorfiktir.

iii. ToLim = T,SobLim

(3) Prord kategorisinde (B, R) 6n siralama bagintili uzayi

i. To-soberdir & T,’-soberdir & T,-soberdir.

ii. ToPrord = ToSobPrord = T,'SobPrord

(4) PBorn kategorisinde (B, F) prebornolojik uzay1 [27] den

i. To-soberdir & T,’-soberdire quasi-soberdir < indirgenemez
ii. T, & T,-soberdir & B = @ veya B = {a}

iii. To’'SobPBorn, ToSobPBorn ve QSobPBorn ler ikiserli olarak izomorfiktir.
Burada QSobPBorn, quasi-sober prebornolojik uzaylardan olusan PBorn un dolu

alt kategorisidir.

iv. ToSobPBorn ve TyPBorn kategorileri izomorfiktir.

45



(5) CP kategorisinde (4, B) ciftler uzay1 [27] den
i. To-soberdir & T,’-soberdire quasi-soberdir
ii. Ty & T,-soberdir < indirgenemez < A = @ veya A = {a}

iii. Ty'SobCP, T(SobCP ve QSobCP ikiser ikiser izomorfiktir. Burada QSobCP,

quasi-sober nesnelerden olusan CP nin dolu alt kategorisidir.

iv. ToSobCP ve T,CP kategorileri izomorfiktir.
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6. SONUC VE ONERILER

Tez ¢alismasinin sonucunda, RRel Kategorisinde lokal anlamda T,, T," ve T; ve genel
anlamda ise T,, T,, T, ve T, seklinde gdsterine topolojik anlamda da T, ve T
kavramlarina denk gelen ayirma aksiyomlari karakterize edilmistir. Bunun yaninda bu
ayirma aksiyomlari ile elde edilen dolu alt kategoriler belirlenmis, birbirleri ile olan

iliskileri incelenmis ve asagidaki sonuglara ulasilmistir.
(B, R) yansima bagmtili uzaymin

1. p € B noktasinda T, olmasi igin gerek ve yeter sart R nin p de ters simetrik

olmasidir.

2. p € B noktasinda T; olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin p de diskre olmasidir.
3. p € B noktasinda her zaman T, diir.

4. T, olmasi icin gerek ve yeter sart R nin ters simetrik olmasidir.

5. T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin ters simetrik olmasidir.

6. Her zaman T, diir.

7. T; olmas1 i¢in gerek ve yeter sart R nin diskre olmasidir.

8. RRel ve T, RRel izomorfik kategorilerdir.

9. ToRRel ve TyRRel izomorfik kategorilerdir.

Dahas1 RRel kategorisinde kapali nesne kavrami kullanilarak sober yansima bagintili
uzaylar ele alinmistir. Burada Tanim... de sozii gegen T,-sober, T,-sober, T,'-sober
seklinde ii¢ farkli sober uzay kavrami iizerinde durulmus olup bu kategoride

incelenmistir ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.
(B, R) yansima bagintili uzayi

1. T, -soberdir < T, -soberdir < Vx € B icin {x} kapali ve indirgenemez kapali

@ # B 0z alt kiimeleri tek noktadan olusur.
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2. Quasi-soberdir ancak ve ancak T, -soberdir.

Bundan bagka yukarida elde edilen sonuglar kullanilarak RRel kategorisinin dolu alt
kategorileri olan To,SobRRel, ToSobRRel, T,'SobRRel ve QSobRRel scklinde

gosterilen kategoriler olusturulmus ve aralarindaki asagidaki sonuglar elde edilmistir.
1. T,'SobRRel ve QSobRRel izomorfik kategorilerdir.
2. ToSobRRel ve ToSobRRel izomorfik kategorilerdir.

Yukarida verilen sonuglar kullanilarak RRel kategorisinde diger ayirma aksiyomlari
ve birbirleri ile olan iligkileri incelenebilir. Urysohn’s Lemmasi, Tietze Extension
Teoremi gibi genel topolojide dnemli yere sahip olan teoremlerin yansima bagintili
uzaylarin kategorisinde ifadeleri ispat edilebilir. Dahasi Stone, tam baglantisiz,
kompakt, vb. kavramlar yine bu kategoride karakterize edilebilir. Son olarak bilinen
kapanig operatorlerinin yani sira diger kapanis operatorleri ve bu operatorler ile elde

edilen alt kategoriler ve 6zellikleri belirlenebilir.

48



KAYNAKLAR

1. Rosen, K. H., 2012. Discrete mathematics and its applications, McGraw-Hill
Education, New York, USA.

N

. Davey, B. A. ve Priestley, H. A., 2002. Introduction to lattices and order, Cambridge
University Press, Cambridge, UK.

3. Epp, S. S., 2011. Discrete mathematics with applications, Cengage Learning,
Boston, USA.

4. Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L. ve Stein, C., 2009. Introduction to
algorithms. MIT Press, Massachusetts, USA.

o

Eilenberg, S. ve MacLane, S., 1945. General theory of natural
equivalences, Transactions of the American Mathematical Society, 58, 2, 231-
294,

6. Grothendieck, A., 1957. Sur quelques points d'algébre homologique, Tohoku
Mathematical Journal, Second Series, 9(2), 119-183.

7. Lambek, J., 1980. From A-calculus to cartesian closed categories, To H.B.
Curry, Essays in combinatory logic, lambda calculus and formalism, Academic
Press, London, 375-402.

8. Herrlich, H., 1974. Topological structures, Mathematical Centre Tracts, 52, 59-122.

(o]

. Wyler, O., 1971. Top categories and categorical topology, General Topology and
Its Applications, 1, 1, 17-28.

10. Kent, D., 1969. Convergence quotient maps, Fundamenta Mathematicae, 65, 197-
205.

11. Schwarz, F. ve Hannover, T.U., 1978. Connections between convergence and
nearness, Categorical Topology, Lecture Notes in Mathematics, 719, 345-425.

12. Baran, M., 1991. Separation properties, Indian Journal of Pure and Applied
Mathematics, 23, 333-341.

13. Baran, M., 1995. To-objects in topological categories Kuwait Journal of Science,
22,123-1217.

14. Herrlich, H., 1974. Topological functors, General Topology and its Applications, 4,
2,125-142.

15. Weck-Schwarz, S., 1991. To-objects and separated objects in topological
categories, Quaestiones Mathematicae, 14, 3, 315-325.

16. Baran, M. ve Altindis, H., 1996. T.-objects in topological categories, Acta
Mathematica Hungarica, 71, 41-48.

49



17. Baran, M., 2000. Closure operators in convergence spaces, Acta Mathematica
Hungarica, 87, 33-45.

18. Baran, M., 2002. Compactness, perfectness, separation, minimality and closedness
with respect to closure operators, Applied Categorical Structures, 10, 403-415.

19. Baran, M. ve Al-Safar, J., 2011. Quotient-reflective and bireflective subcategories
of the category of preordered sets, Topology and its Applications, 158, 2076-
2084.

20. Baran, M., 1993. The notion of closedness in topological categories,
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 34, 1, 383-395.

21. Baran, M., 1998. Completely regular objects and normal objects in topological
categories, Acta Mathematica Hungarica, 80, 211-224.

22. Baran, M., 1998. T; and T,-objects in topological categories, Indian Journal of
Pure and Applied Mathematics, 29, 59-69.

23. Adamek, J., Herrlich, H. ve Strecker, G. E., 1990. Abstract and concrete categories,
John Wiley and Sons, New York, USA.

24. Baran, M., 2025, Topoloji, Nobel Yayin Dagitim, Ankara.

25. Marny, T., 1973. Rechts-Bikategoriestrukturen in topologischen Kategorien,
Dissertation, Freie Universitat, Berlin.

26. Baran, M., 1992. Separation properties at p for the topological categories of
reflexive relation spaces and preordered spaces, Mathematica Balkanica, 6, 193-
198.

27. Baran, M., 2022. Sober spaces, Turkish Journal of Mathematics, 46, 299-310.

28. Cevik, K., 2023. Sabit limit uzaylar kategorisinde ayirma aksiyomlari, kapalilik,

baglantililik, soberlik ve kompaktlik, Yiiksek Lisans Tezi, Aksaray Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Aksaray.

50



OZGECMIS

Ad ve Soyadi : Burcu MERCAN

EGIiTiM BILGILERI (Kurum ve Yil)

Lisans : Aksaray Universitesi, Matematik Béliimii, 2018-2022.
Yiiksek Lisans : Aksaray Universitesi, Matematik Anabilim Dali, 2022-
2025.

MESLEKI DENEYIM VE ODULLERI

1. Aksaray Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Pedagojik Formasyon Egitimi Sertifika
Programi, 2022-2023.

TEZDEN URETILEN YAYINLAR, SUNUMLAR VE PATENTLER

Kongrelerde Sunulan Bildiriler

1. Erciyes, A., Kagar, G. B. ve Mercan, B., 2024. Closed subobjects with separation
axioms Tove Ty in RRel, S. BILSEL Uluslararas: Truva Bilimsel Arastirmalar
ve Inovasyon Kongresi, Canakkale, Bildiriler Kitabi, 378-379.

51



