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Ug boliimden olusan bu tezde, Oklid diizleminde iyi bilinen koniklerin temel
tanimlart verilmis ve taksikab diizlem geometri tanitilarak yalnizca nokta ve dogru
yardimiyla verilen konik tanimlarinin taksikab karsiliklart belirlenmistir. Birinci
boliimde, Oklidyen diizlem geometri, aksiyomatik olarak tarif edilmis ve uzaklikla ilgili
kavram ya da ozelliklerin metrik geometriler igin ilgi gekici olabilecegi vurgulanmustir.
Ikinci boliimde, once Oklid diizleminde koniklerin bilinen temel tanimlari, daha acik
olarak onlarin bir yiizey ve bir diizlemin arakesiti olarak, bir nokta ve bir dogru
kullanilarak, iki nokta kullanilarak ve iki dogru kullanilarak verilen tanimlar1 derlenmis,
daha sonra Oklidyen olmayan geometriler smifinda yer alan bir metrik geometri drnegi
olan taksikab diizlem geometri tanitilarak koniklerin yalnizca nokta ve dogru yardimiyla
verilen tanimlarinin taksikab karsiliklar1 incelenmistir. Uciincii boliimde verilen
karsihiklarin - siniflandirilmas: ve karsilastirmasi  yapilmustir. Sonug¢ olarak, Oklid
diizleminde iyi bilinen koniklerin yalnizca nokta ve dogru yardimiyla verilen bu temel
tanimlarmin taksikab diizlemdeki karsiliklarinin, Oklid diizlemindekinin aksine, 6zel
durumlar haricinde birbirinden farkli geometrik sekiller oldugu belirlenmistir.
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In this thesis consisted of three parts, basic definitions of the well-known conics
in the Euclid plane are given and introducing the taxicab plane geometry, the taxicab
analogues of definitions of conics, which are given only by point and line, are
determined. In the first chapter, Euclidean plane geometry is presented axiomatically,
and it is emphasized that notions and properties about distance can be interesting
subjects for metric geometries. In the second chapter, first, the fundamental definitions
of the conics in the Euclid plane, more clearly definitions as a cross section of a plane
and a surface, given by using a point and a line, using two points and using two lines,
are collected, and then the taxicab plane, which takes place in non-Euclidean geometry
class metric geometry, is presented and the analogues of the point and line definitions of
the conics are investigated. In the third chapter, the given analogues are classified and
compared. As a result, contrary to those in the Euclid plane, the taxicab analogues of
these only point-line definitions of the well-known conics in the Euclid plane, has
different shapes except in some special cases.
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ONSOZ

Bu tezde, asina oldugumuz Oklid geometrisinde iyi bilinen koniklerin yalnizca
nokta ve dogru yardimiyla verilen tanimlarinin taksikab geometrideki karsiliklar
incelenmistir. Once Oklid geometrisinde iyi bilinen konikler i¢in kaynaklar taranmis ve
koniklerin bilinen temel tanimlari verilmistir. Daha sonra, yalnizca nokta ve dogru
yardimiyla verilen tanimlarin taksikab geometrideki karsiliklar i¢in kaynak taramasi
yapilmig ve bilinen karsiliklar ifade edilmistir. Son olarak, verilen karsiliklarin
siniflandirilmasi ve karsilastirmasi yapilmaistir.

Tez konumun belirlenmesinde, hazirlanmasinda ve diizenlenmesinde yardim ve
fedakarligini esirgemeyen, calismalarimda bana yol gosteren degerli danisman hocam
Sayin Dog. Dr. Harun Baris COLAKOGLU’na tesekkiir ediyorum.

Bu calismami, hayatim boyunca beni destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve
manevi destegini esirgemeyen aileme ithaf ediyorum.



ICINDEKILER

OZET oottt bbbttt [

ABSTRACT - i

ONSOZ.....ooeeee ettt iii

AKADEMIK BEY AN ....cooomiiiiiiintiesiseissiesie s v

SIMGELER ......coovitivitiiieiieteisie ettt Vi

SEKILLER DIZINI.......ciiiiiiiiciiiieies s vii

CIZELGELER DIZINT ...cooviiiiiieeeeeeeee e iX

L GIRIS oot ettt 1

2. KAYNAK TARAMASI ... s 6

2.1. Oklid Geometrisinde KOMIKIET ........ccccevovveiuereieriicceeieeie e 6

2.1.1. Koniklerin KeSit tantml.......cccueiuieiiriiieniie e 9

2.1.2. Koniklerin odak ve dogrultmanli tanimi ............ccocevveinieienenescsesenen 14

2.1.3. Merkezli koniklerin iki odakli tanimi..........cccocoeiiiiiiiiiiice 15

2.1.4. Merkezli koniklerin iKi dogrulu tanimi ..........ccocovvvvinieninnensneneseseeen 16

2.1.5. Koniklerin denklemleri...........ccocooiiiiiiiicicee e 18

2.2. Taksikab Geometride KONIKIEr ..o 27

2.2.1. Taksikab dUzZIem.........cccveiiiiiiiiii e 27

2.2.2. Koniklerin odak ve dogrultmanli taniminin taksikab karsiligi.................. 36

2.2.3. Merkezli koniklerin iki odakli taniminin taksikab karsiligt..................... 70

2.2.4. Merkezli koniklerin iki dogrulu taniminin taksikab karsilig1.................... 81

3. MATERYAL VE METOT ..ttt 94

4. BULGULAR VE TARTISMA ..ottt 95

4.1. Taksikab Cember Tipleri.......cccoviiiiiiiiiiiiiiiii 95

4.2.Taksikab ENPS TIPIEIT .c.ooviiiiiece e 96

4.3. Taksikab Parabol TIPIErT .....cccovoiiii e 97

4.4, Taksikab HIperbol TIPIET ...c.eeiiieiiiie e 97

5. SONUGLAR ..ottt bbbttt sn bbb e i 99

B. KAYNAKLAR ..ottt bbbttt b bt 101
OZGECMIS



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Taksikab Geometride Konikler Uzerine”
adl1 bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak yazildigini belirtir,
bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gosterdigimi beyan
ederim.

06/12/2021

Merve OZER



Simgeler

R :Reelsayilar kiimesi

R* :Pozitif reel sayilar kiimesi
R~ : Negatif reel sayilar kiimesi
R? : Analitik diiziem

R2 :Taksikab diiZem

R3 :Taksikab uzay

de : Oklidyen uzaklk

dr :Taksiuzaklik

dp :Minkowski (Ip) uzakligi

SIMGELER

Vi



SEKILLER DIiZiNi

Sekil 2.1. Tek kanatli koninin diizlemle Kesitleri ..........ccooovvivieiiiiiiiiiiiiec e 6
SeKil 2.2, KONT YUZEYI.1..viveiuiiiireiiieii sttt 8
SekKil 2.3. Koninin tabanT .........c.uuiiiiiiiiiie ittt e e e e e s e e e srree e 8
SekKil 2.4, DiK daireSel KONI........ccoviiiiiiiieieie et 8
SekKil 2.5, EZIK daireSel KONI ......ccvviiiiiiiice e 8
Sekil 2.6. Dik dairesel koninin bir diizlemle KeSItler............cccovvviiieniiiiiieseiee 9
Sekil 2.7. Koninin diizlemle kesiti - €liPS......ccccoveiieiiiiiiicicce e 13
Sekil 2.8. Koninin diizlemle kesiti - hiperbol .............ccooeiiiiiiiis 13
Sekil 2.9. Koninin diizlemle kesiti - parabol ...........cccovevveiiiieiicicc e 13
Sekil 2.10. Bir nokta ve disindaki bir dogru ile elde edilen konikler ...............cccoue.... 15
Sekil 2.11. iki nokta yardimiyla elde edilen elips.............ccoeveuererrreccrerererieeeeeeieeseeeenn, 15
Sekil 2.12. iki nokta yardimiyla elde edilen hiperbol............ccccovvcveriveererecrerrierereeenane 16
Sekil 2.13. iki dogru yardimiyla elde edilen elips ..........c.ccoeveueverrreeererereiieeeeeeie e, 16
Sekil 2.14. Iki dogru yardimiyla elde edilen hiperbol ...........cccccvveiiriveriiiiiceiiceenne, 17
Sekil 2.15. Standart denkleme sahip €lipSIer .........coviiiiiiii s 22
Sekil 2.16. Standart denkleme sahip hiperboller ... 24
Sekil 2.17. Standart denkleme sahip paraboller...........ccoocoiiiiiiiiiii s 26
Sekil 2.18. P; ve P2 noktalar1 arasindaki taksikab uzakliK ............cccccoeveiiiiiiiieeicineenn, 28
Sekil 2.19. Taksikab diizlem KAK aksiyomunu saglamaz...........c.ccccecvereininencnninnn 31
Sekil 2.20. M merkezli r yarigapli taksikab ¢emberi ........cecvverieriiiiriieneee e 32
Sekil 2.21. Taksikab diizlemde merkezden gecen dogrularin siiflandirilmast ............. 33
Sekil 2.22. Taksikab diizlemde bir P noktasinin bir | dogrusuna uzakligi ..................... 33
Sekil 2.23. —1 <m < 0 i¢in dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab elipsleri........ 42

Sekil 2.24. —1 <m < 0 i¢in dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab parabolleri ... 49

Sekil 2.25. —1 <m < 0 i¢in dejenere odak-dogrultman taksikab parabolleri.................. 54

Vil



Sekil 2.26.
Sekil 2.27.
Sekil 2.28.
Sekil 2.29.
Sekil 2.30.
Sekil 2.31.
Sekil 2.32.
Sekil 2.33.
Sekil 2.34.
Sekil 2.35.
Sekil 2.36.
Sekil 2.37.
Sekil 2.38.
Sekil 2.39.
Sekil 2.40.
Sekil 2.41.
Sekil 2.42.
Sekil 2.43.

Sekil 2.44.

—1 <m <0 i¢in dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab hiperbolleri.. 63
—1 <m <0 i¢in dejenere odak-dogrultman taksikab hiperbolleri................. 69
C1 = C2 i¢in iki odakl1 taksikab elipSi........c.cccvvveiiiiiiiiiiici e 73
C1 > C2 > 0 i¢in iki odakli taksikab elipsi ......cccccvviiiiiiiiiiiiiiniie e 73
a > c1 > C2 = 0 i¢in iki odakl1 taksikab elipsi........cccoovviiiiiiiiiiiiiice, 74
a > c1 = C2 = 0 igin dejenere iki odakli taksikab elipSi.......ccccvcvviiiiiiiiiennnne 74
a = C2 = ¢1 = 0 i¢in dejenere iki odakli taksikab elipsi.........cccccvvveiviiiirnenn. 75
c2=c1>0ve 0<ac<c:+ c2icin dejenere iki odakli taksikab hiperbolii .... 79

€1>C2>0vec:—c2<ac<cy+ C2icin iki odakli taksikab hiperbolii .......... 79
C1>C2 >0 ve c1 — C2 = aigin iki odakli taksikab hiperbolii.............cccuenee. 80
c1>C2>0ve0<ac<cy— c2icin iki odakli taksikab hiperbolii................... 80
€1 >C2 = 0ve 0 <a<cyigcin iki odakl taksikab hiperbolii ...........ccccevuvennee. 81
iki dogru yardimiyla elde edilen taksikab elipSleri........c.cocovririerrirereininnnn. 87
Iki dogru yardimiyla elde edilen taksikab cemberi............cccoevrvevererrnennnen. 88
Iki dogru yardimiyla elde edilen taksikab hiperbolleri .............ccccovvnneee, 93
Taksikab ¢ember tIPIeTi .......coviiiiiiiiiiiiii 95
Taksikab elips tIPIETT ....ooviieiie e 96
Taksikab parabol tiPIEri..........ccoooiiiiiicc e 97
Taksikab hiperbol tipleri..........cocoiiii 98

viii



CIZELGELER DIiZiNi

Cizelge 2.1. Koniklerin denklemlerine gore siniflandirilmasi
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1. GIRIS

ispatll geometri Tales (MO 624-546) ile birlikte baglar. O zamana kadar basit 6l¢tim
yontemlerinden ibaret olan geometri, bu tarihlerden sonra ideal geometrik nesnelerin
degismeyen ozelliklerinin belirlenmesi cabasina donisur. Bu ¢aba; Thales’le iliskilendiri-
len Pisagor (MO 570-495) ve takipgileri, Pisagor’la iliskilendirilen Platon (MO 427-347)
ve Akademisi ve Sofistler (MO 5. ve 4. yiizyillar) kosetaslariyla devam eder. Sistematik
olarak organize edilmis ilk geometri kitabinin, Elemanlar adiyla Sakizli Hipokrat (MO
470-410) tarafindan yazildigi kabul edilir. Hipokrat’tan sonra mantik yapisi ve termi-
nolojisi giderek daha iyi olan birkag kitap daha yazilmistir. Ancak, bu kitaplar guinimiize
ulasamamistir. Bu sekilde yazilan kitaplarin en tnlist ve yizyillar boyu standart geometri
kitabi olarak kalan Oklid’in (M.O 330-275) yazmis oldugu 13 ciltlik Elemanlar kitabidir
(MO 300). Oklid, tinlii Elemanlar adli eserinde, giriste 5 aksiyom, 5 postulat ve 23 tanim
vermis ve o zamana kadar bilinenleri kendi katkilariyla birlikte sistematik bir sekilde
islemistir. Oklid, kitabinin girisinde verdigi genel ve geometriye 6zel olan ispatsiz 6ner-
melerini aksiyomlar ve postulatlar olarak ikiye ayirir. Glnimiizde aksiyom ve postulat-
lar arasinda bir fark gozetilmez ve baglangi¢ kosullari olarak degerlendirilir (Colakoglu
2019).

Oklid’in, kitabinin basinda geometriye 6zel olarak verdigi postulatlar sunlardir:

1) Herhangi iki noktayi birlestiren bir dogru cizilebilir.
2) Bir dogru her iki yénde stirekli olarak uzatilabilir.
3) Yaricapi ve merkezi verilen cember cizilebilir.

4) Butln dik agilar birbirine esittir.

5) Iki dogruyu tigtincii bir dogru kestiginde, kesen dogrunun ayni tarafinda kalan ic acilarin
olclleri toplami iki dik acidan kicuk ise, bu iki dogru sirekli olarak uzatildiginda ic

acilarin iki dik acidan kiciik oldugu tarafta kesisir.

Oklid’in 5. postulati genelde, ona denk olan "Bir dogruya disindaki bir noktadan
yalnizca bir tek paralel dogru cizilebilir." paralellik postulatiyla anthir. Matematikgiler

uzun bir stire Oklid’in verdigi 5. postulatin veya paralellik postulatinin gereksiz olduguna
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ve bu postulatlarin gecerliliginin diger dort postulat yardimiyla gosterilebilecegine inan-
miglardir. Ancak, 2000 yildan fazla bir sure bu inanci kanitlamak icin tekrarlanan gi-
risimler basarisiz olmustur. Besinci postulatin ispatlanamamasi bu postulatin gecerli ol-
madigl bir geometrinin mimkun olabilecegini akla getirmistir. Daha sonralari Bolyai,
Lobagevski ve Gauss tarafindan besinci postulatin ispat edilemeyecegi ve onun miimkin
hallerden yalniz biri oldugu kanitlanmistir. Bdylece paralellik postulatini saglamayan
geometriler dogmustur. Tarihsel olarak, Oklid’in 5.postulatini saglamayan geometriler
Oklidyen olmayan veya Oklid-disi geometri olarak bilinir. Ancak, Oklid’in aksiyomatik
sistemi milkemmel degildir. Oklid’in aradigi milkemmelligi yakalamak icin 19. yiizyilda
bircok calisma yapilmistir. Bu calismalardan biri, Hilbert’in 1899 tarihli “Geometrinin
Temelleri” (Grundlagen Der Geometrie) adli eseridir. Bu kitapta Hilbert, verdigi aksi-
yomlar toplulugundan Oklid geometrisinin nasil elde edildigini ortaya koymustur. Bun-
dan sonra, bircok matematikci Oklid geometrisi icin farkli aksiyom sistemleri olustur-
mustur ve Oklidyen geometri icin alinacak olan bu aksiyom kiimelerine ait aksiyomlardan
en az birini saglamayan geometriler Oklidyen olmayan veya Oklid-disi geometri olarak

tanimlanmistir (Colakoglu 2019).

Biz bu tez iginde Oklidyen geometri icin, (Krause 1987)’de yer alan metrik yak-

lasimla diizenlenen asagidaki 13 aksiyom kiimesini dikkate alacagiz:

P : noktalar kiimesi,
L : P nin bazi alt kiimelerinin bir ailesi olan dogrular kiimesi,
d : uzaklk fonksiyonu,

m : agl 6lcum fonksiyonu

olmak lizere asagida verilen 13 aksiyomu saglayan bir [P, L, d, m| matematiksel yapisina

Oklidyen geometri denir:
[E1] Verilen iki noktayi iceren bir tek dogru vardir.
[E2] Her dogru en az iki nokta icerir. P kiimesi dogrusal olmayan en az u¢ nokta icerir.

[E1] ve [E2] aksiyomlari Uzerinde olma (incidence) 6zellikleridir. Bunlari izleyen
dort aksiyom uzaklik fonksiyonunun pozitif tanimli ve simetrik oldugunu, liggen esitsiz-

ligini ve cetvel 6zelligini sagladigini ifade eder:

2
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[E3] d, her sirali (A, B) nokta ciftine bir tek negatif olmayan d (A, B) sayisini esler.
d (A, B) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul A = B olmasidir.

[E4] d (A, B) =d(B,A)dr.
[E5] d (A, B) +d(B,C) > d(A,C) dir.

[E6] Verilen her [ dogrusu icin dyle birebir ve orten f; : [ — R fonksiyonu vardir ki,

uzerindeki her A ve B noktalari igin
/i (A) = fi(B)| = d(A, B)
saglanir.
Asagidaki aksiyom diizlem ayirma aksiyomudur:

[E7] Verilen her bir [ dogrusu icin P nin, yari-dizlem seklinde adlandirilan ve agagidaki

ozellikleri saglayan H, ve H, gibi iki alt kiimesi vardir:

1) H; ve H, konvekstir.
i) HL U Hy, =P — [ dir. (P — I, P den [ nin atilmisi demektir).
i) Ac H ve Be Hyise ABN I # @ dir.
Simdi verecegimiz dort aksiyom agi 6lgme fonksiyonunun ézelliklerini belirler:
[E8] m, her bir aciy1 0 ile 180 arasinda degisen bir reel saylya esler.

[E9] Bir H yari-diizleminin kenari tzerinde bir [AB 1sini ve 0 ile 180 arasinda herhangi
bir r reel sayisi verildiginde P € H ve m/PAB = r olacak sekilde bir tek [AP igini

vardir.
[E10] Eger D noktasi ZABC agisinin i¢ bolgesinde ise,
mZABD +m/DBC = m/ABC

saglanir.
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[E11] EQer B noktasl, A ile C arasindave D ¢ AC ise,
mZABD +m/ZDBC = 180
saglanir.

Siradaki aksiyom kenar-aci-kenar aksiyomu olarak bilinir:

[E12] Iki ticgenin kose noktalari arasinda birebir bir esleme verilsin. Eger birinci ticgenin
iki kenari ve aralarindaki ac, ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarina ve agisina es ise bu

tcgenler estir.
Son aksiyom paralellik aksiyomu olarak ifade edilir:

[E13] [ dogrusu ve disinda bir P noktasi verilsin. Bu durumda P noktasindan gecen ve [

dogrusuna paralel olan bir tek dogru vardir.

Ozel olarak, [E1] ve [E2] aksiyomlarini saglayan P ve IL kiimelerine birlikte
konum geometrisi denir ve [P, L] ile gosterilir; d, P izerinde bir uzaklik fonksiyonu olmak
uzere, her [ € IL dogrusu cetvele sahipse, [P, L] konum geometrisine d ile birlikte metrik
geometri denir ve [P, 1L, d] ile gosterilir; diizlem ayirma aksiyomunu saglayan bir metrik
geometriye Pasch geometrisi denir; izerinde tanimli bir m aci 6lgme fonksiyonuyla bir-
likte [P, L, d] Pasch geometrisine acidlger (protractor) geometri denir ve [P, L, d, m] ile
gosterilir; KAK aksiyomunu saglayan acilcer geometriye mutlak (absolute, neutral)
geometri denir; son olarak, paralellik aksiyomunu saglayan mutlak geometriye de Ok-

lidyen geometri denir (Krause 1987 ve Milmann ve Parker 1991).

Asina oldugumuz Oklid diizlemi asagidaki gibi ifade edilebilir:
P =R? = {(z,y) : =,y € R} noktalar kimesi; a, b ve m reel sayilar olmak tzere,
L=Lp = l,Ulnpy = {(z,y) eR?*: 2 =a} U{(z,y) € R*:y = max + b} dodrular
kumesi; Uzerinde bulunma bagintisi "o" da (z,y) o l, < x = a ve
(x,y) o lmp < y = ma + b seklinde tanimlansin. Bununla birlikte, P, = (x,y,) ve

Py = (3, 12) noktalari igin uzaklik fonksiyonu dg : R? x R? — R;

dp(Py, Py) = [(:L‘l _ x2)2 + (g1 — y2)2] 1/2
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seklinde ve herhangi bir ZABC agisi igin agi 6lgme fonksiyonu da

mg(LABC) = (@) cos™ (HZA—_BB;], ||CC_—E2H)

seklinde tanimlansin. [R2, Ly, d, mg] sistemi yukaridaki 13 aksiyomu saglar ve bir Ok-
lidyen geometri modelidir. Her [P, L, d, m] Oklidyen geometri modeli [R?, Ly, dg, mz]
sistemine izomorftur. [R2, L, dp, my| sistemine Oklid diizlemi veya Oklidyen dizlem
denir (Milmann ve Parker 1991).

Oklid geometrisinde uzaklikla ilgili bilinen bir kavramin farkli uzaklik fonksi-
yonlarina sahip metrik geometriler icindeki karsiliklari ilgi ¢ekici olabilmektedir. Konik
kavrami da kesit tanimina ek olarak uzakliklarla iliskili ¢esitli tanimlara sahip ¢cok temel
bir kavramdir. Dolayisiyla koniklerin gesitli metrik geometrilerideki karsiliklari ilgi ge-
kicidir ve literatirde farkli yazarlar tarafindan ele alinmistir. (Krause 1975), (Laatsch
1982) ve (Moser ve Kramer 1982) calismalari 6rnek olarak verilebilir. Bu tezde konik
kavraminin Oklid geometrisindeki bilinen tanimlari (Colakoglu 2021a)’dan yararlanilarak
toplu bicimde ifade edilmis ve bir metrik geometri olan taksikab diizlem tanitilarak bu
kavramin sadece nokta ve dogru yardimiyla verilen tanimlarinin taksikab dizlemdeki
karsiliklari, (Laatsch 1982), (Krause 1987), (Kaya vd. 2000) ve (Colakoglu 2021b) kay-

naklarindan yararlanarak derlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bolimde, once Oklid diizleminde koniklerin temel -yani, kesit ve sadece nokta
ve dogru yardimiyla verilen- tanimlari (Colakoglu 2021a)’dan yararlanilarak verilecek-
tir. Daha sonra taksikab duzlem aksiyomatik 6zellikleriyle tanitilacak ve (Krause 1987),
(Laatsch 1982), (Kaya vd. 2000) ve (Colakoglu 2021b) kaynaklarindan yararlanilarak
sadece nokta ve dogru yardimiyla verilen konik tanimlarinin taksikab karsiliklar verile-

cektir.

2.1. Oklid Geometrisinde Konikler

Konik; Oklid diizleminde nokta, dogru, paralel iki dogru, kesisen iki dogru, cember,
elips, hiperbol ve parabolden olusan bir ailenin genel adidir. Bununla birlikte, nokta, cem-
ber, dogru, paralel iki dogru, kesisen iki dogru dejenere koniklerdendir ve konik denince
genelde yalnizca dejenere olmayan konikler, yani elips, hiperbol ve parabol akla gelir.
Koniklerin ilk kez Menaechmus (MO 380-320) tarafindan kesfedildigi bilinir. Menaech-
mus, Sekil 2.1’de gosterildigi gibi, ikizkenar bir dik cgenin bir dik kenari etrafinda
tam tur dondurilmesiyle elde edilen dik koni yiizeyini t¢genin hipotenisine dik bir
diizlemle kesistirerek parabold, ikizkenar olmayan bir dik tggenin kisa ve uzun dik ke-
narlari etrafinda tam tur dondirtlmesiyle elde edilen dik koni yiizeyini yine Uggenin
hipotenustne dik bir dizlemle kesistirerek elips ve hiperbolu elde etmistir (Colakoglu

2021a).

Sekil 2.1. Tek kanatli koninin duizlemle kesitleri
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Biiyilk Geometrici olarak bilinen Perge’li Apollonius’a (MO 262-190) kadar bu
egriler -koninin tepe noktasinda olusan aci dikkate alinarak- dik ac¢ili koni kesiti (parabol),
dar acil koni kesiti (elips) ve genis acili koni kesiti (hiperbol) olarak ifade edilmistir.
Egrilere buginki isimlerini veren Apollonius’tur. Koniklerle ilgili kendinden énceki bil-
gileri bir araya getirerek ve kendi buluslarini da ekleyerek Konikler adli sekiz ciltlik ki-
tap yazmistir. Apollonius’tan sonra 17. yizyila kadar konikler Uzerine 6nemli fazla bir
calisma yoktur. Konikler, Johannes Kepler (1571 — 1630) ve Isaac Newton’un (1643-
1727) gezegenlerin hareketlerine ve gekim yasalarina yonelik ¢caligmalari sonrasinda 6nem

kazanir; analitik ve projektif geometrinin dogusuyla da ayrintili olarak incelenir. Konikler,
1) dik dairesel koninin diizlemle kesitleri olarak,

2) nokta ve dogru kullanilarak,

3) iki nokta kullanilarak (sadece elips ve hiperbol igin),

4) iki dogru kullanilarak (sadece elips ve hiperbol icin),

tanimlanabilmektedir. Bu tanimlara koniklerin temel tanimlari diyecegiz. Bununla bir-

likte, konikler

5) dik dairesel silindir, dik dairesel koni ve tek kanatl dairesel hiperboloidin genel bir hali

olan burkulmus silindirin diizlemle kesitleri olarak,

6) cember ve dogru kullanilarak,

7) iki cember kullanilarak,

8) nokta ve ¢cember kullanilarak (sadece elips ve hiperbol icin),

9) bir denklem kullanilarak (analitik diizlemde tanimlanacaklarsa)
da tanimlanabilmektedir (Colakoglu 2021a).

Bu tezde, Oklid diizleminde koniklerin temel tanimlarini verecegiz ve yalnizca
nokta ve dogru yardimiyla verilen tanimlarinin taksikab karsiliklarini inceleyecegiz. Ok-

lid geometrisinde koniklerin kesit tanimini vermeden énce koni tanimini verelim:
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Tanim 2.1. T', uzayda sabit bir nokta, ¢ de 7" noktasindan gegmeyen ve 7" ile birlikte ayni
duzlemde bulunmayan bir uzay egrisi olsun. X, o egrisi Uzerindeki tim noktalari tarayan
hareketli bir nokta olmak Uzere, T'X dogrusunun geometrik yerine bir koni ytzeyi, cift
koni veya kisaca koni denir (Sekil 2.2). Burada, 7" noktasina koninin tepe noktasi, 7’
noktasi ve  egrisinin bir noktasindan gegen her bir dogruya koninin bir ana dogrusu
ve T' noktasinin konide ayirdigi iki parcadan her birine de koninin bir kanadi denir Eger
o egrisi, T noktasindan ge¢cmeyen bir dizlem iginde bulunuyorsa ve kapali ise bu egriye
veya egrinin sinirladigr dizlemsel bélgeye koninin tabani denir (Sekil 2.3). Tabani bir
daire olan koniye dairesel koni denir. Bir dairesel koninin tepe noktasiyla taban merkezini
birlestiren dogruya koninin ekseni denir. Bir dairesel konide eksen tabana dik ise bu
koniye dik dairesel koni (Sekil 2.4), dik degil ise egik dairesel koni denir (Sekil 2.5)
(Colakoglu 2021a).

e,
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Sekil 2.2. Koni yuzeyi Sekil 2.3. Koninin tabani
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Sekil 2.4. Dik dairesel koni Sekil 2.5. Egik dairesel koni
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2.1.1. Koniklerin kesit tanimi

Kaynaklarda koniklerin kesit tanimi genelde asagidaki sekilde yapilir:

Tanim 2.2. Bir dik dairesel koninin bir duzlemle kesistirilmesinden elde edilen arake-
sitlere konik denir (Sekil 2.6). Ozel olarak, koninin ekseninin bir ana dogrusuyla yaptig

dar ac1 6 olmak Uzere;

1) kesen duzlemin eksenle yaptigi dar aci 6’dan buyiik ise, arakesitlere elips,

2) kesen duzlemin eksenle yaptigi dar aci 6’ya esit ise, arakesitlere parabol,

3) kesen duzlemin eksenle yaptigi dar agi ’dan kicuk ise, arakesitlere hiperbol,

4) kesen diizlem koninin ug noktasindan geciyorsa, arakesitlere dejenere konik denir (Co-
lakoglu 2021a).

v
A

-

LR

Sekil 2.6. Dik dairesel koninin bir diizlemle kesitleri

Bu tanima gore nokta ve cember, elipsin; kesisen iki dogru hiperboliin; bir dogru
da paraboliin 6zel durumlaridir. Koniklerle ilgili iyi bilinen diger iki tanim uzaklikla
iliskili geometrik yer olarak ifade edilir. Bu tanimlari vermeden 6nce tanimlari vere-
bilmemizi saglayan iki karakteristik 6zelligi belirleyecegiz. Bunun igin Germinal Pierre
Dandelin’in (1794-1847) kureler yardimiyla verdigi ispati kullanacagiz. Bu ispatta kul-

lanilan kiirelere Dandelin kireleri denmektedir.
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Dandelin kureleri: Pierre Dandelin, dik dairesel koninin dizlemle kesitlerinin
uzakhkla iliskili iki karakteristik 6zellige sahip oldugunu koninin icine yerlestirdigi kiireler
yardimiyla gostermistir. Dik dairesel koninin duzlemle arakesiti olan elips i¢in bu iki
ozellgin elde edilisi, Sekil 2.7 gdz 6niine alinarak asagida verilmisitir. Diger durumlar da

benzer olarak elde edilir.

1) Bir cember ve bu ¢cemberin merkezinden gecen ve cember diizlemine dik olan dogru

uzerinde fakat cember diizleminde olmayan bir nokta alahim.
2) Bu gember ve noktayla olusturulan dik dairesel koniyi g6z ntne alalim.
3) Cemberin merkezinden ve bu noktadan gegen dogru koninin eksenidir.

4) Simdi, koniyi, kapali bir egri olusturacak sekilde bir diizlemle kesistirelim. Arakesit

tanim geregi bir elipstir.

5) Bu diuzleme dik olan ve koninin ekseninden gegen bir tek duzlem vardir. Bu diizlemi
insa edelim. Once eksenin diizlemle kesisme noktasini belirleyelim. Sonra eksen (ize-
rindeki baska bir noktanin diizlem Gzerine dik izdusimunu alalim. Bu (¢ noktadan gecen
dizlem aradigimiz diizlemdir. Yani, hem koninin ekseninden geger, hem de kesen duiz-
leme diktir. Dik dairesel koni, ekseninden gecen her diizleme gére simetrik oldugundan
bu diizleme gore simetriktir. Ayrica kesen diizlem, bu dizleme dik oldugundan kesen

duzlem de bu diizleme gore simetriktir. Bu dizleme simetri diizlemi diyelim.

6) Hem koni hem de kesen diizlem Uzerinde olan bir noktanin simetri diizlemine gore
simetrigi yine hem koni hem de kesen diizlem Uzerindedir. Buna gore, elips simetri diiz-

lemine gore simetriktir.

7) Kesen dizlem ve simetri dizlemi birbirine dik oldugundan, kesen duzlemdeki bir
noktanin simetri diizlemine gore simetrisi, bu iki dizlemin kesisme dogrusuna gore de
simetriktir. Buna gore, elips bu kesisme dogrusuna gore de simetriktir. Bu dogruya elipsin

simetri ekseni diyelim.

8) Simetri diizlemi koniyi tepe noktasinda kesisen iki dogruda keser. Bu kesisen dogrular
ve elipsin simetri ekseni ayni dizlemdedir ve kesisirler. Kesisen dogrular simetri eksenini

A; ve A, noktalarinda kesissinler.
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9) Bu koninin igine, merkezi koninin ekseni tzerinde ve koni ylizeyine teget olacak sek-
ilde kireler yerlestirilebilir. Boyle iki kiire, kesen diizleme de teget olacak sekilde Sekil

2.7°de oldugu gibi yerlestirilsin.

10) Simetri diizlemi kirelerin merkezinden gectigi icin kireleri iki es parcaya ayirir ve bu

diizlemin kurelerle kesisimi de yarigapi kiirelerin yarigaplarina esit iki gemberdir.

11) Kesen dizlem, simetri diizlemine dik oldugundan, kirelerin kesen diizleme teget
degme noktalari elipsin simetri ekseni Uzerinde olur. Ayrica, kiireler koninin her ana

dogrusuna tegettir.

12) O halde, kirenin simetri duzlemiyle kesismesinden elde edilen ¢cemberler kesisen

dogrulara ve elipsin simetri eksenine tegettir.

13) Bu ¢ dogruya teget olan cemberlerin merkezini (ki bu merkezler kirelerin de merke-
zidir) ve teget degme noktalarini bulabiliriz. Koése acilarin aciortaylarinin koninin ek-
seniyle kesimi bu cemberlerin merkezini verir. Merkezlerden tegetlere inilen dikmeler de
teget degme noktalarini verir. Bunlara F ve F; diyelim. Her kesen diizlemle bu iki nokta

tek tarli olarak bellidir. Bu noklara elipsin odaklari denir.

14) Kirelerin merkezleri ve kesen diizleme degme noktalari elde edilmistir. O halde bu
kireleri insa edelim. Simdi kirelerin kesisen dogrulara teget degme noktalarindan gegen
ve koninin eksenine dik olan paralel duzlemleri inga edelim. Bu diizlemlerin koni ve
kiireyle kesimleri ayni cemberlerdir; koni ve kiire birbirine bu cemberler boyunca teget-
tir. Ayrica, bu dizlemlerle kesen diizlemin kesisimi iki paralel dogru verir. Bu dogru-
lara elipsin dogrultmanlari denir. Bu dogrular, simetri diizlemine dik olan iki dizlemin
kesisme dogrusu oldugundan simetri duzlemine dolayisiyla da elipsin simetri eksenine

diktir. Bu dogrularin simetri eksenini kestigi noktalara D, ve D, diyelim.

15) Simdi elips lzerinde bir X noktasi alalim. Koninin tepe noktasindan ve X nok-
tasindan gecen dogru kurelere tegettir. Cunkd bu dogru kirelerin koniyle teget olduklari
cemberleri birer noktada keser. Bu noktalar kirelerin bu dogruya degme noktalaridir. Bu
teget degme noktalarina K ve K, diyelim. K K, dogrusu paralel iki diizleme hep ayni

acida oldugundan | Ky K»| uzunlugu sabittir.
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16) Kesen duizlem, kirelere F; ve F; noktalarinda tegetti. X noktasi kesen diizlem uize-
rindedir. O halde X F; ve X F; dogrular kiirelere F; ve F, noktalarinda tegettir. X
noktasindan bir kiireye ¢izilen teget parcalari esit uzunlukta olacagindan | X K| = | X Fi |

ve |XK2| = |XF2| dir.

17) Buradan, | X Fi| + | X Fy| = | X K| + | XK, = |K; K> dir ve sabittir. X noktasi
degisse, hatta kesen diizlemi degisse de elips Gzerindeki noktalarin iki sabit noktaya uzak-

liklar1 toplami sabit olur.

18) Kesen duzlemle paralel dizlemlerin kesisme dogrularinin paralel oldugunu ve elipsin
simetri eksenine dik oldugunu belirlemistik. Simdi X noktasindan gegen ve elipsin simetri
eksenine paralel olan bir dogru insa edelim. Bu dogru, birbirine paralel olan kesisme
dogrularina da dik olur. Bunlarin kesisme noktalarina H; ve H, diyelim. X noktasi

degisse de | H, H,| sabittir ve | D; Ds| ye esittir.

19) K H, ve K5 H, dogrulari ayni diizlemde ve kesismedikleri icin paraleldirler. Ayrica,
KK, dogrusu ve H,H, dogrusu X noktasinda kesisir. O halde burada Thales teoremi

uygulanabilir.

XK XK XF, XFE
[XEQ| | X E| ve buradan (XF| _ X B

= = dir. Oranti 6zelliklerinden
(X Hy| |XH | XHy| [XH,

20) O halde,

XF|  |XB|  XEB|+|XE| XK+ XK KK

= = = = bulunur.
| XHy| | XHy| |XHi|+|XHy| |XH|+|XHs| |HiH,
. . K1 Ks| |, o ..
| K1 K| ve |Hy H,| sabit sayilar ve | Ky K»| < |HyHo| oldugundan A degeri O ile
1442

1 arasinda sabit bir sayidir.

| X 1| _ | X Fy|
| XHy| | X Hy
bir sayidir. O halde dejenere olmayan bir elips Gzerindeki bir noktanin, sabit bir noktaya

21) Buna gore, X degisse de her X icin orani sabit ve 0 ile 1 arasinda

uzakhiginin sabit bir dogruya uzakligina orani 0 ile 1 arasinda sabit bir sayidir.

Bu 6zellik koniyi kesen diizlem degisse de degismeyeceginden elipsi karakterize

eder ve onu tanimlamak igin kullanthr (Colakoglu 2021a)
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Sekil 2.8. Koninin duzlem kesiti - hiperbol ~ Sekil 2.9. Koninin diizlem kesiti - parabol

Boylece ¢cember hari¢ tum konikler icin karakteristik odak-dogrultman 6zelligi,
ek olarak elips ve hiperbol icin karakteristik iki-odak 6zelligi belirlenmis olur. Elips ve
hiperbol bir simetri merkezine sahip olduklarindan 6zel olarak merkezli konik olarak
isimlendirilir. Yukarida elde edilen karakteristik 6zellikler yardimiyla koniklerin odak-

dogrultman ve merkezli koniklerin de iki odak tanimi verilir (Colakoglu 2021a).
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2.1.2. Koniklerin odak ve dogrultmanli tanimi

Tanim 2.3. Dizlemde, sabit bir F' noktasi ve sabit bir d dogrusu verilsin. Negatif olmayan
sabit bir e reel sayisi igin, |PF| = e |Pd| 6zelligindeki P noktalarinin geometrik yerine
konik denir. Ozel olarak, konige; 0 < e < 1 ise elips, e = 1 ise parabol, e > 1
ise hiperbol denir. Ayrica, verilen sabit noktaya konigin odagi, sabit dogruya konigin

dogrultmani, sabit sayiya da konigin dismerkezligi denir (Colakoglu 2021a).

Tanima gore, eger F' noktasi d dogrusu Uzerinde ise, konik
1) e = 0 i¢in, F' noktasindan ibaret tek bir nokta (0 < e < 1 igin bog kime),
2) e = 1 icin, d dogrusuna F' noktasinda dik olan bir dogru,

3) e > 1 icin, F noktasindan gegen ve d dogrusuna gore simetrik olan kesisen iki dogru

olur. Bu dejene durumlar daha dnceki kesit tanimiyla tutarlidir. Ancak, tanimda |PF| =

. |PF o e
e |Pd| yerine ﬁ = e sartl kullanilirsa, F' noktasi d dogrusu Uzerinde iken,

1) e = 0 i¢in, bog kiime,
2) e = 1 ic¢in, d dogrusuna F' noktasinda dik olan dogrudan F' noktasinin ¢ikarilmasiyla

elde edilen yaridogru,

3) e > 1 igin, d dogrusuna gore simetrik ve F' noktasinda kesisen iki dogrudan F' nok-

tasinin ¢ikarilmasiyla elde edilen iki yaridogrunun birlesimi

elde edilir. Bu durumda kesit tanimiyla tutarli olmayan dejenere durumlar elde edilmek-
tedir (Colakoglu 2021a).

Tanim 2.3’e gore, bir nokta bir elipsin, bir dogru bir paraboliin ve kesisen iki
dogru bir hiperboliin 6zel durumudur. Bununla birlikte, cember ancak bir limit duru-
munda elde edilebilmektedir: Merkezi sabit F' noktasi ve yarigapi  olan bir gember ve F’
noktasindan uzakhgi « > r olan, yani cemberi kesmeyen bir d dogrusu alalim. Odagi F,
dogrultmani d ve digmerkezligi e = ~ seklinde tanimlanmig olan bir elips icin dogrult-
man kendisine paralel bir sekilde sonsuza giderken, elips M merkezli r yaricapli cembere,
elipsin dismerkezligi de 0’a gider. Baska bir ifadeyle her cember dogrultmani sonsuzda
olan bir elips gibi yorumlanabilir. O halde, bir nokta bir cemberin ve bir cember de bir

elipsin 6zel durumu olarak gorilebilir (Colakoglu 2021a).
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Sekil 2.10. Bir nokta ve digindaki bir dogru ile elde edilen konikler

2.1.3. Merkezli koniklerin iki odakli tanimi
Elipsin iki nokta yardimiyla verilen tanimi asagidaki gibi yapilabilir:

Tanim 2.4. Duzlemde sabit iki noktaya uzakliklari toplami; sabit ve bu noktalar farkli
iken bu noktalar arasindaki uzakliktan blytk olan noktalarin geometrik yerine elips denir.

Bu sabit noktalara da elipsin odaklari denir (Colakoglu 2021a).

Sekil 2.11. 1ki nokta yardimiyla elde edilen elips

Eger iki nokta ayni nokta olarak secilirse, 6zel durum olarak ¢cember ve dejenere
durum olarak nokta elde edilir. Cember igin verilen "sabit bir noktadan sabit bir uzaklikta
bulunan noktalarin geometrik yeri" tanimi, elipsin taniminin bir 6zel halidir (Colakoglu
2021a).

Hiperbolun iki nokta yardimiyla verilen tanimi agagidaki gibi yapilabilir:

Tanim 2.5. Dizlemde sabit iki noktaya uzakliklari farki, bu noktalar arasindaki uzaklik-
tan kucik ve pozitif sabit bir sayr olan noktalarin geometrik yerine hiperbol denir. Bu

sabit noktalara da hiperbolln odaklari denir (Colakoglu 2021a).
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Sekil 2.12. Iki nokta yardimiyla elde edilen hiperbol

Kaynaklarda, merkezli koniklerin iki-odak taniminda "noktalar arasindaki uzak-
liktan kigik ve biyik olma™ kisitlamasi yer almamaktadir. Ancak, bu durumda elipsin
dejenere hali "bir dogru parcasi”, hiperboliin dejenere hali ise "zit yonlerde ve ayrik iki

Isinin birlesimi™ veya "diizlemin tamami™ olabilmektedir. Daha acik olarak;

e [ = Fy iken uzakliklar farki 0 ise "dizlemin tamami™ elde edilir,

e F) # F; iken; uzakliklar toplami sabit ve | Fy F;,| degerine esit ise "bir dogru pargasi”,
uzakhklar farki sabit ve | F F»| degerine esit ise 1 F, — (F}, F) elde edilir.

Ancak bu durumlar daha dnce elde edilmis olan dejenere formlara uymamaktadir. Yukari-
da yer alan tanimda verilen kisitlamalarla elde edilen dejenere durumlar énceki durum-
larla tutarsizlik olusturmaz. Bununla birlikte, bu tanimda hiperbol icin kesisen iki dogru
dejenere durumu elde edilememektedir (ancak bu dejenere durum kisitlama olmasa da

elde edilemez) (Colakoglu 2021a).

2.1.4. Merkezli koniklerin iki dogrulu tanimi

Elipsin iki dogru yardimiyla verilen tanimi agagidadir:

Tanim 2.6. Dizlemde bir noktasi ortak sabit iki dogruya uzakliklarinin kareleri toplami
sabit olan noktalarin geometrik yerine elips denir. Bu sabit dogrulara elipsin dismerkez-
lik dogrulari (eccentrix) denir (Colakoglu 2020, 2021a).

Sekil 2.13. 1ki dogru yardimiyla elde edilen elips
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Bu tanima gore dejenere durumlar olarak, dogrular farkli iken uzakhklarin kareleri
toplami 0 ise bir nokta, dogrular ayni iken; uzakliklarin kareleri toplami 0 ise bu dogru-
larla cakisik bir dogru, uzakliklarin kareleri toplami 0’dan blyuk ise bu cakisik dogru-
lara paralel ve onlara esit uzaklikta iki paralel dogru elde edilir. Ek olarak, elipsin iKi
odak taniminin bir 6zel halinde oldugu gibi, bu tanimin bir 6zel durumu olarak ¢cemberi,
"dizlemde dik kesisen iki dogruya uzakhklarinin kareleri toplami sabit olan noktalarin

geometrik yeri" olarak tanimlamak mimkundr:

Tanim 2.7. Dizlemde dik kesisen sabit iki dogruya uzakliklarinin kareleri toplami sabit

olan noktalarin geometrik yerine gember denir (Colakoglu 2021a).
Hiperbolin iki dogru yardimiyla verilen tanimi asagidadir:

Tanim 2.8. Duzlemde bir noktasi ortak sabit iki dogrunun olusturdugu karsihikl bélge
ciftlerinin birinde yer alan ve bu iki dogruya uzakliklari carpimi sabit olan noktalarin
geometrik yerine hiperbol denir. Bu sabit dogrulara hiperboliin dismerkezlik dogrulari
(eccentrix) denir (Colakoglu 2020, 2021a).

Hiperbolun dismerkezlik dogrulari asimptotlariyla cakisir.

Sekil 2.14. 1ki dogru yardimiyla elde edilen hiperbol

Bu tanima gore dejenere durumlar olarak, dogrular farkli iken uzakhklarin carpimi
0 ise, bu dogrularin birlesimi olarak kesisen iki dogru, dogrular ayni iken; uzakliklarin
carpimi 0 ise bu dogrularla cakisik bir dogru, uzakliklarin ¢carpimi 0’dan biyUk ise bu
cakisik dogrulara paralel ve esit uzaklikta olan iki paralel dogru elde edilir. Buna gore,
paralel iki dogru ve tek bir dogru hem elipsin ve hem de hiperboliin dejenere durum-

lardir. Ancak bu durum 6nceki dejenere formlarda gorilmemistir. Bununla birlikte, bir
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dik dairesel silindirin ve dik hiperbolik silindirin diizlemle kesitlerinden paralel iki dogru

ve tek dogru dejenere durumlari elde edilebilmektedir (Colakoglu 2000, 2021a).

2.1.5. Koniklerin denklemleri

A) Koniklerin genel denklemleri

Tum konikleri belirleyen odak-dogrultman tanimini dikkate alalim. Dizlemde
bir F' = (xo,yo) noktasi, ax + by + ¢ = 0 denklemine sahip bir d dogrusu ve negatif
olmayan bir e reel sayisini gbz 6nlne alalim. £ odakli, d dogrultmanh ve e dismerke-
zligine sahip olan konik | PF’| = e |Pd| 6zelligini saglaycagindan, Uzerindeki P = (z,y)

noktalari da

_e]a:c—l—by—l—c\

\/(1‘ - 370)2 + (y F y0)2 \/m

denklemini saglar. Bu denklem diizenlenirse
A =a?(1—-e?)+b?, B' = —2abe?, C" = a’>+b*(1—¢?), D' = —2ace? —2xq(a’+b?),

E' = —2bce® — 2yp(a® + b?), F' = (a® + b*)(x3 + y2) — ?e?
icin
A? + Baoy+C'y?*+ Do+ Ey+F =0
denklemi elde edilir. Dogru denkleminin a ve b katsayilarinin ikisi birden sifir olamaya-

cagindan, bu denklemde A’, B’ ve C’ katsayilarindan en az biri sifirdan farklidir. Ayrica,

§ = B”? — 4A’C" seklinde tanimlanirsa,
§ = (—2abe®)? — 4(a® + b* — e*a®)(a® + b* — €*b?) = 4(a® + b*)*(e* — 1)
elde edilir. Buna gore, ¢oziim kiimesinin bos olmadigi durumlarda, asagidaki durumlar
aciktir:
i) § < 0<= 0 < e < 1dir; yani, konik bir elips veya dejenere elipstir.
it) § > 0 <= e > 1dir; yani, konik bir hiperbol veya dejenere hiperboldir.

iii) § = 0 <= e = 1 dir; yani, konik bir parabol veya dejenere parabold(ir.

O halde, odak-dogrultman tanimindan elde edilen tiim koniklerin denklemi A, B,

C'en az biri sifirdan farkh reel sayilar olmak tzere
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Ax? + Bay +Cy* + Dx +Ey+ F =0

seklinde ifade edilebilir ve § = B2—4AC bu konigin genel karakterini belirler. Koniklerin
odak-dogrultman tanimindan, dogrudan ¢cember ve paralel iki dogru elde edilemez. An-

cak, denklemin bu dejenere durumlari da kapsadigi kolayca gorulebilir:
e Cemberin genel denklemi A sifirdan farkli olmak (zere

A? + Ay + Do+ Ey+F =0

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda 6 = —4A42? < 0 dir. Ayrica ¢cember icin e = 0

oldugu yorumuyla bu durum yukaridaki siniflandirmaya da alinabilir.

e Paralel iki dogrunun genel denklemi (a, b) # (0,0) Ve ¢; # co igin
(azx + by + ¢1)(ax 4+ by + ¢2) = 0 seklindedir ve bu denklem acilirsa

a?x® 4 2abxy + b*y? + alcr + co)x + bley + e2)y + cicp = 0

denklemi elde edilir. a ve b ayni anda sifir olamayacagindan yukaridaki denklem ikinci
derecedendir. Ek olarak, bu denklem icin § = 0 dir. Paralel iki dogrunun paraboliin de-

jenere durumu oldugu disunilirse, bu durum da yukaridaki siniflandirmaya dahil edilebilir.

Buna gore, dejenere olanlar dahil tuim koniklerin denklemi, A, B, C en az biri

sifirdan farkl reel sayilar olmak lzere
Az*+ Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

seklinde ifade edilebilir (Colakoglu 2021a).
Karsit olarak; A, B ve C' en az biri sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere,
Az®*+ Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

ikinci derece denklemini g6z dniine alalim. Bu denklemde, 6teleme ve dénmelerle z, y ve
xy nin katsayilar1 yok edilip simetri merkezi orijin olan veya orijinden gegen koniklerin
denklem formlarina benzetilerek Cizelge 2.1’°de verilen sonug elde edilmektedir (Ozdemir
2021).
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Cizelge 2.1. Koniklerin denklemlerine gore siniflandiriimasi

Genel Konik Denkleminin Siniflandirilmasi

2A° B D
2 2 _ .
Az® + Bxy+Cy*+ D+ Ey+ F =0; A_| B 20 E
— 2
0= B*—4AC ve D E 9F

A = Nokta
d<0 | AA <0 | Elips

AN >0 Bos kiime

AN#0 Hiperbol

0>0
AN=0 Kesisen iki dogru
A #0 Parabol
E? > 4CF Paralel iki dogru
A=0 ¢ E?=4CF Tekdogru
\ E? <4CF Bos kiime
5=0 A0 D? > 4AF Paralel iki dogru

C=0 § D?>=4AF Tekdogru
D? < 4AF Bos kiime

\

)
ABDE > 2AB?F Paralel iki dogru

DE = 2BF Tek dogru

| ABDE < 2AB*F  Bos kiime

A#£0
C 40

Konikleri, analitik duzlemde yukaridaki denklem siniflandirmasini kullanilarak

tanimlamak da mimkundir (Colakoglu 2021a).
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B) Koniklerin standart denklemleri

Yukaridaki genel denklemlere ek olarak, 6zel bir durumdaki merkezli koniklerin
iki odak tanimlari ve yine 6zel bir durumdaki paraboliin odak-dogrultmani tanimi kul-

lanilarak koniklerin standart denklemi denilen denklemleri elde edilir:

Merkezi orijinde, odaklari z-ekseni Uzerindeki /7 = (¢,0) ve F» = (—c,0) noktalari ve
x-eksenini kestigi noktalar A; = (a,0) ve Ay = (—a,0) olan elipsi géz 6niine alalim ve
a? — ¢ = b? diyelim. Bu elipsin tzerindeki her P = (z, y) noktasi igin, elipsin iki odak

tanimi geregince |PFy| + |PF,| = 2a dir. O halde,

Vie—c2+y2+(r+c)2+y2 = 2a
(x+e)2+y?2 = 2a—/(z—c)2+y?
(x+c)+y* = 4a® —da/(z — )2+ 2+ (v —c)* +9°

dre = 4a*® —4dar/(z —c)? + y?

av/(x—c)?+y? = a®—xc
a’x? — 2arc+ a’® + a*y? = a* — 2a*xc + 222
a’r’ +a* +a’y? = o'+ 27
2@ — @) + a2y = a?(a® — 3
a4 at? = ab?
denklemlerinden ) )
Sl

denklemi elde edilir.

Eger merkezi orijinde, odaklari y-ekseni tizerindeki /7 = (0, ¢) ve F» = (0, —c) noktalari
ve y-eksenini kestigi noktalar B; = (0,b) ve By = (0, —b) olan elipsi g6z ontine alirsak

ve b2 — ¢* = a? dersek, elipsin Uzerindeki her P = (x,y) noktas icin |PFy |+ |PFy| = 2b
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olur ve

Vo4 (y—c)2+ a2+ (y+c)2 = 2b
4 (y+of =
2+ (y+e)P? =

dyc =
bvr?+(y—c)? =

b2z? — 2b%yc + VP + bPy? =

2b — Va2 + (y — o)?
4b* — db\/22 + (y — )2 + 2> + (y — ¢)®
402 — 4b\/22 + (y — ¢)?
b —ye

bt — 20%yc + 3P

bra? + b2 + 62y2 = b4+ y262
b2.f13'2 +y2(b2 - 02) — b2<b2 o C2)
b23§2 + a2y2 _ a262
denklemlerinden yine
2 2
xz Y
poib ol
denklemi elde edilir.
v
y=a?/c
y b
A
x=-a/c b x=a/c <
INGESZE W
-b 5 : _ 2
@’ =it =5 R | ‘ p ks
a’ b2 a
-b
y=-allc

Sekil 2.15. Standart denkleme sahip elipsler

Elde edilen Z—z + Z—; = 1 denklemine elipsin standart denklemi denir. Bu denk-

leme sahip elipsin z-eksenin kestigi noktalar A; =

kestigi noktalar B; =

(a,0) ve Ay = (—a,0), y-eksenin

(0,b) ve By = (—b,0) dir. Denklemde a > b ise merkezi orijin

olan yatay bir elips, a < b ise merkezi orijin olan dikey bir elips, a = b ise merkezi orijin
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olan a yarigapil gember elde edilir. Ayrica, denklemde a > b iken, elipsin dogrultmanlari

di...x = kveds..t = —Fkise,

|A1F1‘ =€ |A1d1| ve |A2F1| =€ |A2d1‘

oldugundan
6_|A1F1|_‘A2F1’_G—C_G/+C
’A1d1’ |A2d1’ k—a a+k
dir. Buradan,
a®+ak—ca—ck = ka+kc—a®—ac
a’> = ck
Y
c
ve boylece
a—-c a—c c
e pry = —
Ek—a a? a
— —a

c

elde edilir. Tanim geregi ¢ < a oldugundan 0 < e = f <1 oldugu goruldr.
a

Merkezi orijinde, odaklari z-ekseni Gzerindeki I, = (c,0) ve Fy, = (—c¢,0)
noktalari ve z-eksenini kestigi noktalar A; = (a,0) ve Ay = (—a,0) olan hiperboli g6z
onuine alalim ve ¢ — a? = ? diyelim. Bu hiperboliin izerindeki her P = (z,y) noktasi

icin, hiperboliin iki odak tanimi geregince || PFy| — | PFz|| = 2a dir. O halde,

V=P +? -V + P +y

(=)’ +y + (x40 +y° —da®

2% + 2¢% + 2% — 4a®
(2 + 2 +y* — 2a%)?
(x2 +02 +y2>2 o 4a2<x2 +62 _'_y2> +4a4

—a*(2* 4+ A +92) + o

222 — 2202 — a?y?

b2a? — a2y
22 P

a? b2

= 2a

23

2v/ (7 — )2 + y2\/(z + ¢)? + 32
2V/((z = ) + 9?)((z + ) +¢?)

(22 + A + 1y — 2zc) (2 + & + 5y + 2xc)

(:c2 4 +y2)2 422
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elde edilir. Buna gore, bu hiperboliin denklemi

@2y
a2 b2

dir. Eger, merkezi orijinde, odaklar y-ekseni uzerindeki F; = (0,¢) ve Fy = (0, —c)
noktalari ve y-eksenini kestigi noktalar B; = (0, b) ve By = (0, —b) olan hiperbolii g6z

onuine alirsak ve ¢ — b? = a? dersek,.hiperboliin izerindeki her P = (x,y) noktasl igin
|PFy| — |PF,|| = 2bolur ve

‘\/fv2+(y — V2 + (y +¢)?

P y—o)+atH(y+ o -4 = 22+ (y — )22 + (y + )

= 2b

202 42 + 27 — 4 = 2\/(a% + (y — 0)?)(2? + (y + ¢)?)
(2 + 2+ =200 = (2 4+ A +y? — 2yc) (2 + 2+ + 2yc)

((L‘2+62—|—y2)2—462(I2+62+y2)+4b4 - (£C2+C2+y2)2—4y262

—V(*+ A+ + b0t = —id
PP — 2B — By = B — b
2y -V = B
‘Z—z—z—z = 1(veyaz—z—g—§:—1)

denklemi elde edilir.

e Vv
9y y :

QJ
L =

g Bl e 5
52_1 a- b

.
2
Sekil 2.16. Standart denkleme sahip hiperboller

2

- 2 2 2 2 2 .
Elde edilen 3 — 4%z = 1ve &z — 53 = 1 (veya 3 — 4z = —1) denklemlerine

hiperbolilin standart denklemi denir. Burada hiperbolin tipini a ve b arasindaki iligki

degil, denklem belirler. Eger denklem z—z — “i—z = 1 seklinde ise, merkezi orijinde ve

24



KAYNAK TARAMASI M. OZER

odaklarl F; = (¢,0) ve Fy, = (—c,0) olan ¢ — a® = »? 6zelligine sahip yatay hiperbol,
eger denklem Z—j - 2—2 = 1 seklinde ise, merkezi orijinde ve odaklari F; = (0,c) ve
Fy = (0,—c) olan ¢ — b* = a? ozelligine sahip dikey hiperbol elde edilir. Ayrica,

denklemi z—i — ?;—2 = 1 olan hiperboliin dogrultmanlari d;... x = k ve dy...x = —k ise,

|A1F1‘ =€ ’A1d1’ ve |A2F1’ =€ ‘Ale‘

oldugundan
e_|A1F1|_|A2F1|_c—a_a+c
|A1d1| |A2d1| a—k a+ k
dir. Buradan,
ac—a’+kc—ka = a®>+ac—ka— ke
ke = a?
oo O
c
ve boylece
c—a a—c c
e == = = —
a—k a? a
— —a

C
elde edilir. Tanim geregi ¢ > a oldugundan 1 < e = ¢ oldugu goérullr. Dikkat edilirse,
a
her iki konikte de dismerkezlik e = € dir. Bazi kaynaklarda dismerkezlik, odaklar arasi
a
uzakhgin asal eksen uzunluguna orani olarak tekrar tanimlanmaktadir. Bu durumda da

elips ve hiperbolin dismerkezligi 1’e esit olabilmektedir.

Odagl F' = (c,0) ve dogrultmani z = —c denklemine sahip d dogrusu olan
parabolu gz 6nune alahm. Parabol Uzerindeki her P = (x,y) noktasl icin, parabolin

odak-dogrultman tanimi geregince |PF'| = | Pd| dir. O halde,

(x—c)?2+y* = |z+
2 —2zc+ A +y* = 2*+2rc+

Yy’ = dac

denklemi elde edilir. Eger, odagl F' = (0, ¢) ve dogrultmani y = —c denklemine sahip d

dogrusu olan parabolil g6z 6ntine alirsak, parabol uzerindeki her P = (x,y) noktasi igin
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|PF| = |Pd| dir ve

2+ y—c® = ly+d
224y —2yc+ = y? 4+ 2yc+ A

r® = 4yc

denklemi elde edilir.

Sekil 2.17. Standart denkleme sahip paraboller

Elde edilen y? = 4xc ve 2% = 4yc denklemlerine paraboliin standart denklemi
denir. Bu paraboller orijinden gecer ve paraboliin tipi denklemiyle belirlenir. Eger denk-
lem 3% = 4xc seklindeyse ekseni z-ekseni olan yatay parabol, denklem 22 = 4yc sek-

lindeyse ekseni y-ekseni olan dikey parabol elde edilir.

Basit denklemlere sahip olan bu konikler tiim dejenere olmayan konikleri temsil
edebildiklerinden énemlidir. Bir seklin bir konik olup olmadini belirlemek icgin denk-
leminin konik denklemiyle karsilastiriimasi veya seklin koniklerin tanimsal karakteristik
Ozellikleri sagladiginin gosterilmesi gerekmektedir. Bir seklin goriinus olarak bir konige
benzemesi, hatta bir noktaya veya dogruya gore simetrik olarak benzemesi, onun bir konik

olmasi icin yeterli degildir (Colakoglu 2021a).

26



KAYNAK TARAMASI M. OZER

2.2. Taksikab Geometride Konikler

Oklid geometrisinde uzaklikla ilgili kavramlarin taksikab geometrideki karsiliklari ba-
sitce kavram icindeki (Oklidyen) uzaklik terimi yerine taksikab uzaklk yazilarak, Oklid
metri§i yerine taksikab metrigi kullanilarak veya OKklid diizlemi yerine taksikab diizlem
kullanilarak elde edilir (Colakoglu 2021b). Oklid geometrisindeki konik kavraminin tak-
sikab karsiliklari da benzer sekilde elde edilir. Bu kisimda, 6nce (Krause 1987) ve (Co-
lakoglu 2009, 2021b) calismalarindan yararlanilarak taksikab geometri tanitilacak, daha
sonra da (Krause 1987), (Kaya vd. 2000) ve (Colakoglu 2021b) calismalarindan yarar-
lanilarak koniklerin yalnizca nokta ve dogru yardimiyla elde edilen tanimlarinin tasikab

geometrideki karsiliklari verilecektir.

2.2.1. Taksikab dizlem

Taksikab diizlem, Oklid diizlemiyle hemen hemen ayni yapiya sahiptir. Nokta ve
dogrular aynidir ve acilar da ayni yolla 6lctlur, fakat uzakhk fonksiyonu farklidir. Tak-
sikab uzaklik fonksiyonu dr ile gosterilir ve [R?, L, dr] veya [R?, Lg, dr, mg] sistemi

taksikab diizlem olarak tanimlanir.

Tanim 2.9. P, = (z1,y1) Ve Py = (22, y2), R? de iki nokta olmak tizere taksikab uzaklik

fonksiyonu dy : R? x R? — [0, 00);
dr(Pr, Py) = |z1 — 22| + |y1 — v2

seklinde tanimlanir ve dr(Py, P,) negatif olmayan reel sayisina da P, ve P, noktalari

arasindaki taksikab uzaklik denir.

Geometrik olarak P, ve P, noktalari arasindaki Oklid uzaklig,

dg(Pr, Py) = /(11 — 32)2 + (y1 — 12)?,

bu iki noktay birlestiren dogru parcasinin uzunlugu iken, taksikab uzaklik, bu noktalar
Sekil 2.18°deki gibi, koordinat eksenlerine paralel olan dogru parcalariyla birlestiren en

kisa yolun uzunlugudur (Colakoglu 2021b) .
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Y
N
PZZ(XQ,})Q)

= X

Sekil 2.18. P; ve P, noktalari arasindaki taksikab uzaklik

Oklidyen diizlem geometrinin konum aksiyomlari nokta ve dogrularla ilgilidir ve
Oklid diizleminde gecerli oldugundan taksikab diizlemde de gegerlidir. Sonraki dort ak-
siyom metrik olma ve cetvel 6zellikleridir asagidaki iki teoremde dr nin metrik oldugu

ve [R?, L, dr] sisteminde her dogrunun cetvele sahip oldugu gosterilmistir:

Teorem 2.10. dp uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat Yapilmasi gereken dr nin [E3], [E4] ve [E5] 6zelliklerine sahip oldugunu géster-
mektir. Her P, = (z1,y1), P> = (72,2) € R igin |z — 31| > 0 Ve |29 — 4| > 0
oldugundan dr(Py, Py) = |x1 — 1| + |22 — y2| > 0 dir. Ayrica,

dr(P1,P) = |1 — 21|+ |y1 —y2| =0
= |r1— x| = |1 — 32| =0

= $1:$2V6y1:y2:>P1:P2
dir. O halde [E3] saglar. Her P, = (z1,41), P> = (22,2) € R? igin

dr(P, Py) = |21 — 21| + [ — 32

= |y — 21| + |y2 — 1| = dr (P, P1)
dir. O halde [E4] saglar. Her P, = (z1, 1), Po = (22, 142), P3 = (3, y3) € R?igin

dr(Pi, P3) = |og — o3|+ |y — ys| = |v1 — 23 + 22 — 22| + |11 — Y3 + y2 — y2|

< xy — x| + | — 3| + |v1 — y2| + |v2 — ys| = dr(Pr, ) + dp(Pe, Ps)
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dir. O halde [E5] de saglar. Buna gore, dr taksikab uzaklik fonksiyonu bir metriktir; yani

pozitif tanimlidir, simetriktir ve liggen esitsizligini saglar. O

Teorem 2.11. [R?, Lg,dy] sisteminde f; : I, — R, fi(a,y) = y fonksiyonu dikey dogru-
laricin; fo : 1, — R, fo(z,y) = (1 4 |m|) fonksiyonu da dikey olmayan dogrular icin

cetveldir.

Ispat Once f; ve f, fonksiyonlarinin bire-bir ve érten olduklarini gosterelim:

a,y1,y2 € Rigin P, = (a,11), P, = (a,y2) € [, alahm. Eger fi(a,y1) = fi(a,y2)
ise, y1 = y2 ve dolayisiyla P, = P, olacagi asikardir. O halde f; fonksiyonu birebirdir.
Ayrica, her t € R icin f(a,y) = t olacak sekilde y € R -dolayisiyla (a,y) € [,- vardir.
O halde f; fonksiyonu ortendir.

1,y € R,y = may +bVeys = may +0icin Py = (z1,y1), Py = (22,%2) € Ly
alahm. EQ@er fo(z1,y1) = fa(x2,y2) iS€, z1 = x5 Ve dolayisiyla y; = y, olacagi asikardir.
O halde P = @ dur ve f, fonksiyonu birebirdir. Ayrica, her ¢ € R igin fo(z,y) =t
olacak sekilde z = [t/(1 + |m|)] € Rvey = (mx + b) € R -dolayisiyla (x,y) € l-

vardir. O halde f; fonksiyonu ortendir.

Son olarak; her Py, P, € [, igin | fi(P1) — fi(P)| = dr(Py, P) ve her Py, Py € I, iGin
|f2(P1) — fo(Py)| = dr( Py, Py) esitliklerinin gegerli oldugu gosterelim:

Py = (a,11), Py = (a,y2) €, olsun. Buna gore,

|Ai(P) = fi(B2)| = [y — yo| = dr(Pr, P)
dir. O halde f; : [, — R, fi(a,y) = y fonksiyonu dikey dogrular igin cetveldir.
Py = (z1,11), P2 = (x2,y2) € Ly 0lsun. P, = P, iken

|f2(P1) - f2(P2)| =0= dT(Pla P2)
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Y1 — Y2

dir. P, # P, ikenm = ve
1 — T2
|fo(P1) — fo(R)| = |21 — @2 [1 + |m|
|yl—y2|
= |x1 — x| (1 + —5=
| 1 2’( |I1—l’2|)
= |z — 22| + |y1 — ya
- dT(P17P2)

elde edilir. O halde f5 : l,,, — R, fa(z,y) = (1 + |m|) fonksiyonu da dikey olmayan

dogrular icin cetveldir. O

Buna gore [R?, Lg, dr| sistemi bir metrik geometri modelidir. Ayrica, arada olma
kavrami degismediginden, diizlem ayirma aksiyomu da Oklid diizleminde oldugu gibi
taksikab diizlemde de gecerli olur. Sonraki dort aksiyom a¢i 6lgme aksiyomlaridir ve
taksikab diizlemdeki aci 6lgme fonksiyonu Oklid diizlemindeki aci 6lgme fonksiyonu ile
ayni oldugundan bu aksiyomlar da gecerli olacaktir. Boylece, Oklid aci 6lgme aksiy-
omuyla birlikte bir aciélger geometri modeli olan [R?, Ly, dr, mg] sistemi elde edilir.
[R?, Ly, dr| veya [R? Lg,dr, mg] sistemine taksikab dizlem denir ve kisaca R ile
gosterilir. Ek olarak, paralellik aksiyomu sadece nokta ve dogrularla ilgili ve Oklid di-
zleminde gecerli oldugundan taksikab diizlemde de gecerlidir. Ancak, KAK aksiyomu-
nun taksikab diiz-lemde gecerli olmadi§i asagidaki drnekte gosterilmistir. Sonug olarak,
taksikab dizlem Oklid-digi geometriler sinifindadir ve [R2, Ly, dr] seklinde bir metrik
geometri veya [R? Lg, dr, mg] seklinde aciélger geometri olarak degerlendirilebilir. Ek

olarak, n-boyut-lu taksikab uzakhk P, = (z1,23,..21), P, = (22,22, ...22) € R igin
(P, Py) = |a:i - x%] + |$§ - x%] 4+ 4 !x,ll - 3:,%|

seklinde ve n-boyutlu taksikab uzay da benzer sekilde [R™, L%, d%., mg| seklinde tanim-
lanir (Colakoglu 2021b).

Ornek 2.12. Sekil 2.19’da A = (0,0), B = (1,1),C = (=1,1), D = (2,0), E = (2,2)
ve F' = (4,0) dir. Buna gére, CAB ve EDF uggenleri icin dr(C, A) = dr(E, D) = 2,
dr(B,A) = dp(F,D) = 2ve mg(LCAB) = mg(£LEDF) = 90° dir, ancak CAB ve
EDF ucgenleri es degildir. O halde taksikab dizlem KAK aksiyomunu saglamaz (Co-
lakoglu 2021b).
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Sekil 2.19. Taksikab dizlem KAK aksiyomunu saglamaz

Taksikab metrigi, Minkowski metrigi veya [/, metrigi olarak bilinen
dp(Pr, P2) = (lz1 — 22l + |y1 — 1o|") /7

metriginin p = 1 icin 6zel halidir. Ancak taksikab diizlem, ilk olarak (Menger 1952)’de
sunulmus ve (Krause 1975)’te gelistirilmistir. Bugline kadar taksikab diizlem (zerine
birgcok calisma yapilmistir (6rnek ¢alismalar icin bknz: So, S.S. 2002). Taksikab duz-
lem, ideal sehir formu igin daha uygun bir geometri modelidir. Bununla birlikte, asina
oldugumuz OKklid diizleminden sadece uzaklik fonksiyonuyla farkh oldugundan Oklid
geometrisinde uzaklik iceren bilinen kavramlarin taksikab diizlemdeki karsiliklari fark-
ik gosterebilmekte ve ilging olabilmektedir. Ornegin, taksikab diizlemde bir cember

asagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 2.13. Taksikab diizlemde sabit bir noktadan sabit bir taksikab uzaklikta bulunan
noktalarin geometrik yerine taksikab ¢ember denir. Sabit noktaya, taksikab ¢emberin

merkezi; sabit taksikab uzakliga da taksikab ¢emberin yaricapi denir.

Analitik duzlemde, merkezi M = (a, b) ve yarigapi » > 0 olan taksikab ¢cember

(X € R*: dp(X, M) =71}
veya
{(z,y) €eR*: |z —a| + |y — 0] =1}

kiimesidir. Kolayca gorulebilecegi Uzere, » = 0 igin taksikab ¢ember M noktasindan
ibarettir ve » > 0 igin taksikab ¢cember Sekil 2.20°deki gibi kdsegenleri eksenlere paralel
olan bir kare belirtir (Colakoglu 2021b).
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=<

Sekil 2.20. M merkezli r yaricapli taksikab cemberi

Benzer sekilde, taksikab diizlemde bir noktanin bir dogruya olan taksikab uzaklik
formiilil de Oklid diizlemindeki formiilden farkhdir. Taksikab diizlemde bir P noktasinin

bir [ dogrusuna olan uzakhgi

seklinde tanimlanir. Baska bir ifadeyle, bu uzaklik P nin [ dogrusu lzerindeki noktalara
olan taksikab uzakliklarindan en kucugudir. Bu uzakhgr bulmak icin izlenilebilecek bir
prosediir, merkezi P noktasi olan ve genisleyen bir taksi cemberinin yarigapini, bu tak-
sikab cember dogruya degene kadar buyttmektir. Taksikab cember dogruya degdigi anda
taksikab ¢emberin yaricapi P noktasinin [ dogrusuna olan en kisa taksikab uzakhgini
verir. Agikca, genigleyen bir taksikab cemberinin bir { dogrusuna degme noktasinin sen-
tetik olarak tespit edilebilmesi icin dogrularin tipleri belirlenmelidir. Taksikab diizlemde

dogrulari, tiplerine gore asagidaki gibi tanimlayabiliriz (Colakoglu 2021b):

Tanim 2.14. Taksikab dizlemde [ : ax + by + ¢ = 0 dogrusu verilsin. [ dogrusuna,
—%{ < 1 ise yataysal dogru ;
denir (Sekil 2.21).

—4| > 1 ise dikeysel dogru ;

—4| = 1 ise ayirag dogru
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dikeysel ¥
dogru N
y=-x y=x
~ yataysal
= dogru
> X

Sekil 2.21. Taksikab diizlemde merkezden gecen dogrularin siniflandiriimasi

Yukaridaki tanimlardan dogrudan asagidaki sonug elde edilir:

i) Eger [ dikeysel bir dogru ise, P noktasinin [ dogrusuna olan taksikab uzaklik P den [

ye z-eksenine paralel uzakliktir.

if) Eger [ yataysal bir dogru ise, P noktasinin [ dogrusuna olan taksikab uzaklhk P den [

ye y-eksenine paralel uzaklktir.

iii) Eger [ bir ayirac dogru ise, P noktasinin [ dogrusuna olan taksikab uzaklik P den [ ye

x-eksenine veya y-eksenine paralel uzakhktir. (Sekil 2.22)

Sekil 2.22. Taksikab diizlemde bir P noktasinin bir [ dogrusuna uzakhgi

33



KAYNAK TARAMASI M. OZER

Bu dlgstincelerle taksikab diizlemde bir noktanin bir dogruya olan uzaklhigini agagi-
daki gibi elde edebiliriz:

Teorem 2.15. Taksikab dizlemde bir P = (xz¢,yo) noktasinin I : az + by + ¢ = 0

dogrusuna olan taksikab uzakhgi

lazo + byo + |
dr(P.1) =
(B0 = Tl o)

dir .

ispat Tanimdan, taksikab duzlemde bir P = (zo, o) noktasinin [ dogrusuna olan uzak-
hgr dr(Pl) = I)I(lierll{dT(P, X)} dir. Bununla birlikte, P merkezli bir taksikab ¢em-
berinin merkezinden gecen ve eksenlere paralel olan dogrular boyunca genisledigi dikkate
alinirsa, taksikab ¢emberinin [ dogrusuna bu dogrular lizerinde degecegi gorilir. Buna
gore, [ dogrusuyla x = x¢ ve y = y, dogrularinin kesisim noktalari sirasiyla @ ve R ise
I)r(lielll{dT(P, X)} = min{dr (P, Q),dr(P, R)} olur. Buna gore,

( min {|axo+gyo+c‘ ’ ’axo+§yo+c}} L a#b+0ise

dp(P1) = ¢ |2t ,a=0veb#0ise

‘M‘ ,b=0vea#0ise

\ a

oldugundan
lazo + byo + |
dr(P,1) =
max{|a| , [b[}

elde edilir (Colakoglu 2021b). O

Oklid diizleminde bilinen 6zellik ve kavramlarin taksikab diizlemdeki karsiliklari
her zaman degismeyebilir. Ornegin, taksikab diizlemde iki noktanin orta noktasi kavrami,
dolayisiyla bir noktanin bir noktaya gore simetrigi kavrami Oklid diizlemindeki gibidir.

Oklid duizleminde iki noktanin orta noktasi kavrami asagidaki gibi tanimlanir:

Oklid dizleminde, P, ve P, farkli iki nokta olsun. [P, P] dogru pargasi Uizerinde

ve dp(Py, X) = dg(X, P,) ozelliginde olan X noktasina P, ve P, noktalarinin orta
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noktasi denir. Ozel olarak, P, = P, ise, bu noktalarin orta noktasi bu noktalarin goster-
dikleri noktanin kendisi olarak tanimlanir. Ek olarak, iki noktanin orta noktasi kavrami
Oklid analitik diizleminde tanimlanacak olursa soyle de tanimlanabilir: P, = (z1,y1) Ve
Py = (z2,y2) noktalari igin X = (254 £2%82) noktasina P, ve P, noktalarin orta nok-

tasi denir.

Yukaridaki ikinci tanim dogrudan uzaklik kavrami icermediginden, taksikab di-
zlemdeki karsiligi ayni kalir. Bununla birlikte, birinci tanimin taksikab karsiligi icin kul-
lanilan uzakliklar taksikab uzaklhklarla degistirilmeli ve kosul dr (P, X) = dp (X, Ps)
seklinde ifade edilmelidir. Ancak bu durum da asagidaki teoremin bir sonucu olarak ayni
kalir (Colakoglu 2021b).

Teorem 2.16. P, ve P, R? de dikey bir dogru tzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu

iki noktadan gegen dogrunun egimi ise, p(m) = v/1 +m?2 (1 + |m|) olmak uzere,
dp(Pr, Py) = p(m)dr(Py, Py)

dir. P; ve P, dikey bir dogru Uzerinde bulunan iki nokta ise, dg( Py, P2) = dp(Py, P») dir
(Colakoglu 2021b).

ispat Py = (z1,y1) ve Py = (,32), R? de iki nokta olsun. Eger P, ve P, dikey bir
dogru Uzerinde degilse, 1 # xo Ve m = (yo — y1),/(x2 — x1) dir. O halde, acikea,
dp(Py, Py) = |29 — 21| V1 + m2 ve dp(P1, Py) = |1y — 21| (1 4 |m]) dir. Bu iki egitlik
taraf tarafa oranlanirsa kolayca aranan esitlik elde edilir. Eger P, ve P, dikey bir dogru
Uzerinde ise, 1 = x5 dir. Budurumda dg(Pr, Py) = |y2 — y1| Ve dr( Py, P2) = |ys — 1|
olur. Béylece dg(P1, P») = dr (P, P») elde edilir. O

Bagka bir 6rnek olarak bir noktaya gore yansima kavramini verebiliriz: Oklid dii-
zleminde bir noktaya gore yansima iki noktanin orta noktasi kavramiyla veya koordinatlar

kullanilarak tanimlanmaktadir:

Oklid diizleminde, P sabit bir nokta, X ise degisken bir nokta olsun. Eger P

noktasi, X ve X'’ noktalarinin orta noktasi ise, X’ noktasina X noktasinin P noktasina
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gore yansimasi veya simetrigi denir. Bununla birlikte, ayni kavram Oklid analitik diizlemi
tizerinde tanimlanacak olursa soyle de tanimlanabilir: Oklid diizleminde, sabit bir P =
(o, yo) Noktasi ve degisken bir X = (x, y) noktasi i¢in X' = (229 —z, 2yo — y) noktasina

X noktasinin P noktasina gore yansimasi veya simetrigi denir.

Yukaridaki iki tanim da iki noktanin orta noktasi kavramina benzer olarak taksikab
duiz-lemde ayni kalir. Dolayisiyla, orta nokta ve bir noktaya gore simetri kavramlari Oklid
ve taksikab dizlemlerinde aynidir. Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, taksikab diiz-
lemde Menelaus ve Ceva teoremlerinin de ayni kaldigini hemen ifade edebiliriz. Ayrica,
ayni teoremin baska bir sonucu olarak, 6telemelerin, eksenlere gore yansimalarin, 1. ve
I1. agiortay dogrularina gére yansimalarin, orijine gére 0°, 90°, 180°, 270° lik dénmelerin
ve bunlarin bileskelerinin taksikab uzakliklari korudugunu ifade edebiliriz. Taksikab diiz-

lemin tim izometrileri bu dontsimlerden ibarettir (Schattschneider 1984).

Oklid geometrisinde bir kavramin birden fazla tanimi olabilmekte ve bu tanimlarin
taksikab karsiliklari bazen ayni kalirken bazen de degisiklik gosterebilmektedir. Bun-
dan sonraki kisimlarda, koniklerin Oklid geometrisindeki temel tanimlarinin kargiliklari
elde edilecektir ve gorecegiz ki, Oklid diizlemindeki konik kavraminin farkli tanimlarinin
karsiliklari farkli olabilmektedir (Colakoglu 2021b).

2.2.2. Koniklerin odak ve dogrultmanli taniminin taksikab karsiligi

Oklid duizleminde bir nokta ve bir dogru yardimiyla verilen konik taniminin taksikab

dizlemdeki karsihgi asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 2.17. Taksikab diizlemde sabit bir F' noktasi ve sabit bir d dogrusu verilsin.
Negatif olmayan sabit bir e reel sayisi igin, | PF'|, = e |Pd| 6zelligindeki P noktalarinin
geometrik yerine nokta-dogru taksikab konigi denir. Ozel olarak, konige; 0 < e < 1
ise nokta-dogru taksikab elipsi, e = 1 ise nokta-dogru taksikab paraboll, e > 1 ise
nokta-dogru taksikab hiperboll denir. Ayrica, verilen sabit noktaya nokta-dogru tak-
sikab koniginin odag1, sabit dogruya nokta-dogru taksikab koniginin dogrultmani, sabit
saylya da nokta-dogru taksikab koniginin dismerkezligi denir. Tanimlarda nokta-dogru

yerine odak-dogrultman terimi de kullanilabilir (Colakoglu 2021b).
Simdi odak-dogrultman taksikab koniklerini ayri ayri inceleyelim:
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A) Odak-dogrultman taksikab elipsi

Odak-dogrultman taksikab elipsi, dismerkezligi 1’den kiigiik olan odak-dogrultman
taksikab konigidir. Taksikab dizlemde otelemeler taksikab uzakliklari degistirmedigin-
den, odak-dogrultman taksikab elipsini belirlemek igin odak noktasi /* = (0, 0) olarak
alinabilir. Bununla birlikte, taksikab diizlemin diger izometrileri dikkate alinirsa, dogrult-
mani, genel durumdan > 0ve —1 < m < 0 olmak Uzere d : y = mxz — n Seklinde ve
dejenere durumda = = 0 seklinde alarak inceleme yapmak yeterlidir. Buna gore, genel

durum icin asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.18. Taksikab diizlemde sabit bir F' noktasi ve F' noktasindan ge¢meyen sabit
bir d dogrusu verilsin. Odagi £ noktasi ve dogrultmani d dogrusu olan odak-dogrultman
taksikab elipsi,

i) d dogrusu yataysal ise, kdsegenlerinin biri z-eksenine digeri y-eksenine dik, x-eksenine
dik kdsegeni diger kdesegeninden daha uzun olan konveks bir dértgendir,

i) d dogrusu dikeysel ise, kdsegenlerinin biri x-eksenine digeri y-eksenine dik, y-eksenine
dik kdsegeni diger kdesegeninden daha uzun olan konveks bir dortgendir,

iii) d dogrusu ayirac ise, kenarlarinin ikisi 1. ya da Il. aciortay dogrusuna paralel, kdse-
genlerinin biri xz-eksenine digeri y-eksenine dik ve F' noktasindan gecip d ye dik olan

dogruya gore simetrik olan konveks bir dortgendir (Colakoglu 2021b).

Ispat Odagi F = (0,0) noktasi ve dogrultmani, n > 0 ve —1 < m < 0 olmak {izere,
d : y = ma — n olan odak-dogrultman taksikab elipsinin denklemi 0 < e¢ < 1 ve
X = (x,y) igin
XFlp = e|Xd|y
den

ly — mz + n|

2] + |yl = e —— 7
max{|m/|, 1]}

ve

lz| + |y| = e |y — mx + n

seklinde elde edilir. Bu denklemin e = 0 igin ¢bzum kiimesi F' noktasindan ibarettir.
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Denklemin 0 < e < 1 igin ¢6zim kiimesi,

r>0vey>0 I

z>0ve y<O0 11
Aly—mx+n>0

r<0vey>0 III1

r<0vey<O v

r>0vey>0 \%

z>0ve y<O0 VI
Bly—mz+n<0

r<0vey>0 VII

r<0vey<0 VIII

araliklarinda incelenmelidir. Ayrica bu durumda —1 < em < 0 ve en > 0 dir. Araliklari

sirastyla inceleyelim:

A) y — mzx +n > 0 olsun.

Dz >0 ve y>0ise

ve

dir. Burada

dir. O halde,

CK={(z,y) €el:(1+em)z+ (1 —e)y =en}

¢Ozumu elde edilir.

Iz>0ve y<Oise

ve

(I+em)z+(1—e)y=-en

(1+em)x—(1+e)y=en

r+y=ce(ly—mz+n)

en
1+ em

r—y=ce(ly—mz+n)
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dir. Burada

en
1+em

en
>0vezr=0=y=—

=0=zx= <
4 1+e

dir. O halde,
CK={(z,y) €Il: (1+em)x — (1 +e)y =en}
¢6zUma elde edilir.

)z <0 vey>0ise

—x+y=e(ly—mz+n)

ve
(em —1x+ (1 —e)y =en
dir. Burada
y=0=>2x= o <0vezr=0=y= n >0
em — 1 1—e
dir. O halde,

CK={(z,y) €IIL: (em — )z + (1 — e)y = en}

¢6zUmu elde edilir.

IV)z <0 ve y<Oise

—x—y=-e(y—mz+n)

ve
(em—1)z — (1 +e)y =en
dir. Burada
en en
— 0= = <0verx=0=y=-— <0
Y o em —1 o Y 1+e
dir. * < = <0ve-—-n<y= —1€n < 0 oldugundan

em —1 +e

CK={(z,y) €eIV:(em—1)z — (1 +e)y =en}

¢OzUma elde edilir.

B) y — mx +n < 0 olsun.

39



KAYNAK TARAMASI

M. OZER

V) z > 0vey > 0 ise, bolge olusmaz ve ¢ozim kiimesi bos kiimedir.

VI)z>0vey <0ise

r—y=e(—y+mz—n)

ve
(em—1)z+ (1 —e)y =en
dir. Burada
y=0=>2x= o <0vezr=0=y= o >0
em — 1 1—e
dir. O halde ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
VIl)x <0 ve y > 0ise
—x+y=e(—y+mx—n)
ve
(14+em)x—(1+e)y=en
dir. Burada
en en
=0=z= >0ver=0=y=— <0
J v 14+em * Y 1+4+e
dir. O halde ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
VIl xz <0 ve y<O0ise
—x—y=e(—y+mz—n)
ve
(I+em)z+(1—e)y=-en
dir. Burada
en en
=0=x= >0ver=0=y= >0
Y * 1+em v Y 1—e

dir. O halde ¢6ziim kimesi bos kiimedir.
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O halde, denklemin ¢6ziim kumesi ilgili araliklarda asagidaki gibi elde edilir:

m=-1 -1<m<O m=20

I l-ex+(1-ey=en |[(l+emx+(1-ey=en|x+(1l-ey=en
[ l-ex-(1+ey=en |[Ql+emx—-(l+ey=en| x—(l+ey=en
| —-(l+ex+(l-ey=en|(em-Dx+(1-ey=en|—x+(l-ey=en
IV |-(l+ex—-(Q+ey=en|(em-1)x—(l+ey=en|—x—-(L+ey=en

\% ) ) %)
Vi | g ) )
Vil | %) %)
VI | & %) )

Elde edilen bu dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab elipslerinin grafikleri

Sekil 2.23’te verilmistir. Burada;

1) m = 0 durumunda; | ve IV araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve I1. agiortay
dogrusu uzerindeki (n, —n) noktasinda kesisir. 1l ve 111 araliklarinda elde edilen dogrular

dogrultman ve I. aglortay dogrusu uzerindeki (—n, —n) noktasinda kesisir.

2) —1 < m < 0 durumunda; | ve IV araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve
I1. agiortay dogrusu tizerindeki (-, — ) noktasinda kesisir. Il ve IIl araliklarinda
elde edilen dogrular dogrultman ve I. aciortay dogrusu Gzerindeki (—g, —g) noktasinda

kesisir.

3) m = —1 durumunda; I ve 1V araliklari icin elde edilen dogrular dogrultmana paraleldir.
I1 ve Il araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve I. agiortay dogrusu tzerindeki

(=%, —%) noktasinda kesisir.

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, I. ve Il. aciortay dogrularina ve eksenlere
gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik donmeler altinda degismedigi dikkate

alinirsa teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmuistir (Colakoglu 2021b).
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Sekil 2.23. —1 < m < 0 icin dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab elipsleri (]
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Dikkat edilirse, odak noktasi dogrultman Uzerinde degilken, dogrultman yatay,
dikey ya da ayira¢ oldugunda odak-dogrultman taksikab elipsi bir simetri eksenine sahip
iken diger durumlarda simetri ekseni yoktur. Bununla birlikte, bu eksen varsa Oklid
geometrisindeki gibi odaktan gecen ve dogrultmana dik olan dogrudur. Ek olarak, odak-

dogrultman elipsinde Oklid geometrisinde oldugu gibi dejenere durum yoktur:

Teorem 2.19. Taksikab diizlemde sabit bir F' noktasi ve F' noktasindan gegen sabit bir
d dogrusu verilsin. Odagi F' noktasi ve dogrultmani d dogrusu olan odak-dogrultman
taksikab elipsi yoktur (Colakoglu 2021b).

Ispat Odag F' = (0,0) noktasi ve dogrultmani, —1 < m < 0 olmak iizere, d : y = ma

olan odak-dogrultman taksikab elipsinin denklemi 0 < e < 1 ve X = (z,y) i¢in
|XF|p = e|Xd|,

den

Iz + |y| = em
max{|m/|, [1]}

ve

|z + [y| = e|y — mz|

seklinde elde edilir. Ancak, |y — mx| < |mx|+|y| = |m| |z|+]|y| < |z|+|y| oldugundan
% = e > 0olurki, 0 < e < 1igin ¢6zim kiimesi bos kiimedir (Colakoglu 2021b). ]

Buna gore, odak-dogrultman taksikab elipsi tanimiyla elde edilen taksikab elips
genel olarak kosegenleri birbirine dik ve eksenlere paralel olan konveks dértgendir ve 6zel
olarak bir nokta bir odak-dogrultman taksikab elipsinin 6zel durumudur. Oklid geometri-
sinde oldugu gibi bir taksikab ¢ember, 6zel durum olarak bu tanimdan dogrudan elde
edilemez. Ancak, taksikab cember Oklid geometrisinde oldugu gibi bir limit durumunda
elde edilebilmektedir: Merkezi sabit F' noktasi ve yaricapl » olan bir taksikab ¢ember
ve F' noktasindan taksikab uzakhgi » > r olan, yani taksikab ¢cemberi kesmeyen bir
d dogrusu alalim. Odagi F’, dogrultmani d ve dismerkezligi e = = seklinde tanimlan-
mis olan bir odak-dogrultman taksikab elipsi icin dogrultman kendisine paralel bir se-

kilde sonsuza giderken, taksikab elips M merkezli r yaricapli taksikab ¢cembere, taksikab
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elipsin dismerkezligi de 0’a gider. Baska bir ifadeyle, her taksikab ¢cember, dogrultmani
sonsuzda olan bir odak-dogrultman taksikab elipsi gibi yorumlanabilir. O halde, bir nokta
bir taksikab ¢cemberin ve bir taksikab cember de bir odak-dogrultman taksikab elipsinin

6zel durumu olarak gorilebilir (Colakoglu 2021b).

B) Odak-dogrultman taksikab paraboli

Odak-dogrultman taksikab parabolii, dismerkezligi 1 olan odak-dogrultman tak-
sikab konigidir. Taksikab diizlemde 6telemeler taksikab uzakliklari degistirmediginden,
odak-dogrultman taksikab paraboltni belirlemek icin odak noktasi /° = (0,0) olarak
alinabilir. Bununla birlikte, taksikab diizlemin diger izometrileri dikkate alinirsa, dogrult-
mant, genel durumdan > 0ve —1 < m < 0 olmak Uzere d : y = mx — n $eklinde ve
dejenere durumda y = mx seklinde alarak inceleme yapmak yeterlidir. Buna gore, genel

durum icin asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.20. Taksikab dizlemde sabit bir /' noktasi ve F' noktasindan ge¢gmeyen sabit
bir d dogrusu verilsin. Odagi F' noktasi ve dogrultmani d dogrusu olan odak-dogrultman
taksikab parabol,

i) d dogrusu yataysal ise, u¢ noktalari ortak iki dogru parcasi ve z-eksenine dik iki 1sinin
birlesimi,

ii) d dogrusu dikeysel ise, uc noktalari ortak iki dogru parcasi ve y-eksenine dik iki 1sinin
birlesimi,

iii) d dogrusu ayirag ise, u¢ noktalari ortak, I. ya da Il. agiortay dogrusuna paralel bir
dogru parcasi ve biri z-eksenine digeri y-eksenine dik iki 1sinin birlesimidir (Colakoglu
2021b).

Ispat Oda§i F' = (0, 0) noktasi ve dogrultmani, n > 0 ve —1 < m < 0 olmak Uzere,

d : y = mz — n olan odak-dogrultman taksikab paraboliinin denklemi X = (x,y) igin
|XF|T = ‘Xd|T

den
ly — mx + n|

|z + [yl =
max{|m/, [1]}
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ve

lz| + |y| = [y — max +n|

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6zim kiimesi

r>0ve y>0 I
r>0ve y<O0 11
Aly—mx+n>0
r<0vey>0 II1

r<0vey<O v

xr>0ve y>0 A\Y
r>0ve y<O0 V1
Bly—mz+n<0
r<0vey>0 VII

r<0ve y<0 VIII

araliklarinda incelenmelidir. Araliklari sirasiyla inceleyelim:

A) y — mx +n > 0 olsun.

Dz >0 ve y>0ise
rT+y=y—mx—+n
ve
(m+1lz=n
dir. Buradan —1 < m < 0 igin

n

(;K:{(x,y)GI::C:m+1

}

¢6zUmu elde edilir. Bununla birlikte, m = —1 i¢in ¢6zim bos kiimedir.

Iz>0ve y<Oise

rT—Yy=y—mr-+n

ve

(m+1z—-2y=n
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dir. Buradan —1 < m < 0 igin

CK={(z,y) €Il: (m+ 1)x — 2y = n}

¢oztma elde edilir. Budurumdaz =0 =y = -3 vey =0 =z = =5 dir.

)z <0 ve y>0ise

ve

dir. Buradan —1 < m < 0 igin

CK={(z,y) €Il :z=——}

m—1

¢6zima elde edilir.

IV)z <0 ve y<O0ise

—r—Yy=y—mr-+n

ve

(m—1Dz—-2y=mn

dir. Buradan —1 < m < 0 igin

CK={(z,y) €eIV:(m—1)z -2y =n}

¢6zUma elde edilir. Budurumdaz =0 =y = -5 vey = 0= r = "= dir.

B) y — mx + n < 0 olsun.

VYz >0vey >0ise,n >0ve —1 < m < 0iciny > mxz — n elde edileceginden

¢6zUm kimesi bos kiimedir.

VI)x>0vey < 0ise

rT—Yy=-—-y+mr—n
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ve

"o

Tr =
m—1

elde edileceginden ¢ézim kimesi bos kiimedir.

VIl)z <0 ve y>0ise

—rTH+Yy=-y+mr—n

ve

(m+1z—-2y=n>0

dir. Ancak, —1 < m <0,z <0vey > 0igin (m + 1)z — 2y < 0 oldugundan ¢6zim

kiimesi bos kiimedir.

VI xz <0 ve y<O0ise

—r—Yy=—-y+mr—n

ve

(m+1zx=n

dir. Ancak, n > 0ve —1 < m < 0iginz = ~“5 > 0 oldugundan ¢6zum kimesi bos

kiimedir. Bununla birlikte, m = —1 ise ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

O halde, denklemin ¢6ziim kiimesi ilgili araliklarda asagidaki gibi elde edilir:

m=—1 -1<m<o0 m=20
IT y=—73 (m+1x—2y=n|z—2y=n
111 rT=-—3 r= r=-n

IV | z+y=-3

—~

m—1x—2y=n|—-x—2y=n

AY 1} 14} 1}
VI 1} 1} 1%}
VII | o 1%} 1%}
VIII | © 1%} 1%}

47



KAYNAK TARAMASI M. OZER

Elde edilen bu dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab parabollerinin grafik-

leri Sekil 2.24°te verilmistir. Burada;

1) m = 0 durumunda z = n dogrusu ve —z — 2y = n dogrusu dogrultman ve Il. agiortay
dogrusu uzerindeki (n, —n) noktasinda, x = —n dogrusu ve x — 2y = n dogrusu ise

dogrultman ve I. aglortay dogrusu uzerindeki (—n, —n) noktasinda kesisir.

2) =1 < m < 0 durumunda z = - dogrusu ve (m — 1)z — 2y = n dogrusu dogrult-
man ve I1. agiortay dogrusu iizerindeki (-5, —-") noktasinda, + = —5 dogrusu ve

(m+ 1)z — 2y = n dogrusu ise dogrultman ve 1. agiortay dogrusu Uzerindeki (-2, - )

m—17 m—1

noktasinda kesisir.

3) m = —1 durumunda z = —% ve y = —% dogrusu dogrultman ve I. aglortay dogrusu

uzerindeki (—%, —%) noktasinda kesisir.

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, 1. ve Il. aciortay dogrularina ve eksenlere
gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik dénmeler altinda degismedigi dikkate

alinirsa teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakoglu 2021b).
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Sekil 2.24. —1 < m < 0 icin dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab parabolleri [
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Dikkat edilirse, odak noktasi dogrultman Uzerinde degilken, dogrultman yatay,
dikey ya da ayira¢ oldugunda odak-dogrultman taksikab paraboli bir simetri eksenine
sahip iken diger durumlarda simetri ekseni yoktur. Bununla birlikte, bu eksen odaktan

gecen ve dogrultmana dik olan dogrudur. Simdi dejenere durumu da inceleyelim:

Teorem 2.21. Taksikab diizlemde sabit bir F' noktasi ve F' noktasindan gecen sabit bir
d dogrusu verilsin. Odagi F' noktasi ve dogrultmani d dogrusu olan odak-dogrultman
taksikab parabol,

i) d dogrusu yataysal ise, F' noktasindan gecen ve x-eksenine dik olan dogru,

if) d dogrusu dikeysel ise, ' noktasindan gecen ve y-eksenine dik olan dogru,

iii) d dogrusu ayirag ise, F' noktasindan gecen ve eksenlere dik olan dogrularin olustur-
dugu dort bolgeden, ayira¢c dogruyu icermeyen karsilikli iki bélgenin birlesimidir (Co-
lakoglu 2021b).

Ispat Odadi F' = (0,0) noktasi ve dogrultmani, —1 < m < 0 olmak lizere, d : y = max

olan nokta-dogru taksikab parabolinin denklemi X = (z,y) i¢in

|XF|T - ‘Xd|T
den
ly — mx|
lz| + |yl = ———%
max{[m/, 1]}
ve

2| + |y| = [y — mz|

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6ziim kiimesi

z>0ve y>0 1
r>0ve y<O0 11
r<0vey>0 111
r<0vey<O v

z>0ve y>0 A\Y
r>0vey<O V1
B|ly—mx<0
r<0vey>0 VII

z<0vey<O VIII
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arahiklarinda incelenmelidir. Araliklari sirasiyla inceleyelim:

A) y — mx > 0 olsun.

Dz>0ve y>0ise

rT+yYy=y—mx

ve

(m+1)z=0
dir. Buradan —1 < m < 0 igin
CK={(z,y) eR*:2=0 ve y >0}
¢cozumu elde edilir. Bu kiime bir 1s1n belirtir. Ancak m = —1 igin
CK={(z,y) eR*: x>0 ve y >0}
¢cozUmdr.

Iz>0ve y<Oise

rT—y=y—mx

ve

(m+1)z—2y=0

dir. Ancak, =1 <m <0,z > 0vey < 0icin (m + 1)z — 2y > 0 oldugundan ¢6zim

kiimesi bos kiimedir.

)z <0 ve y>0ise

—r+y=y—mx

ve

r=20

dir. Ancak = < 0 olmadigindan ¢dziim kiimesi bos kiimedir.

IV) x < 0vey < 0igin bolge olusmaz. Cézum kimesi bos kiimedir.
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B) y — max < 0 olsun.

V) x > 0vey > 0igin bolge olusmaz. Cozim kiimesi bos kiimedir.

VI)z>0vey <0ise

r—y=—-y+mz

ve

dir. —1 < m < 0igin ¢6zim kimesi
CK={(z,y) eR*: 2 =0 ve y <0}

olur. Bu kiime bir yaridogru belirtir.

VI)z <0 ve y>0ise

—r+y=-—-y+mx

ve

(m+1)z—-2y=0
dir =1 <m <0,z <0vey > 0icin (m+ 1)z — 2y > 0 oldugundan ¢6zim kiumesi
bos kimedir. Ancak, m = —1 igin y = 0 dir ve

CK={(z,y) eR*:2 <0 ve y=0}

¢cbzimdar. Bu kiime bir yaridogru belirtir.

VIl xz <0 ve y<O0ise
—r—y=—-y+mze

ve

(m+1)xz=0

dir. Buradan —1 < m < 0 i¢in z = 0 elde edilir. Ancak, z < 0 olmadigindan ¢6zim

kiimesi bos kiimedir. Bununla birlikte, m = —1 igin
CK={(z,y) eR*: 2 <0 ve y <0}
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¢cOzimddr.

O halde, ¢ozum kimesi agagidaki gibi elde edilir:

m=—1 -1<m<o0 m=0
I {r>0ve y>0} | {r=0wve y>0}|{xr=0 ve y>0}
11 %] 6] %]
II1 & %) )
1A% %] 6] %]
\% %] %] %]
VI |[{zr=0vey<0}|{x=0wvey<0}|{z=0vey<0}
VII |[{z<0vey=0}|0 %)
VIII | {z <0 ve y <0} | @ %)

Elde edilen bu dejenere odak-dogrultman taksikab parabollerinin grafikleri Sekil

2.25te verilmistir.

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, I. ve Il. aciortay dogrularina ve eksenlere

gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik donmeler altinda degismedigi dikkate

alinirsa teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakoglu 2021b).
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Y
m=20 F X
y
1<m<0 £ x
y
m=—1 F x
Sekil 2.25. —1 < m < 0 igin dejenere odak-dogrultman taksikab parabolleri O
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C) Odak-Dogrultman Taksikab Hiperbolu

Odak-dogrultman taksikab hiperboli, dismerkezligi 1’den buyik olan odak-dogrult-
man taksikab konigidir. Taksikab diizlemde 6telemeler taksikab uzakhklari degistirmedi-
ginden, odak-dogrultman taksikab hiperbollni belirlemek icin odak noktasi £ = (0,0)
olarak alinabilir. Bununla birlikte, taksikab diizlemin diger izometrileri dikkate alinirsa,
dogrultmani, genel durumdan > 0 ve —1 < m < 0 olmak Uzered : y = mx —n
seklinde ve dejenere durumda y = max seklinde alarak inceleme yapmak yeterlidir. Buna

gore, genel durum icin asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.22. Taksikab dizlemde sabit bir F' noktasi ve F' noktasindan ge¢cmeyen m
egimli sabit bir d dogrusu verilsin. Odagi £’ noktasi, dogrultmani d dogrusu ve dismerkez-
ligi e olan odak-dogrultman taksikab hiperboli iki kanathdir; ek olarak

i) "'d dogrusu yataysal ve |em| < 1" veya "d dogrusu dikeysel ve |e/m| < 1" ise, bir
kanadi iki 1sinin birlesimi, diger kanadi iki 1sin ile iki dogru parcasinin birlesimdir,

i) "d dogrusu yataysal ve |em| = 1" veya "d dogrusu dikeysel ve |e/m| = 1" ise, bir
kanadi iki 1sinin birlegimi, diger kanadi iki 1sin ile bir dogru pargasinin birlesimdir,

iii) "d dogrusu yataysal ve |em| > 1" veya "d dogrusu dikeysel ve |e/m| > 1" veya "d
dogrusu ayirag" ise, iki kanadi da iki 151n ve bir dogru pargasinin birlegsimdir,

ozel olarak d dogrusu ayirac ise, dogru parcalarinin ikisi birden I. ya da Il. aglortay

dogrularindan birine paraleldir (Colakoglu 2021b).

Ispat Odagi F' = (0, 0) noktasi ve dogrultmani, n. > 0 ve —1 < m < 0 olmak lzere,
d : y = mz — n olan odak-dogrultman taksikab elipsinin denklemi e > 1 ve X = (z,y)
icin

| XF|p = e|Xd|y

den

o]+ Jy| = e el
max{|m/, [1]}

ve

2| + |y| = e |y — mz +n|

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6zim kiimesi,
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r>0vey>0 I
r>0ve y<O0 II
Aly—mx+n>0
r<0vey>0 I11

r<0vey<O v

r>0vey>0 A\Y
r>0ve y<O0 VI
Bly—mz+n<0
r<0vey>0 VII

r<0ve y<O0 VIII

arahiklarinda incelenmelidir. Ayrica bu durumda —e < em < 0 ve en > 0 dir. Araliklari

sirastyla inceleyelim:
A) y — mx +n > 0 olsun.

Dz >0 ve y>0ise

r+y=ce(ly—mz+n)

ve
(I+em)z+(1—e)y=-en
dir. Burada
en en
=0=2= ve 2 =0=y= <0
Y YT 1 em v (A —
dir.

i) Eer em < —1ise, x =

< 0 olur ve ¢6ziim bog kimedir.
+em

i) Eger em = —1 ise, dogru z-eksenini kesmez ve ¢6zim bos kiimedir.

> (0 olur ve

iii) EGerem > —1ise, x =
+em
CK={(z,y) eI:(1+em)z+ (1 —e)y=en}
¢Ozimda elde edilir. C6zim kimesi bir 1sin belirtir.
Iz >0 ve y<Oise

r—y=ce(ly—mz+n)
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ve
(1+em)x—(1+e)y=en
dir. Burada
en en
=0=ux= ve z=0=—-n<y=— <0
Yy Z 1 +em X " Y 1 +e
dir.
i) Eer em < —1ise, x = T~ —polurve
l+em m
CK={(z,y) €Il: (1+em)x — (1 +e)y =en}
¢coziimu elde edilir. Cézlim kimesi bir yaridogru belirtir.
ii) Eger em = —1 ise, dogru z-eksenini kesmez ve y = —% < 0 saglandigindan
(&
en
K= cll:y=—
GK = {(r,y) €101y =~}
¢cOzumu elde edilir.
iii) Eger em > —1ise, v = > 0 olur ve
+em
CK={(z,y) €Il: (1+em)z — (1+e)y =en}
¢cozimu elde edilir. Cozim kimesi yariagik bir dogru parcasi belirtir.
)z <0 vey>0ise
—x+y=e(ly—mz+n)
ve
(em—1)z+ (1 —e)y =en
dir. Burada em < 0 oldugundan
y=0=>x= n <ﬁ ve :E:O:>y:ﬂ<—n<0
em—1 m 1—e

dir ve
CK={(z,y) €eIIl: (em — 1)z + (1 —e)y = en}

¢6zUmu elde edilir. C6zim kimesi bir 1sin belirtir.
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IV)x <0 ve y<O0ise

—x—y=-e(y—mz+n)

ve

(em —1)x — (1+e)y =en

dir. Burada em < 0 oldugundan

0= o ve 0= o

== xr = €r = = —

y em — 1 y 1+e

dir. 2 <x = <0ve-n<y=-— n < 0 oldugundan
m em—1 1+e

CK=A{(z,y) €eIV:(em— 1)z — (1 +e)y =en}

¢coziimu elde edilir. Cozim kiumesi yariagik bir dogru parcasi belirtir.

B) y — mx +n < 0 olsun.
V) z > 0vey > 0 ise, bolge olusmaz ve ¢dzim kiimesi bos kiimedir.
VI)z>0vey <0ise

r—y=e(—y+mz—n)

ve

(em—1zx+ (1 —e)y =en

dir. Burada em < 0 oldugundan

y=0=2= ik <0vezr=0=y= o <0
em — 1 1—e
dir. > <z = T & < —n oldugundan

em—1 1—e¢

CK={(z,y) e VI: (em — 1)z + (1 —e)y =en}

¢Ozimda elde edilir. Cozim kimesi bir 1sin belirtir.

VIl)z <0 ve y>0ise

—x+y=e(—y+mx—n)
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ve
(1+em)x—(1+e)y=en
dir. Burada
0= N ver—0= L)
— xr = Tr= = —
y 1+em y 1+e
dir.
i) EQerem < —1ise, x = T olurve

1+em m

CK={(z,y) e VII: 14+ em)xr — (1+e)y =en}
¢OzUmd elde edilir. Cozim kimesi bir 1sin belirtir.

ii) Eger em = —1 ise, dogru z-eksenini kesmez ve y = —% < 0 saglandigindan
e

¢6zUm kimesi bos kiimedir.

iii) Eger em > —1ise, x = ] L saglandigindan ¢6zim kimesi bos kiimedir.

+em

VIl x <0 ve y <O0ise

—r—y=-e(—y+mz—n)

ve
(I+em)z+(1—e)y=en
dir. Burada
en en
=0=z= ve r =0=y = <0
4 . 14+em v Y 1—e
dir.
i) Eger em < —1ise, x = T " olurve

1+em m

CK={(z,y) € VIII : (1 + em)z + (1 — e)y = en}
¢cdziim elde edilir. Cozim kimesi yariacik bir dogru parcasi belirtir.

ii) Eger em = —1 ise, dogru x-eksenini kesmez ve y = —% < 0 saglandigindan
(&

en

Q)K:{(:I:,y)EVIII:y:—1 }

— e
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¢cozumdi elde edilir. C6zim kimesi x-eksenine paralel bir yaridogru belirtir.

iii) EQer em > —1ise, x =

> 0 olur ve

+em

CK={(z,y) € VIIL: (1 + em)x + (1 — e)y = en}

coziimu elde edilir. Cézlim kiumesi bir yaridogru belirtir.

O halde, denklemin ¢6zim kiimesi ilgili araliklarda asagidaki gibi elde edilir:

-1<m<0,em<-1

-1<m<0,em=-1

-1<m<0,em> -1

%)

%)

(l+emx+(1-ey=en

l+emx—-(1l+ey=en

__en
l1+e

y =

l+emx—-(1+ey=-en

(em-1x+(1-ey=-en

(em-1)x+(1-ey=en

(em-1)x+(1l-ey=en

IV (em-Dx-(A+ey=en| (em-1x—-(1+ey=en| (em-1)x—-(1+e)y = en

\% %) %) %)

VI (em-Dx+(Q-ey=en|(em-1x+(1l-ey=en|(em—-1)x+ (1-e)y =en

VII [Ql+emx—-(1+ey=en|J )

VI | (1+em)x+(1—ey=en y:—%e (1+emx+ (1-ey=en
m=—1(em < —1) m=0(em=0>-1)

I %) r+(1—e)y=en

IT (1—e)z—(1+e)y=en |z—(l4+e)y=en

Il | —(e+1)z+(1—e)y=en | —xz+ (1 —e)y=en

IV | —(e+1l)z—(14+e)y=en| —xz—(1+e)y=en

\% %] 6]

VI |—(e+l)z+(1—ey=en|—2x+(l—ey=en

VII |[(1-e)z—(14+ey=en |@

VIIL | (1—e)z+(1—e)y=en |z+(1—e)y=en

Elde edilen bu dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab parabollerinin grafikleri Sekil

2.26°da verilmistir. Burada;

1) m = 0 durumunda; I, IV ve VIII araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve
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I1. aclortay dogrusu Uzerindeki (n, —n) noktasinda kesisir. 1I, 11l ve VI arahklarinda
elde edilen dogrular dogrultman ve I. aglortay dogrusu uzerindeki (—n, —n) noktasinda

kesisir.

2) —1 < m < 0veem > —1 durumunda; I, IV ve VIII araliklarinda elde edilen dogru-
lar dogrultman ve 11. aciortay dogrusu Uzerindeki (-, —3-~) noktasinda kesisir. I,
Il ve VI araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve |. aciortay dogrusu tzerindeki

(-2, - noktasinda kesisir.

m—17 m—1

3) —1 < m < 0veem = —1 durumunda; I, 111 ve VI araliklarinda elde edilen dogru-
lar dogrultman ve I. agiortay dogrusu uzerindeki (", ") noktasinda kesisir. 1V ve

VIl araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve Il. aciortay dogrusu tzerindeki

(1, — =) noktasinda kesisir.

4) —1 < m < 0ve em < —1 durumunda; Il, I1l; V ve VI araliklarinda elde edilen
dogrular dogrultman ve I. agiortay dogrusu Gzerindeki (-, —"-) noktasinda kesisir. IV
ve VIII araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman ve Il. agiortay dogrusu tzerindeki

(1, — =) noktasinda kesisir.

5) m = —1 durumunda; II, 11I, V ve VI araliklarinda elde edilen dogrular dogrultman
ve . aglortay dogrusu Uzerindeki (", —"+) noktasinda kesisir. IV ve VIII araliklarinda

elde edilen dogrular dogrultman ve Il. agiortay dogrusuna paraleldir.

Taksikab uzaklikliklarin; 6telemeler, 1. ve Il. agiortay dogrularina ve eksenlere gore yan-
simalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik dénmeler altinda degismedigi dikkate alinirsa

teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakoglu 2021b).
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m=20

em=0> -1

-1<m<O

em > —1

-1<m<o0O

em— —1

(e=1.5)
(m=-0.5)

(e=2)
(m=-0.5)

Sekil 2.26. —1 < m < 0 igin dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab hiperbolleri

62



KAYNAK TARAMASI M. OZER

}1

(e=3)
(m=-0.5)
-1<m<0 __

(e=2)
(m=-1)

F
d

Sekil 2.26’nin devami 0J

Dikkat edilirse, odak noktasi dogrultman zerinde degilken, dogrultman yatay,
dikey ya da ayira¢ oldugunda odak-dogrultman taksikab elipsi bir simetri eksenine sahip
iken diger durumlarda simetri ekseni yoktur. Bununla birlikte, bu eksen varsa Oklid
geometrisindeki gibi odaktan gecen ve dogrultmana dik olan dogrudur. Simdi dejenere

durumu da inceleyelim:

Teorem 2.23. Taksikab duzlemde sabit bir £’ noktasi ve F' noktasindan gecen sabit bir
d dogrusu verilsin. Odagi F' noktasi ve dogrultmani d dogrusu olan odak-dogrultman
taksikab hiperboll kesisen iki dogrudur (Colakoglu 2021b).

Ispat Odagi F = (0, 0) noktasi ve dogrultmani, —1 < m < 0 olmak izere,

d : y = mz olan odak-dogrultman taksikab hiperboliiniin denklemi e > 1 ve X = (z,y)
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icin
| XF|p = e|Xd|;
den
|y — ma|
[+ lyl = e——F——x
max{|m/, [1]}
ve

|z + [y| = e|y — mz|

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6zim kiimesi,

r>0vey>0 1
z>0ve y<O0 11
r<0vey>0 11T
r<0vey<0 v

xr>0vey>0 \%
r>0ve y<O0 VI
r<0vey>0 VII
r<0vey<O VIII

Bly—mz<0

araliklarinda incelenmelidir. Ayrica bu durumda —e < em < 0 dir. Araliklari sirasiyla

inceleyelim:
A) y — mxz > 0 olsun.
Dz>0ve y>0ise
x+y=-e(y—mz)
ve
(1+em)a+ (1—e)y=0
dir. C6zimn var olabilmesi icin bu dogrunun egiminin [0, oo) araliginda olmasi gerekir.

1+em
e_

i) Eger em < —1 ise, < 0 olur ve ¢ézliim bos kiimedir.

1+em

e —

ii) Eger em = —1 ise, = 0 olur ve

CK={(z,y) el:y =0}
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¢6zima elde edilir. C6zim kimesi bir 1sin belirtir.

1+em

iii) Eger em > —1 ise, > 0 olur ve

CK={(z,y) €el:(1+em)z+ (1 —e)y =0}
¢6zUmu elde edilir. C6zim kimesi bir 1sin belirtir.

Iz >0 ve y<Oise

—y = ely —ma)

ve

(1+em)z—(14+e)y=0

dir. C6zimn var olabilmesi icin bu dogrunun egiminin [m, 0) araliginda olmasi gerekir.

1+ em
e

< 0 olurve

i) EQerem < —1ise, m <
CK = {(z,) € IL: (1 + em)a — (1 + e)y = 0}

¢cozim elde edilir. Cozim kiumesi bir yaridogru belirtir.

1+em

i) Eger = —1ise,
) ger em 1+e

= 0 olur ve ¢dziim bos kiimedir.

1+em
+e

iii) Eger em > —1 ise, > 0 olur ve ¢6ziim bog kiimedir.

)z <0 ve y>0ise

—z+y=-e(y —mz)

ve

(em—1)z+(1—e)y=0

dir. COzimdin var olabilmesi i¢in bu dogrunun egiminin m’den kiglk olmasi gerekir.

.. 1=
—1<m<0vee>1I¢In emn

< m oldugundan

CK={(z,y) €IIL: (em — 1)z + (1 —e)y =0}

¢ozumd elde edilir. C6zim kimesi bir yaridogru belirtir.
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IV) x <0 ve y < 0 ise, bolge olusmaz ve ¢dzim kiimesi bos kiimedir.

B) y — mx < 0 olsun.

V) z > 0vey > 0 ise, bolge olusmaz ve ¢ozim kiimesi bos kiimedir.

VI)z >0vey <0ise
x—y=e(—y+mz)
ve
(em—1)z+(l—e)y=0
dir. Co6zimdin var olabilmesi icin bu dogrunun egiminin m’den kiclk olmasi gerekir.

.. 1=
—1<m<0vee>1I¢In ‘i

< m oldugundan

CK={(z,y) e VI:(em —1)z+ (1 —e)y =0}

¢cozimu elde edilir. Cézlim kiumesi bir yaridogru belirtir.

VIl)z <0 ve y>0ise
-z 4y =e(—y+mz)
ve
(I1+em)zr—(1+e)y=0
dir. C6zimn var olabilmesi icin bu dogrunun egiminin [m, 0] araliginda olmasi gerekir.

1+ em
e

< 0 olurve

i) Eer em < —1ise, m <
CK={(z,y) e VII: (1+em)z — (1 +e)y =0}

¢ozumdu elde edilir. Cozim kimesi bir yaridogru belirtir.

1+em

= 0 olur ve
1+e

ii) Eger em = —1 ise,

CK={(z,y) € VIL: y = 0}
¢cdziimu elde edilir. Cézlim kiimesi bir yaridogru belirtir.
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1+em
+e

iii) Eger em > —1 ise, > 0 olur ve ¢bzum bos kiimedir.

VII)z <0 ve y<Oise
—x —y = e(—y+ mx)

ve

(L+em)a+ (1—e)y =0

dir. C6zimn var olabilmesi icin bu dogrunun egiminin [0, oo) araliginda olmasi gerekir.

- 1 - . :

i) EQer em < —1 ise, rem < 0 olur ve ¢ézlim bos kiimedir.

- .1 i " :

i) Eger em = —1 ise, +em 4 0 olur ve ¢6zim bos kiimedir.
e _

ey .1

iii) EQer em > —1 ise, i > 0 olur ve

e —

CK={(z,y) e VIII : (1 + em)z + (1 —e)y =0}
¢coziimu elde edilir. Cézlim kiimesi bir yaridogru belirtir.

O halde, denklemin ¢c6zim kimesi ilgili araliklarda asagidaki gibi elde edilir:

-1<m<0,em<-1 |-1<m<0,em=-1 |-1<m<0,em>-1
I %] y=0 (l+emx+(1-ey=0
[ l+emx-(1l+ey=0 O %)
[ j(em-x+(Q-ey=0|(em-Dx+(1-ey=0(em-1)x+(1-ey =0
v | g % %)
vV | J %) %)
VI (em-Dx+(Q-ey=0|(em-Dx+(1-ey=0|(em-1)x+(1-ey=0
VII [(l+emx—-(1+ey=0]y=0 %)
VIl | & %) l+emx+(1l-ey=0
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m=—1(em < —1) m=0(em=0>-1)

I & r+(1—ey=0

IT (l1—ezxz—(1+e)y=0 |@

Il | —(e+1)z+(1—€e)y=0| -2+ (1—€e)y=0

IV & 1%}

\% 1] %]

VI | —(e+l)z+(1—-ey=0|—-2+(1—€ey=0
VII |[(1-e)z—(1+e)y=0 |@

VIII | @ 2+ (1—e)y=0

Elde edilen bu dejenere olmayan odak-dogrultman taksikab parabollerinin grafik-

leri Sekil 2.27°de verilmistir.

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, I. ve 1l. aciortay dogrularina ve eksenlere

gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik donmeler altinda degismedigi dikkate

alinirsa teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmustir (Colakoglu 2021b).

¥y

(e=3)
(m=0)
v=x/(e-1)
m=20
em=0> -1 E. L -
y=-x/(e-1)
-}7
:(em—l)x
e-1) (e=16)
(m=-0.5)
-1<m<o0
em > —1 E )
X
_(em+D)x
C(e-D ¢

Sekil 2.27. —1 < m < 0 i¢in dejenere odak-dogrultman taksikab hiperbolleri
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-}}
:(em-l)x
(e-1) (e=2)
(m=-0.5)
em=—1 y=0
d
-}J
:(em-l)x
(e=l) (e=3)
(m=-0.5)
-1<m<0 F .
em < —1 :(em+1)x T ——
(e+1)
d
-}J
)
m=-—1
em < —1

Sekil 2.27°nin devami
O
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2.2.3. Merkezli koniklerin iki odakh taniminin taksikab karsiligi

A) 1ki odakli taksikab elipsi

Oklid dtizleminde iki nokta yardimiyla verilen elips taniminin taksikab diizlemdeki

karsiligi asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 2.24. Taksikab dizlemde sabit iki noktaya taksikab uzakliklari toplami; sabit ve
bu noktalar farkli iken bu noktalar arasindaki taksikab uzakliktan biyuk olan noktalarin
geometrik yerine iki odakli taksikab elipsi denir. Bu sabit noktalara da iki odakli taksikab

elipsinin odaklari denir (Colakoglu 2021b).

Teorem 2.25. Taksikab diizlemde sabit ve farkli Fy, = (z1,y1) Ve Fo = (z2,y2) nokta-
larindan taksikab uzakliklari toplami 2a olan iki odakli taksikab elipsi; F; ve F5 nokta-
larinin orta noktasina gore simetrik olan ve ek olarak

a) x1 # o Ve yp # Yo iSe, kenarlari eksenlere, 1. ve Il. aciortay dogrularina paralel olan
bir sekizgen,

b) x1 # x5 ve y; = y, ise, kenarlari z-eksenine, 1. ve Il. aclortay dogrularina paralel
olan bir altigen,

C) x1 = x2 Ve y1 # yo iSe, kenarlari y-eksenine, 1. ve Il. aclortay dogrularina paralel
olan bir altigen,

d) z1 = x5, y1 = yo Ve a > 0 ise, kenarlari 1. ve 1. aclortay dogrularina paralel olan bir
kare,

e) x1 = x2, y1 = y2 Ve a = 0 ise, F} = F, noktasidir (Colakoglu 2021b).

ispat Taksikab dizlemde; odaklari orijine gore simetrik F; = (¢, c2) ve Fy = (—cq1, —¢2)
noktalari ve bu odaklara taksikab uzakliklari toplami 2a olan iki odakli taksikab elipsini
g6z online alalim. Taksikab uzakliklar 6telemeler altinda degismez kaldigindan bu segim
genelligi bozmayacaktir. Burada F; # F5 iken 2a > dp(Fy, Fy) = |2¢1|+|2¢2| oldugunu,
dolayisiyla a > |c1| + |c2| oldugunu belirtelim. Bu taksikab elipsinin denklemi, X =
(x,y) icin

dr(X, Fy) +dr(X, Fy) = 2a
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den

|z — 1| + |y — cal + |z + 1] + [y + 2| = 2a

olur. Burada X’ = (—z, —y) noktasi da denklemi saglayacagindan iki odakli taksikab
elipsi, Oklid diizlemindeki gibi, orijine, yani F; ve F, noktalarinin orta noktasina gore
simetriktir. Baska bir ifadeyle, iki odakl taksikab elipsinde odaklarin orta noktasi simetri
merkezidir. Simdi, 90°, 180°, 270° lik agi altinda donmeler; eksenlere, 1. ve 1l. agiortay
dogrularina gére yansimalar taksikab uzakliklari korudugundan, F; noktasinin, koordinat
sisteminin I. bélgesinde z-ekseni ve l.aglortay dogrusu arasinda kaldigi bolgede denklemi
incelemek yeterlidir. Bu bolge de iki odakli taksikab elipsi tanimi dikkate alinarak asagi-

daki gibi siniflandirilabilir:

) cr=co>0Vea >ci+c
i) ¢ >co>0vea>c +
i) a>c; >c=0

V) a>co=0c,=0

V) a=co=c¢; =0.

Bu bolgede genel olarak ¢; > ¢o > 0 Ve |¢1] + |ea] = ¢4 + ¢ < a oldugu dikkat

edilirse, iki odakl taksikab elipsinin denkleminden

rzoaVeyzo=—zr—ct+y—ctrtcatytc=2

= 2r+2y=2a=—x+y=a

T2 Ve — o Ky<cp=—=zcr—c+c—y+r+c+y+c=2a

== 2r+ 200 =204 =T =a— Cy

rz2c Ve y< —cg=—=zr—c1+c—y+r+c—y—c=2a

== 2r—-2y=2a=—v—-y=a

—aqLr<cVeyzeo—c—r+y—c+r+c+y+c=2a

— 2y+2c=2a—=y=a—0
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—ag<r<c Ve L YyYy<c=—=cr—r+c—y+r+c+y+c=2a

— 201+ 200=20a=—=c1+c=a

—agLr<cg Ve y< —c=—c—r+c—y+xrx+c—y—c=2a

— 200 —2y=2a=y=c—a

r<—cVeyzc=—0c—x+y—c—r—c+y+c=2a

—2y—2r=2a =2 —Yy=—a

rT<—C V& —clyYy<c=—c—cT+c—y—x—c1+y+c=2a

= 200 —2r=2a =T =cCy— @

r<—c Ve y< —co=—=>cCc1—T+c—yYy—r—c—Yy—C=2a

= 2r—2y=2a=c+y=—a

ve boylece

1) x>2¢ ve y=co = rt+y=a
2) r=2cove —c<yY<ca — Tr=0a—0C
3) z=c ve y< —cy — r—y=a
4) —cp << ve y=ce = y=a—q
5) —a<zr<cvey<—c — y=c—a
6) < —cp ve y=co — r—y=-—a
7 z<—cve —c<y<cy = T=cC—a
8) < —c ve y< —cy = r+y=—a

¢6zUma elde edilir. Simdi belirtilen durumlari sirasiyla inceleyelim:

1) cp =co >0vea>cy+cyise, 1,2,3,4,5,6,7,8 denklemleri ¢6ziim kiimesini olusturur.

Diger denklemlerin ¢ozum kimeleri bos kiimedir. C6zim kumesi, asagidaki sekildeki

gibi, kenarlari eksenlere ve I. ve Il. aciortay dogrularina paralel; orijine, eksenlere ve

aclortay dogrularina gore simetrik olan bir sekizgen belirtir:
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y
[2)
X=-C, . x=c
a-cy
; y=c
C F] 1
= X
-a =Cq Cq a-c, a
~J B e
i 1
y=-¢
) a. F

Sekil 2.28. ¢; = ¢, icin iki odakli taksikab elipsi

i) ¢ >ce >0Vvea > c+cyise, 1,2,3,4,5,6,7,8 denklemleri ¢cozim kimesini olusturur.
Diger denklemlerin ¢ozum kimeleri bos kiimedir. C6zim kumesi, asagidaki sekildeki
gibi, kenarlari eksenlere ve 1. ve Il. aciortay dogrularina paralel; orijine ve eksenlere gore

simetrik olan bir sekizgen belirtir:

¥y
a
X= —C1 x:C|
a-cy
C
2 y=c
=+ X
-d -4 Cq a-Clj"a
}g =
==L
=5 y 2
-l |

Sekil 2.29. ¢; > ¢ > 0 icin iki odakli taksikab elipsi

i) a > c¢ > ¢ = 0ise, 1,3,4,5,6,8 denklemleri ¢dziim kiimesini olusturur. Diger

denklemlerin ¢6zim kimeleri bos kiimedir. Codzim kiimesi, asagidaki sekildeki gibi,
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kenarlari z-eksenine ve I. ve 1. aciortay dogrularina paralel olan altigen belirtir:

Y
1
a
x=-C; . ~ x=C,
a-cy
F 3
—a =C; i q
o

Sekil 2.30. a > ¢; > ¢o = 0 igin iki odakli taksikab elipsi

iV) a > ¢y = ¢; = 01ise, 1,3,6,8 denklemleri ¢6zim kiimesini olusturur. Diger denklem-
lerin ¢ozum kimeleri bos kiimedir. Cozim kiumesi, asagidaki sekildeki gibi, kenarlari
I. ve Il. aclortay dogrularina paralel olan kare, daha acik olarak yaricap! a ve merkezi

Fy = F; olan taksikab ¢cemberi belirtir:

Sekil 2.31. a > ¢; = ¢ = 0 igin dejenere iki odakl taksikab elipsi
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V) a = co = ¢; = 0ise, 1 denklemi ¢dzim kiimesini olusturur. Diger denklemlerin
coziim kimeleri bos kiimedir. C6zim kumesi, asagidaki sekildeki gibi, F; = F, nok-

tasindan ibarettir:

J}

F

Sekil 2.32. a = ¢5 = ¢; = 0 igin dejenere iki odakl taksikab elipsi

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, I. ve 1l. aclortay dogrularina ve eksenlere
gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik donmeler altinda degismedigi dikkate
alinip, odaklar genel olarak F; = (z1,y1) Ve F» = (x2,y2) seklinde segilirse teoremin

ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmustir (Colakoglu 2021b). O

Buna gore, bu tanimla ifade edilen iki odakl taksikab elipsleri odaklarin orta
noktasina gore simetrik ve genel olarak dzel bir sekizgen belirtir. Eger odaklar x ya da
y eksenine paralel bir dogru tzerindeyse 6zel bir altigen, eger odaklar ayni nokta olarak
secilirse 0zel bir kare (taksikab ¢cember) ve dejenere durum olarak da nokta elde edilir.
Taksikab ¢cember icin verilen "sabit bir noktadan sabit taksikab uzaklikta bulunan nokta-
larin geometrik yeri" tanimi, iki odak taksikab elips taniminin bir 6zel halidir. (Colakoglu
2021b).

B) Iki odakli taksikab hiperbolii

Oklid duzleminde iki nokta yardimiyla verilen hiperbol taniminin taksikab di-

zlemdeki karsiligi asagidaki gibi verilebilir:
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Tanim 2.26. Duzlemde sabit iki noktaya taksikab uzakhklari farki, bu noktalar arasindaki
taksikab uzakliktan kucik ve pozitif sabit bir sayl olan noktalarin geometrik yerine iki
odakli taksikab hiperboll denir. Bu sabit noktalara da iki odakl taksikab hiperbolinin
odaklari denir (Colakoglu 2021b).

Teorem 2.27. Taksikab diizlemde sabit ve farkli F} = (x1,71) ve Fy = (x2,y2) nokta-
larindan taksikab uzakliklari farki pozitif 2a sayisi olan iki odakli taksikab hiperboll; F;
ve F, noktalarinin orta noktasina gore simetrik olan ve ek olarak

a) 1 # To, y1 # Yo Ve ||z — xa| — ly1 2|l < 2a < |v1 — x| + |y1 + y2| i€, z-
eksenine paralel iki 1s1n, yy-eksenine paralel iki i1sin, 1. ve 11. agiortay dogrularindan birine
paralel iki dogru pargasinin birlesiminden olusur.

b) 21 # 2, 11 # Yo Ve 2a = ||z1 — x| — |y1 + Yol iSe, eksenlerden birine paralel iki
1sin, 1. ve 1. aciortay dogrularindan birine paralel iki dogru parcasi ve sinirlari eksenlere
paralel iki bolgenin birlesiminden olugur.

C) o1 # X2, 11 # Y2 Ve 0 < 2a < ||z — z3] — |y1 + y2|| ise, eksenlerden birine paralel
dort isin ile I. ve I1. aciortay dogrularindan birine paralel iki dogru parcasinin birlesi-
minden olusur.

d) z1 # xo Ve y; = yo Ve 0 < 2a < |x1 — x4| iSe, y-eksenine paralel iki dogrunun birlegi-
minden olusur.

e) ry = xa Ve Yy # Y2 Ve 0 < 2a < |y; — yol ise, x-eksenine paralel iki dogrunun

birlesiminden olusur (Colakoglu 2021b).

ispat Taksikab diizlemde; odaklari orijine gore simetrik F; = (¢, c2) ve Fy = (—cy1, —¢2)
noktalari ve bu odaklara taksikab uzakliklari farki pozitif 2a sayisi olan iki odakl taksikab
hiperboliint g6z 6nune alalim. Taksikab uzakliklar 6telemeler altinda degismez kaldigin-
dan bu secim genelligi bozmayacaktir. Burada F; # F; iken 0 < 2a < dp(Fy, Fy) =
|2¢1| + |2¢2| oldugunu, dolayisiyla 0 < a < |c;| + |co| oldugunu belirtelim. Bu taksikab

hiperboliiniin denklemi, X = (z,y) i¢in
|dT<X, Fl) — dT(X, F2)| = 2a

den

|z —ci| + |y — 2| = (|lo + a1 + |y + c2)| = 2a
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olur. Burada X’ = (—z, —y) noktasI da denklemi saglayacagindan iki odakl taksikab
hiperboli, Oklid diizlemindeki gibi, orijine, yani F; ve F, noktalarinin orta noktasina gore
simetriktir. Baska bir ifadeyle, iki odakl taksikab hiperbolinde odaklarin orta noktasi
simetri merkezidir. Simdi, 90°, 180°, 270° lik aci altinda donmeler; eksenlere, 1. ve 1I.
aclortay dogrularina gore yansimalar taksikab uzakliklari korudugundan, £; noktasinin,
koordinat sisteminin I. bolgesinde z-ekseni ve l.aglortay dogrusu arasinda kaldigi bolgede
denklemi incelemek yeterlidir. Bu bolge de iki odakli taksikab hiperboll tanimi dikkate

alinarak asagidaki gibi siniflandirilabilir:
) co=c1>0vel0<a<c +c

i) cig>c>0Vvecr—c<a<c+o
i) ;> >0Vve cg—c=a

V) ci >co>0Vve 0<a<c —c

V) cr>c=0vel<a<cg

Bu bdlgede ¢; > ¢ > 0 # ¢; ve |ei| + |ca] = ¢1 + ¢o > a > 0 oldugu dikkat

edilirse, iki odakli taksikab hiperboluniin denkleminden

rzeVeyzo=lr—caty—c—(r+ta+ytc)l =2a

= |20 —203] =2a = |+ | =c1+c=a O

r2c Ve —gly<ag=lr—ca+ce—-y—(x+a+y+ec)=2a

= |2y —2¢|=2a = |ly+c|l=y+ca=a

rzVey< —co=—=lr—ca+eu—-—y—(r+c—y—c)|=2a

= 200 —2¢1| =2a = s — 1| =1 — s =a

—ag<Lr<cVeyzeo=lag—zr+y—c—(r+c+y+c) =2a

= |-22 — 2| =2a = [z + | = a

—aq << Ve —Ly<co=lag—zr+c—-y—(r+cat+y+c)=2a

= |20 —-2y|=2a= |z +y|=a
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—g<r<gVey<-—c=lag—-r+cu—-y—(r+ca—-y—c)=2a

= [2c0 —2z| =2a = |z — 2| =a

r<—qqVeyzeo=log—rx+y—c—(—rx—c+y+c) =2a

= 201 — 23] =2a = |1 — | =c1 —ca=a

r<—cp Ve —ly<co=—=lag—c+cu—-y—(—r—c+y+c) =2a

= [2¢; -2y =20 = |ly—c1|=a1—y=a

r<—q Ve y<-—c=log—r+c—y—(—r—ca—-y—c)=2a

:>|201+202|:2a:>|01+02|201+02:a (%)

ve boylece

1) 22¢ ve —ca<y<c = y=a—qc

2) z>c ve y<—cy = ¢ —C=a

3) —cp << vey e — xrx=a—C V T=—a—c¢c

4) —ag<r<cve —c<y<c — wr+y=a V x4+y=—a

5) —ap<x < ve y< —co — r=a+c V x=—a+c
6) < —c1 vey=cy = ¢ —C=a
7) x<—cpve —ca<y<cy = y=—-a+¢

¢6zima elde edilir. Simdi belirtilen durumlari sirasiyla inceleyelim:

) co=c1 >0 ve 0<a<c +cyise 1,3,4,5,7 denklemleri ¢6zim kiimesini olusturur.
Diger denklemlerin ¢dzim kimeleri bos kiimedir. C6zim kumesi, asagidaki sekildeki
gibi, y-eksenine paralel iki 1sin, z-eksenine paralel iki 1sin ve Il. aclortay dogrusuna

paralel iki dogru par¢asinin birlesimidir:
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xX=-C, X=C,

FE— a
y =-a+ Cl \

y==c

X=-a+c

Sekil 2.33. ¢3 = ¢; > 0ve 0 < a < ¢ + ¢ igin dejenere iki odakl taksikab hiperboli

i) ¢ >c >0 Vve ¢ —c < a < cp+ coise, 1,3,4,5,7 denklemleri ¢éziim kiimesini
olusturur. Cdzlm kimesi, asagidaki sekildeki gibi, y-eksenine paralel iki isin, z-eksenine

paralel iki i1sin ve 1. aglortay dogrusuna paralel iki dogru parcasinin birlesimidir:

b%

X=a-Co

X=-c, x=c,
2]

k

y=a-¢

y=cr-a \ i
5 a\ AN =
y=-C;
a

x=Cr=a

Sekil 2.34. ¢; > co > 0vecy — 3 < a < ¢1 + ¢y igin iki odakli taksikab hiperboli

i) ¢ > co >0 ve ¢; — o = alse, 1,2,3,4,5,6 denklemleri ¢cozim kiimesini olusturur.
Cozum kiimesi, asagidaki sekildeki gibi, y-eksenine paralel iki 1sin, 1. aglortay dogrusuna

paralel iki dogru parcasi ve sinirlari eksenlere paralel iki diizlem parasinin birlesimidir:
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y
I
X=da-cCy
X=C,
E
=C
X = X
e \a\
’ I
xX=-C
X :l— i]+ C

Sekil 2.35. ¢; > ¢3 > 0 ve ¢ — ¢ = a igin iki odakli taksikab hiperboli

iV) ¢1 >c >0 ve 0<a< ¢ —cise 3,45 denklemleri ¢6zim kiimesini olusturur.
Diger denklemlerin ¢6zim kiimeleri bos kimedir. C6zum kiimesi, asagidaki sekildeki
gibi, y-eksenine paralel dort 1sin ve 1. aciortay dogrusuna paralel iki dogru pargasinin
birlesimidir:

}J

x=-a-c3 | x=a-c,

x=c,
E Y=C,
\o
-d \\ &
-a
y=-0; 7 \
2

XZ—CII-I-CQ X=a+Co

Sekil 2.36. ¢; > ¢; > 0ve 0 < a < ¢; — ¢ igin iki odakl taksikab hiperboli

V) ¢1 >c =0 ve0 < a < ¢ ise, 3,4,5 denklemleri ¢cozum kiimesini olusturur. Diger
denklemlerin ¢dztim kimeleri bos kimedir. Cézim kimesi, asagidaki sekildeki gibi, y-

eksenine paralel iki dogrunun birlesimidir:
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—}J
X=-d X=d
FE,_ |fa F c
-C, -a_a C, .

Sekil 2.37. ¢; > ¢ = 0ve 0 < a < ¢ igin iki odakl taksikab hiperbol

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, 1. ve Il. aciortay dogrularina ve eksenlere
g6re yansimalar, orijine gére 90°, 180°, 270° lik donmeler altinda degismedigi dikkate
alinip, odaklar genel olarak F, = (z1,y1) Ve F» = (z2,y2) seklinde segilirse teoremin

ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakogdlu 2021b). O

2.2.4. Merkezli koniklerin iki dogrulu taniminin taksikab karsiligi

A) 1ki dogrulu taksikab elipsi

Oklid duizleminde iki dogru yardimiyla verilen elips taniminin taksikab diizlemdeki

karsiligi asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 2.28. Taksikab duzlemde bir noktasi ortak sabit iki dogruya taksikab uzaklik-
larinin kareleri toplami sabit olan noktalarin geometrik yerine iki dogrulu taksikab elipsi
denir. Bu sabit dogrulara elipsin dismerkezlik dogrulari (eccentrix) denir (Colakoglu
2021b).

Bu tanimla elde edien taksikab elipslerini belirleyebilmek icin dismerkezlik dogru-
larini m,, my € R olmak tizere [; : y = myz Ve Iy : y = mox olarak alalim. Otelemelerin

uzakliklari korumasi sebebiyle bu secim tim durumlari kapsayacaktir. Ek olarak, I. ve

81



KAYNAK TARAMASI M. OZER

I1. agiortay dogrularina ve eksenlere gore yansimalar ve 90°, 180°, 270° lik dénmeler al-
tinda taksikab uzakliklar degismedigi dikkate alinarak; "I, ve I, dogrularinin ikisininde
yataysal veya ayira¢ oldugu" ve "I, in yataysal ve [, nin dikeysel oldugu" durumlari in-

celemek yeterli olur.

Teorem 2.29. Taksikab diizlemde bir noktasi ortak sabit iki dogruya taksikab uzaklik-
larinin kareleri toplami 2 > 0 olan iki dogrulu taksikab elipsleri;

i) dogrular cakisik degilse ve r > 0 ise bir Oklid elipsi,

if) dogrular cakisik degilse ve » = 0 ise bir nokta,

iii) dogrular cakisik ve r > 0 ise bu dogrulara paralel olan paralel iki dogru,

iv) dogrular cakisik ve » = 0 ise bu dogrulara ¢akisik olan bir dogrudur.

Ozel olarak,

v) dogrular dik ise Oklid gemberidir (Colakoglu 2021b).

Ispat 1zometriler sebebiyle, bir noktasi ortak i1:y = miz Ve lriy = mqx dogrularini
g06ze almak ve sadece asagidaki durumlari incelemek yeterlidir:

1) [my] <1 ve |mo| <1

2) Imq| <1 ve |mg| > 1

3)m; =0 ve my — 00

Simdi bu durumlari sirasiyla inceleyelim:

1) [my| < 1 ve |mg| < 1igin; Iy ve [, dogrulari yataysal veya ayira¢ dogrulardir. Bu
iki dogruya taksikab uzakliklarinin kareleri toplami 72 > 0 olan iki dogrulu taksikab

elipsinin denklemi X = (z,y) igin
A3 (X, 1) + di(X, 1) = r?
den
(ly = muz])® + (ly — moz|)® = (y — miz)? + (y — mox)* = r?

ve buradan da

(m3 +m3)z® — 2(my +ma)ay +2y> —r* =0 (2.1)
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seklinde bir Oklid genel konik denklemi olarak elde edilir. Bu denklemin katsayilari
A= (mi+m3), B=-2(mi+my),C=2 D=E=0, F=—r?
dir. Ayrica, bu katsayilar yardimiyla

§ = B? — 4AC = 4(my + my)? — 8(m? + m2) = —4 (mq — my)°

2A B D 2(m?+m3) —2(my+my) O
A= | B 20 E |=|—-2(m +m) 4 0
D E 2F 0 0 —2r?

= —8&? (my — mg)2

ve

AN = (m2 +m3)(—8r% (my — mg)z) = —8r%(my — m2)2 (m% + m%)

bulunur. Elde edilen (2.1) denkleminin ¢6zim kiumesini, Cizelge 2.1°den yararlanarak

inceleyelim:
A) my # ms olsun. Bu durumda
0= —4(m1 —m2)2 <0

dir ve

AN = —8r% (my — my)® (m} + m3)
ya bakilmalidir. Bu ifadenin pozitiflik durumunu ise r belirler:
I)r > 0ise

AN = —8r% (my — my)? (mf+m3) <0
elde edilir. Bu durumda denklem bir Oklid elipsi belirtir.
i) r =0ise
A = —8*(my — m2)2 =0

elde edilir. Bu durumda denklem bir nokta belirtir.
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Burada 0zel olarak, "m; = 1 ve my = —1" ve "m; = —1 ve my = 1" durum-
larinda (2.1) denklemi
212 + 2y2 =2

denklemine dénusur. Bu ise, merkezi orijin, yani dogrularin kesisme noktasi olan ve

yarigapi r/+/2 olan Oklid gemberidir.
B) m; = mqy # 0 olsun. Bu durumda
§=—4(my—m)> =0 ve A =—872(my—my)’ =0
elde edilir ve denklem,
(2m})a® — (4my)ay +2y° —r* =0

veya
<\/§mla: — \/§y>2 =2

denklemine doénusur. Bu denklem igin de, A # 0 ve C' # 0 oldugundan ABDE ve
2AB?F carpimlari karsilastiriimalidir. Denklemde

ABDE =0 ve 2AB*F =2(2m3)(—4m;)*(—r?) = —64mir?
elde edilir. Bu ifadede m; # 0 oldugundan r ye bakilmalidir:

i)r > 0ise ABDE > 2AB?F elde edilir. Bu durumda denklem paralel iki dogru belirtir:
y=mx—71/vV2 Ve y=mz+1r/V2

ii)r =0ise, DE = 2BF = 0 elde edilir. Bu durumda tek bir dogru elde edilir: y = m;z.
C) my; = my = 0 olsun. Bu durumda
0= —4(m1 —m2)2 =0 ve A= —87“2(m1 —m2)2 =0

elde edilir ve denklem
2y — 1?2 =0

denklemine dontstr. Bu denklemde A = 0 oldugundan E£? ve 4C'F' carpimlari karsilastiril-

malidir. Denklemde
E*=0 ve 4CF =4(2)(—r%) = -8
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elde edilir. Kargilastirma r ye baglhdir:

i) r > 0ise, £2 > 4CF dir ve z-eksenine paralel iki dogru elde edilir: y = r/+/2 ve

y=—r/\V2.
i) r = 0ise, E? = 4CF dir ve z-ekseni olarak tek dogru elde edilir: 3y = 0.

2) /m1] < 1 ve |mgy| > 1 igin; [; yataysal veya ayirag I, dikeysel bir dogrudur. Bu

dogrularla elde edilen iki dogrulu taksikab elipsinin denklemi
A2 (X, 1) + da(X, 1) = r?

den

ve buradan da

1 1 2
(14+mi)z® — 2 (w) Ty + ( —;;nz> Yy —r*=0 (2.2)

seklinde bir Oklid genel konik denklemi olarak elde edilir. Bu denklemin katsayilari

1 1 2
A:(1+m?)7B:_2(%>7O:(M)’D:E:(],F:_TQ

mo m3

dir. Ayrica, bu katsayilar yardimiyla

1\? 1+ m2 4

ma 2 2
mims + 1
24 B D 21+ m?) -2 #) 0
A = | B 2C E |= _2<M) 2(1+m§) 0
D E 2F 2 s
0 0 — 272
2
r
I _8_ —
m% (my —ma)
ve
2 , 2 )
ma my

bulunur. Elde edilen (2.2) denkleminin ¢6zim kumesini, Cizelge 2.1°den yararlanarak
inceleyelim. |my| <1 ve |mgy| > 1ise m; — ms # 0 # ms olacagindan
4 2
0=—— — <0
m3 (m1 —m)
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dir ve AA ya bakilmalidir:

i)r > 0ise
2

AN = =8~ (my — my)? (1+m2) <0
mj

elde edilir. Bu durumda denklem bir OKlid elipsi belirtir.

i) r = 0 ise,
A = 8r2( =0
=—8—F (M1 —mg) =
m% ! 2

dir. Bu durumda denklem bir nokta belirtir.
Burada 6zel olarak, m;ms = —1durumunda (2.2) denklemi
(1+mDa® + (1 4+ miy® = r’

denklemine donuslr. Bu ise, merkezi orijin, yani dogrularin kesisme noktasi olan ve
yarigapl r/+/1 + m? olan Oklid cemberidir.

3)m; =0 ve my — ocoigin; l; : y = 0 yataysal, I, : x = 0 dikeysel bir dogrudur. Bu

dogrularla elde edilen iki dogrulu taksikab elipsinin denklemi
(X, 1) + d7 (X, ly) = r?

den
ve buradan da

denklemi elde edilir. Bu ise,

i) 7 > 0 ise merkezi orijin, yani dogrularin kesisme noktasi olan ve yaricapi r olan Oklid

cemberidir.
if) » = 0 ise dogrularin kesisme noktasi olan bir noktadir.

Taksikab uzaklikliklarin; otelemeler, 1. ve 1l. agiortay dogrularina ve eksenlere
gore yansimalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik dénmeler altinda degismedigi dikkate

alinirsa teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakoglu 2021b). O
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Y = Mot Y = Mmal

1 i =
® ®
m1=02 m, =02
2 2 .
m,=13 m,=13

] 2 = ”/3 3 5 [ 7 3 ) = T 1 3 3 4 5 6
z r=12 r=0
/ - .

2 L2 -2 L

=03 m

.

m

Sekil 2.38. ki dogru yardimiyla elde edilen taksikab elipsleri

Iki odakl taksikab elipsinin bir 6zel halinin merkez-yaricap taksikab cemberi
oldugu gibi, bu tanimin bir 6zel durumu olarak da "taksikab dizlemde dik kesisen iki
dogruya taksikab uzakliklarinin kareleri toplami sabit olan noktalarin geometrik yeri"

olarak iki dogrulu taksikab ¢cemberini tanimlamak mimkindir (Colakoglu 2021b):
Tanim 2.30. Taksikab duzlemde dik kesisen sabit iki dogruya taksikab uzakliklarinin

kareleri toplami sabit olan noktalarin geometrik yerine iki dogru taksikab cemberi denir

(Colakoglu 2021b).
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2] i
Y = mar .

Y = myr

Sekil 2.39. Iki dogru yardimiyla elde edilen taksikab cemberi

B) Iki dogrulu taksikab hiperbolii

Oklid dizleminde iki dogru yardimiyla verilen hiperbol taniminin taksikab diiz-

lemdeki karsihgi asagidaki gibi verilebilir:

Tanim 2.31. Taksikab diizlemde bir noktasi ortak sabit iki dogrunun olusturdugu karsilikh
bolge ciftlerinin birinde yer alan ve bu iki dogruya taksikab uzakliklari carpimi sabit
olan noktalarin geometrik yerine iki dogru taksikab hiperbolt denir. Bu sabit dogrulara

hiperboliin dismerkezlik dogrulari (eccentrix) denir (Colakoglu 2021b).

Bu tanimla elde edien taksikab hiperbollerini belirleyebilmek icin dismerkezlik
dogrularini my,mo € R olmak Uzere I; : y = myx Ve Iy : y = mox olarak alalim.
Otelemelerin uzakliklari korumasi sebebiyle bu se¢im tim durumlari kapsayacaktir. Ek
olarak, I. ve Il. aglortay dogrularina ve eksenlere gore yansimalar ve 90°, 180°, 270° lik
dénmeler altinda taksikab uzakliklar degismedigi dikkate alinarak; "I, ve I, dogrularinin
ikisininde yataysal veya ayira¢ oldugu™ ve "[; in yataysal ve I, nin dikeysel oldugu" du-

rumlari incelemek yeterli olur.

Teorem 2.32. Taksikab diizlemde bir noktasi ortak sabit iki dogrunun olusturdugu karsilikl
bolge ciftlerinin birinde yer alan ve bu iki dogruya taksikab uzaklklarinin carpimi 72 > 0

olan iki dogrulu taksikab hiperbolleri;
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i) dogrular cakisik degilse ve » > 0 ise bir Oklid hiperbolii,

if) dogrular gakisik degilse ve » = 0 ise dogrularin birlesiminden ibaret kesisen iki dogru,
iii) dogrular cakisik ve r > 0 ise bu dogrulara paralel ve esit taksikab uzaklikta olan pa-
palel iki dogru,

iv) dogrular cakisik ve » = 0 ise bu dogrulara ¢akisik bir dogrudur (Colakoglu 2021b).

ispat Izometriler sebebiyle, bir noktasi ortak [,:y = myx ve lo:y = myx dogrularini
g06ze almak ve sadece asagidaki durumlari incelemek yeterlidir:

1) jm1] <1 ve |mo| <1

2) Imq| <1 ve |mg| > 1

3)m; =0 ve my — 00

Simdi bu durumlari sirasiyla inceleyelim:

1) |m1] < 1 ve |mso| < 1igin; Iy ve I, dogrulari yataysal veya ayira¢ dogrulardir. Bu iki
dogruya taksikab uzakliklarinin carpimi 72 > 0 olan iki dogrulu taksikab hiperboltniin
denklemi X = (z,y) i¢in

dr(X,1y).dr(X, lg) = r?

den
ly — myz|. |y — moz| = |(y — myz) (y — moz)| = |m1m2x2 — xy(my + msg) + y2| = r?

ve buradan da

(mimy)a® — (my +my)ay +y* £ =0 (2.3)

seklinde bir Oklid genel konik denklemi olarak elde edilir. Bu denklemin katsayilar
A=mmy, B=—(mi+my), C=1,D=FE=0, F=4r?
dir. Ayrica, bu katsayilar yardimiyla

0= B2 —4AC = (m1 + m2)2 - 4m1m2 = (m1 — m2)2
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2A B D 2m1m2 —(m1 + mg) 0
D FE 2F 0 0 +272

= 2r%(my —my)?
ve
AN = (mymy)(2r? (my — m2)2) =2r? (my — m2)2 mimes

bulunur. Elde edilen (2.3) denkleminin ¢6zim kiumesini, Cizelge 2.1°den yararlanarak

inceleyelim:
A) my # ms olsun. Bu durumda
0= (ml—m2)2>0

dir ve

A = 2r% (my —my)°
ya bakilmalidir. Bu ifadenin pozitiflik durumunu ise r belirler:
I)r > 0ise
A = 2r% (my —my)* >0

elde edilir. Bu durumda denklemler [, ve [, dogrularini asimptot kabul eden eslenik iki
Oklid hiperbolii belirtir.

i) r=0ise
A =2r%(my —my)®> =0

elde edilir. Bu durumda denklem I; ve I, dogrularinin birlesiminden ibaret kesisen iki

dogru belirtir.
B) m; = my # 0 olsun. Bu durumda
5= (m1—my)>=0 ve A=2r(my—my)° =0
elde edilir ve denklem,
(m3)a? — (2my)zy +y* £ 12 =0
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veya

(myx — y)2 = Fr?
denklemine donisir. (myx —y)* = —r2 denkleminin ¢6zim kiimesi » > 0 icin bog
kiimedir. Bu sebeple (myz — y)* = r2 denklemini, yani (m?)z? — (2my)zy +3> —12 = 0
denklemini g6z éntne alalim. A # 0 ve C' # 0 oldugundan ABDE ve 2AB?F carpimlari

karsilastiriimahdir. Denklemde
ABDE =0 ve 2AB*F = 2(m})(—2m;)?*(—r?) = —4mjr®
elde edilir. Bu ifadede m; # 0 oldugundan r ye bakilmaldir:

i)r > 0ise ABDE > 2AB?F elde edilir. Bu durumda denklem paralel iki dogru belirtir:

Yy=m1x—1r V& y=mqx+7.
ii)r =0ise, DE = 2BF = 0 elde edilir. Bu durumda tek bir dogru elde edilir: y = m;z.

C) my; = my = 0 olsun. Bu durumda
5:(m1—m2)2:0 ve A:2T2(m1—m2)2:0

elde edilir ve denklem

y2_,r2:o

denklemine donistr. Bu denklemde A = 0 oldugundan £? ve 4C'F garpimlari karsilastiril-

malidir. Denklemde
E*=0 ve 4CF =4(1)(—r?) = —4r?
elde edilir. Karsilastirma r ye baglidir:

i) r > 0ise, B2 > 4CF dir ve z-eksenine, yani [; ve I, ye paralel iki dogru elde edilir:

Yy=rvey=—r.

i) r = 0ise, E? = 4C'F dir ve z-ekseni olarak, yani [; ve I, ile cakisik bir dogru elde

edilir: y = 0.

2) /m1] < 1 ve |mgy| > 1 igin; [; yataysal veya ayirag I, dikeysel bir dogrudur. Bu

dogrularla elde edilen iki dogrulu taksikab hiperboliniin denklemi
dT(X, ll).dT(X, lQ) = 7”2
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den

ly —miz| ly —max| _ |(mama)a® — (my +ma)ay +4°| _
[ma| o)

ve buradan da

(mima)a® — (my + ma)zy + y* & [ma|r* = 0 (2.4)

seklinde bir Oklid genel konik denklemi olarak elde edilir. Bu denklemin katsayilari
A= (mimy), B=—(mi+my), C =1, D=FE=0, F==|my|r’
dir. Ayrica, bu katsayilar yardimiyla

§ = B* —4AC = (—(my + mg))2 — 4(mymgy) = (mq — m2)2

2A B D 2(m1m2) —(m1 + mg) 0
D E 2F 0 0 +2 |my| 2

= —27‘2 (m1 — m2)2 |m2|

ve
AN = (mymy)(—2r* (my — m2)2 Imsl) = 2% (my — m2)2 |ma| (myms)
bulunur. Elde edilen (2.4) denkleminin ¢6zim kiumesini, Cizelge 2.1°den yararlanarak
inceleyelim. |my| <1 ve |mgy| > 1ise m; —ms # 0 # ms olacagindan
5:(m1—m2)2>0
dir ve A ya bakilmalidir:
I)r>0ise
A = =212 (my —my)* |ma| <0
elde edilir. Bu durumda denklemler [, ve [, dogrularini asimptot kabul eden eslenik iki

Oklid hiperbolii belirtir.

i) r = 0 ise,

A = =212 (my — my)” |my| =
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dir. Bu durumda denklem [; ve [, dogrularinin birlesiminden ibaret kesisen iki dogru

belirtir.

3)m; =0 ve my — ooigin; Iy : y = 0 yataysal, Iy : x = 0 dikeysel bir dogrudur. Bu

dogrularla elde edilen iki dogrulu taksikab elipsinin denklemi
dT(X, ll).dT(X, lg) = T2
den
[yl .|| = r*
ve buradan da
vy = Fr’

denklemi elde edilir. Bu ise,
i) 7 > 0 ise asimptotlari eksenler olan bir cift eslenik OKklid hiperbolu belirtir.
ii) » = 0 ise x ve y eksenlerinin birlesiminden olusan kesisen iki dogrudur.

Taksikab uzaklikliklarin; 6telemeler, 1. ve 1. aciortay dogrularina ve eksenlere gore yan-
simalar, orijine gore 90°, 180°, 270° lik dénmeler altinda degismedigi dikkate alinirsa

teoremin ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanmistir (Colakoglu 2021b). O

/ R 3 7 12 3 T R 7 7 7 71 13 3
r=21 Bl r=o
m, =13 m, =13
=l L 4 =l >
- -

/ - "o :3 it
Sekil 2.40. 1ki dogru yardimiyla elde edilen taksikab hiperbolleri
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve kanitlar kullanilarak, Oklid diizleminde konikle-
rin temel tanimlari derlenmis ve yalnizca nokta ve dogru yardimiyla verilen konik tanim-
larinin, daha acik olarak onlarin "iki nokta", "bir nokta ve bir dogru" ve "iki dogru" konik
tanimlarinin taksikab diizlemdeki karsiliklari belirlenmistir. Tez icinde Oklid ve Tak-
sikab geometirinin temel kavramlari, tanim ve teoremleri materyal ve metot olarak kul-
lanilmistir. Bu tezin olusmasindaki en dnemli materyaller bu konuda daha dnce yapilmis
calismalardir. Bunlarin da en 6nemlileri (Krause 1987), (Laatsch 1982), (Kaya vd. 2006)
ve (Colakoglu 2021a, 2021b) dir. Uygulanan yéntemler ve ulasilan sonuglar dogrudan

ispat, dolayli ispat, olmayana ergi gibi matematiksel yontemlerdir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tezde, Oklid geometrisinde bilinen koniklerin yalnizca nokta ve dogru yardimiyla
verilen temel tanimlarinin, yani "iki odak", "odak-dogrultman" ve "iki dogru" tanimlarinin
taksikab duzlemdeki karsiliklari dejenere durumlariyla birlikte belirlenmistir. Taksikab

dizlemde belirlenmis olan bu konikler asagidaki gibi siniflandirilabilir:

4.1. Taksikab Cember Tipleri

Dejenere Olmayan Durumlar | Dejenere Durumlar

Merkez
Yarigap
Taksikab
(Cemberi

Iki Dogru
Taksikab

Cemberi )
(Tiim Oklid Cemberleri)

Sekil 2.41. Taksikab ¢cember tipleri (Colakoglu 2021b)
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4.2. Taksikab Elips Tipleri

Dejenere Olmayan Durumlar Dejenere Durumlar

Taksikab

Elipsleri

)

iki Odak [
Taksikab
Elipsleri

Iki Dogru ’ / //
Taksikab
Elipsleri Tiim noktalar

A . Tiim dogrular
(Tiim OKlid Elipsleri) Tiim paralel dogru giftleri

Sekil 2.42. Taksikab elips tipleri (Colakoglu 2021b)
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4.3. Taksikab Parabol Tipleri

Dejenere Olmayan Durumlar

Dejenere Durumlar

Odak-
Dogrultman
Taksikab
Parabolleri

U
)]

Sekil 2.43. Taksikab parabol tipleri (Colakoglu 2021b)

4.4. Taksikab Hiperbol Tipleri

Dejenere Olmayan Durumlar

Dejenere Durumlar

Iki Odak
Taksikab
Hiperbolleri

Sekil 2.44. Taksikab hiperbol tipleri (Colakoglu 2021b)
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Dejenere Olmayan Durumlar Dejenere Durumlar

P uted L( 74

Odak- \j/ﬁ\ ’—_\ 7 L ) <
Dogrultman

aksika \_ ).
Taksikab _\\_J(j )r

Hiperbolleri
_/ \lk J wl\ Tiim kesisen dogru giftleri
/_ /

N
A%

Dejenere Olmayan Durumlar Dejenere Durumlar
Iki Dogru (Tiim OKlid Hiperbolleri) / //
Taksikab
Hiperbolleri Tiim dogrular
Tiim paralel dogru ¢iftleri
Tiim kesisen dogru ciftleri

Sekil 2.44°0n devami
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5. SONUCLAR

Oklid geometrisinde bir kavram farkli tanimlara sahip olsa da bunlarin hepsi ayni
geometrik nesneye isaret ederler. Bu tanimlarin taksikab duzlemdeki karsiliklari bazen
ayni kalabilecegi gibi degisiklik de gosterebilmektedir. Bu durumda ayni kavramin farkli
versiyonlarindan soz edilebilmektedir. Tez iginde koniklerin ti¢ farkl taniminin taksikab
karsiliklari belirlenmistir ve bunlarin birbirinden farkh oldugu gozlenmistir. Daha agik

olarak, asagidaki sonuclar elde edilmistir:

1) Oklid diizleminde ¢ember iki farkl sekilde tanimlanabilir. Bu tanimlarin taksikab diiz-
lemdeki Kkarsiliklari da farklidir. Taksikab dizlemde merkez-yarigap taksikab ¢emberi
kosegenleri eksenlere paralel olan kareler iken, iki dogru taksikab ¢emberi bildigimiz

Oklid cemberleriyle aynidir. Bu taksikab cemberlerin dejenere formalari birer noktadir.

2) Elipsin odak-dogrultman taniminin taksikab karsiligi kosegenleri birbirine dik olan
dortgenlerdir. Bu taksikab elips, yalnizca, dogrultman eksenlere veya aclortay dogrularina
paralel oldugunda bir simetri eksenine sahiptir ve bu eksen, odaktan gegen ve dogrultmana

dik olan dogrudur.

3) Elipsin iki odak taniminin taksikab karsiligi genel olarak kenarlari eksenlere ve agior-
tay dogrularina paralel ve bu iki odagin orta noktasina gore simetrik olan sekizgenlerdir.
Ozel olarak, odaklar eksenlere dik dogrular iizerinde olursa altigen elde edilmektedir.

Odaklarin cakistigi dejenere durumda ise, taksikab cember elde edilir.

4) Elipsin iki dogru taniminin taksikab karsiigi yine OKlid elipsi verir. Bu taksikab elipsin
dejenere durumlari Oklid dejenere durumlartyla aynidir. Verilen bir Oklid elipsinin, hangi

dogru cifti icin taksikab elipsi oldugu sorusu bir agik problemdir.

5) Paraboliin odak-dogrultman taniminin taksikab karsiligr dort pargali (2 i1sin ve 2 dogru
parcasl) ya da ¢ parcali (2 1s1n ve 1 dogru parcasi) olarak elde edilmektedir. Dejenere
durumlarinda ise, eksenlere paralel dogrular ya da iki ceyrek diizlem parcasinin birlesimi

elde edilmektedir.
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6) Hiperbolun odak-dogrultman taniminin taksikab karsiligi yine iki kanathdir. Kanatlar
duruma gore 4+2, 3+2 ve 3+3 parcali olabilmektedir. Bu taksikab hiperbol, yalnizca,
dogrultman eksenlere veya aciortay dogrularina paralel oldugunda bir simetri eksenine

sahiptir ve bu eksen, odaktan gecen ve dogrultmana dik olan dogrudur.

7) Hiperbolln iki odak taniminin taksikab karsiligi yine iki kanathidir ve odaklarin orta
noktasina gore simetriktir. Kanatlar duruma gore birbirine paralel iki dogru olabilirken

3+3 parcali da olabilmektedir.

8) Hiperboliin iki dogru taniminin taksikab karsiligi yine Oklid hiperbolii verir. Bu tak-
sikab hiperboliiniin dejenere durumlari Oklid dejenere durumlartyla aynidir. Verilen bir
Oklid hiperbolinin, hangi dogru ¢ifti icin taksikab hiperbol oldugu sorusu bir acik prob-

lemdir.
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