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OZET

NEVANLINNA TEORISINDE TAM VE MEROMORFIK FONKSIYONLARIN
BUYUMELERI VE DEGER DAGILIMLARI UZERINE ARASTIRMALAR

YUKSEK LISANS TEZI

Fuat SACI

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2019

Nevanlinna Teorisi, karmasik diizlemde tam ve meromorfik fonksiyonlarin
biiylimelerini, deger dagilimlarini ve davranislarini incelemek i¢in kullanilan bir aragtir.

Bu caligmada, ¢aligmada kullanilacak olan temel tanimlar, gosterimler ve teoremler
verilmis, daha sonra Nevanlinna Teorisi tanimlanmis ve bu teoriye ait bazi 6zelliklerin ispatlart
verilmistir. Daha sonra ise tam ve meromorfik fonksiyonlarin tanimi ve bunlarin basamak ve
tipleri ile ilgili ozellikler, teoremler ve bunlarin ispatlar iizerinde durulup uygun ornekler
verilmistir.

Nevanlinna Teorisi genellikle literatiirde Dagilim Teorisi olarak bilinen meromorfik
fonksiyonlarin deger dagilimlariyla ilgilidir. Bu teoride 6zellikle Cebirin Temel Teoremi ,
Picard Teoremi ve Weierstrass-Casorati Teoremi dnemli yer tutar.

Nevanlinna Teorisi, Kii¢iik Picard Teoremi’nin bir genellestirilmesidir. Bu ¢alismada

amacimiz, bu teoriden yararlanarak, tam ve meromorfik fonksiyonlarin deger dagilimlarini,
biiyiimelerini ve diger 6nemli 6zelliklerini ortaya koymaktir.

Anahtar Kelimeler: Nevanlinna Teorisi, Tam ve Meromorfik Fonksiyonlar,
Biiytimeler, Deger Dagilimlari, Defo Degeri.



ABSTRACT

INVESTIGATIONS ON THE GROWTH AND VALUE DISTRIBUTIONS OF
ENTIRE AND MEROMORPHIC FUNCTIONS IN NEVANLINNA THEORY

THESIS OF MASTER DEGREE

Fuat SACI

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2019

Nevanlinna Theory is a tool to investigate growth, value distributions and
behaviors of entire and meromorphic functions on the complex plane.

In this study,basic notions, definitions, and theorems that are used in the study
are given and then Nevanlinna theory is explained and some of its properties are proven.
Lastly,order snd type of entire and meromorphic functions are studied, related thereoms
are given and some examples are presented.

In literature, Nevanlinna theory is studied 1n relation to the value distributions of
meromorphic functions also known as distribution theory. In Nevanlinna theory,
Fundamental theory of algebra, Pecard Theorem and Weierstrass-Casorati theorem has
great importance.

Nevanlinna theory is a generalization of Little Picard Theorem. In this study, our
goal is to present value distributions of meromorphic functions, their growth and its
other properties using Nevanlinna theory.

Key Words: Nevanlinna Theory, Entire and Meromorphic Functions, Growth, Value
Distribution, Deficient Value



KISALTMA VE SIMGELER

C : Karmasik sayilar kiimesi

R : Gergel sayilar kiimesi

log : Pozitif logaritma

i? 0, r) : Stfir merkezli  yarigapli kapali disk

n(r, f) . f fonksiyonunun kutuplarinin sayisi (katliliklar: da dahil)
;l(r, f) . f fonksiyonunun kutuplarinin sayisi (katliliklar: dahi degil)
T {zeC: |Z| = 1} kiimesi (birim ¢gember)

U : {z € C:|z| <1} kiimesi (agik birim disk)

D(z,,r) : {ZeC:|Z—ZO|<1} kiimesi

B(ZO,r) : {zeC:|z—z0|S1} kiimesi

A : A kiimesinin kapanigt

oD : D kiimesinin siir1

CA : C—A (A kimesinin timleyeni)

|F| : I’ egrisinin uzunlugu

I : Negatif yonlendirilmis I egrisi

D, : {Z:|Z|<r} kiimesi
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1.GIRIS
Nevanlinna Teorisi karmasik diizlemde tam ve meromorfik fonksiyonlarin

bliylime ve davranislari ile ilgili ¢alismalar i¢in giiclii bir aractir.

Nevanlinna'nin Deger Dagilimi Teorisi yaklagik bir asirdir ve hala aktif bir
aragtirma alanidir. Karmagik Analizin iginde ve disinda genis bir uygulama alanina

sahiptir.

Nevanlinna Teorisi 6zellikle “Sabit olmayan bir tam fonksiyon, en fazla sonlu
bir deger hari¢, diger tiim degerleri sonsuz kez alir” seklindeki Picard Teoreminin,
Weierstrass-Casorati ve Cebirin Temel Teoremi ile ilgili bir genellestirme olarak

diisiiniilebilir. (Buck 2008, Charak 2009, Laaksonen 2010, Bergweiler 2018)

Nevanlinna’nin tam ve meromorfik fonksiyonlar i¢in tamimladigi 7'(r, f)
karakteristik fonksiyonu, bu fonksiyonlara ait Sifirlarin ve Kutuplarin dagilimlariyla
ilgili bliylime oranlarini inceleyerek, verilen fonksiyonun biiylimesi ile ilgili bir takim

sonugclari ortaya koyar.

Bu c¢aligmada literatiirde tam ve meromorfik fonksiyonlarin deger dagilimlar
olarak adlandirilan Nevanlinnna teorisinin temelleri lizerinde duracagiz ve teori ile ilgili

birtakim sonuglar1 ve 6rnekleri verecegiz.

fbir tam fonksiyon ve a da karmasik bir sayr olmak iizere f(z)=a

denkleminin kokleri belli teorik ve pratik problemleri ¢6zmede 6nemli bir rol oynar.

Dagilimlar teorisinin 6nemli sonuglarindan biri Gauss’un 1799’da doktora
tezinde, “n. dereceden bir polinomun n tane karmasik kéke sahip olacagi” seklindeki

Cebirin Temel Teoremi ‘dir. (Charak 2009)

Bunun yaninda e°tam fonksiyonu, bir polinom fonksiyonunun davranisindan
tamamen farklilik gosterir. Bu fonksiyon sifir ve sonsuz degerleri harig, verilen her
degeri sonsuz defa alir. On dokuzuncu yiizyilda, iinlii matematik¢i E. Picard,
Transcedental bir f tam fonksiyonun “En ¢ok bir deger hari¢ verilen her sonlu
karmagsik degeri sonsuz defa alacagimi”  gostermistir. (Buck 2008, Charak 2009,
Laaksonen 2010, Bergweiler 2018)
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Daha sonra E.Borel asagidaki gibi bir tam fonksiyonun “mertebe” kavramini

tanimlamistir.

p+e

log x = max {log x,0} olmak iizere her £>0 igin logM (r, f)=0(r"""), r -
oluyorsa, bu durumda f tam fonksiyonuna” p mertebedendir” denir (Tanimda gecen

semboller ve kavramlar daha sonra detayl bir sekilde verilecektir). Mertebe kavraminin

tanimiyla, Picard Teoremi “a sonlu bir karmagsik sayr olmak iizere, p(0< p <o)

mertebeden f tam fonksiyonu,

limSup—logfr’a’f) =
r—0 Og r

ozelligini” saglar. (Charak 2009, Laaksonen 2010, Wong 2012, Memoir 2013)

Genellikle Picard-Borel Teoremi olarak bilinen bu sonug, Deger Dagilimi
Teorisinin temeli olmustur. Hemen belirtelim ki meromorfik fonksiyonlar igin,
Maksimum Modiil Teoremi saglanmadigindan, bu tiir fonksiyonlarin biiyiimeleri ve

deger dagilimlar1 Picard-Borel Teoremi disinda kalir.

Meromorfik fonksiyonlarin kutuplarin varligindan dolayr r nin sonlu degerleri

igin |z| < rbodlgesinde fonksiyon yeteri kadar biiyiidiigiinden, Maksimum Modiil

Teoremi bu tiir fonksiyonlar i¢in uygun bir ara¢ olmaz.

Rolf Nevanlinna 1924 yilinda |z|<R (R<o,0<r<R) bolgesinde f

meromorfik fonksiyonu i¢in

1% ; R*—r? M R(z—a,
log‘f(z)‘ B 27 -(l; log‘f(Relg )‘ R’ —2RrC0s(;—@)+ r d®+;10g R(zf;lz)
N R(Z_bj)
_]Zl:log b2

seklindeki Poisson-Jensen bagintisindan hareketle, 7'(r, f) Nevanlinna Karakteristik

fonksiyonunu  tanimlayarak, meromorfik fonksiyonlarin davraniglari hakkinda

caligmalarda bulunmustur. (Hayman 1959, Charak 2009, Buck 2013)
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Diger taraftan tam fonksiyonlar “Zamanla Degisen Sinyaller ve Mekansal
Olarak Degisen Alanlar” gibi fiziksel olaylar i¢in faydali modellerdir. Miihendislikte
kullanilan tam fonksiyon modelleri, lineer a¢ilim (genisleme) teknikleri olarak

diisiiniilebilir (Fourier serileri ve Integralleri). (Requicha 1980)

Requicha(1980) makalesinde, karmasik degiskenli Tam Fonksiyonlar Teorisinin
ornek uygulamalarini vermektedir. Calisma 6zellikle, iistel tipteki tam fonksiyonlarin B
-Fonksiyonlar: seklinde bir sinifin1 ele aliyor. Bu smif B ¢esitli bantlandirma
tanimlarina gore bant sinirl olan tam fonksiyonlari igerir. Bir B -fonksiyonunun reel ve

karmagik sifirlarini bilgi tasima iglemlerine onciiliik eder.

Birer tam fonksiyon olan polinomlar, miihendislik matematiginde yogun olarak
kullanilmaktadir. Ornegin, Klasik Toplu Elemanli Lineer Sistem biiyiik &lgiide
polinomlarin orani olan meromorf fonksiyonlarin 6zelliklerine dayanmaktadir. Yine
Hesaplamali Geometride ve Bilgisayar Grafiklerinde kullanilan egriler ve yiizeyler,

Sayisal Entegrasyon ve Istatistiksel Egriler genellikle cebirsel birer polinomdurlar.

Eger f fonksiyonu n > 0dereceden bir kompleks polinom ise, bu durumda f ve
sabit bir a € C igin f —a kompleks polinomu da n tane sifira sahip olur. Boylece f

fonksiyonu a €C degerini n defa alir.

a € C sayist i¢in f —a denkleminin sifirlarina, f fonksiyonunun a —noktalar:

ad1 verilir.

Ayn1 koklere sahip herhangi iki kompleks polinom bir sabit ¢arpanla farklilik

gosterdiklerinden, polinomlarin deger dagilimlari basittir.

Bilindigi gibi Maksimum Modiil Teoremiyle, f fonksiyonu D. ={z:|z|§r}

bolgesi lizerinde maksimum modiil degerini 0D sinir1 lizerinde alir.

f ve g fonksiyonlari i¢in
f(2)=0(g(2))

gosteriminin anlami r —ooigin | f (z)|£C |g(z)| olacak sekilde bir C sayisinin

varligidir.
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Boylece polinomlar i¢in Maksimum Prensibi » — oo igin

Sup\z\g, f(Z)| =0(")

seklini alir. Bu yapilanlardan Cebirin Temel Teoremini agagidaki gibi ifade edebiliriz.

“ Sabit olmayan kompleks bir polinom, r—ooigin ODsinwr1 tizerinde f

fonksiyonunun maksimum modiiliiniin biiyiime mertebesiyle belirlenen her sonlu degeri

kabul eder”.

Diger taraftan Liouville Teoremiyle, “Her simirli tam fonksiyonun verilen

bolgede sabit olmast gerektigi” dir. (Wong 2012)

Bu Teoremin degisik bir ifadesini, “Tam Fonksiyonlar, belki bir deger harig,

verilen her degeri sonsuz defa alir” seklinde verebiliriz.

Ormegin f(z)=e° tam fonksiyonu z=0 noktas: hari¢, diger her karmasik
degeri sonsuz defa kabul eder. Bu ise bazi tam fonksiyonlarin asla sifirlara sahip
olamayacagi sonucunu verir. Daha ac¢ik bir ifadeyle Cebirin Temel Teoreminin bir
genellestirilmesi dogru degildir. Tam Fonksiyonlar belli degerleri sonsuz kez

aldiklarindan, bu durum r — oo i¢in

D, (<]

r

bolgesi lizerinde tanimlanmis tam fonksiyonlarin biiyiime oranlar1 hakkinda bize fikir

Verir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Niko Laaksonen, “Nevanlinna Theory on Meromorphic Functions and Their
Value Distribution Theory, October 26 2010” adli makalesinde, “Dagilim Teorisi
kapsaminda bir karmasik fonksiyon ne kadar siklikta farkl degerler kabul ederi ” ve
“Iki meromorfik fonksiyon ka¢ kez aym degeri kabul edebilir ” sorularini ortaya atarak,

teorinin daha da gelismesi i¢in 6nerilerde bulunuyor.

Felix Wong, “Fundamentals of Nevanlinna Theory, Decemberl0, 2012 adl
caligmas1 meromorfik fonksiyonlarin deger dagilimlar ile ilgilidir. Ozellikle * Picard,
Weierstrass-Casorati ve Cebir'in Temel Teoremleri” hakkinda bilgi ve yorumda
bulunuyor. Bunun yaninda “Nevanlinna teorisini, Picard teoreminin bir genellestirmesi

olarak” distinmektedir.

Felix Wong ¢alismasinin son kisminda Nevanlinna teorisinin hizli bir sekilde
gelismekte oldugunu belirterek, Nevanlinna teorisinde ©Onemli bir problemin,”

Nevanlinna’'nin Ikinci Temel Teoremindeki S(r,f) hata terimi icin iyi tahminlerde

bulunmak” oldugunu belirtmektedir.

Dinh Tuan Huynh, “Nevanlinna Theory-University Paris-Sud XI Orsay-2013”
adli doktora tezinde amacinin, “Analitik ve Meromorfik fonksiyonlar i¢in Cebirin Temel

Teoremini genellestirmek ” oldugudur.

Matthew M. Buck, “ MMath, Thesis submitted to The University of Nottingham
for degree of Doctor of Philosoph, July 2013 > adli doktora tez ¢alismasinda,
Nevanlinna teorisinde meromorfik fonksiyonlarin diferansiyel polinomlarla ilgili birkag

problemi incelemis ve tam degerli meromorfik fonksiyonlar i¢in bir sonug vermistir.

Walter Bergweiler, “ Entire and Meromorphic Functions, Christian-Albrechts-
Universitit zu Kiel Ludewig-Meyn-Str. 4D-24098 Kiel -2018” adli seminerinde,
Nevanlinna teorisinde  tam ve meromorfik fonksiyonlarla ilgili birka¢ sonug
(Weierstrass ve Hadamard Carpanlar Teoremi) ve bu teoriye birka¢ uygulama

(Diferansiyel denklemler, iterasyon,...gibi) vermistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Boris Yakovlevich tarafindan yazilan “ Lectures on Entire Functions -1993”

kitabin birinci kisminda, tam fonksiyonlar i¢cin M (r, f) teriminin btiyiime élgiisii

lizerinde durarak, bu fonksiyonun ne kadar hizla biiyiiyebilecegi sorusunu ortaya

atmaktadir.

Adem Ersin I"Jreyen, “ Distance Between a Maximum Modulus Point and
The zero Set of An Entire Function- Bilkent Universitesi-2006 > adli doktorasinda, bir
polinomun sifirlarinin kiimesiyle asimptotik davranisini arasinda yakin bir ilginin
olabilecegine dikkat cekerek, bir tam fonksiyonun sifirlar1 kiimesi ile fonksiyonu

yeteri kadar biiytiten noktalar arasindaki uzakligi incelemistir.

K. S. Charak, “ Value Distribution Theory of Meromorphic Functions-
Mathematics Newsletter, Vol. 18, 4 March 2009 >~ adli makalesinde, kisaca
Nevanlinna teorisine deginmis, bu teorinin sayilar teorisine, kompleks
dinamiklere, kompleks ve differansiyel denklemlere uygulamalar1 tzerinde

durmus ve ileri arastirmalar i¢in birkag¢ a¢ik problem ortaya koymustur.

WK Hayman, “ Lectures on Meromorphic Function, WK Hayman, K
GowriSankaran, KM Rao-1959-math.tifr.ores.in > adh kitabi, tamamen tam ve
meromorfik fonksiyonlarin davraniglan ile ilgilidir. Nevanlinna teorisinde gecen
tanim ve semboller timii burada acgik¢a ifade edilmis ve ¢ogu teoremler

ispatlanmislardir.

Aristides A. G. Requicha, “ The zeros of Entire Functions, Theory and
Engineering Applications, Procedings of The IEEE, Vol. 68, No. 3. March 1980 > adh
calismada, tam fonksiyonlarin “ Zamanla Degisen Sinyaller ve Mekansal Olarak
Degisen Alanlar > gibi fiziksel olaylar i¢in faydali modeller olusturabilecegi ve bu
modellerin miihendislikte sik¢a kullanilabileceklerini belirtmektedir. Ornegin;
Klasik toplu elemanli lineer sistemlerin biiyiik 6l¢ciide polinomlarin orani olan

meromorf fonksiyonlarin 6zelliklerine dayandigini ortaya koymaktadir.



Fuat SACI

Kai Liu “ Meromorphic functions sharing a set with applications to difference
equations, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 359 (2009) 384-393”

makalesinde fark operatérii A_f olan f tam fonksiyonuna ait f(z+c) O6telemesi

ile ilgili lineer olmayan fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin uygulamasini

vermektedir.

S.Ogras and O.Ince, “ On The Distribution of Zeros of The Equation of State,
Journal of Math and Comp.Sci.. (Math Ser.), Vol 9, No :1 (1996) 67-73” adli makalede,
Yang-Lee Yogunluk Teorisinde sik¢a kullanilan Grand Partition fonksiyonunun
stfirlarinin dagiliminin Nevanlinna teorisinde incelenebilecegi ve Grand Partition
fonksiyonuna ait sifirlarin, “Orjinden gegen bir isin lizerinde yer alabilecegi”

gosterilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT
Bu boliimde, Nevanlinna teorisinde gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar,

ornekler ve teoremler verilecektir.
3.1 Materyal

Literatiirde tam ve meromorfik fonksiyonlar1 igeren ¢alismalar bulunmaktadir.
Bu c¢alismamizi hazirlarken birgok bilimsel makale okunmus ve bunlarin arasindan
konu ile ilgili tanim, kavram ve teoremler lizerine calismalara yogunlastirilmistir.
Nevanlinna teorisi 6zellikle tam ve meromorfik fonksiyonlarmin deger dagilimlar1 ve
biiylimeleri ile ilgilidir. Bu teori ile ilgili sonuglarin elde edildigi birgok bilimsel makale

temel materyalimizi olusturmaktadir.

3.2 Metot

Nevanlinna Teorisinde gegen Nevanlinna Fonksiyonlarinin o6zellikleri, deger
dagilimlari,bliylimeler,defo ve asimptotiklik degerler, matematigin diger ilgili dallarinda

sikca kullanildiklarindan, ileri ¢alisma yapacaklar i¢in bir temel olusturulmustur.
3.3 Temel Tanimlar ve Bunlarla Ilgili Baz1 Teoremler

Oncelikle Nevanlinna teorisinde kullanilan fonksiyonlar i¢in bazi temel terimler

tanimlanacak, daha sonra bu teorinin genel detay1 ortaya konulacaktir.

Teoriye girmeden dnce karmagsik analizde bilinen ve konuyla ilgili baz1 énemli

teoremleri verelim.
3.3.1 Tam ve Meromorfik Fonksiyonlar

Eger f fonksiyonu karmasik Cdiizleminin tiim noktalarinda analitikse, bu
durumda f fonksiyonuna bir tam fonksiyon ad1 verilir. Kutup noktalar1 harig, diizlemin

tamaminda analitik olan fonksiyona da meromorfik fonksiyon denir.

h(z) ve q(z)# Oortak sifirlar1 olmayan birer polinom olmak {izere rasyonel f

(2)

fonksiyonu, f(z)= % seklinde yazilabilir.
q(z
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Ornegin sin z,cos z,e” ve herhangi bir A(z) polinomu birer tam fonksiyon ve

e
(z=D(z+1)

meromorfik bir fonksiyondur. Hemen belirtelim ki z =0 noktas1 e"* fonksiyonunun bir

fonksiyonu da z=1 ve z=-i noktalarinda basit kutuplara sahip

kutbu olmadigindan e"* fonksiyonu diizlemde meromorfik veya kisaca meromorf bir

fonksiyon degildir.
Teorem 3.3.2 (Cauchy Esitsizligi)

Eger f(z)fonksiyonu z=a merkezli ryaricapli C c¢emberinin ic¢inde ve

iizerinde analitik ve C ¢emberi lizerine
|f(2)| <M

olacak sekilde bir M sabiti varsa, bu halde n=0,1,2,...i¢in

!
ROE
r
" " (a) : e
olur. Ozel olarak a, = — olarak alinirsa yukaridaki Cauchy Esitsizligi,
n.
a,|<— (3.3.1)

seklini alir.
Teorem 3.3.3 (Liouville Teoremi)

Swtirlt bir tam (diizlemin tamaminda analitik) fonksiyon, verilen bolgede sabit

olmak zorundadur.
Bagka bir ifadeyle tiim karmasik z degerleri i¢in,

1) f(z)analitik

2) | f(z)|<M, M —sabit olacak sekilde sinirli ise, bu halde f(z) sabit

olmalidir.

10
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Teorem 3.3.4 ( Cebirin Temel Teoremi)

n >1dereceden ve a, # 0 olmak lizere
— 2 n_
P(z)=a,+a,z+a,z"+..+a,z" =0

seklindeki her polinom denklemi, en az bir gercel veya karmasik kéke sahiptir. Daha

genel bir ifadeyle P(z) =0 polinom denkleminin tam n tane kokii vardir.

Teorem 3.3.5 (Gauss Ortalama Deger Teoremi)

Eger f(z) fonksiyonu a merkezli ve ryaricapli C ¢emberinin i¢inde ve lizerinde

analitikse, bu halde
1 2z )
fla)=— j f(a+re®)do (3.3.2)
27

olur.

Baska bir ifadeyle, “analitik bir fonksiyonun ¢cemberin merkezine aldigi deger,

cember tizerindeki ortalama degerine esittir.”
Teorem 3.3.6 (Maksimum Modiil Teoremi )

Eger f(z)fonksiyonu * basit kapali bir C egrisinin iginde ve iizerinde analitik
ve sabit degilse, bu durumda| f (z)| modiilti, maksimum degerini C egrisinin iizerinde

(stmirinda) alir.
Teorem 3.3.7 (Minimum Modiil Teoremi )

Eger f(z)fonksiyonu basit kapalr bir C egrisinin iginde ve tizerinde analitik ve
C egrisinin i¢inde sifir degilse, bu halde | f (z)| modiilii, minimum degerini C egrisinin

tizerinde (simirinda) alr.
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Teorem 3.3.8 ( Argiiman Teoremi )

Sve K, sirastyla basit kapali C egrisinin iginde f(z)fonksiyonunun sifir ve kutup
yerlerinin sayisin1 gostermek {izere, eger f(z)fonksiyonu kutup yerleri hari¢ C

egrisinin i¢inde ve lizerinde analitikse, o zaman

gSf(Z) e S_K
2ri s f(2)

olur.

Eger f(z) fonksiyonu basit kapali Cegrisi icinde p mertebeden (veya
kathiligindan) z =« kutup noktasi hari¢ analitik bir fonksiyon, ayni sekilde f(z)
fonksiyonu C egrisi i¢inde (sinirinda degil) nmertebeden (katliligindan) z=p

noktasinda bir sifirina sahipse, bu halde

Arglimam Teoremi

gSf (IR (3.3.3)
27 f(z)

seklini alir.

Teorem 3.3.9 ( Rouche Teoremi )

egrisi tizerinde

|8(2)| <|f(2)|
esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f(z)+ g(z)ve f(z) fonksiyonlarmmin C ¢emberinin
icindeki sifirlarimin sayist aynidir.

Simdi [Polatoglu,Y., Bolcal,M., Sen,A., YavuzE.,Berberoglu,A., Ozkan,H.
2004. Konu ve Problemleri Ile Kompleks Fonksiyonlar Teorisi. T.C. ISTANBUL
KULTUR UNIVERSITESI YAYINLARI:44, 334, ISTANBUL.] adli kitapta ispatt

verilen Bir Cember i¢in Poisson Integral Teoremini verelim.

12
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Teorem 3.3.10 (Bir Cember i¢in Poisson Integral Teoremi)

f(2),

z| = Rg¢emberi tarafindan tanimlanmis C egrisinin i¢inde ve iizerinde

analitik bir fonksiyon olsun. Eger z =re", C egrisinin iginde karmasik bir say1 ise, bu

durumda

1 f (R* = r")(f (Re)

oy _ 1
Jlret) = 27 1 R* —2Rrcos(0 — @) + rzd¢ ©34)

0

olur. Eger u(r,0) ve v(r,0) siasiyla f(re'”) fonksiyonunun, u(R,$) ve v(R,¢4) da

£ (Re) fonksiyonunun gergel ve sanal kisimlari ise, bu halde

1 (R =r)HuR.9)
“(r g Cor -! R> —2Rrcos(6 —¢)+r° (335)
A\
v 0) == [ B ZTVRS) (33.6)
2wy R"—=2Rrcos(0—¢) +r

esitlikleri vardir.

(3.3.5) ve (3.3.6) ifadeleri C cemberi igin Poisson Integral Formiilleri adin

alirlar.

Ispat

z =re"noktas1 C egrisi i¢inde bir nokta oldugundan, Cauchy Integral Teoremi

yardimiyla,

0 1
@)= fre” =——§L Dy (A)
i w2z

olarak yazilabilir. Diger taraftan z = re’ noktasmin C egrisine gore yansimasi R’ /z

olup, bu noktada C egrisinin disinda kalacagindan, Cauchy Teoremiyle

13
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Lg fo

27i w—R*/z

0:

cikar. (A) ve (B) bagintilarindan

f@=— gﬁ{ L }f(w)dw= Lyp—2FTE ridw

2T WL R e (w—2)(w—R*/2)
elde edilir. z=re”ve w=Re" olarak alinirsa, (C ) ifadesi

1 ZI {re” —(R* I r)e”} f (Re")iRe" dgp
27i g, {Rei¢— re’vg}{Re’”’—(R2 / r)eig}
1 % (r* =R»EP f(Re”)d¢

27y (Re”—re)(re” —Re")

1 2z (7"2 . RZ)ei(€+¢)f(Rei¢)d¢

27 4 (Re”—re”)(Re ™ —re™)
17 (P -R)f(Re")dg

27 (R* —2Rrcos(f —¢) + 1’

f(re”) =

cikar. Diger taraftan
f ey =u(r,0) +iv(r,0) ve f (Re?) = u(R,$) + iv(R,$)
olduklarindan,

u(r.0) +iv(r.0) = —— f (R —r H{u(R.¢) +iV(R’¢)2}d¢
2 R —2Rrcos(8—¢)+r

0

esitliginin her iki yaninin gercel ve sanal kisimlarindan

(R’ —r)u(R,9)
—2Rrcos(@—¢@)+r’

127r
u(r,0) =—
(r-6) 272;[R2

ve

(R’ —r*)v(R,9)
—2Rrcos(0—¢@)+r’

1 2
v(r,0)=—
(r.0) 27[;[ R’
olduklar1 goriiliir.

14
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Teorem 3.3.11 (Laurent Serisi)

f(z) fonksiyonu z=z,noktasinda ayrik tekil noktaya sahip olsun. Aym gz,

merkezli, yarigaplari sirasiyla r, ve r, olan y, ve y, cemberlerinin belirledigi

D= {z i < |z - z0| < ”1} halka bolgesinde, katsayilari

a, 45 f(Z)+1dz n=0,12, ...
27Z'l (z— Zon

veE

27”95 D

(Z ZO )—VH—]

seklinde olan ve adina Laurent Serisi veya A¢ilimi ad1 verilen

Za (z-2)" —Za (z—2)" +Z

3.3.7
(Z ) (3.3.7)

serisi vardir.

Eger y, D halka bolgesinde ayn1 z, merkezli kapali bir gember ise, bu halde

yukarida belirtilen a, ve a_, katsayilar1 yerine tek olarak

f(2)

2m 2 (2—2)"

a, n=0,+1%2,....
+1

katsayilar1 alinirsa, bu durumda D halka bolgesindeki tiim z degerleri i¢in

f@=a, +a,(z—z,))" + ..+ T, G (3.3.8)

72—z, (z-2,)°

tek degerli analitik fonksiyonu yazilabilir.
fi)=a, +a(z—2z,) + a,(z—2,)" +...

ve

15
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ifadeleri sirasiyla D bolgesi icin gegerli olan Laurent Serisinin Analitik ve Esas

kisimlart adim1  alirlar. Bu halde D bolgesindeki analitik f(z) fonksiyonu

f(2) = f,(2) + f,(2) seklinde yazilabilir.
3.3.12 Tekil Noktalarim Siniflandirilmasi

Basit bir ifadeyle karmasik degerli bir f fonksiyonuna D bdlgesindeki bir
z, € C noktasinda analitiktir demek “Bu noktanin acik bir komsulugunda fonksiyonun

yvakinsak bir kuvvet serisiyle ifade edilebilmesi” ile ayn1 anlamdadir.

Bir fonksiyonun diferansiyellenemedigi veya analitikliinin bozuldugu noktaya

Tekil (veya Singiiler) nokta adi verilir.

Eger tek degerli f(z)fonksiyonu, I6>0 igin 0< |z—z0| <0 bolgesinde
analitik, ancak |z—z0|<5 bolgesinde analitik degilse, bu durumda z,noktasina bir
ayrik tekil nokta ad1 verilir.

Ornegin z=a noktasinda

1

Z—a

f)=

fonksiyonu bir tekil noktaya sahiptir. Bununla birlikte

1; z#0

f(z)z{();z:()

sekilde tanimlanmig fonksiyon sadece orijinde bir tekillige sahiptir. Hemen belirtelim ki
z =0 noktasi ¢ok katll f(z) =+/z =z"* fonksiyonunun bir ayrik tekil noktas: degildir.

Gergekten fonksiyon z =0 noktasinda bir tiireve sahip olmadig1 gibi, fonksiyonu tek

degerli yapacak z =0 noktasinin bir komsulugunu da bulamayiz.

Ayrik tekil noktalarda bir fonksiyonun davramisini karakterize etmek icin
genellikle Laurent serisini kullaniriz ve bu seri yardimiyla bir f(z) fonksiyonunun tekil

(singtiler) noktalarini siiflandirabiliriz.

16
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Tanim 3.3.13

D= {z: I, < |z — z0| < rl} halka bolgesi i¢in r, =0 ve z=aayrik tekil noktasi
hari¢, f(z)fonksiyonu 0< |z—a| <1, halka bolgesinin belirttigi y,egrisinin i¢inde ve
tizerinde analitik olsun.

Bu halde;

i. Eger Teorem 3.3.11 de, (3.3.8) ile verilen

a a
-1 + —2

72—z, (z-27)°

f@=a, +a,(z—z,)" + ..+

acgilimindaki

a_, a, a,

+
z-2zy (z-2)* (z2—2)°
esas kisimda sonlu tane a_, (n=1,2,3,...) katsayilar haric, diger katsayilar sifir ise bu

durumda, f(z)fonksiyonunun Laurent Acilimi

a a a a
fQ=——+ " +—=—+ . +—
n
27—z, (z2—2z,) (z2—2zy) (z—a)

seklinde olacak ve z=a noktast f(z)fonksiyonunun n.mertebeden kutup noktasi adim

alacaktir.

Hemen belirtelim ki z=a kutup noktasinda lim f(z) =co olur. Yani ayrik tekil

noktanin bir komsulugunda analitik bir fonksiyon sinirli olamaz.

ii. Eger tek degerli f(z)fonksiyonu z =anoktasinda tanimlanmamis, ancak
lim f(z)

limiti varsa, bu durumda a noktasina kaldirilabilir tekil nokta adi verilir.

17
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Bagka bir ifadeyle, z,noktasinda f(z)fonksiyonunu f(z,)=a, seklinde
yeniden tanimlarsak, bu durumda f(z) fonksiyonu |z—z0| < rbolgesinde analitik,

dolayistyla z,noktas1 fonksiyon i¢in kaldirilabilir tekil nokta olur.

iii. Eger z=a, tek degerli f(z)fonksiyonu i¢in ne bir kutup ve ne de bir
kaldirilabilir tekil noktaysa, o zaman z =a noktasina bir esas tekil nokta ad1 verilir. Bu

halde f(z)fonksiyonun Laurent A¢ilimindaki esas kisim

a, a

—n

a
a, +a,(z—2z,)° + .t —— + e ——
z2-z, (2—2) (z—2z)

seklini alacaktir.

Asagidaki teorem, esas tekil noktaya sahip fonksiyonlarin davranisini ortaya

koymaktadir.
Teorem 3.3.14 (Weierstrass Teoremi)

Bir ayrik esas tekil noktanin komsulugunda analitik bir fonksiyon, her karmasik

degere keyfi yaklagir.

Picard Teoremi ise bir esas tekil noktanin her komsulugunda analitik bir

fonksiyon, belki bir deger hari¢ her sonlu karmasik degeri aldigini belirtir.

Bunun yaninda meromorf fonksiyonlar i¢in Picard Teoremi ‘sabit olmayan
herhangi bir meromorf fonksiyon, C kompleks diizleminde en fazla iki degeri ihmal

eder.’ seklindedir.

Picard Teoremi, beraberinde “ Sabit olmayan bir tam fonksiyonunun sifirt

olmayabilirmi? sorusunu getirmektedir.

Boyle bir durum “ Aymi sifirlara sahip iki tam fonksiyonun, yalniz bir sabit
farkiyla degil, aymi zamanda bir iistel ¢carpanla da farklilik gésterebilecegi” sorusunu

beraberinde getirmektedir.

Weierstras, Cebirin Temel Teoremine benzer olarak asagidaki teoremi vermistir.
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Teorem 3.3.15

{an}, lim|an| =ooolacak sekilde karmasik sayilarin sifir olmayan bir dizisi

olsun. Bu halde g bir tam fonksiyon ve E kanonik (canonical factors ) ¢carpanlari

2 k
Z

Ek (Z) _ (1 _ Z)ez+7+...+ i

seklinde tanimlanmak iizere, orjinde m mertebeden herhangi bir tam fonksiyon

£ = O T[ES)
ar[

n=1
seklinde yazilabilir.
Tamm 3.3.16

Eger, kompleks sayilarin dizisi {b,} ,m e N ve n=m olmak iizere,

lim[ [, =lim(, b,,,..b,)
n—>0 k=m n—>0

sifirdan farkli kompleks degerleri i¢in yakinsak ise,

[ 15, =65, b;...

n=1

sonsuz ¢arpimi da yakinsaktir. Bu durumda

[16.=bb,..5,,.p

n=1
seklinde tanimlanabilir. Bu tanim m nin se¢iminden bagimsizdir. Eger

ﬁbn =b.b,b,...

n=l

sonsuz carpimi yakinsak degilse iraksaktir. Bu da ancak ya {b }dizisinin sonsuzda

bir¢ok sifirinin mevcut olmasiyla ya da
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lim[ [b, =lim(, b,,,..b,)
n—0 k=m n—>0

limitinin sifirdan farkli kompleks degerleri i¢in 1raksak veya sifira yakinsak olmasiyla

miimkiindiir. Bu durumda sonsuz ¢arpimlarin sifira iraksadigi sdylenebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
Derleme agirlikli olan bu ¢alismanin girisinde “Verilen bolgede sinirli bir tam

2

fonksiyonun sabit olmasi gerektigi seklindeki Liouville Teoreminin akabinde,
Picard’in “ Tam fonksiyonlar, belki bir deger hari¢ verilen her degeri sonsuz kez alir ”
teoremi, tam ve meromorfik fonksiyonlarin davraniglarinin incelenmesine yol agmustir.
Ozellikle Finli Matematik¢i Rolf Nevanllinna, kendi adiyla anilan Nevanlinna

Teorisi’nde (veya kuraminda) yukaridaki teoremlerin genellestirmelerini yapmustir.

Tam ve meromorfik fonksiyonlarin biiylime oranlari ile bunlarin sifir ve kutup

yerlerinin sayilar1 arasinda yakin bir ilgi vardir. Ornegin eger f tam fonksiyonu p -
mertebeden bir biiylime oranina sahipse, bu halde f fonksiyonunun sifirlarinin sayisi

icin bir ust smir n(r)=0(r") seklindedir. Borel daha sonra ist smir1 daha da

keskinlestirerek, bliylime oranini

£ =limsup logn(r)
r—>®0 log r

seklinde tanimlamistir.

Bilindigi gibi sonlu mertebeden tam fonksiyonlar kendi mertebeleri tarafindan
belirlenmis deger dagilimlarina sahiptir. Peki meromorf fonksiyonlar i¢in durum ne

olur?

Meromorf fonksiyonlar Maksimum Modiil 6zellgini saglamadiklarindan,
biiyiime oranlarini 6lgmek pek kolay olmaz. Ancak meromorf fonksiyonlari, polinom
seklinde iki polinomun boliimii olarak alirsak, Borel’in yaptig1 gibi pay ve paydanin

biiylime oranlart hakkinda bir fikir ortaya atmak miimkiindiir.

Nevanlinna Teorisinin dnemli sorularindan biri de,

1

—a;

m(r,f)+zq:m(r,f YS2T(r,f)—N,(r)+S(r., f)

J=1
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ile verilen Nevanlinna’nin ikinci Temel Teoremindeki S(r, f)hata terimi icin iyi bir
tahmin yapmaktir. Ayrica S(r, f)hata terimi Sayilar Teorisi gibi Matematigin diger

branslarinda da 6nem tasimaktadir.
4.1 Nevanlinna Teorisinin Temelleri

Nevanlinna Kurami, Lars Ahlfors’mn doktora danismani olan Finlandiyal
matematikci Rolf Nevanlinna (1929) tarafindan ortaya konulmus ve gelistirilmistir. Bu
teori genellikle literatiirlerde de ad1 gegcen meromorfik fonksiyonlarin deger dagilimlari
ile ilgilidir. Ozellikle, Picardin teoremleri, Weierstrass-Casorati teoremi ve hatta

Cebir'in Temel Teoremi hakkinda daha fazla bilgi ve yorum saglar.
Tanim 4.1.2
f diizlemde verilmis meromorfik bir fonksiyon olsun. Sifir merkezli r yarigaph

kapali I§(O, r) diskinde f fonksiyonunun kutuplarinin sayisini (katliliklar1 da dahil)
hesaplayan n(r, f) terimine f fonksiyonunun sayma fonksiyonu adi verilir. Ornegin

eger f basit bir kutba sahipse 1ekler, iki katli kutba sahip ise 2 ekler,....,

n(r, f) sayma fonksiyonu yardimiyla verilen bolgede f fonksiyonunun kutup

sayilarin1 hesaplayabiliriz. Bunun yaninda ljz(r, f)terimi de 1_3(0, r) bolgesinde f

fonksiyonunun katliliklar1 g6z 6niine alinmaksizin toplam kutup sayilarini verir.

Ornekler 4.1.3

I. é(O, r) diskinde e° fonksiyonu kutuplara sahip olmadigindan

n(r, f) =n(r, f) =0 .

1 . . . .
IL. f(z) =—— fonksiyonu 7 ’nin tam katlarinda basit kutuplara sahip
sin z
olup, || verilen sayinin tam degerini gostermek {izere

r
—| olur.

n(r, ) =n(r,

N e/ S S
SIn Z Sin Z

T
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I1I. f(»)= 12 fonksiyonu 7 ’nin tam katlarinda cift kathi kutuplara
tan” z
sahip oldugundan

n(r, 12 y=2+4|=

tan” z T
ve

n(r,——) =1+2[ .

tan” z T

1 . y . .
f(2)= — fonksiyonu 277 ’nin tam katlarinda basit kutuplara sahip
IV. e -

oldugundan
1 3 1 r
n(r, f)=n(r, =n(r, =1+2|—.
(r. ) =nlr,——)=n(r,——) -
f(2)= _12 =cosc’ z fonksiyonuz ’nin tam katlarinda ¢ift kath
sin” z

kutuplara sahip oldugundan

n(r,——)=n(r,cosec’z) =2+4 r
sin” z T
ve
_ . .
n(r,cosec’z) =1+2|—
T
1 ] . . .
VL f(R)=— fonksiyonu ive—inoktalarinda birer basit kutba sahip
7+
oldugundan,

n(ro f) = n(ro——) = n(r,——) =2
z-+1 z°+1

olarak bulunur.

Maksimum Prensibi olarak bilinen asagidaki teorem, tam veya smirl bir bolge

izerinde analitik olan fonksiyonlar1 karakterize etmek i¢in oldukca faydali bir aractir.
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Teorem 4.1.4 ( Maksimum Prensibi)

f fonksiyonu smirli bir Dbdlgesi iizerinde analitik ve bu bolgenin sinirinda

stirekli olsun. Bu durumda D boélgesindeki tiim z degerleri i¢in
|[f@<|f ()]

olacak sekilde bolgenin sinir1 iizerinde bir z,noktasi vardir.

Hemen belirtelim ki meromorfik fonksiyonlar her zaman igin bu o6zellige

uymazlar. Gergekten

eZ

f(2)=—

Z

olarak alirsak, bu durumda |z| =1¢emberi lizerinde

|f(2)|=

e°
4

oldugu halde, ¢emberin merkezindeki z, =0 noktas1 igin | f (())| = oo olup, Maksimum

Prensibi saglanmaz.

Nevanlinna Teorisi, “Sabit olmayan bir tam fonksiyon belki sonlu bir deger
hari¢, diger kompleks degerleri sonsuz kez alir” seklindeki Picard Teoremini

kanitlamakla kalmay1p, deger dagilimlarla ilgili diger ilgin¢ sonuglara da el atmaktadir.

Konunun dayanag: olan R. Nevanlinna’nin karakteristik fonksiyonunu
verebilmek icin, [Charak, K.S. 2009. Value Distribution Theory of Meromorphic Function.
Mathematics Newsletter, 18(4):1-20.] de ispat1 verilen Poisson-Jensen formiiliinden

baslamak yararli olacaktir.

Teorem 4.1.5 ( Poisson-Jensen Bagintisi )

R sonlu pozitif bir say1, f(z) # 0,00 fonksiyonu B(0,R) = {z :|zZ| <R, 0<R< oo}

kapali dairesinde 0Ozdes olarak sifir olmayan meromorf bir fonksiyon ve
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z=re” € B(R,0)olsun. Bu durumda a,.a,,...,a, ve b.,b,...b 51ra51yla,0<|z|<R

bolgesinde f meromorf fonksiyonunun katliliklari da sayilan sifirlarinin ve kutuplarinin

yerlerini gostermek iizere,

1% . R r Z‘
log|f(z)|=— | log|f(Re" dO+dlog|—
glf ) 27 I g‘f( )‘ R> +r> —=2Rrcos(0 — @) *R
R( 4.1.1)
m zZ— n R b
+Ylog Zl (Z )
j=1 k=1 b
olur.
Ispat
w=z i¢in u =0olacak sekilde |w|(R bolgesinden |u|(1 birim diski {izerine olan
lizerine
R i
= (W_Z) (4.1.2)
R —zw

dontisiimiinii géz Oniine alalim. Bdyle bir doniisiim alt1nda|w| = R g¢emberine |u| =1

cemberi karsilik gelir .(4.1.2) esitliginde

logu = log{w} = log{R(w— z)—log(R2 _Zw)}

R™ —zw

yazilabilir. Bu son ifadenin her iki yaninin logaritmik tiirevinden,

v (9L
u w—2 Rz—ZW (Rz—zw)(w—z) o

cikar. (4.1.3) esitligini,

dw

w—2 27n

Ilogf( )

27n
[w=R

WoR R —zw 2ri Wik (R2 —zw)(w—z)

seklinde yazabiliriz.
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log f(z).

z| < R dairesinde regiiler oldugu icin sol taraftaki ilk integral

Cauchy Rezidii Teoreminden dolayzi,

1 J' log f (w) dw =L_{27riZRez(f(w),z)}

27i Wr w—z 2mi

olur. Burada w = z noktas1 basit kutup olarak alinmigtir.

Ote yandan

1
—_— 1
27ziw~[R ogf(w R* —zw

. : : - R’
Integrali Cauchy teoreminden dolay1 sifirdir. Gerg:ekten|z| < Rise ‘z‘ <Rve W >R
b4

2

yazilabilir. Bu haldew:f—| noktasi |w| = R c¢emberinin digindadir. Boylece, (4.1.3)
Z

ifadesinin degeri

log £(2) ==— [ log f(w) (R 2| ) (4.1.4)
270 o (R —aw)(w-2) -
olur.
Diger taraftan, [W]|=R ,w=Re” ,dw=iRe” d¢ ve z = re” olduklarindan,

<R2 —Ew)(w— z) = (w.v_v—z.w)(w— z) = w(v_v— 2)(w— z) = W(Re’i‘”— re’ie)(Rei”’— reig)

=Re” R’ - 2RrC05(¢ - 0) +r

seklinde yazilir. Bunu (4.1.4) esitliginde kullanirsak,
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R*—r*
logf Tor j logf )R2 - 2RrCos(9 — ¢) +r ¢ 41.5)

bulunur. (4.1.5) ifadesinin iki yaninin gergel kismi alinirsa,

R2 _ 2
R — 2RrC0s(H - ¢) +r

log|f (z)|= i j log‘ f(Rei¢)‘ d¢ (4.1.6)

sonucu elde edilir.

Simdide f (z) meromorf bir fonksiyon ve

f[{R( bw)} H{ _aw} 4.1.7)

olarak alinsin.

< R bolgesinde F(w)= 0,00 olur. w=Re” ve |a|<R ise,

R(w=a)|_|R(Re"~a) |R(w=a)| 1 _1|R(w=a)_
Rz—aw‘_ wv_v—aw‘_ w—a ‘|w|_|w| w—a |
cikar.
|w| = R gemberi iizerinde
[F(w)|=|f (w)

oldugundan,(4.1.5)ifadesinde f fonksiyonunun yerine F fonksiyonu alinirsa,

2 2
R —r

d 1.
R’ —2RrC0s(6?—¢)+r2 ¢ (4.1.8)

log F(w)= iTlogF(Re”’)
0
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elde edilir. F(w)fonksiyonunun degeri (4.1.7) esitliginden almip (4.1.8) ifadesinde

kullanilir ve w = z yazilirsa,

_LG i R>—r? < R(Z—_al’)
logf(Z)_zzzllogF(Re )Rz_erCOS(9_¢)+r2d¢+,-z_;‘log{ R —q, }
N (z—b)
Sl
~bz

4.1.9)

bulunur. Yine k£ =0,1,2,..., degerleri i¢in,
log f(z)=log|f(z)+1 (argf(z)+2kx)

oldugu gdz dniine alinir ve |z| = R ¢emberi iizerinde

oldugu distiniiliirse, (4.1.9) esitliginin her iki tarafinin gercel kisimlarindan,

1 2 ; RZ_rZ (Z Cl)
log‘f(Z)‘=E'([log‘f(Re¢)‘R2—2RrCOS(t9—¢) d¢+210g iy
4.1.10
: R(Z_bj) R
—2 logl———
j=1 R - ]Z

sonucu bulunur.

Yukaridaki bagintiya Poisson-Jensen formiilii ad1 verilir ve bu bagmtida 6zel

olarak z = 0 aliirsa, £ (0) # 0,00 olmak kosuluyla

2 m n
log| f(0)| = 1 [ 1og| £ (Re”)d6] - 3 log Rl S log
ik IS 4.1.11)

—anlog
k=1

Sk

> | R
> &

R 2
- ! log|f (Re )d9\+;10g

seklindeki Jensen Formiilii elde edilir.
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Poisson-Jensen bagintisindaki f(z) # 0,00 kosulunu géz Oniine almazsak, yani,
£(0) =0veyaooseklindeyse, bu durumda n(r, f) ve n(r,%) , sirastyla |z <r, 0<r<oo

bolgesinde f fonksiyonunun katliliklar1 da sayilan kutup ve sifirlarinin sayisini ve
1

gostermek iizere, ¢, #0ve me Zigin f(z)fonksiyonunun orjin merkezli Laurent

acilimi
f@=>cz =cz +c, 2" +.. (4.1.12)
k=1

seklinde olacaktir. (Charak 2009)

Daha agikcast yukaridaki serinin merkez noktasi / dereceden bir sifir ise [ >0
ve [ dereceden bir kutup ise/ <0 olur. Bu halde, g(0) 0,00 fonksiyonu 0<|z| <R
halka bolgesinde f(z) fonksiyonu ile ayn1 sifir ve kutuplara sahipse, (4.1.11) ile verilen

Jensen bagintisi

BUCC RS

c z=0

m

g(2)

g(z) fonksiyonuna uygulanarak,

R

a;

R

—|—1llogR 4.1.13)
bk

1 2z ) m
log|¢,| = gy I log‘f(Re’H)dH‘ - Z:‘log
0 J=

+> log
k=1
bulunur. (4.1.13) ifadesinde [ mertebesi i¢in

1
['=n(0,—)-n(0, )
n 7 n(0, f
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olarak almirsa, bu halde f(0) # 0,0kosulu olmaksizin, c,, sifir noktasinda (orijinde) f

fonksiyonunun Laurent acilimdaki sifir olmayan ilk katsayiy1 gostermek {izere, Teorem

(4.1.5)’ den

1 2z ] m
log|c,| = gy I log‘f(Re"’)d@‘ - log
0 =

R n(0, l) log R
a; f

J

(4.1.14)
+n(0, f)logR

+ Zn:log
k=1

R
lk

olur.

Teorem 4.1.6 (Genellestirilmis Jensen Formiilii)

f, D(O,r) bolgesinde meromorf bir fonksiyon, a,,a,,..a, ve b.b,,..b ler
strastyla D(0,r) —{O} bolgesinde katliliklar1 da sayilan sifir ve kutup yerleri olsunlar.

Bu halde ¢, # Oolmak iizere, orjin (sifir) noktasinda f fonksiyonunun Laurent acilimi

f()= ZCkzk olarak alindiginda,

k=m

r

2 m n
log|c,| :i J‘ log‘f(reig)dﬁ‘ — > log — + > log bL —llogr (4.1.15)
0 = s 3

bagintis1 vardir. (Bergweiler 2018)

Eger f(0) 0, ise, bu durumda [ =0 ve ¢, =log|f(0)| olur.

Eger f(z) fonksiyonunun R dairesi i¢inde kutup ve sifir yerleri yoksa, (4.1.1)

bagintisi

1% , R*—r?
1 =—|1 Re” deo 4.1.16
ng(z) 272'([ ng( © )RZ—ZRVCOS(9—¢)+I”2 ( )

seklini alir ki, bu bagintiya da Poisson bagintisi ad1 verilir.
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Tanim 4.1.7
f bir tam fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun biiylime mertebesi,
A, B > 0olmak lizere

p=inf{p>0:|f(z)|3AeBZ”} 4.1.17)

seklinde tanimlidir.

Jacques Hadamard Teoremi , p biiyiime mertebeden bir polinomun derecesi en
cok p sayist kadar olabilecegini belirtmektedir. Eger f(0) # 0 seklindeyse, bu halde

a4,,0,,4s5,...,d,, |z| < Rbélgesinde f fonksiyonunun sifirlarini gdstermek iizere, Jensen

bagntisini

(4.1.18)

2 n
log| 0 = 5 | log| f(Re")d6] -3 log |-
0 e k

seklinde yeniden yazabiliriz. (Laaksonen 2010)

Eger n(r,0),

z| < racik diskinde f fonksiyonunun sifirlarinin sayisini ve

r< |ak| diskinde

B 0 ; r£|ak|
X (r) = (4.1.19)
1 ; r>|ak|

karakterisitik fonksiyonunu tanimlarsak, bu halde (4.1.18) bagintisindaki

2 R
Zlog —
k=1 a,
terimi
n n R
Zlog Rl I 1a’t
k=1 a, k=1 |q,|
n R 1
- j 2, (D) ~dt (4.1.20)
k=1 t
R R
1 n
= _[— 2. (Odt = _[ na, Odt
= 0

seklinde yazilabilecektir.
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Boylece (4.1.18) ile verilen Jensen Formiilii
r dt 1 27 o
[n(2,00= = — [ log| f (Re"")d6] - log| £ (O) (4.1.21)
0 t 2my,

seklini alir.

Eger f fonksiyonu sonlu mertebeden biiylimeye sahipse, bu durumda (4.1.21)

bagmntisin(r,0) = O(r”) seklinde, f fonksiyonunun sifirlarinin sayisi i¢in asimptotik bir

iist siir verir.
Borel , en ¢ok bir a € C noktasi harig

limsup —log n(r.a) =
ro® logr

oldugunu gostermistir.

(4.1.18) ile verilen Jensen bagintisi f fonksiyonunun sifirlarinin dagilimi

hakkinda bilgi verir.

Ayni sekilde Poisson-Jensen formiilii Nevanlinna teorisininde temelini teskil
eder ve cogu problemlerin ¢éziimiinde 6nemli rol oynar.

4.1.8 Nevanlinna Fonksiyonlari

Bu c¢alisma boyunca kullanacagimiz temel araclar, Nevanlinna Teorisinde
kullanilan ve asagida tanimlanan fonksiyonlardir. Bu temel araglar, Meromorfik
fonksiyonlarin davraniglarim1 incelemek igindir. Teori boyunca Hayman(1959)

tarafindan tanimlanan fonksiyonlar ve notasyonlar kullanilacaktir.
Tanim 4.1.9

Negatif olmayan reel x sayisi i¢in bu saymn pozitif logaritmasi

logx =

+ logx ; x>1
0 ; x<1

veya

lc;g x=max {O, log x}

seklinde tanimlidir. (Hayman 1959, Charak 2009)
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Pozitif logaritmanin tanimiyla

logx = logx—log(l) 4.1.22)
by

seklinde yazilabilecegi agiktir.

Bunun yaninda

1. logx <logx
2. logx<logy, x=<y

3. log|x| =logx— logl
X
4. log(ka) < ZIng
k=1 k=1
5. log(z x,)<logn +Zlogxk
k=1 k=1

bagintilar1 da yazilabilir.

(4.1.22) 6zelliginden yararlanarak

2 27 2
. + . + 1
log| f(Re”)|dg = | log| f (Re?)|d¢ — | log —|d¢
.([ ‘ ‘ .([ ‘ ‘ .([ f(Re¢)
bagintisini yazabiliriz.
Tamm 4.1.10
Lo
m(r, f) = — j log| £ (re)|d6 (4.1.23)
27 s,

seklinde tanimli fonksiyona Ortalama (proximity) Fonksiyon ad1 verilir.

m(r, ) Ortalama  fonksiyonu, |z|=r¢emberi iizerinde f fonksiyonunun ne

kadar hizl1 biiyiidiigiiniin bir 6l¢iistinii verir.
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Tanim 4.1.11

I

z| <tkapali bolgesinde meromorfik bir fonksiyon olsun., 0<7<rigin

n(, f), |z| <tbolgesinde kathiliklar1 da hesaplanan f fonksiyonunun kutuplarinin

sayisini  gOstermek iizere  f fonksiyonunun kutuplarinin  Nevanlinna  Sayma

(hesaplayici) fonksiyonu

NG f) :J'n(f,f);n((),f)

0

dt +n(0, f)log r (4.1.24)

seklinde tanimlidir .

Eger f(0)= o ve n(0, f)=_0ise, bu halde

NG )=

0

r ”(t;f Dt (4.1.25)

olur. 0 <r, <rig¢in Nevanlinna Sayma Fonksiyonu

Ty

NG f)=]

0

L) =10 jy o (2L ZOL) 0,0y 10g 7
t

t
(4.1.26)

= N(ro,f)+j.@dt

To

seklinde de yazilabilir. (Charak 2009, Buck 2013, Bergweiler 2018)

a€C i¢in f —a ifadesinin sifirlarna f fonksiyonunun a—noktalar: olarak

adlandirilir.

f fonksiyonunun sifirlar1 1/ f fonksiyonun kutuplar1 olacagindan, ayn sekilde

f —a fonksiyonunun sifirlari

fonksiyonunun kutuplar1 olacaklardir. Bdylece
—a

n(r,

N(r,
—a) ve (rf—a

) terimleri, f fonksiyonunun a —noktalarini hesaplayan

pozitif reel degerli fonksiyonlardirlar.
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Nevanlinna Teorisinde bu terimlerin yerine gegen

n(r,a) = n(r,;) , n(r,o)=n(r,f),

1

—a

N(r,a):N(r,f ), N(r,0)=N(r,f)

gosterimleri de sikca kullanilacaktir.

Yukaridaki gosterimler altinda f meromorfik fonksiyonunun |z| <t, 0<t<R

bolgesinde a — noktalarinin sayma fonksiyonu a # ooigin

N(r, dt +n(0,a)log R

1 )=N(r’a)=J-n(t,a)—n(0,a)
a t

0

ve

]in(t,f)—n(O,f)
t

0

N(r,f)=N(R,0)= dt +n(0, f)logR

seklinde olacaklardir. Bunun yaninda (4.1.23) bagimtistyla tanimlanan m(r, f') Ortalama
Fonksiyonu igin,

1 1%+ 1
R—)=m(R,a)=— [log————d
it f—a) m(R,a) 27r;[0g‘f(Re””)—a‘ ¢

ve
1 2r i
m(R, f)=m(R.0) =~ [ log| f Re")|d¢
27
gosterimleri kullanilacaktir.

a —noktalarimin sayma  fonksiyonu olan  N(R,a) terimi, |z| < R diskinde
f(z) =adenkleminin koklerinin ortalamada ne kadar yogunlukta dagildigim
Olgmektedir. |z| < Rbolgesinde a—noktalarimin sayist ne kadar coksa, N(R,a)

fonksiyonu R yaricapina bagl olarak, o kadar hizli biiytir.
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log|f(0)] = — j log|f (Re*)d 0] + Zlog Zlog £(0) % 0,00
seklindeki (4.1.22) ifadesinde log x = lc;g x— l(;gl ozelligi uygulanirsa,
X
1
— log f(Re’¢)d¢—— log f(Re") d¢+— g
= m(R’f) —m(r,—)
f
elde edilir. (4.1.27) ifadesinde |bk| =r, alinirsa,
o R
Zlogﬁ = 1og5d[n(z, £)=n(0, f)]dr
= hoo
=[n(t, ) - n(0.1)] log +j”(t S~ t nO.F)
:In(t’f)_n(o’f)dt
s t
bulunur. Yukaridaki islemlere benzer olarak,
n(t ) =n(0, )
n R R ’f ?
log— = dt
2ot
yazabiliriz.
10g|cm| ——J.log‘f(Re’¢)d¢‘ ZIOg Zlog —mlogR
ve
log| £ (0)| = — j log| f (Re*)d6)| + Zlog ng . f(0)#0,0

Ozelliklerini kullanarak,
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1
m=n(0,—)—-n(0, f)
f
ozelligi ile beraber sirastyla

m(R. )~ m(R,% - N(R%) + N(R. f) = log|£ (0)

ve

m(R,f)—m(R,l)—N(R,l)+N(R,f) =log|c,
f f
yazilabilir.

N R d
N(R,f)—N(R,oo)=Zlogﬂ= Jn(e.£)%

ve
1 LR 1 dt
N(R,—)=N(R,0)= ) log— = |n(t,—)—
7 2oery e

gosterimleriyle, Jensen formiilii

m(R, f)+N(R, f) = m(R,%) + N(R,%) +log| £ (0)

seklini alir.

T(R,f)=m(R,f)+N(R,[f)

seklinde taniml1 fonksiyona Nevanlinna Karakteristik Fonksiyonu adi verilir.

Diger taraftan

m(R, f)+NR,f)=T(R, f)

ve
1 1 1
T 7 I

olduklar1 g6z oniine alinirsa, f(0)# 0 ve coigin
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m(R, f)+ N(R, f) =m(R, %) + N(R,%) +log| £ (0)|

bagintisindan
1
T(R, f) =T(R,?) +log| £ (0)

ozelligi ¢ikar. Gosterilebilir ki

M(R,f)= max, _p |f(Z)|

olarak alindiginda, T'(R, f) karakteristik fonksiyonulog R teriminin konveks artan bir
fonksiyonu olur ve bu halde f bir tam fonksiyon oldugu zaman log M (R, f)ile aym

davranig1 gosterir
Tamm 4.1.12

z—a icin f(z)=0(1) gosteriminin anlami, a noktasmin bir komsulugunda

f(z) fonksiyonunun sinirli olmasidir. Yani,
|z—a|< 6 igin | f(z)|< A
olacak sekilde z ye bagl olmayan A ve o pozitif sayilar1 vardir.

Genelde O(1) sinirli bir terimi gostermek tizere

T(R, %) ~T(R.f)+0(1)

bagintisin1 yazabiliriz. Daha agik bir ifadeyle T(R,f) ve T(R,%) karakteristik
fonksiyonlar1 sinirlt bir terimle birbirlerinden farklilik gosterirler.

Bu tanimdan sonra, [Hayman, W.K. 1959. Lectures on Meromorphic Functions. Tata Institue
of Fundamental Research, 119, India.] adl1 ¢alismada ispati mevcut olan Nevanlinna’nin
birinci temel teoremini bu gosterimi kullanarak verebiliriz.

Teorem 4.1.13 (Nevanlinna’nin Birinci Temel Teoremi)

a herhangi karmasik bir say1 ve ‘ f (0) - a‘ # (0,00 ise, bu durumda
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T(R——) =T (R, f) +o(l)
f—-a

ozelligi saglanir.
Ispat:

Once, T(R, f —a) =T(R, f)+O0() oldugunu gosterelim. f —a ile f meromorf

fonksiyonlarinin kutuplar1 ayni oldugundan,

N(R,f—a)ZN(R,f)

yazabiliriz.  Ayrica, | f —a|£| f |+|a| esitsizliginin  her 1iki yanmmnin pozitif

logaritmasindan,
log|f — a| <log( f| +|a]) < log| f| + loga| + log2 (4.1.29)
esitsizligi bulunur. | f | < | f —a| + |a| esitsizliginden benzer olarak,
log| | <log(f | +|a]) <log|f — | +1og|a| + Iog 2 (4.1.30)
elde edilir. (4.1.29) ve (4.1.30) esitsizliklerinin ortalama degerleri alinirsa,
1 27, 1 2z +
— ! log|f —a|d¢—g ! log|f|d¢ < log|a|+log2
ve
1 2T 1 2 +
py ‘([ log|f|d¢—g _(.; 10g|f —a|d¢ < 10g|a|+10g2
ifadeleri ¢ikar. Son iki esitsizlikten,
‘m(R,f —a)- m(R,f)‘ < 1$g|a| +log?2
sonucu bulunur. Boylece,
m(R, f —a)=m(R, )+ 15g |a|+1log2 = m(R, f)+0()

yazilir. Bu ifade yukaridaki N(R, f —a) = N(R, f) ile taraf tarafa toplanirsa,
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T(R.f-a)=T(R, f)+O0®0)

esitligi bulunur. Yine

T(R,f —a) =T(R,f1 )+0(1)

—da

oldugu g6z oniine alinirsa, Nevanlinna’nin Birinci Temel Teoremi,

T(R——) =T(R, f) + O)
f—a

seklinde ispatlanmis olur.

.Ornek 4.14 f(z) = z.e® olmak iizere, Jensen bagintisindan

1 2z 1 2r
m(r, f) =Z.([log|f(z)|d0=g_([log‘z.ez do

ifadesi yazilabilir ki, buradan da

eZ

1271+ 127rJr
,f)=—11o do=—11 2"*do
m(r, )=~ j e(dllepa0 = j og(re™?)

degeri bulunur.

[_

] aralifinda cosiniis

(SN

z
2 b

alindiginda,

fonksiyonunun pozitif oldugu goz Oniine

1 logre”**’d@ = logr +L
2r

T

0 |

N

oldugu goriiliir. Sonug olarak

logr
2

r
+ —

m(r, f) =

esitligi elde edilir. Ayrica N(r, f) =1 oldugundan
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T(r,f)=mr,f)+N(, f)
seklindeki karakteristik fonksiyon i¢in

logr%rlle
V4

IT(r.f)=

Ornek 4.1.15

P veQ, ortak sifirlar1 olmayan birer polinom olmak lizere a,,b, #0 i¢in

P(z) a7z +a 77" +..+q,
Q(z) b,7"+b, 7" +..+b,

f()=

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Cebirin Temel Teoremiyle Q(z)polinomu m tane
sifira, dolayisiyla f fonksiyonu mtane kutba sahip olur. Bu halde 7, <r igin

n(r, f)=m olup,

NG f) = [28S )—t”“lf )i In(t,f)—tn((), f)

0 ,

:N(ro,f)+jMdt

dt +n(0,o)logr

t

bagintis1 yardimiyla

N(r,f)ZN(ro,f)+J‘m£:mlogr+C, C — sabit
t

bulunur.
Diger taraftan
P2 ~a] |2
ve
o) ~[b.["

ozellikleriyle beraber,

z| — 0 igin
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_lal
|f(2)| |bm||z

[-m

yazilabilir.
1) Eger [ <m ise |z| — 00 igin
(2] =00
ve

m(r, f)=O0()

olup, buradan da

I(r,f)=m(r,f)+N(r,f)
=N(r,f)+01)
=mlogr+0O(1)

Nevanlinna karakteristik fonksiyonu elde edilmis olur.

2) Eger [ >m ise,

z| > o igin

al l-m
|f<z>|~Hz|

oldugundan,

log|f(2)| = (I —m)log|z| + log|Z—’| +o(1)

m

esitligi goz online alinarak,

z| > oigin
m(r, f)=(—-m)logr+O(1)
esitligiyle beraber
T(r,f)=N(r, f)+m(r, f)

=mlogr+ (Il —m)logr +O(1)
=llogr+0()
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Karakteristik fonksiyonu bulunmus olur.

(1) ve (2) durumlar1 ayn1 anda diisiiniildiigtinde

T(r, f)=max{l,m}.logr+O(1)
=der(f).logr+0(1)

seklinde Nevanlinna Karakteristik Fonksiyonunu yazabiliriz.

Ornek 4.1.16

(),

z| < R bolgesinde meromorf bir fonksiyon ve m sonlu bir sayu ise,
T(R,mf)=T(R, f)+00)
esitligi vardir.
Eger m,n,k ve p birer sabit, mp —nk # 0, f(0) # o, g(0) # coolmak iizere

mf +n

Kf +p

8(2) =
seklindeyse, bu durumda.

T(R,g)=T(R,f)+0D)

olur.

Coziim:
m # 0 i¢in,
log|mf| < log|f| +log|m|

ve

Sl(;g|mf|+l(;g !

log|f|=1log ;‘

mf.l
m

esitsizliklerinde sirasiyla pozitif logaritmalar1 ve ortalamalar1 alinarak,

43



4.BULGULAR VE TARTISMA

10g|mf|—10g|f| < log|f|+10g|m|—10g1+10g|m|—10g|mf|

+ + + + 1
Slog|f|+log|m|—log|mf|—log Z

+ + + + + 11
Slog|f|+10g|m|—log|m|—log|f|—log

z\
1
m

log|f|—log|mf| < log|mf|+10g1—10g|m|—log|f|—10g|m|

<-log

l‘ = 10+g |m| < 10+g |m| + 10+g
m

Ve

<log|mf| +1og

1 + +
‘—log|f|—log|m|

m

<log|m| +log ||+ log

1 + +

—‘ —log|f| —10g|m|

m

< l(;g < lc;g |m| +l(;g l‘
m

esitsizliklerinden

m(R,mf ) —m(R, f) <log|m|+log l‘
m

veE

m(R, £)—m(R.mf) <log|m| +log l‘
m

yazabiliriz ki, buradan da,

|m(R, mf) —m(R, f)| < log|m|+log l‘
m

veya
m(R,mf ) =m(R, f)+0()
elde edilir. Ote taraftan, mf ile f meromorf fonksiyonlarinm kutuplar ¢akistigindan
N(R,mf)=N(R, f)

yazabiliriz. Boylece,

44



Fuat SACI

m(R,mf )+ N(R,mf) =m(R, f)+ N(R, f)+0(1)
esitligiyle beraber
T(R,mf +n) =T(R,mf)+O(1)
bulunur. Ayrica (4.1.29) ve (4.1.30) esitsizliklerin ortalama degerlerinden yararlanarak,
m(R, mf + n) = m(R,mf) + 0(1)

veE

N(R,mf +n)=N(R,mf)

yazilabilir ki, buradan da T'(R,mf ) =T (R,mf )+ o(1) ¢ikar. Diger taraftan,
1
T(R,—)=T(R, f)+00)
f
olarak yazilabildiginden,
1
T(R’kf—) =T(R.kf + p)+O() =T(Rkf )+ O() =T(R, f) +O(1)
+p

ve dolayisiyla

B mf +n
T(R,2)=T(R, kf+p)

-

= T(R,—F*+ 1)
kf+p k

P

_ k
=T(R, T )+0()

1
= T(R, )+0(1)
kf

+p
=T(R.k f + p)+O0()
=T(R,kf)+0(1)
=T(R,f)+0(0)

elde edilir.
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Teorem 4.1.17 :

f(2).]z

L m(R f")=km(R,f)
m VRS
11 T(R.f*)=KT(R.f

IV.  m(RI1/f*)=km(R/f)

V. N(RYf*)=kN(RV/f)
f

T(R./ f*)=kT(R.f)+o(1)

VL (
ozellikleri saglanir.

Ornek 4.1.18

f(z)——

—Z
fonksiyonunun Teorem 4.1.17 deki esitlikleri saglayip saglamadigini inceleyelim.
Coziim:

|1+z|
i

1+z

|f|= >1

oldugundan 18g| f | = 10g| f | olur. Buradan
% 1 2r 1 1 27 1 1 1 2z
m(R, f >=—Jlog|f|z d¢=—jlog|f|z dgp==. 2—! log|fld¢
-1 L Tioelflag=Lmee )
2 2ry,
elde edilir. Fonksiyon meromorf bir fonksiyon oldugundan
N

N(R,f2)=§N(R’f)

esitligi vardir. Boylece
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T(R,f2)=m(R, f2)+N(R, f?)

=%m(R,f)+%N(R,f)
1
—ET(R’ f)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde diger esitliklerinde saglandig1 goriilebilir.

Dagilim teorisinin en dnemli teoremlerinden biri de asagida ispatsiz verecegimiz

Nevanlinna’nin Ikinci Temel Teoremidir.

Teorem 4.1.19 (Nevanlinna’nin ikinci Temel Teoremi )

f sabit olmayan meromorfik bir fonksiyon, a; e C,g>2 i¢in 1< j <g olacak

sekilde ¢ tane farkli degerler olsun. Bu halde

N,(r) = 2N(r,f)—N(r,f')+N(r,%)

ve

S(r,f)=m(r,§)+m(r,zq:ff' )+0(1)

=1 —d;

olmak Uzere

1

-4,

m(r,f)+im(r,f )S2T(r,f)—N,(r)+S(r,f) (4.1.31)

seklindedir. Verilena € C sayisi igin

m(r,

1 1
7 a)—T(r,f)—N(r,f )+00)

- —a

seklindeki Nevanlinna’nin Birinci Temel Teoremiyle, (4.1.31) ile verilen
Nevanlinna’nin ikinci Temel Teoremi

1

_aj

(q=DT0 )< LN ) =Ni(n) + 5 f)

seklinde de yazilabilir. (4.1.31) ifadesinde verilen S(r, ) hata terimi, 7'(r, f)
karakteristik fonksiyonuyla kiyaslanamayacak kadar kii¢iik pozitif bir degerdir.
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4.2 Tam Fonksiyonlarin Biiyiimeleri

1900 yillarinda Borel ve diger matematikciler tam fonksiyonlar i¢in Picard

Teoreminin degisik versiyonlar1 iizerinde g¢alistilar. n(r,a), z| <rdiskinde f(z)=a

denkleminin ¢ozlimlerinin (veya sifirlarinin) sayisini gostermek iizere f fonksiyonunun

maksimum modiiliinii (veya biliylime fonksiyonunu),

MR, f)=M ,(r)= max,

f(2)

olarak tanimlamislardir.
Eger f verilen bolgede sabit degilse, r — coigin
M(f,r)=Mf(r)—>oo
oldugunu Liouville Teoreminden biliyoruz.

Bir f tam fonksiyonunun asimptotik davranisini karakterize etmek i¢in M (r, f)

bliylime fonksiyonu asagidaki 6rnekte de goriilebilecegi gibi 6nemli bir 6l¢iit olarak
kullanilabilir.

Ornek 4.2.1
f()=>a,"
k=0

seklindeki n. mertebeden f(z) polinomu i¢in

lim| f (2)| ~ lim|a,||z|"
r—ow r—o

olup,

rn

M(r,f)= rﬁg}lf(z)l =

al’l
esitliginden

logM(r,f)= log|an| +nlogr

log|a, nlogr

lim M) +lim
r—om log r r—o log r r—on log r

=0+n=n

Yukaridaki 6rnekten de goriilebilecegi gibi, bir polinomun sifirlarinin kiimesi ile
asimptotik davranisi arasinda yakin bir iligki vardir.
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Borel, tim ae€C i¢in n(r,a)velogM (r,f), en fazla bir deger harig, ayni

biiyiikliige sahip olduklarin1 gostermistir. Baska bir ifadeyle, a € Cigin

lim Sup logn(r,a) _ lim Sup loglog M (r, f)

r—»0 log r r—>0 log r
oldugunu gostermistir.

1924 yilinda R.Nevanlinna, 7'(R, f) karakteristik fonksiyonun logr teriminin
konveks artan bir fonksiyonu oldugunu ve f fonksiyonu tam oldugunda logM (r, f)ile

ayni davranist gosterdigini ortaya koyarak, Meromorfik fonksiyonlar i¢in biiyiimeler ve
deger dagilimlar ile ilgili tahminler yapmustir..

Nevanlinna Teorisinde “ M ,(r) fonksiyonu ne kadar hizla biiyiiyebilir? ” sorusu

hala 6nemini korumaktadir.
Asagidaki teorem polinom biiylimeleriyle ilgili bir durumu ortaya koymaktadir.
Teorem 4.2.2
Eger negatif olmayan A degeri i¢in

M . (r
liminf — f )
r—0 r

=0

oluyorsa, bu halde f(z), derecesi 4 ’y1 gegmeyen bir polinomdur. (Charak 2009)
Ispat

M, (r)

n

<

a

n

seklindeki Cauchy Esitsizliginden, n > A i¢in

M, (r
|a,|< liminf 1
r—>0 r
olur.
Yukaridaki Teorem, “Tam  Fonksiyonlari kendi biiyiimelerine gore

siniflandirmak  igin, herhangi bir polinomdan daha hizli biiyiiyen monoton
fonksiyonlarin bir élciisiinii teskil etmenin “ 6nemi iizerinde duruyor. Ornegin “ M ()

(3

keyfi hizla biiyiiyebilir mi 7 sorusu Onem tasimaktadir. Baska bir ifadeyle “¢(r),
r — oo i¢in biiyiiyen bir fonksiyon olmak iizere,. M ,(r)>1+ @(r) esitsizligini saglayan

bir tam fonksiyon” teskil edilebilir mi? (Charak 2009)
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4.3 Tam Fonksiyonlarin Mertebe ve Tipleri

Bir f tam fonksiyonun biiyiimesini 6l¢gmek i¢in, basit-diizgiin fonksiyonlarin bir

sinifiyla, bu sinifin elemanlarin1 M (r, f) terimiyle karsilastirmak gerekir.

n pozitif bir tam say1 olmak {izere, f tam fonksiyonu

liminf M < o0

r—o r
ozelligini saglarsa, bu durumda f fonksiyonu derecesi en ¢ok 7 olan bir polinom olur.

Polinom olmayan fonksiyonlarin biiylimesini 6lgmek i¢in bu fonksiyonlarin
biiyiimeleri r’nin kuvvetlerinden daha hizli biiyiiyen fonksiyonlarla karsilastirmak
gerekir.

Tam fonksiyonlar teorisinde ortak¢a kullanilan karsilastirma fonksiyonlari,
genellikle

k>0, e seklindedirler.
Eger f tam fonksiyonu i¢in
M(r,f)<ef’k, r —

olacak sekilde pozitif bir ksabiti varsa, o zaman f fonksiyonuna “sonlu

mertebedendir” denir.

f tam fonksiyonunun biiyiime mertebesi

M(r,f)<ef’k, r —> o

esitsizligini saglayan k degerlerinin en biiyiik alt smiridir. Bagka bir ifadeyle, pile

gosterilen f fonksiyonun mertebesi
p:inf{k:M(r,f)<erk, r>rk}

seklinde tanimlidir.

Eger f tam fonksiyonu p mertebeden ise, bu halde

e <M, f)<e”"

esitsizliginden derhal,
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loglog M (r, f)

pzli_l)r“}sup log 7 4.3.1)
yazilir. (Wong 2012)
Ornek 4.3.1
f@=e=>M(r,f)= f‘rzl‘il}|f(z)| =Tmax el = max e =e

olup, yukaridaki tanim altinda

loglogM (r, f) loglogM (r, f)

p =limsup = limsup
r—> logr = logr
~ limsup loglog(re”)
r—® logr
- i3 log(logr +r)
F—>00 log r

elde edilir. L’hospital kural1 yukaridaki limite uygulanirsa, p =1 oldugu goriiliir.
Eger r > xigin
M(r,f)<e"

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir A sayisi varsa, o zaman p mertebeden bir f

tam fonksiyonuna “sonlu tipten” dir denir.

(4.3.1) esitsizligi saglanacak sekilde A degerlerinin en biiyiik alt sinirna p mertebesine

gore f fonksiyonunun tipi adi verilir. Daha ag¢ik bir matematiksel bir ifadeyle
G:inf{A:M(r,f)<eA’p, r>rA}

seklinde tanimlidir.

(o—&)rf

Diger taraftan e <M(r,f)<e""” esitsizliginden,

o =lim sup—logM(r’ o))

r—>o© rp
elde ederiz. Bu tanimlar altinda, eger,

a) p=0ise, f fonksiyonu minimal tipten,

b) 0O0<o<ow ise, f fonksiyonu normal tipten,
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c) o =wxise, f fonksiyonu maksimum tipten

olur.
4.4 Meromorfik Fonksiyonlarin Defo Degerleri

Nevanlinna bir a degerinin nadiren F tarafindan nasil alindigini agiklar. Bu ii¢
degeri almayan meromorfik bir fonksiyonun derecesini 6lgmek icin asagida tanimini

verdigimiz ve adina da a noktasindaki defo dedigimiz J(a, f) 6l¢iislinii tanitmistir.
Tamm 4.4.1

f sabit olmayan meromorfik bir fonksiyon ve ae€C” olsun Bu halde f

fonksiyonunun a noktasina gore defosu

. m(r,a) ) N(r,a)
=1 — 2 =1-1 —
Olas st T(r,f) T )

seklinde tanimlidir. Eger o(a, f) > 0ise, anoktasi f fonksiyonunun bir defo degeri

adini alir.

o(a, f), nadiren veya seyrek de olsa, a degerinin nasil alindigini aciklar. Eger

f polinom olmayan bir fonksiyon ise d(a, f) € [0,1] .

Bunun yaninda  f fonksiyonunun sonlu defa aldigi herhangi bir deger icin

o(a, f)=1 olur.

Ornegin  f(z) =eolarak alindiginda e° fonksiyonu O degerini ihmal eder.

Boylece N(r,0,e*)=0 olup,

6(0,e%) = limsup m(r,0) =1-limsup N(r,0)

T T(r,f) r—om T(r,f)
=1-limsup

r—>0 T(r,f)

olarak bulunur.
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Nevanlinna’nin Ikinci Temel Teoremiyle

Y Sa, f)<2

aeC”

0zelligi yazilabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Derleme agirlikli olan bu tezde, Tam ve Meromorfik Fonksiyonlarinin biiyiime
oranlar1 ile bunlarin sifir ve kutup yerleri arasinda siki bir iliskinin oldugu ortaya
konulmus, Nevanlinna’nin Birinci ve Ikinci Temel Toremleri ifade edilerek, Teoriyi

destekleyen baz1 Ornekler tarafimizdan verilmistir.

Henri Cartan, Haman Weyl ve Ahlfors Nevanlinna Teorisini Analitik
Doniisiimlere, Raoul Bott ve Shiing-Shen gibi matematik¢iler de Diferansiyel

Geometriye tasimislardir.

Nevanlinna’nin Ikinci Temel Teoreminde gegen S(r, f) hata teriminin daha iyi

ust sinirlarimi bularak,

. m(r’ a) 1 N(I",a)
=1 =1-
e T PTG

seklinde Defo tanimini kullanarak, Nevanlinna Fonksiyonlarinin asimptotiklik

durumlart incelenebilir.

Nevanlinna Teorisininin temellerini kapsayan bu ¢alismanin ileriki ¢alismalar

icin bir temel teskil edecegine olan inancim tamdir.

55



5. SONUC VE ONERILER

56



Fuat SACI

6. KAYNAKLAR
Bergweiler, W. 2018. Entire and Meromorphic Functions. CAU Kiel, Germany, 1-17.

Buck, M. 2008. Nevanlinna Theory. Yiikseklisans, School of Mathematical Sciences,
University of Nottingham, 73.

Buck, M., Math, M. 2013. Topics in Nevanlinna Theory. Doktora, School of Mathematical
Sciences, University of Nottingham, 102.

Charak, K.S. 2009. Value Distribution Theory of Meromorphic Function. Mathematics
Newsletter, 18(4):1-20.

Hayman, W.K. 1959. Lectures on Meromorphic Functions. Tata Institue of Fundamental
Research, 119, India.

Kiselman, C.O. 1993. Order and type as measures of growth for convex or entire functions.
Proceedings of the London Mathematical Society, 66(3):152-186.

Laaksonen, N. 2010. Nevanlinna Theory: On Meromorphic Functions and Their Value
Distribution Theory. UCL Maths Undergraduate Colloguim, Budapent, 1-11.

Levin, B. J.1980. Distribution of zeros of entire functions, American Mathematical
Society,436,United States of America.

Levin, B.J. 1996. Lectures on Entire Functions, American Mathematical Society, 249, United
States of America.

Liu, K. 2009.Meromorphic Functions Sharing a Set WithApplications to Difference
Equations.Journal of Mathematical Analysis and Applications,359: 384-393.

Memoir, M. 2013. Nevanlinna Theory. Doktora, University Paris, 59.

Ogras, S.,Ince,0. 1996. On the Distribution of Zeros of The Equation of State.Jour of
Math&Comp. Sci., 9(1): 67-73.

Polatoglu, Y., Bolcal, M., Sen, A., Yavuz,E.,Berberogl_u,A., Ozkan, H 20Q_4. Konu ve
Problemleri Ile Kompleks Fonksiyonlar Teorisi. T.C. ISTANBUL KULTUR
UNIVERSITESI YAYINLARI:44, 334, ISTANBUL.

Requicha, A.A.G. 1980. The Zeros of Entire Functions: Theory and Engineering Applications.
Proceedings of the IEEE, 68(3): 308-328.

Shapiro, J.H., Shields, A.L. 1976. Unusual Topological Properties of the Nevanlinna Class.
Johns Hopkins University Press, 97(4): 915-936.

Spiegel, M.R. 1964. Theory and Problems of Complex Variables. McGraw Hill, 313, Great
Britain.

Ureyen, A.E. 2006. Distance Between a Maximum Modiilis Point and the Zero Set of an Entire
Function. Doktora, The Institute of Engineering and Science, Bilkent University, 80.

57



6. KAYNAKLAR

Wong, F. 2012. Fundamentals of Nevanlinna Theory.

58



OZGECMIS

17.09.1987 yilinda dogdu. Ilkdgretim ve ortadgretimini Sirnak’ta tamamladi. 2005
yilinda Erciyes Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii'nde bagladigi lisans
dgreniminden 2009 yilinda mezun oldu. Ayni1 yil Mersin Universitesi Fen Bilimleri Enstitii’nde
basladig1 Tezsiz Yiiksek Lisans Programini1 2011 yilinda bitirdi. 2014 yilinda Dicle Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Ana Bilim Dali’'nda Tezli Yiiksek Lisans 0grenimine
basladi. 2017 yilinda Cukurova Universitesi Hukuk Fakiiltesi Hukuk Boliimii’ne basladi. 2011
yilinda MEB’de basladigi Matematik Ogretmenligi gorevine cesitli okullarda ¢alisarak devam

etmektedir.

59



DICLE UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

TEZ INTIHAL FORMU

OGRENCI BILGILERI

| ADI VE SOYADI

Fuat Saci

OGRENCI NO

13804013

EGIiTIM - OGRETIM YILI

2019

YARIYIL

] Guz

ANABILIM DALI

Mate g

PROGRAM

TEZ KONUSU

Yukarida |
kisimlarindan o
Turnitin adli intiha
gore, tezimin be

Uygulanan i"lltr

DKabulfOnay sayfalar harl:

[IKaynakea harig
I:IAlmtllar hanc;f'dahll

Prof.Dr.Sezai OGRAS
Tez Damsmam
(IMZA/TARIH)

(072019

A ilim Dali Baskan V.
(IMZA/TARIH)
‘ ‘ . O #' 29!‘3

Formdaki bilgiler bilgisayar ortaminda doldurulmahdir. El yazis1 ile doldurulan formlar gecersiz sayilmaktadir.

KGK-FRM-340/00



