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Bu tez calismasi a- tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri iizerine yapilan giincel
calismalarin bir derlemesi niteligindedir. Oncelikle sabit nokta kavrami ve Banach
Sabit Nokta Teoremi verilmis, bunlar 6rneklerle agiklanmistir. Daha sonra sirasiyla o-
tam metrik uzaylarda kismi genellestirilmis dis bilikey biiziilme doniisiimleri igin
yaklagik sabit nokta teoremleri, a- tam metrik uzaylarda genellestirilmis (o, v, ¢) —
rasyonel biiziilme dontistimlerinin sabit noktalari, a- tam metrik uzaylarda (a, v, §) ¢ok
degiskenli biiziilme doniisiimleri ve bunlarin sonuglari i¢in yeni sabit nokta sonuglari,
a- tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri verilmistir.
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ABSTRACT
FIXED POINT THEOREMS IN a-COMPLETE METRIC SPACES
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Master’s Thesis, Department of Mathematics
Advisor: Assoc.Prof.Dr. Demet Binbasioglu Ozatilgan
May 2025, vii + 90 pages

This thesis presents a comprehensive review of recent developments concerning fixed
point theorems in a-complete metric spaces. It begins with an introduction to the notion
of fixed points and the Banach Fixed Point Theorem, illustrated with examples.
Subsequent sections examine approximate fixed point theorems for partially
generalized convex contractions, fixed points of generalized (o, y, ¢)-rational
contractions, and new results related to (a, y, &)- multivariable contraction mappings.
These findings aim to enrich the understanding of fixed point theory within generalized
metric frameworks.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Aciklamalar
R Gergel Sayilar Kiimmesi
R* Negatif Olmayan Gergel Sayilar kiimesi
N Pozitif Tamsayilar Kiimesi
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n Eta
7] Upsilon
€ Epsilon
u Mu
Y Psi
'3 Xi
o) Varphi
s Pi
[0) Phi
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1. GIRIS

Miihendislikten davrams bilimlerine, ekonomiden yapay zeka teknolojisine, tipdan
oyun teorisine kadar genis bir yelpazade kullanim alan1 bulunan sabit nokta kavrami
ilk kez, modern fonksiyonel analizin kurucu sayilan Polonyali matematik¢i Stefan
Banach tarafindan 1922’de ortaya konmustur. Banach Sabit Nokta Teoremi iteraktif
yontemlerle sabit noktanin bulunabilecegini gostermektedir ve halen en ¢ok kullanilan

sabit nokta teoremidir.

Metrik uzaylarin daha genel bir versiyonunu olan a-metrik uzay kavrami 2015 yilinda
Jleli & Samet tarafindan olusturuldu. Boylelikle klasik sabit nokta teoremleri,
a-metrik uzaylara genellestirildi ve yeni tiir biiztilme fonksiyonlar: tanimlamis oldu.
Karapimar, Abbas ve Sintunavarat’un 2016-2020 arasinda yaptiklari galismalarla
a-metrik uzaylarda zayif ve giiglii biiztilmeler icin genellestirilmis sabit nokta teorem-

leri gelistirmistir.

Ortaya koydugumuz bu tez calismasinda ise a-tam metrik uzaylarda sabit nokta
nokta teoremleri hakkindaki literatiir taramasi yapilarak, bu konudaki giincel ¢alisma-
lar derlenmistir.

Tezimiz bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim olan giris kisminda tezin genel
yapisindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde sabit nokta kavramima tanimlanip, orneklenmis, sonrasinda Banach
Biizlilme Prensibi verilmis ve ¢esitli ornekler tizerinde incelenmistir.

Uciineii boliimde kismi genellestirilmis disbiikey btiziilmeler ve 2. dereceden kismi
genellestirilmis disblikey biiztilme kavramlar: tanitilmis, ayrica a-tam metrik uzaylar-
da bu tiir dontistimler icin baz1 yaklasik sabit nokta teoremleri olusturulmustur.
a—tam metrik uzaylarda (a1, ¢)-rasyonel biiziilme doniisiimleri ve («, 1, £)-cogul
uzaylarda ve tlizerinde keyfi bir grafik olan metrik uzaylarda yaklasik sabit nokta
sonuclar1 ele alimmustir.

Dordiincii béliimde ise elde ettigimiz sonuglar integral denklemlerinin valigina uygulan-

mistar.



Tartisma ve sonug kisminda ise sabit nokta teorisinin 6neminden bahsedilerek kullanim

alanlarina deginilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teorisine Giris: Temel Bilgiler

Tamim 2.1.1. X bostan farkh kiime, 7': X — X doniisim olmak tizere
T (z)==x

esitligini saglayan x € X noktasma 7' doniistimiiniin sabit noktas: ad1 verilir.

T : X — X doniisiimiiniin bir veya birden cok sabit noktasi olabilecegi gibi herhangi

bir sabit noktasi olmayabilir de. Bunu ¢esitli 6rneklerle inceleyelim.

Ornek 2.1.2. X =R yi alahm. T(z) = 2-+7 6teleme doniisiimii herhangi bir sabit

nokta igermez.

Ornek 2.1.3. X =R, T:R—> R

seklinde tanimlansin. 7" bir tek sabit noktaya sahiptir.O da x=2 dir.

Ornek 2.1.4. X =N i¢in
T(z) = ||

ile tanimh 7" : N — N mutlak deger dontistimiiniin sonsuz sayida sabit noktas: vardir.

I, X iizerindeki birim doniisim olmak tizere 7' : X — X fonksiyonunun sabit

noktalar1 ashinda

(T'=1I)(x) =0
denkleminin ¢oziimleridir. O halde bir denklemin ¢oziimiinii bulmak i¢in kullanilan
metodlardan biri, buna karsilik gelen doniisiimiin sabit noktalarini bulmaktir.

Tanim 2.1.5. (X, d) metrik uzay, 7 : X — X bir déniistim olsun. Her z,y € X
icin
d(Tx, Ty) < kd(z,y)
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seklinde 0 < k < 1 var ise T" ye biiziilme

dontisiimi denir

Tanim 2.1.6. X # @, T : X — X olsun. n tane T’den elde edilen
ToTo..oT(x)=T(T(...T()...))
ifadesine 7”7 doniisiimiintin , n. iterasyonu adi verilir.
T"=ToTo..oT

ile gosterilir.

Ornek 2.1.7. T:R — R, T(z) = 2z + 1doniisiimiiniin besinci iterasyonu
T°(x)=2022@22z+1)+1)+1)+1)+1=32z+31

ile verilir.

Sabit nokta teoremlerinin uygulamalar1 yaklasim teorisi, diferensiyel denklemler
teorisi, integral denklemler teorisindeki problemlerin ¢oziilmesinde matematik, kimya,
istatistik, biyoloji ve ekonominin cesitli disiplinleri i¢in ¢ok onemlidir. Sabit nokta

teoride ¢ok kullanish araclardan biri 1922’de ortaya konan Banach biiziilme ilkesidir.

Teorem 2.1.8. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X,d) tam metrik uzay, T :

X — X biiziilme doniisimii yani V z,y € X icin
d(Tz, Ty) = k.d (z,y)

seklinde k € [0, 1) var olsun. Bu durumda 7"’nin sabit noktas: tektir.

Ornek 2.1.9. T(z) = z+1 ile tammh 7' : R — R déniisiimiinii ele alalim.

T(x) = T(y)| < |z -yl
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dir. Goriildiigii tizere T' sabit bir noktaya sahip degildir.

Ornek 2.1.10.
X

T)=2+1- —
(z) 1+ |z

T :R — R doniistimiinii ele alalim
T ()| =1—(1+2))* <1,

bu nedenle biitiin = < y i¢in

Y Y Y
7) - T@)| = | [ T'tat) < [ 1T Oldt < [ dt =1yl
dir. O halde herhangi x,y icin

d(T(x), T(y)) < d(z,y)

olup 7T"nin herhangi bir sabit noktasi mevcut degildir.

Ornek 2.1.11. T(z) =z , T : R — R déniisiimiinii inceleyelim.
|T(xz) — T(y)| < |x —y| esitsizliginin saglandigimi goriiriiz.Dolayisiyla her x reel
sayis1 T nin sabit noktasidir. € R olmak sartiyla her 7" nin sabit noktasidir.

Yani sabit nokta tek degildir.

2.2. a—Tam Metrik Uzaylara Giris

Sabit nokta teorisi lineer olmayan tiirev ve integral denklemlerinin ¢éziimiiniin varligi-
nin ispatinda kullanmldigoziimii i¢in 6énemli bir ara¢ halini almistir. Ama bazi pratik
durumlarda sabit nokta teoremlerinin sartlar1 ¢ok giicliiddiir. Bu ytizden sabit nokta-
nin varhigr garanti degildir.Bu durumda yaklasik sabit noktalar olarak adlandirilan
hemen hemen sabit noktalar1 dikkate alabiliriz.

Bu boliimde hemen hemen sabit nokta,a-admissible, asimptotik diizenlilik tanimlari
ve bunlarin ornekleri verilmistir. Kismi genellestirilmis disblikey biiziilmeler ve

2. dereceden kismi genellestirilmis biiziilmeler kavramlarimi tanitilip,c-tam metrik
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uzay- larda bu tiir eslemeler i¢in bazi sabit nokta teormeleri olusturulmustur. Ayrica
tizerinde keyfi bir ikili iliski olan metrik uzaylarda yaklassabit nokta sonugclar1 ve

tizerinde grafik olan grafi metrik uzaylarda yaklasik sabit nokta sonuglar ele alinmistir.

Tamim 2.2.1. (X, d) metrik uzay, 7" bu uzay iizerinde kendi i¢ine doniisiim, € > 0
verilen bir say1 olmak iizere xg € X noktasi d (xg,Txg) < € ise T' nin bir e—sabit

noktasi (yaklasik sabit noktasi) olarak adlandirilir. (Reich ve ark., 1978)

Yaklasik sabit nokta bir dontisiimiin noktay1 kendisine olduk¢a yakin bir noktaya
gotiirdiigii durumlar: tanimlamak i¢in kullanilan bir kavramdir.Bazi durumlarda

tam olarak sabit nokta bulmak yerine,yaklasik sabit nokta ile ilgilenmek yeterlidir.

Uyari 2.2.2. Sabit noktanin tiim € > 0 i¢in e—sabit noktalar1 oldugunu gozlemliyo-
ruz. Ancak bunun tersi dogru degildir. (X, d) metrik uzay olmak sartiyla verilen

e>0i¢in T : X — X deki biitiin e—sabit noktalar kiimesi
Fe(T) :={z € X|d(z,Tz) < &}

olarak tanimlanir. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.3. (X, d) metrik uzay, T : X — X de verilen déniisiim olmak kosuluyla,
biitin € > 0 i¢in 7" dontisimiiniin bir e—sabit noktasi varsa, 7' nin yaklasik sabit

nokta ozelligine sahip oldugunu soyleriz. Yani
Ve >0, Fe(T)#10
veya esdeger olarak
infd(z,Tx) =0
zeX
dir.

1996’da Browder ve Petryshyn asagidaki kavramlar: tanimladilar.

Tanim 2.2.4. Eger v € X igin n — oo iken d (T'z", T2""') — 0 oluyorsa, (X, d)
metrik uzaymndaki 7" kendi i¢ine dontisimii z € X noktasinda asimptotik olarak

diizenli olarak adlandirilir. Burada T'x™, T nin x e n kere uygulandiginmi ifade eder.



Lemma 2.2.5. (X, d) metrik uzay olmak kosuluyla, X {izerinde kendi i¢ine doniisiim
olan T, z € X de asimptotik olarak diizenli olsun, oyle ise T yaklasik sabit nokta

ozelligine sahiptir.(Latif ve ark., 2015)

Ispat. n € N icin infd(z,Tz) <d(Tz",T>"") -0 n—0 dr. T, z € X de
reX

asimptotik olarak diizenli oldugundan
d(T=",T(Tz")=d(Tz",T2""") -0 n—0

dir.
infd(x,Tx) =0

zeX

olur. Bu da 7 nin yaklasik sabit nokta ozelligine sahip oldugunu gosterir.
2012’de Samet ve arkadaslar1 asagidaki c—admissible doniistim kavramin tanittilar.

Tanim 2.2.6. 7" bos olmayan X kiimesi iizerinde kendi icine dontistim ve

a: XzX — [0,00) doniistim olmak {izere z,y € X,

a(z,y) >1=a(Tz,Ty) >1

ise 1" doniisiimiine av—admissible adi1 verilir.

Tamm 2.2.7. (X, d) metrik uzay olmak tizere o : X2 X — [0, 00) doniistimil verilsin
X metrik uzayma a—tam denir ancak ve ancak biitiin n € N ler i¢gin o (2, Tpy1) > 1

olacak bigimdeki her {z,} Cauchy dizisi X'de yakinsaktir.
Uyari1 2.2.8. Tam metrik uzaylar ayni zamanda a—tam metrik uzaydir. Fakat tersi
dogru degildir.

Ornek 2.2.9. Biitiin z,y € X, X = (0, 00) iizerinde

d: XzX — R metrigi d(z,y) = |z — y| olsun. a: XaX — [0,00) doniistimii

oy z,y € [1,2]

a(z,y) =
0 diger durumlarda

olarak tanimlansm. (X, d) nin tam metrik uzay olmadig: fakat a-tam metrik oldugu

kolayca goriiliir. Esasinda {x,}, X’ de bir Cauchy dizisi olup biitiin n € N ler i¢in
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a(Tp, Tny1) > 1, n € N olmak tizere z,, € [1,2] dir. [1,2], R nin kapal alt kiimesi

oldugundan ([1,2],d) tam metrik uzaydir ve bu durumda z* € [1, 2] var olup

Tp — x5, M — 00

dir.(Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.10. 7: X — X , a: XX — [0,00) olmak kosuluyla Eger z,y,z € X

olmak tizere

i T bir a-admissible doniistim

i, (r,y) >1ve (y,2) > 1= (z,2) > 1,
ise T' iiggensel a-admissible dontistimdiir.

(Karapmar ve ark., 2013)

Lemma 2.2.11. T' bir tiggensel a-admissible doniisiim olsun. Kabul edelim ki
a(zg, Txy) > 1 olacak bigimde zy € X mevcuttur. x,.; = Tx, seklinde {z,}
dizisini tamimlayalim.m, n € Nicin m < n olmak tizere « (z,, x,,) > 1 dir. (Karapimar

ve ark., 2013)
Tamim 2.2.12. (X, d) metrik uzay1 ve a : Xz X — [0,00) , T : X — X doniistimleri
verilsin, X’ de her {x,} dizisi x € X ve her n € N igin

Ty — T, N — 00 &(Tp, Tpy1) > 1= Tx, - Tx, n— o0

kosulunu saghyorsa 1" ye (X, d) iizerinde bir a—siirekli déniisiim denir. (Karapimar

ve ark., 2013)

Uyar: 2.2.13. Eger T bir siirekli doniisiim ise o zaman 7" bir a—stirekli dontisiimdiir.

Burada a : X2 X — [0, 00) bir keyfi déniistimdiir.

(Latif ve ark., 2015)



Ornek 2.2.14. X = (0,00) ile d : X2X — R biitiin 2,y € X ler i¢in d (z,y) =
|z —y| olarak tammlanan bir metriktir. a : XzX — [0,00) ile T : X — X

dontisimi

1 zyel,2]
a(z,y) = '
0 diger durumlar

ve
z z € [1,2]

22 —62+12 x € (0,1)U(2,00)

Tx =

seklinde tanimlanir. « = 1 de 7" nin limitinin olmadigini gérmek kolaydir. Bundan
dolay1 T siirekli degildir. Simdi 7" nin a-s siirekliligini gosterelim. Biitiin n € N,
a (zp, py1) > 1 olacak bigimde X’de {x,} bir dizi olmak kosuluyla n € N i¢in
T, € [1,2] ve T, = % dir. Eger baz1 x € X i¢in n — oo iken burada z, — x ise

n — oo, Tr, = % — £ dir. Oyle ise T' a-siireklidir.(Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.15. X bostan farkh bir kiime, a : X2 X — [0, 00) doniisiimii verilsin.

Eger tim z,y € X igin,

(x,z) >1vea(y,z)>1

olmak kosuluyla z € X mevcut ise X, (H) ozelligine sahiptir deriz.(Latif ve ark.,
2015)

Simdi kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme ve 2. dereceden kismi genellestirilmis

disbiikey biiziilme kavramlarim tanitacagiz.

Tanim 2.2.16. (X, d) metrik uzay olmak iizere a, b € [0,00), a+b < 1 olacak sekilde
a: XX — [0,00) doniisiimil var ve asagidaki kosullari sagliyor ise 7' : X — X
dontisiimine bir kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme denir.

Tim z,y € X i¢in

alr,y) > 1= d(T?r, T?) < ad(Tx, Ty) + bd(z,y). (2.2.1)



Bu durumda o ya 7" nin taban doniisimi denir. Eger tim z,y € X i¢in

a(z,y) =1 ise T disbiikey biiziilme doniisiimii adin1 alir.(Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.17. (X, d) metrik uzay: verilsin. Sayet a : XoX — [0,00) doniisiimii
var ve aip,az,by,by € [0,1) ile ay + as + by + by < 1 asagidaki kosullar1 sagliyor
ise T': X — X doniistimiine 2. dereceden kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme

denir. Her z,y € X olmak kosuluyla
a(z,y) > 1= d(T?x, T?y)

< ard(x, Tx) + apd(Tx, T?z) 4 bid(y, Ty) + bod(Ty, T?y) (2.2.2)

dir. Bu durumda « ya 7" nin taban dontisiimii denir. Sayet z,y € X iken a(z,y) =1

ise T', 2. dereceden disbiikey biiziilme doniisiimii adin alir.(Latif ve ark., 2015)

Simdi keyfi bir ikili iliski ile donatilmis metrik uzayda yaklasik sabit nokta teoremlerini
olusturmak icin gerekli tanim ve kavramlar1 verelim.

(X, d) bir metrik uzay ve R, X iizerinde keyfi ikili iliski olmak kosuluyla
S:=RUR!
bi¢giminde ifade edilsin. Dolayisiyla
x,y € X, xSy < xRy veya yRx

dir. S 'nin R ye simetrik iliski ile bagh oldugunu gérmek kolaydir.

Tanim 2.2.18. 7" bos olmayan bir X kiimesi tizerinde kendi i¢ine doniisim ve R,

X tzerinde bir ikili iliski olmak kosuluyla

r,y € X, x2Sy = (Tx) S (Ty)

onermesi saglaniyorsa 7' karsilastirma doniistimii adin alir(Latif ve ark., 2015)
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Tanim 2.2.19. (X, d) metrik uzay, R ise X fizerinde ikili iliski olmak tizere X
metrik uzayma S-tam denir ancak ve ancak tiim n € N i¢in {z,,} Cauchy dizisi

STy kosulunu saglar ve bu dizi yakinsaktir. (Latif ve ark., 2015)

Tanmim 2.2.20. (X, d) metrik uzay, X’de R ikili iliskisi verilsin. Sayet X deki her
bir {z,} dizisi i¢in baz1 x € X i¢in n — oo iken z,, — x ve tiim n € N igin x,5%, 1
= n — oo iken T'z,, — Tz kosulunu saghyorsa 7' : X — X (X,d) de S-siirekli
doniistimdiir. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.21. (X,d) metrik uzay: ile X tizerinde R ikili iliskisi verilsin. Sayet
a+b<1lilea,be0,00) iken x,y € X i¢in

xSy = d(T?z, T?y) < ad(Tx, Ty) + bd(z,y)

kosulunu saghyorsa 7' : X — X doniisiimiine S ye gore kismi genellestirilmis dis

biitkey biiziilme doniisiimii denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.22. (X, d) metrik uzay, X {izerinde R ikili iliski verilsin. Sayet a1, as b1 by €
[0,1), a3 + as + by + by < 1 iken z,y € X igin,

xSy = d(T?x, T?y) < ard(z, Tx) + ayd(Tx, T?x) + bid(y, Ty) + bod(Ty, T?y)

kosulu saglaniyorsa 7' : X — X doniistimiine S ye gore 2.dereceden kismi genellestiril-

mis disbiikey biiziilme doniisiimii denir.(Latif ve ark., 2015)

Tamim 2.2.23. Bos kiimeden farkll X kiimesi verilsin. R, X ftzerinde ikili iliski
olmak kosuluyla tim z,y € X ic¢in Sz ve ySz olacak bicimde z € X var ise, X in
(H) ozelligine sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

A = {(z,x) :x € X} kilmesine Xz X kartezyen ¢arpimmin diagonali (kosegeni)
denir.

Koselerin kiimesi V' (G), X ile ¢akisan ve kenarlarimin kiimesi F (G) tiim dongiileri
iceren G grafigini ele alahm. A C E(G) dir. G nin paralelkenar olmadigim
varsaylyoruz, bu yiizden G yi (V (G), FE (G)) ¢ifti ile tanimliyoruz. Dahasi her

kenara koseler arasi mesafeyi atayarak G yi agirlikh grafik olarak ele alabiliriz.
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Tamim 2.2.24. X grafikle donatilmis bos olmayan bir kiime olsun. z,y € X icin
(z,y) € E(G) = (Tx,Ty) € E(G)

oluyorsa T : X — X e kenar koruyan denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.25. (X, d) grafikle donatilmis metrik uzay olsun. X metrik uzayma
E (G)-tam denir ancak ve ancak tiim n € N i¢gin X de (z,,z,+1) € E(G) olacak
bigimdeki tiim {z,} Cauchy dizileri X de yakinsaktir. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.26. 7' : X — X doniisiim ve (X, d), G grafigi ile donatilmis bir metrik
uzay olsun. Sayet X deki her {z,} Cauchy dizisi, baz1 x € X igin n — oo iken
x, — x ve tim n € N ler i¢in (x,,x,41) € E (G) iken n — oo, T'z,, — Tz oluyorsa

o zaman T ye (X, d) tizerinde bir £ (G)-siirekli doniistim denir. (Latif ve ark., 2015)

Tamim 2.2.27. G grafigiyle donatilmis (X, d) metrik uzay: verilsin

tim z,y € X ile a,b € [0,00), a+ b < 1 i¢in
(z,9) € E(G) = d(T?x, T?y) < ad(Tx, Ty) + bd(z,y)

sartini saghyorsa 7' : X — X doniisiimiine £ (G) ye gore bir kismi genellestirilmis

disbiikey biiziilme déniistimii denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanmim 2.2.28. (X, d) G grafigiyle donatilmis metrik uzay olmak {izere
ar + ag + by + by < 1 olacak sekilde ay,as,b1,by € [0,1) var ve biitiin z,y € X ler
i¢in (z,y) € E(G) oldugunda

d (T%, T2y) < aid(x,Tx) + asd (T;B, T233> + bid (y, Ty) + bad (Ty, T2y)

sart1 saglaniyorsa 7' : X — X doniisiimiine 2.dereceden kismi genellestirilmis biiztilme

doniistimii denir.(Latif ve ark., 2015)

Ornek 2.2.29. (X, d) metrik uzay1 ile T : X — X tammh doniisiimii verilsin. T
nin G grafigine gore genel kismi disbiikey biiziilme doniistimii ve 2. dereceden kismi

disbiikey biiziilme dontisiimii oldugunu kolayhkla goriiriiz. Burada

G=(V(G),E(GQ)) = (x,A) dir.
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Tamim 2.2.30. G grafigi ile donatilmis bostan farklh X kiimesi verilsin. Sayet
biitiin z,y € X ler i¢in (z, 2) € E (G) ve (y, z) € E(G) olacak bicimde z € X varsa
X, (Hg) ozelligine sahiptir denir. (Latif ve ark., 2015)

Literatiirdeki mevcut ¢alismalarindan hareketle metrik uzayda bir genellestirilmis

(a, 1, ¢)-rasyonel biizillme déniistimiini tanitiyoruz. (Latif ve ark., 2015)

Tanim 2.2.31. (X, d) metrik uzay1 ile a : X2 X — [0,00) ve T : XX — [0, 00)
dontistimleri verilsin. 7' : X — X, X’de bir kendi i¢ine dontisiim olsun. Eger ¢ € U,

¢ € ® ve ) € Wy var ise her z,y € X ile
1
gd (@, Tz) < d(z,y) ve a(z,y) 21

olmasi

Yd(Tx, Ty)) < o (Myi (2,y)) — ¢ (My (z,y)) (2.2.3)

oldugunu gosterir. Burada

My (z,y) = P1(d(2,y),d (z, Tz) ,d(y,Ty)),

Jd(x,Ty) +d(y,Tz) d(y, Ty)[1+d(z,Tx)] d(y,Tx)[1+d(x,Ty)]
2 ’ 1+d(x,y) ’ 14+d(x,y)

) (2.24)
dir. O zaman T ye bir genellestirilmis (v, 1, ¢)-rasyonel biiziilme doniisiimii deriz.
(Babu ve ark., 2017)

Ornek 2.2.32. X = [0,10) genel metrik olsun. T : X — X

2 7 c[0,1] ise
Tr = 8 0. 1]
r x € (1,10) ise

ve a: Xz X — [0,00)

2 z € [0,1]
a(z,y) =
0 diger durumlar

seklinde tanimlariz. « (z,y) > 1 a esitsizliginin saglanmas: i¢in gerek ve yeter kosul

z,y € [0,1] oldugundan
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z,y € [0,1] ile
1

icin (3.1.1) esitsizligini dogrulariz. Bu amag i¢in

8
t) ==t
MO
ve
2 t=0ise
o) =9
3 t#0ise

den 1, ¢ : [0,00) — [0, 00) ve
¢1 (tl)t27t37t47 t5a tﬁ) = max {tla t2)t37t47t57 tﬁ}

dan 1, : [0,00)° — [0, 00) segeriz. z,y € [0,1] olsun. Genelligi kaybetmeden z < y

v.b, %’x < y. Simdi

vty =v(a(5.2)) o (|2 -5 ~ Iy~ 1]

8|3y 3
318 8

8 5
< My (x,y) = ng/Jl - gM@/)l (z,y)

= ¢M¢1 (%,y)) - ¢(M¢1 (:L‘7y)) :

Buradan 7" bir genellestirilmis («, 1, ¢)-rasyonel biiziilme dontisiimiidiir.

(Babu ve ark., 2017)
Asagidaki lemma sonraki tartismamiz igin kullanishdir.

Lemma 2.2.33. (X,d) nin metrik uzay oldugunu varsayalim. 0 olacak bi¢imde
{z,}, X de bir dizi olmak kosuluyla, eger {x,} bir Cauchy dizisi degil ise o zaman
€ > 0 vardir ve d (mg,n;) > € olacak sekilde ng > my, > k ile {my} ve {n;} pozitif
tamsayilar dizileridir. Her bir £ > 0 igin my ya karsihik gelen d(xp,,z,,) > €,

d (T, Tny—1) < € VE

i limd (2, Tm,,,) =€

k—oo
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ii imd(xp,,zn,) =c¢
k—o0

i limd (2, ,, 70, ) =€
k—o00

iv limd (xnk, xmk+1) =€

k—o0

olacak sekilde en kiiciik n;, tamsayisini segebiliriz.(Babu ve ark., 2011)

N, R, ve Rile sirasiyla pozitif tam sayilar, negatif olmayan reel sayilar ve reel sayilar
kiimelerini gostersin. Bostan farkh bir X kiimesi icin, X in bostan farkh biitiin alt
kiimelerinin simifin1 N (X) ile gosterelim. (X, d) nin metrik uzay olmasi kosuluyla ,
X in en az bir eleman1 olan biitiin kapal alt kiimelerinin simfi C'L (X) ile, bostan

farkl biitiin kapal smirh alt kiimelerinin simfi CB (X) ile gosterilsin.
Tanim 2.2.34. A, B € CL(X)i¢in H : CL(X)xCL (X) — R, U{oo} fonksiyonelini

asagidaki gibi tanimlayalim.

max {su d(a,B),su d(b,A)}, maksimum oldugunda
H(AB) - {sup,ca d (a, B), supyep d (b, A)} g

00, diger durumlarda

Her A, B € CL(X) igin, burada d (A, B) = inf{d(a,b):be B}, A’ dan B C X
‘e olan mesafedir. Boyle bir fonksiyonele d tarafindan olusturulan genellestirilmis

Pompeiu-Hausdorff metrik uzay: denir.(Kutbi ve ark., 2015)

Tanim 2.2.35. ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonlar simifi ¥ ile gosterelsin.
11 1 azalmayan bir fonksiyon

e Y 07 " (t) < oo biitiin ¢ > 0 igin, burada ¢™, ¥ nin n.iterasyonudur.

Bu fonksiyonlar literatiirde bazi kaynaklarda Bianchini-Grandolfi 6l¢tim fonksiyonlar:

olarak bilinirler.(Kutbi ve ark., 2015)

Uyar: 2.2.36. Herbir ¢ € V¥ i¢in, asagidaki iddialarin gegerli oldugu gorilebilir.

¢t > 0 icin
1. lim, e ¢™ (t) =0
2. Y9 (t) <t
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3. ¢ (0) = 0. (Kutbi ve ark., 2015)

Ornek 2.2.37. k € [0,1), ¥ : [0,00) — [0,00), % (t) = kt olarak tammlams
fonksiyon Bianchini - Grandolfi 6lgtim fonksiyonudur. 1 (t) = [0, 00] — [0, 00 ,

it 0<t<1

Y (t) = %t t =1 olarak tanimlanmis fonksiyon Bianchini-Grandolfi dl¢iim
3
gt t>1

fonksiyonudur. (Kutbi ve ark., 2015)

Samet ve arkadaslar1 a,-admissible dontisiim ve a—1) buiziilme doniistimii kavramlarin

asagida belirtilen sekilde tanittilar.
Tanim 2.2.38. (X, d) metrik uzayiyla 7' : X — X doniisiimii verilsin. Sayet

a: XzX — [0,00) ve tiim z,y € X,

a(x,y)d(Tr, Ty) < (d(x,y))

olacak bi¢imde ¢ € ¥ dontisimleri var ise 1" ye a — 1) biiziilme doniistimii ad1 verilir.

(Samet ve ark., 2012)

Asl ve arkadaslar1 a-admissible dontisiimii saglayan ¢ok degerli dontisiimiin bir versiyonu

olan o,-admissible doniistimii kavramini tanittilar.

Tamm 2.2.39. Bos olmayan X kiimesi ile 7 : X — N (X), a : XzX — [0,00)
doniistimleri verilsin. Asagidaki sartlar1 saglarsa 7' ye a,-admissible doniisiim ad1
verilir

ryeX a(r,y) >1= a,(Tz,Ty) > 1.

Burada

a, (Tx,Ty) ;= inf {a(a,b) |a € Tx,be Ty} .
(Asl ve ark.,, 2012)

Samet ve arkadaslar1 ov — 1) biiziilme sartim tek degiskenli versiyondan ¢ogul degerli

versiyona asagida gosterildigi gibi genislettiler.
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Tanim 2.2.40. (X, d) metrik uzay, 7' : X — CL (X) ¢ogul degerli doniisiimii ve

a: XzX — [0,00) doniistimii verilsin. Sayet biitiin z,y € X,

a(z,y) H (Tz, Ty) < ¢ (d(z,y))
olacak bicimde 1) € W var ise T' ye bir o — 9 ¢ogul degerli biiziilme doniisiimii denir.
(Asl ve ark.,, 2012)

Ali ve arkadaslar1 («, ¢, §)-gogul degerli biiziilme kavramini tanittilar. Burada € =

ve Z asagidaki kosullar saglayan & : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonlarmin ailesidir.

& € strekli

& £ ]0,00) da azalmayan

& £ (t) =0 ise ancak ve ancak t =0

& € alt toplamsal.(Ali ve ark., 2014)

Uyar: 2.2.41. Her t € (0,00) i¢in (&) ve (§3) den £ (¢) > 0 elde ederiz.(Kutbi ve

ark., 2015)

Lemma 2.2.42. Sayet £ € = ise (X, d) metrik uzay oldugunda (X, & o d) de metrik

uzaydir.
(Kutbi ve ark., 2015)

Lemma 2.2.43. (X, d) metrik uzay, £ € = ve B € C'L(X) olmak sartiyla z € X
var ve ¢ (d (z, B)) > 0 ise y € B dir, nitekim

§d(z,y) < ¢d(z, B)

burada ¢ > 1 dir. (Kutbi ve ark., 2015)
Tanim 2.2.44. (X, d) metrik uzay olmak kosuluyla ¢ € ¥, £ € =
ve a: Xz X — [0,00) doniistimleri var ve Gyle ki

z,y € X,o(w,y) 2 1= (H(Tx, Ty) < U3cBEM (z,y)
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M(x,y) = mazx {d(z,y),d(x, Tx),d(y, Ty),d(x, Ty) + d(y, Tz)}

oluyorsa T': X — CL (X) ¢ogul degerli dontsiimii bir (a1, §)-biiziilme doniisiimii
olarak adlandirilir. ¢ € U kesin artan oldugu durumda (o, 1, £)-biiziilme doniisiimiine

kesin artan (a, v, €)-biiziilme déniistimii denir. (Ali ve ark., 2014)

Mohammedi ve arkadaslar1 a-admissible ve a,-admissible kavramim asagidaki gibi

genislettiler.

Tanim 2.2.45. X bostan farkh kiimesi ile 7 : X — N (X),
a: XzX — [0,00) doniislimleri verilsin. Biitiin x € X , y € T'x iken
a(z,y) > 1, biitiin z € Ty iken «a (y, z) > 1 esitsizligi saglaniyorsa

T déniisiimiiniin a-admissible oldugunu séylenebilir. (Mohammadi ve ark., 2013)

Uyar1 2.2.46. a,-admissible doniisimin ayn1 zamanda a-admissible oldugu agiktir.

Fakat bunun tersi dogru olmayabilir. (Mohammadi ve ark., 2013)

Tanmim 2.2.47. (X,d) metrik uzaywyla o : X2 X — [0,00), T : X — CL(X)
donitisiimleri verilsin. Sayet n — oo iken z,, % 4 € X ve biitiinn € N, a(zp, Tpi1) >
1 esitsizligi saglanacak bi¢imde biitiin {x,} dizileri i¢in, n — oo iken Tz, A 7y
oluyorsa yani

limd (z,,2) =0 ve a(zy, Tne1) > 1 (her n € Nigin ) = lim H (Tx,, Tx) =0

n—oo n—oo

ise T'ye (CL(X), H) tizerinde bir a-siirekli ¢ogul degerli dontisiimi deriz. (Kutbi
ve ark., 2015)

Uyari 2.2.48. Her o doniistimii i¢in 7" nin siirekliliginin 7"nin a-siirekliligini gerektir-

digine dikkat edelim. Genellikle tersi dogru degildir. (Kutbi ve ark., 2015)

Ornek 2.2.49. X = [0,00), A € [10,20] ve 2,y € X i¢in d : X2X — R metrigi
d(z,y) = |r — y| bi¢iminde ifade edilsin. T': X — CL (X) ve
a: XX —[0,00).T: X - CL(X)vea: XxX — [0,00)

{\2*}, z€]0,1]
{z}, x>1

Ty =
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cosh (z? +y?),  z,y €[0,1]
a(z,y) =
tanh (z +y), diger durumlarda

seklinde tamimlansin. (C'L (X)), H) tizerindeki T' ¢ogul degerli déniistimiiniin strekli

oldugunu fakat Tz, = {1+ 1} il {1} # {\} = T'1 olmadigin goriiriiz. Tleride 7"
nin (CL (X), H) da bir a-siirekli cok degerli déniisiim oldugunu gosterecegiz. {x,},
X7 de bir dizi olsun oyle ki n — oo iken z, L rveVne N, o (zp, xpe1) > 1 dir.
Oyleyse V n € N iken z, 2, € [0,1]. Bu nedenle

Tz, = {\22} Rl {\z?} = Tz dir. Bu T’ nin (CL(X),H) da bir a-siirekli ok

degerli dontistimii oldugunu gosterir. (Kutbi ve ark., 2015)

Simdi keyfi ikili iliski ile donatilmis metrik uzaylarda bazi tanimlar verelim.

(X,d) ve R, X de bir ikili iliski iken

S:=RUR™!

olarak belirtilsin. Yani z,y € X, Sy <= xRy ya da yRz.

her z € X, y € Tz, xSy olacak sekilde z € Ty oldugunda ySz elde ediyorsak,
T :X — N (X) ¢ok degerli doniisiimiine zayif karsilastirmali doniisiim denir. (Kutbi

ve ark., 2015)

Tanim 2.2.51. (X, d) metrik uzay1 X iizerinde R ikili iliskisi verilsin. X metrik
uzayl S-tamdur ancak ve ancak X’ de xnga:nﬂ olacak sekilde her {x,} Cauchy dizisi

her n € N igin X’ e yakinsar. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanim 2.2.52. (X, d) metrik uzay1 ve X iizerinde R ikili iliskisini ele alalim. Verilen

r € X ve {x,} dizisi i¢in

biitiin n € N i¢in lim d (2,,2) = 0 ve 2,541 = lim H (Tz,,Tx) =0

n—oo n—00

kosulunu saglarsa 7' : X — CL(X) in (CL(X),H) ye gore S -siirekli oldugunu
soylenir. (Kutbi ve ark., 2015)
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Tanmim 2.2.53. (X, d) metrik uzay, R, X iizerinde ikili iliski olmak sartiyla, sayet

iki ¢ € U ve ¢ € = fonksiyonu var oyle ki

v,y € X xSy=&(H (Tx,Ty)) < ¢ (£(M (z,y)))

M (z,y) :max{d(x,y),d(:v,Tx%d(y’Ty),d(m,Ty)JQrd(y,Tx)}

kosulunu saghyor ise 7 : X — C'L (X) doniisiimiine bir ( S, & )-biiziilme déniisiimii
adi verilir. Bu durumda ¢ € ¥ kesin artan oldugunda ( S, & ) -biizlilme dontistimiine

bir kesin ( 5,1, £)-biiziilme déniisiimii denir.(Kutbi ve ark., 2015)

Simdi bir grafik ile donatilmis metrik uzayda bazi temel tanimlar: verelim.

(X, d) metrik uzay olmak kosuluyla A = {(z,z) : € X} e Xz X kartezyen ¢arpiminin
bir kisegeni denir. Koselerin kiimesi V (G), X ile ¢akisan ve kenarlarimin kiimesi
E (G) tiim dongtileri igeren G grafigini ele alalim, yani A € E (G), G’ nin paralelkenar
olmadigini varsayiyoruz, bu yiizden G’ yi (V (G) , E (@)) ¢ifti ile tanimliyoruz. Dahast

her kenara koseler aras1 mesafeyi atayarak G yi agirlikh grafik olarak ele alabiliriz.

Tamim 2.2.54. X bir G grafigi ile donatilmis kiimesi bostan farkl ,

T:X — N(X) cogul degerli doniisiim olmak tizere biitiin z € X ve y € Tz i¢in
(x,y) € E(G) iken her z € Ty, (y,2) € E(G) ise T nin kenarlar1 zayif korudugunu
soylenir. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanmim 2.2.55. (X, d) G grafigi ile donatilmis iken verilen z € X ve {x,} dizisi

her n € Ni¢in limd(x,,x) =0 ve (x,,2p11) € E(G) = lim H (Tx,,Tz) =0

n—oo n—oo

kosulunu saghyorsa 7' : X — CL (X) e (CL(X),H) a gore E (G)-siirekli dontisiim
deriz. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanmim 2.2.56. (X,d) bir G grafigi ile donatilmis bir metrik uzay olsun. Eger iki

v € U ve £ € = fonksiyonlar: var 6yle ki

r,y € X, (v,y) € E(GQ) = {(H (Tx,Ty)) < ¢ (§(M (x,y)))
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M (2,) = max {d(:c,y) d(e.Tx) .y, Ty), LTI d(y,m}

ise T': X — C'L doniisiimiine (£ (G) , ¢, §)-biiziilme doniisiimii denir. Bu durumda
Y € U kesin artan oldugunda (E (G), v, €)-blizlilme doniisiimii olarak adlandirilir.
(Kutbi ve ark., 2015)

Simdi o — 1 tam metrik uzay ve o — 7 siirekli fonksiyon kavramlarini tanitacagz.

Tanim 2.2.57. (X,d) metrik uzayi, o,n : XzX — [0,4+00) iki déniistim olmak
tizere (X,d) a — n tam metrik uzaydir ancak ve ancak biitiin * € N ler igin
a(z,Tpt1) > 1 (2, Top1) olacak sekilde biittin {xz, } ler Cauchy dizisi X’ de yakinsaktir.
Biitiin z,y € X, n(x,y) = 1 ise X a—tam metrik uzaydir denir. Benzer sekilde tiim

z,y € X, a(x,y) = 1ise (X, d) n-tam metrik uzayidir denir. (Hussain ve ark., 2014)
Ornek 2.2.58. X = (0,00) kiimesi ile d (z,y) = |z — y| metrik doniisiimii verilsin.

A kiimesi X in kapali alt kiimesi olmak kosuluyla o, : X2 X — [0, +00] doniisiimleri

(x+y)? x,yeAicn
a(z,y) =
0 diger durumlarda

n(x,y) = 2wy

olarak tammlansi. (X,d)’ nin tam uzay olmadigi ancak a — n-tam metrik uzay
oldugu agiktir. Gergekten biitiin n € N, a (2, z,11) > 7 (2, Tpe1) olmak iizere
{z,}, X’ de bir Cauchy dizisi ise biittin n € N ler i¢in x,, € A dir. (A, d) tam metrik
uzay olmasindan dolay1 z* € A vardir, nitekim n — oo iken x,, — z* dir. (Hussain

ve ark., 2014)

Tanmim 2.2.59. (X, d) uzayi, a,n: XozX — [0, 00),
T: X — X verilsin. Sayet z € X, {z,} dizisi ile

T, — x,n — oo iken a (@, Tpi1) >0 (Tn, Tpe1) YR € N= T, — T,

oluyorsa T” ye (X, d) de bir a — 7 siirekli doniistimii denir. (Hussain ve ark., 2014)
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Ornek 2.2.60. X = [0,00) ve d(z,y) = |z —y|, X’de metrik olmak kosuluyla

T:X — X vea,n— [0,+00) doniistimlerinin

0 z € [0,1] ise
Ty =
sintz+2  (1,00) ise
4y +1 z,y€|0,1] ise
a(z,y) = N
0 diger durumlar
n(z,y) =a’

seklinde tanmmlandigim kabul edelim. 77 nin stirekli olmadigy fakat (X, d) tizerinde
a — n siirekli oldugu aciktir. Gergekten n — oo iken
Ty — T Ve & (Tp, Tpi1) > N (Ty, Tny1) iSe, 0 zaman z,, € [0, 1] ve boylece

lim T, = nh_)n;o:cfl = 2° = Tz dir.

(Hussain ve ark., 2014)

Lemma 2.2.61. ¢ € VU ise asagidaki sartlar saglanir

i Her t € R" icin n — oo iken (1™ (t))neN 0’a yakinsar
ii Herhangi bir t € (0, 00) iken v (t) < t dir

iii ¢ 0’da stireklidir

iv Keyfi t € RT igin >_ 4" (¢) serisi yakinsaktir. (Berinde, 2007)
k=1

Tanim 2.2.62. (X, d) metrik uzay1 ile X iizerinde T" kendi i¢ine déniistimii verilsin.

M(x,y)zmax{d(x,y), d(z,Tx) d(y,Ty) d(x,Ty)+d(y,Tx)}

l+d(z,Tz)" 1+d(y, Ty)’ 2

olsun. O zaman

a4y € Voldigunda 2,y € X, (2, Tx) < a(r,y) = d(Tz,Ty) < & (M (z,y))
onermesi dogruysa 1" doniisiimiine yeniden diizenlenmis av—1) rasyonel biiziilme

dontisimi deriz.
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b Eger z,y € X, a(z,y) > 1 = d(Tz,Ty) < ¢ (M (z,y)) ise T ye yeniden
diizenlenmis « — 1) rasyonel biiziilme doniistimii deriz. ¢ € ¥ dir. (Hussain ve

ark., 2014)

Tamim 2.2.63. Eger T, G’ nin kenar koruyam ise, 7' : X — X’ dontisiimiiniin bir

Banach G—biiziilmesi ya da basit G—biiziilmesi oldugunu séyleyebiliriz. Yani

Ve,ye X (z,y) € E(G) = (T'(x),T (y)) € E(G)

ve T su yolla G’ nin agirhgimi azaltir:

Ja € (0,1) Vz,ye X
((z,y) € E(G)=d(T(2),T(y) < ad(z,y))
dir.(Jachymski, 2008)

Tanim 2.2.64. Verilen = € X ve {z,} dizisi i¢cin n — oo iken z,, — x, (T, Tpi1) €
E (G) olmas1 Vn € Nigin T'x,, — Tz olmasin gerektiriyorsa 7' : X — X doniisiimiine

G-stirekli denir.(Jachymski, 2008)
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3. BULGULAR

3.1. Kismi Genellestirilmis Dis Biikey Biiziilme Doniistimleri icin Yaklasik

Sabit Nokta Teoremleri

Simdi a-tam metrik uzaylarda kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme dontisiimleri

icin yeni yaklasik sabit nokta teoremini olusturalim.

Teorem 3.1.1. (X, d) metrik uzayi ile 7' : X — X kismi genellestirilmis disbiikey
biiziilmesi ve a : X2 X — [0, 00) temel doniistimii verilsin. Kabul edelim ki

a (zg, Txy) > 1 olacak bigimde z, € X vardir ve T, a-admissible dir. Bu durumda T’
doniisiimiiniin yaklasik sabit nokta ozelligi vardir Ayrica eger T', a-siirekli ve (X, d)

a—tam metrik uzaysa 7"’ bir sabit noktaya sahiptir.(Latif ve ark., 2015)

ispat. Hipotezdeki zp € X den ve sonra « (zg,Txo) > 1 den baslayahm. Tim

icin x; = x;_, ise insa edilecek bir sey yoktur. Bu yiizden tiim n € N U {0} i¢in

Ty # Tpy1 oldugunu kabul edelim.
w=d (TI(ITQLU()) + d (zo, Txo)

ve

w=a+b

olsun. Simdi

d (T$07T2370) <pu

oldugunu gosterelim. Kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme sartindan

a(xg, T'rg) > 1 oldugundan

d<T2£L'0, Tsxo) S ad(T:Eo, T2.’170) + bd(l’o, TiL'o)
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dir. n € NU{0}, a(xp, zp41) > 1 olmasindan anlasildigr gibi 7', a—admissible ve

a(xg, 1) = a (g, Txo) > 1 dir. a(TwgT?z0) = a (1, 72) > 1 oldugundan
d(TSIEo, T4£L'0) S ad(TZ.Z'o, Tgxo) + bd(TﬁL’o, T2$0)

< ad(Txo, T*x0) + bd(zo, Txo) + bd(Txo, T?20)
< ad(xo, Two) + ad(Txo, T?x0) + bd(z0, Txo) + bd(Tx0, T?70)
< wp.

Bu islemi devam ettirirsek d(T™xq, T xq) < w'p oldugunu kolayca goriiriiz, burada
her [ € N igin m = 2] veya m = 2] + 1 dir. Bu m — oo iken d(T™xq, T™"zq) — 0
oldugunu ima eder. Oyle ise T" bir zy € X noktasinda asimptotik olarak diizenlidir.
Lemmadan 7" nin bir yaklasik sabit nokta ozelligine sahip oldugu sonucunu ¢ikaririz.
Ardindan T nin bir a—siirekli ve (X, d) nin bir a-siirekli metrik uzay oldugunda 7’
nin bir sabit noktaya sahip oldugunu géosterelim. Oncelikle iddiamiz {z,} in X de
bir Cauchy dizisi oldugudur . m,n € N olsun 6yle ki n > m dir. Bunu ispatlamak

icin asagidaki durumlar1 ayirt edelim.

Durum a ! € N olmak iizere m, m = 2l + 1 seklinde bir tek sayidir. Simdi biz
d (Tm.l’o, Tn.fCo)

< d(meo, Terlilfo) + d(Tm+1l'0, Tm+2l'0) + -+ d(Tnill'o, Tnl'o)
< wlu_{_wl#_'_wl-l-llu+wl+1u+wl+2#+

< 2wl + 20 4 202

2wl

<
“1l-w

elde ediyoruz.

Durum b [ € N olmak iizere m, m = 2l seklinde bir ¢ift sayidir. Simdi biz

d (Tml'(), TnZE())
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S d(TmZL'Q, Tm+1l'0> + d(Tm+1l‘0, Tm+21,‘0) + 4 d(Tn_lIo, TnZL'Q)
< wl,u + wlu + le,u + wl+2,u + ...

< 2wl + 2w 4+ 20 P+

2wl

<
I )

oldugunu elde ederiz. Oyleyse n > m ve m = 2 veya m = 2l + 1 i¢in

d(T"xy, TMzg) < 21%15 dir. m — oo iken 21%15 — 0 oldugundan {z,} in X de Cauchy
dizisi oldugu agiktir. V n € N, a (2, Tpi1) > 1, {z,} in X de Cauchy olmasindan
X in a-tamhgm kullanarak n — oo iken z, — x*olacak sekilde 2* € X bulunur.
Bundan dolay1

x* = 71113010 Tpa1 = nh_)rgo Tx, = Tz* dir ve Oylseyse T" bir sabit noktaya sahiptir. Bu da

ispat1 tamamlar. Simdi ispatladigimiz bu teoremin kullanilabilir oldugunu gosteren

bazi ornekler verelim.

Ornek 3.1.2. X = (0,00) olsun ve d : Xz X — R butin z,y € X,
d(z —y) = |z — y| seklinde tanimlansm. 7 : X — X ve o : XX — [0, 00)

243 z € [1,2]
Tx = T x € (2,3)

2% — 8x + 20 diger durumlar

ve

e’ +e¥+1
- x,y € (1,2
alay) =] o Dvelh?

0 diger durumlar

olarak tanimlansin. (X, d) 'nin metrik uzay1 olmadigi, 7" nin siirekli olmadig1 agiktir.
Oylseyse Miandaragh ve arkadaslarinin sonuglar: bu duruma uygulana- bilir degildir.
Ardindan Teorem 3.2’nin 7' de sabit nokta varligim1 garantileyebildigini gosterelim.
Ik olarak 7 nin a = % ve b = % ile kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme oldugunu

gosterecegiz. a(z,y) > 1 igin x,y € [1, 2] sahibiz. O halde

9 o B r+3\ y+3
d(T%x,T?) = ‘T( 1 ) T(—4 )‘

26



16 16
= Ly
16" Y
<2yl
_x_
=18 )

2|lz+3 y+3+1| |
— e _I‘_
31 1 A gt Y

ad (Tz, Ty) + b(z,y)

2

dir. Bu durumda a = 5

ve b = % ile 7' kismi genellestirilmis disbiikey biiztilmedir.
Dahas1 T' nin bir a-admissible oldugunu gormek kolaydir ve burada zop = 1.5 € X
dir.

a(zg, Txg) = a(1.5,7(1.5)) = a(1.5,1.125) > 1.

Ayrica T, a-stirekli doniisiimdiir. Basit bir hesaplama ile (X, d) nin a-tam metrik
uzay oldugunu goriiriiz. Esasmda {z,}, n € N alindiginda « (x,,, x,41) > 1 olacak
bigimde Cauchy dizisi olsun. O zaman her n € N, z,, € [1,2] dir. Boylece (X,d)
a-tam metrik uzaydir. Bundan dolayi Teorem 3.2.17 yi kullanarak 7" nin sabit
noktasi oldugunu elde ederiz. Bu durumda 7" nin 1,4 ve 5 gibi birkag¢ sabit noktasi
vardir. Teorem 3.1.1 nin sabit noktanin tekligini iddia etmedigini goriiyoruz. Sabit

noktanin tekligini elde etmek i¢in (H) 6zelligini ekleyecegiz. (Latif ve ark., 2015)

Teorem 3.1.3. Teorem 3.1.1'nin hipotezine (H) 06zelligini ekleyerek, 7" nin sabit
noktasimnin tekligini elde edelim. (Latif ve ark., 2015)

Ispat. z* ve y*, T nin sabit noktalar1 olsun. (H) ozelliginden o (z*,z) > 1 ve
a(y*,z) > 1 kosullarini saglayacak bicimde z € X secebiliriz. T bir a-admissible

oldugundan tiim m € N ler i¢in o (z*,7™2) > 1 ve a(y*,T™z) > 1 elde ederiz.
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v=d(z*,T?*2)+d(z*,Tz) ve w = a+0b yi yerine koyahm. a (z*,Tz) > 1 oldugundan
d(xx, T?2) = d(T?z*, T*(T%?))

< ad(z*, T?2) + bd(z*, T2)
< wv

elde ederiz. a (z*,T%2) > 1 den hareketle
d(x*, T*2) = d(T?z*, T*(T?z))
< ad(z*,T°2) + bd(x*, T%2)
< a2d(x*, T?2) + abd(x*, Tz) + bd(x*, T*2)
< ad(z*, T?2) + bd(x*, T?2) + ad(x*, Tz) + bd(z*, Tz)

= wv.
Ayrica o (23, T32) > 1 den
d(x*, T°2) = d(T?z*, T*(T?z))
< ad(z*,T"2) + bd(x*,T°2)
< a(wv) + b(wv)
= (a+b)(wv)
= w(wv)

= w2v

elde ederiz. Benzer sekilde a (z*,7%z) > 1 den

d(z*, T%2) = d(T?2*, T*(T*2))
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< ad(x*,T°2) + bd(x*, T*2)
< alad(z*,T*2) + bd(z*,T°2)] + bd(z*, T"z)
= (a2 + b)d(x*, T*2) + abd(x*, T°2)
< (a+b)d(x*,T*2) + (a + b)d(z*, T*">)
< (a+b)(wv) + (a+ b)(wo)
= 2(a + b)(wv)
= 2w(w)
— 22

oldugunu elde ederiz. Islemi devam ettirirsek d (z*,7™2) < 2w'~'w elde ederiz.
Burada her [ € N igin m = 2] veya m = 2]l — 1 dir. w < 1 den m — oo iken
T™z — x* dir. Benzer sekilde m — oo iken 7™z — y* oldugunu ispat edebiliriz.
Limitin tekliginden x* = y* dir ve T" sadece tek sabit noktaya sahiptir. Bu da ispati

tamamlar.

Sonug 3.1.4. (X, d) metrik uzay1 ile T': X — X genellestirilmis disbiikey biiziilme

doniistimi verilsin. « : X2 X — [0,00), a,b € [0,1), a4+ b < 1 olmak iizere
a(z,y)d(T?x, T%) < ad(Tx, Ty) + bd(z, y)

olacak sekilde temel doniisiim olsun. Kabul edelim ki 7" a-admissible,

a (zg, Txy) > 1 seklinde zp € X vardir. O halde T yaklasik sabit nokta 6zelligine
sahiptir. Ek olarak eger T" bir a-siirekli ve (X, d) a-tam uzaysa T' sabit noktaya
sahiptir ve ayrica X 'nin (H) 6zelligi varsa, T'nin sadece tek sabit noktaya sahiptir

(Latif ve ark., 2015)

ispat. a temel dontistimii ile 7"nin kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme oldugunu

gosterelim. Varsayalim ki « (z,y) > 1 ve buradan
d(T?x, T%y) < a(z,y)d(T?z, T?y)
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< ad(Tz, Ty) + bd(z,y)

olsun. Bu T"nin temel dontistimii @ olan bir kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme

oldugunu gosterir.Buradan da istenilen sonuca ulasiriz.

Sonug 3.1.5. (X, d) metrik uzayi, biitiin z,y € X'ler iken
[d(T?, T?y) + 7]z, y) < ad(Tz,Ty) +bd(z,y) +7

olacak sekilde 7" : X — X bir déniisim olsun. Burada a,b € [0,1), a +b < 1
ve 7 > 1 dir. T a-admissible ve « (g, Tz¢) > 1 biciminde zy € X i farzedelim.
O halde T nin yaklasik sabit nokta ozelligi vardir. Ek olarak eger 1" a-stirekli ve
(X,d) a-tam uzay ise T sabit noktaya sahip, ek olarak T', (H) Ozelligine sahipse
sabit noktasi tektir .(Latif ve ark., 2015)

Ispat. T nin temel dontisimi « olan bir kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme
oldugunu gosterelim. a (x,y) > 1 ve dolayisiyla

d(T2z,T2y) + 7 < [d(T2x,T2y) + T]a(z,y)

< ad(Tx,Ty) + bd(z,y) + 7

oldugunu kabul edelim.
d(T?*z, T%y) < ad(Tz, Ty) + bd(x,y)

dir. Bu 7" nin temel dontisimi « olan bir kismi genellestirilmis biiziilme oldugunu

gosteririr. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 den istenen sonucu elde ederiz.
Sonug 3.1.6. (X, d) metrik uzay1 7 : X — X doniisiimii verilsin. Oyle ki 2,y € X
icin

[7_ 14 a(l,7y)]d(T2x,T2y) < Tad(Tx,Ty)-‘rbd(x,y)

dir. Burada a,b € [0,1) ile a4+ b < 1 ve 7 > 1 dir. Kabul edelim ki 7" a-admissible
ve a (g, Txg) > 1 olacak bigimde xy € X mevcuttur. O halde T' yaklasik sabit

nokta ozelligine sahiptir. Ek olarak T, a-siirekli ve (X, d) a-tam metrik uzaysa T
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nin sabit noktasi vardir, ayrica X in (H) ozelligi var olmasindan 7" nin tek bir sabit

noktas1 vardir. (Latif ve ark., 2015)

ispat. Gosterelim ki T temel dontisimi o olan bir kismi genellestirilmis disbiikey

biiziilmedir. « (z,y) > 1 oldugunu kabul ede lim ve dolayisiyla
Td(T2x,T2y) < [7_ 14+ a(x’y)]d(sz,TQy)
< 7_ad(Tgv,Ty)erd(:p,y)

dir.
d(T?*z, T%y) < ad(Tx, Ty) + bd(x,y)

olmas1 7" nin temel dontisimii « olan bir kismi bliziilme doniisiimii oldugunu gosterir.

Boylelikle istenen sonuca varilir

Teorem 3.1.7. (X,d) metrik uzayr, 7 : X — X, a : XzX — [0,00) temel
dontisimi ile 2. dereceden bir kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme dontisimi
olsun. Farzedelim ki T" a-admissible dir. Burada a (xg,Txg) > 1 olacak bi¢imde
o € X vardir. O halde T' yaklasik sabit nokta ozelligine sahiptir. Ek olarak 7'
a-siirekli ve (X, d) a-siirekli metrik uzay ise, 7" nin bir sabit noktasi vardir. Dahasi

X, (H) ozelligine sahipken T tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Ispat. Varsayim olarak xy € X noktasi verilsin ve ayrica a (xg,Txo) > 1 olsun.
Biitiin n € NU{0}, 2,41 = T""'z dan {=,} dizisini olusturalm. x, =z, seklinde
n € NU {0} var ise x~ T de sabit noktadir. O zaman ispat edecek bir sey yoktur.
Devaminda tiim n € NU {0}, z,, # x,41 oldugunu farzedelim. « (zg,z1) > 1 ve T
nin, a-admissible olmasindan, biitiin n € Nigin o (2, Tpy1) > 1. s = d (T'xo,T?x0)+
d(zoTxo) p=1—by ve p=a;+as+ b dir. a(zg,Tz) oldugundan 2.dereceden
kismi biiztilmeden

d(TQ.CL’O, Tgxo)
< ard(zo, Txg) + axd(Txo, Tx0) + bid(Txo, T?0) + bod(T 20, T70)

S a;s + (a2 + b1>8 + bgd(Tgﬂfo, T21'0)
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elde ederiz. Bu d(T?zg, T3zq) < ﬁs oldugunu gosterir. Ayrica
d(T?)ZL'(), T4$0)

S ald(T[L'(), TQZL'()) + (Igd(TZI(), T3[170) + b1d<T25L‘Q, TSI()) + bgd(T3$0, T4ZL‘0)

a1+a2—|—b1

< a1s+ (az + by) 1%
— by

S+ bgd(T3J]0, T4ZE0)

elde ederiz. Dolayisiyla d (T3zg, T*zq) < (ﬁ) 5.

Benzer sekilde d (T*zq, T°xq) < (§>2 s ve d(T°xy, TOz) < (ﬁ)Zs dir. Bu islemi
devam etirirsek d (T™zg, T™zy) < (ﬁ)ls buluruz, burada [ € N i¢in m = 2/
veya m = 20 + 1 dir. Boylece m — oo iken d (T™wg, T xg) — 0 dir. Bu T nin
xo € X noktasindan asimptotik olarak diizenli oldugunu gosterir. Lemma 3.1.4. den
T nin yaklasik sabit nokta 6zelligi vardir. Simdi 7', a-siirekli ve (X, d) a-tam uzay
oldugunda 7' nin sabit noktasi oldugunu ispatlayacagiz. Oncelikle {z,} nin X de
Cauchy oldugunu iddia edyoruz. m,n € N ve n > m olsun. Bu ispat icin asagidaki

durumlar: irdeleyecegiz.

Durum 1 m, m = 2[ + 1 seklinde bir tek say1 olsun. Burada [ € N dir.
d (Tml'(), Tn.To)
< d(T™xo, T™ M ag) + d(T™ M ag, T™220) + - + d(T"  xg, T x0)
l I+1 I+1 142 142
§(3> s+<£> s+(£> s+(£> s+(£> St
1 1 1 1 1
L +1 1+2
2(£> 3+2(£) s+2<£) S+ ...
1 1 t

IN

oldugunu elde ederiz.

Durum 2 m, m = 2[ olacak sekilde bir cift say1 olsun. Burada [ € N dir.

d (Tml’(), Tn$0)
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S d(TmZL'Q, Tm+1l'0> + d(Tm+1l‘0, Tm+21‘0) + 4 d(Tn_lIo, TnZL'Q)
l +1 +1 1+2 1+2
§(£> s+<£> s—l—(£> s—l—(£> s—l—(B) s+ ...

1 1t 1 1 0
L +1 +2
2(2) s+2(£) s+2<£) S+ ...
It I 10

IN

oldugunu elde ederiz. Bu yiizden n > m ve [ € N i¢in m = 2] veya m = 20 + 1
oldugunda d (T™x, T"xo) < @ oldugu sonucuna variriz. Bu da {z,} nin X de
bir Cauchy dizisi oldugunu ima (:der. Biitiin n € N, a (2, x,1+1) > 1 oldugundan
X in a-tamhgindan n — oo iken z,, — z* olacak sekilde z* € X dir. 7 nin
a-stirekliliginden n — oo iken x,.1 = Tx, — Tx* elde ederiz. Limitin tekliginden
Tx* = x* elde ederiz ve bu nedenle T' sabit noktaya sahiptir. T" deki sabit noktanin

tekligi i¢in Teorem 3.1.1'nin ispatindaki metodun bir benzerini kullanabiliriz. Bu da

ispat1 tamamlar. Teorem 3.1.7'nin uygulamasindan asagidaki sonuclar1 elde ederiz.

Sonug 3.1.8. (X, d) metrik uzay1, T': X — X ise temel doniisiimii

a: XzX — [0,00) olan 2. dereceden genellestirilmis biiziilme eslemesidir. Vx,ye X,
oz, y)d(T?z, T*y) < ard(x, Tx) + apd(Tx, T?z) + bid(y, Ty) + bad(Ty, T?y)

dir. Burada a,b € [0,1) a 4+ b < 1. Kabul edelim ki 7" a-admissible dir ve
a(xg,Txg) > 1 olacak bicimde xy € X vardir. Ek olarak 7" bir a-siirekli ve (X, d)
bir tam metrik uzaysa, o halde 7" nin bir sabit noktasi vardir ve ayrica X, (H)

ozelligine sahipse T tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Uyar: 3.1.9. Sonug 3.1.8 nin Miandaragh ve arkadaslarinin (Miandaragh ve ark.,

2013) calismasindaki teorem 3.1.1'nin bir genellestirilmesi oldugu kolayca goriiliir.

Sonug 3.1.10. (X, d) metrik uzayi, T : X — X biitiin z, y i¢in
[d(T%2, T?y) + 77

< ayd(x, Tx) + a®d(Tx, T*x) + byd(y, Ty) + bod(Ty, T?y) + 7
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seklinde bir doniisiim olsun, a,b € [0,1) ile a +b < 1 ve 7 > 1. Farzedelim ki T,
a—admissible, a (zg, Txg) > 1 esitsizligini saglayacak bicimde zy € X noktasivar
olsun. O zaman 7" yaklasik sabit nokta ozelligine sahiptir. Ek olarak 7" a-siirekli ve
(X, d) a-tam metrik uzaysa T nin sabit noktasi vardir ve ayrica X (H) ozelligine

sahipken 7' tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Sonug 3.1.11. (X, d) metrik uzayi, T : X — X biitiin z,y € X,

[r — 1+ a(z,y)| T

< 7_ald(:E,T:I:)-l—a2d(Tac,T2x)—i—bl d(y,Ty)+b2d(Ty,T%y)

seklinde bir déniistim olsun, burada a,b € [0,1), a +b < 1 ve 7 > 1 dir. Kabul
edelim ki 7" a—admissible oldugunu ve « (g, Tx¢) > 1 seklinde zy € X olsun. O
halde 7" yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir. Ek olarak 7' a-siirekli ve (X,d)
bir a—tam metrik uzaysa o vakit T sabit noktasi vardir ve ayrica X (H) ozelligine

sahipken 7" belli bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Uyar: 3.1.12. Teorem 3.1.1, 3.1.4 ve 3.1.7 asagidaki sonuclara genellestirilebilir.

1. Kosul 2.2.1 biiziilme kosullarinin bazilarma ve disbiikey biiztilme kosullaria gore
daha zayiftir.Ornegin genellestirilmis disbiikey biiziilme sart1 (Miandaragh ve

ark., 2013) Banach biiziilme kosulu (Banach, 1922)

2. Kosul 2.2.2 biiziilme kosullarinin bazilarindan ve disbiikey biiztilme kosullarindan
daha zayiftir, 6rnegin 2.dereceden genellestirilmis biiziilme kosulu (Miandaragh

ve ark., 2013) Kannanin biiziilme kosulu (Kannan, 1969) gibi

3. Sabit noktanin varligi icin sadece T"nin a-stirekliligi ve X in a-tamligi gerekmektedir.

Halbuki diger sonuclar daha gliclii kosullar talep eder.

Sonug olarak Teorem 3.1.1, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.7 Miandaragh ve arkadaslarmin
calismasinin ana sonuglarini (Miandaragh ve ark., 2013) Banach biiziilme teoremini
(Banach, 1922) Kannan biiziilme teoremini (Kannan, 1969) ve literatiirdeki birkag

sonucu genisleterek gelistirmistir.
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3.2. Keyfi Bir ikili iliski ile Donatilmis Metrik Uzayda Yaklasik Sabit

Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.1. (X, d) metrik uzayi, X iizerinde R ikili iliskisi ve

T:X — X, S yegore bir kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme doniistimii verilsin.
Kabul edelim ki 7" bir biizlilme déniistimii ve (x0)S(T'zg) olacak bicimde zy € X
vardir. Ek olarak T'S siirekli ve (X,d) S-tam metrik uzaysa, o vakit 7' nin sabit
noktasi vardir ve X in, (H) 6zelligi varsa 7" nin bir tek sabit noktasi vardir. (Latif

ve ark., 2015)

. 1 x,y € xSy
Ispat. a(z,y) =
0 diger durumlar

a : XzX — [0,00) dontsimiinii gozoniine alalm. (z0) S (Tx) olacak sekilde
ro € X in varhgmdan a (zg,Tz9) = 1 elde ederiz. 7' karsilastirmali déniisiim
oldugundan T', a-admissible dontisimdir. 7, S ye gore bir kismi genellestirilmis

disbiikey biiziilme dontstimi oldugundan biitin z,y € X,
xSy = d(1T2x,T2y) < ad(Tz,Ty) + bd(x,y)

ve boylece

a(z,y) > 1= d(T%,T%) < ad (Tz,Ty) + bd (z,y)

elde ederiz. Bu T nin « temel doniisiimii ile bir kismi genellestirilmis biiziilme
dontisiimi oldugunu gosterir. Teorem 3.1.1'nin tiim hipotezleri saglanmistir. Boylece
T yaklasik sabit noktaya sahiptir. Ustelik 7" nin S-siirekliligi ve X in S-tamligi 7 nin
sabit noktasi olmasini verir. Son olarak Teorem 3.1.3’den T belli bir sabit noktaya

sahiptir. Ispat tamamlanir

Teorem 3.2.2. (X, d) metrik uzay1, R, X de ikili iliski ve T': X — X, S ye gore 2.
dereceden kismi genellestirilmis disbiikey biiztilme dontisimii olmak tizere 7' biiziilme
doéniisimi ve (xg) S (T'xo) seklinde zy € X mevcut olsun. O zaman 7' nin yaklasik
sabit nokta ozelligi vardir. Ek olarak 7', S stirekli ve (X, d) bir S-tam metrik uzaysa
T nin sabit noktasi vardir ve X in (H) ozelliginden 7" nin sabit noktas: tektir. (Latif
ve ark., 2015)
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ispat. Bu ispat Teorem 3.2.1%in ispatina benzerdir.

3.3. Grafik Ile Yaklasik Sabit Nokta Analizi

Bu boliimde grafik ile donatilmis bir metrik uzayda yaklasik sabit nokta teoremlerinin

varligini veriyoruz.

Teorem 3.3.1. (X, d) G grafigiyle donatilmis uzay olmak iizere

T : X — X, E(G) ye gore kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme doniisiimii
verilsin . 7" nin kenar koruyan oldugunu ve (zg, 7'z¢) € E (G) olacak bi¢imde zy € X
var oldugunu farz edelim. O zaman 7' yaklasik sabit nokta o6zelligine sahiptir ve X
(Hg) ozellligine sahip oldugunda 7" nin sadece bir tek sabit noktasi vardir. (Latif ve
ark., 2015)

: 1 zyeE(G) A R
Ispat. a(z,y) = seklindeki o : Xz X — [0, 00) doniistimiinii
0 diger durumlar

ele alalm. zy € X, (29Tz9) = 1 elde ederiz. T kenar koruyan oldugundan, T
a-admisibble déniisimdiir. T, E (G) ye gore kismi genellestirilmis disbiikey biiziillme

dontisimi oldugundan, her z,y € X,
(z,y) € E(G) = d(T?x, T?y) < ad(Tx, Ty) + bd(z,y)

ve boylece

a(z,y) > 1= d(Tz,T?) < ad(Tz, Ty) + bd(z,y)

elde ederiz. Bu T nin o donisiimiine dayal bir kismi genellestirilmis disbiikey
biiziilme oldugunu ima eder. Simdi Teorem 3.1.1'nin biitin doniistimleri saglanda.
Bu yilizden T yaklasik sabit noktaya sahiptir. Ustelik 7' nin F (G)-siirekliligi ve X
in F (G)-tamhgr T nin sabit noktasmin varligini verir. Son olarak Teorem 3.4’den

T nin bir tek sabit noktas1 vardir. Bu da ispatimizi sonlandirir.

Teorem 3.3.2. (X,d) bir G grafigi ile donatilmis bir metrik uzay, 7' : X — X,
E(G) ye gore 2.dereceden bir kismi genellestirilmis disbiikey biiziilme déniisimi
olsun. Kabul edelim ki (2o, Tzg) € E (G) olacak bi¢imde zq € X vardir. O halde
T yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir. Ek olarak eger E (G)-siirekli, (X,d) bir
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E (G)-tam metrik uzaysa, 1" sabit noktaya sahiptir ve X in (Hg) 6zelligi oldugundan
T’nin sabit noktas: tektir. (Latif ve ark., 2015)

ispat. Bu ispat Teorem 3.3.1’in benzeridir.
3.4. «a-Tam Metrik Uzaylarda Genellestirilmis (o, ¢, ¢)-Rasyonel Biiziilme
Doniistiimlerinin Sabit Noktalar:

Tezin bu béliimiinde a-metrik uzaylarda genellestirilmis («, 1, ¢) —rasyonel biiziilme
doniistimlerini olusturulmus ve doniistimlerin bu smfi i¢in kimi sabit nokta sonuclari

kanmitlanmistir

Teorem 3.4.1. (X,d) tam, T : X — X , X flizerinde kendi i¢ine doniisiim olmak
kosuluyla, varsayalim ki biitiin z,y € X ler i¢in ¢ : [0,00) — [0,00) azalmayan,

stirekli ve ¢ (t) = 0 dir ancak ve ancak ¢ = 0 olmak tizere

Y (d(Tx, Ty)) <Y (d(z,y) — e (d(z,y))

olsun. O zaman T nin sadece bir sabit noktasi vardir. (Dutta ve ark., 2008)

Teorem 3.4.2. (X, d) tam metrik uzayiile 7: X — X

Y(d(Tz,Ty)) < Y(M(z,y)) — (M(2,y))

esitsizligini saglayan kendi igine doniisiimii verilsin. Burada

d(z,Ty) + d(y, Tx) }

M) = e { ale ). e 7o), ), D52

Y :[0,00) — [0, 00) azalmayan, stirekli ve ¢ () = 0 ancak ve ancak ¢t = 0 dir ve
¥ :[0,00) — [0,00)

@ (t) = 0 ile alt siirekli fonksiyondur ancak ve ancak ¢ = 0 dir. Bu taktirde 7' nin
tek sabit noktasi vardir

(Doric ve ark., 2009)
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Yakin zamanda Singh,Kama,Sen ve Chough Teorem 3.5.2'nin genellestirilmesi seklinde

asagidaki sonucu ortaya koydular.

Teorem 3.4.3. (X, d) metrik uzayi ile X de bir T kendi i¢ine doniisiimii verilsin.Vz, y €
X igin

1
olmasi

V(d(Tz,Ty)) <Y(M(z,y)) — p(M(2,y))

oldugunu gosterir. Burada

M(r,0) = mae { e, ) e, T a7y, 22O AT

2
¢+ [0,00) = [0, 00)
azalmayan, siirekli ve ¢ (t) = 0 dir ancak ve ancak
¢ :[0,00) — [0, 00)
ve ¢ (t) = 0 ile alt yar siirekli fonksiyondur ancak ve ancak t = 0 dir. Bu durumda

T bir tek sabit noktaya sahiptir(Singh ve ark., 2015)

Diger taraftan Piri ve Kuman metrik uzaylarda asagidaki sabit nokta sonuclarini

ispatladilar.

Teorem 3.4.4. X bir tam metrik uzayi ile , X tzerinde 7' kendi i¢ine dontisimu

verilsin. Kabul edelim ki tiim z,y € X ile Tx # Ty igin 7 > 0 var ve
1
ydl@,Tz) < d(zy) = 7+ F(d(T'2,Ty)) < F(d(z,y))

dir. Burada F' = —o0 ise F': (0,00) — (—00,00) siirekli, kesin artandir. O halde
T belli bir z € X sabit noktasim barindirir ve her bir x € X i¢in {7z} dizisi 2’ ye

yakinsar.

U = {1 :]0,00) — [0, 00) ¢ siirekli ve azalmayan fonksiyon}
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@ = {60 :[0,00) = [0,00) lim 6 (t,) =0 = limt, =0}

n—oo n—oo

ve

Uy = {th; = [0,00)® = [0, 00) :

i 1y siirekli ve tiim koordinatlar i¢in azalmayan

i1 (b, Loy boy gy bay s, bg) S by =ty =ty = by = 15 = tg
iii her t > Oigin ¢1=(t1,ta, o, t3, ta, 5, tg) < t

olarak ifade edilir.

(Babu ve ark., 2017)

Uyar: 3.4.5. Eger ¢ € ® ise, ¢ (t) =0 =t =0 dur.

Teorem 3.4.6. (X, d) metrik uzayi ile 7' : X — X genellestirilmis

(av, 1, ¢)-rasyonel biiziilmesi verilsin. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.
i (X,d) a—tam metrik uzay

ii T tggensel a—admissible doniisiim

iii o (xg, Txo) > 1 seklinde zp € X vardir

iv T stireklidir.

O halde T bir tek sabit nokta barmdirir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. Hipotez (i) den « (zg,Txy) > 1 olacak bicimde 2, € X e sahibiz. Bu
o € X i baslangig noktasi alarak n = 0,1,2,..., x,41 = T, den {z,} tekrarl
dizisini tanmmmlayalim. Bazi ng € NU {0} i¢in xpg11 = @p, i8¢ Ty = Tpgi1 = Ty
buluruz. Boylece z,, 7" nin bir sabit noktasidir. Buradan genelligi kaybetmeden
biitiin n € NU{0}, 2,41 # x, oldugunu farz edelim. 7', a—admissible ve a (z¢, x1) =
a(xg,Trg) > 1 oldugundan a(x1,29) = a(Txg, Tx1) > 1 sonucunu gikaririz. Bu

islemin devamindan

Her n e NU{0} o (2, @pp1) > 1 (3.4.5)
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elde ederiz. Tk lim d (z,, Z,41) = 0 gosterelim. Biitiin

n e NU{0}a(z,,xpi1) > 1,

1
§d(:vn,Txn) <d(xp, Tr,) =d(x,, Tpi1)

oldugundan ve (2.2.3) den

¢ (d (T.l’n, Txn-H)) < Mqu)l (xna CUn+1)) - ¢ (M¢1 (:L‘n, :L‘n+1)) (346)

elde ederiz. Burada

My (2, Tpy1)

d (l‘n, Txn-‘,—l) + d (In-l—la Txn)

= ¢1(d ('rnwrnJrl) ,d(In,Tl’n) ,d(l’n+1,T.Tn+1) ) 9 ;
d(zpi1, TTpir) [1 +d(xn, Tzy)] d(Tper, Ta,) [1+d(z,, Txn+1)]>
1 +d($,mn+1) ’ 1 "‘d(l‘n,xn_’_l)

d(xn, Ty
= wl (d ('Ina 'In-i-l) ) d (l’n, xn-{—l) ) d (xn-i-la xn-i—?) y %7 d ($n+17 xn-i—?) ) O) .

Simdi bazi n € NU {0} i¢in d (2, Tpi1) < d(Tyn41, Tngo) ise ¢y in (i) Ozelliginden

My (T, Tpy1) < d(xps1, Tnyo) ye sahibiz ve (3.4.6) den
ZZJ (d (xn—i-la xn+2)) = ¢ (d (T,I’n, Txn—i—l))

<Y (My (2, Tp11)) — ¢ (My (5, B0 11))
(G (d (mn-i-la xn-i-?)) —¢ (Mi/ﬂ (wna xn-i-l))

bulunur. Bu

¢ (My, (Tn, Tpt1)) =0

oldugunu gosterir, ayrica My, (z,, Tp41) = 0 v.b. oldugunu da gosterir.

'QZ)1 (d (xna xn-{—l) ) d (:Ena xn—&—l) ) d (xn—‘rl) an+2) ) d(mmgﬂv

d (:Cn+17 $n+2) s O) = O

40



dir. 1" in (ii) 6zelligi dolayisiyla d (2, Znt1) = 0, @, # 2,41 bir celiskidir. Oyleyse
tim n € {0} UN d (2, pt1) > d(Tng1, Tnge) dir. Buradan {d (z,,z,+1)} dizisi
azalan ve alttan simrhidir. Boylece lim d(x,,x,,1) = 7 olacak bi¢cimde 7 > 0

vardir. Simdi (3.4.6) dan o
Y (d(Tnt1, Tps2)) =V (d (T2n, Ton41)) <Y (d(T0,Tnt1))

—¢ (My, (Tn, Tnt1)) (3.4.7)

dir. d(zn, Tpy1) ve d (Tpy1, Tppe) siurh
d ($n, $n+2) S d (x'm xn—l—l) + d (xn—i-h xn+2)

oldugundan tiim n € {0} UN, {d, (z,, 2,,+2)} nin bir sinirh dizi oldugunu elde ederiz.
Bundan dolay1 s’ ye yakinsayan bir {d (xnk,xnk +2)} alt dizisi var ve boylece s > 0

dir. Bu alt diziye karsilik gelen (3.4.7)’in kullanimindan
v (d (x"k+1>$nk+2)) =y (d (T, Ta:nk+1))

< (d (mnw xnk+1)) -9 (M% (ajnk? $nk+1))
< (d (2 Ty ) (3.4.8)

elde ederiz. (3.4.8) da k — oo’ a izin verilirken ve ¢’ nin siirekliligini kullanarak,

(3.4.8)’in ayn1 + (7) limitine yakisadig1 ilk ve son sartlari elde ederiz. Boylece

lim ¢ (d (:Enk, xnkﬂ)) - (Mwl (xnk’ xnk+1))

k—o00

var ve 9 (7)’ya esittir. Simdi

¢ <M¢1 (xnk’xnk+1)) = (¢ (Mlﬁl (x"kvx”k+1))
- (d (Inm xnk+1)) +d (xnkv xnm—l))
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ve k — oo iken

lim ¢ (Md,1 (xnk, xnk+1)) = lim¢ (qu (xnk, xnk+1))

k—o00 k—o0

— (d (Tpy, Tnpyy)) + kll_{Iolog/) (d (Zngs Tng,y))

=~ (1) + 9 (7)
=0

elde ederiz ve bu

lim ¢ My, (T, Zp,,,) =0

k—o0

oldugunu ima eder. v in stireklilik ozelliginden

wl (777777777727()) =0

olur. 1y deki (ii) 6zelligi dolayisiyla 7 = 0 ve s = 0 elde ederiz. Oyleyse

lim d (x,, Tpy1) =0 (3.4.9)

n—oo

dir. Simdi {z,} in Cauchy dizisi oldugunu kamtlayalim.Farz edelim ki {z,} bir
Cauchy dizisi olmasin. Lemma 2’den € > 0 vardir ve {n; } ve {my} pozitif tamsayilarin
dizileri ny > my, > k ile

d( Ty, Tny) > € (3.4.10)

kosulunu saglar. (3.4.10) 'u saglayan en kiigiik ny 'y1 segelim. O zaman ny, > my, > k
ile d (2, Tny) = €, d (Timy, Tny, ,) < € olur ve Lemma 2.2.33 iin (i) — (iv) kosullar

saglanir. Lemma2.2.11’den « (z,,, ¥, ) > 1 elde ederiz ve (3.5.9) dan
1 1
§d (T T, ) < F€< d (T, Tny,)

olacak sekilde n € NU {0} icin segeriz. (3.1.2) dolayisiyla her & > n; icin

(8 (d (xkarl’xnkJrl)) = (d (T.ka, Tl’nk)) (3.4.11)
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< ¢M¢1 (:Emk: 13"%) - ¢ (M¢l (xmk7xnk))

elde ederiz.

My, (xmm xnk) =11 (d (Imku Ty ) s A (Trnyy, Tmy,) 5 d (InkT$nk) )

d(xmk,a:nk)+d(xmk,T:L‘nk) d(xnkyTxnk)[1+d(:vmk,Txnk)] (Txmk xnk)[ler(xmk Txnk)])
2 ’ 1+d(xnk,xmk) ’ 1+d( Ty, :cnk)

m n d m n
= wl(d<xmk7mnk) 7d(xmk7$'mk+1) 7d('rnk7xnk+1) ) (x k4127 k>+ (I £ k+1)7

oy g iy) [+ d(@my mi gy )] - A(@my gy wng ) [ (@my g )]
, 3.4.12
1+d(:(;nk,:cmk) 1+d(xm,rnk) ) ( )

k — oo i¢in limit alimirken, (3.4.12) ve Lemma2.2.33 (i) — (iv) kullanarak

lim My, (2, Tn,) = 1 (€,0,0,€,0,¢) <€ (3.4.13)

k—oo

elde ederiz. Simdi ¢ nin siirekliligi ve azalmayan olma 6zelligi kullamilarak (3.4.11) —

(3.4.13) den
1/} ( ) hIIl 1/} ( (xmk+17 xnk+1))

k—o0

< lim ¢d <M¢1 (mk7 xnk» lim ¢ (Mdn (mk7 $nk>>

k—o00 k—oo
< ¢ (6) - kh_)r{.loqﬁ (Miﬁl (m’ﬁwnk))

elde ederiz ve bu yiizden

lim ¢ (My, (my, 2n,)) = 0

k—o0

dir. Bu
lim My, (mg, T, ) = 11 (€,0,0,€,0,0) =0

k—o00
oldugunu ima eder. 5 in (i) Ozelligi dolayisiyla € = 0 elde ederiz, bu celiskidir.
Dolayisiyla {z,} nin X de bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna variriz. Her n,

a(xy, xne1) > 1, (X,d)in a-tamhgmdan lim z,, = z bigiminde z € X var olup
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T nin siirekliliginden lim 7Tz, = T’z elde ederiz. Boylece

n—oo

Tz="TIlimz, =limTz, = limz,; =2
n—oo

n—00  n—eco
dir.

Teorem 3.4.7. (X, d) metrik uzay1, 7' : X — X genellestirilmis («, 1, ¢) — rasyonel

biiziilme doniistimii olmak tizere asagidaki sartlar: sagladigini kabul edelim.
i (X,d), a-tam uzay

ii T tiggensel a—admissible doniisiim

iii « (xg,Txo) > 1 olacak bigimde zy € X vardir

iv x, — z olacak bigimde {x,} X de bir dizi ve ttim n €{0}UN U {0}, a (xp,, Tps1) >
1 ise, tim n € NU {0}, a (2, 2) > 1 dir.

Bu halde T" 'nin yalnizca bir sabit noktasi vardir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. Teorem 3.4.6'nm ispatindakine benzer arglimanlardan {z,}’ in bir Cauchy
dizisi oldugunu ve

Vn € {0} UN i¢in a(zp, z,41) > 1 oldugunu elde ederiz. (X,d) bir a—tam merik
uzay oldugundan lim z,, = z olacak sekilde z € X vardir. (iv) den Vn € {0}UN i¢in

n—oo

a(zp,z) > 1 elde ederiz. Simdi 2’ nin 77 nin bir sabit noktasi oldugunu gésterelim.

1
§d(xn,Txn) < d(zp,=2)

ya da
1d(2p1, Tonsn) < d(T2y,2) ¥Yn € NU{0} (3.4.14)

2

oldugunu iddia ediyoruz. Bu durumun gecerli olmadigini kabul edelim. Yani
1
§d($m7T$m) > d (2, 2)

ve

1
§d(xm+1, Txmi1) > d(Txpm, 2)
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olacak sekilde m € NU {0} vardir.

d(rnTxm) < d(xm,2)+d(z,Try,)

1

2
1 1

< éd(xm,Txm) + Ed(:r;m,Txm)

1
d (I'm, Txm) + §d (xm—i-la Tmm-{—l)

= d(zm, Try)

ifadesini ele alahm. Bu geliskidir. Bu yiizden (3.4.14) gegerlidir. Kabul edelim ki
1
Ed(xn,T$n) < d(zp,=2)

olsun (2.2.3) den

() (d (T.I‘m TZ)) < (Mw1 (l’n, Z)) — ¢ (Md)l (xnv Z)) (3415)

elde ederiz. Burada

d T d(z,T
Md}l (ZEn,Z) = (¢d($n,2),d(l’men),d(z,Tz), (xn’ Z>; (z’ xn)a

d(z,T2)[1 +d(xp, Tx,)] d(z,T2)[1+d(z,, Tz)]
1+ d(xp, 2) ’ 1+d(xp,2) ) (3416)

dir. n — oo limitini aldigimizda ve (3.4.16) deki v,’in siirekliligini kullanarak

d(z,Tz)

n—oo

lim My, (2, 2) =1 (0, 0,d(z,Tz), ,d(z,Tz) ,O> <d(z,Tz)

elde ederiz ve ayrican — oo aldigimizda ve (3.4.15) deki ¢ nin stirekliligini kullandigimizda

Y (d(z,Tz)) < Um (My (z,,2)) — Hm ¢ (My, (xn, 2))

n—oo n—oo

< b (d (2,T2) — lim ¢ (M,, (xn,z)))

n—oo

elde ederiz. Bu

lim ¢ (My, (z,,2)) =0

n—oo
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oldugunu ima eder. Simdi ¢ nin 6zelligini kullanarak

lim My, (z, 2) =11 (0,0,d(2,T%2)), M

n—oo

,d(z,Tz),0=0

buluruz. Bu da d(z,72) = 0 oldugunu gosterir. Buradan 7z = z dir.

Teorem 3.4.8. Teorem 3.4.6 ve Teorem 3.4.7 'min hipotezlerine ilaveten eger her
u,z € F(T) i¢in a(u,2z) > 1 ise F (T) nin biitiin sabit noktalarinin kiimesidir. O

zaman T tek bir sabit nokta barmdirir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. u ve z, T nin sabit noktalar1 olsun. Hipotezlerden o (u,z) > 1 ve

0= 3d(u,Tu) < d(u,z) elde ederiz. (2.2.3) den

U (d(u,2)) =¥ (Tu,Tz) < ¢ (My, (u,2)) = ¢ (My, (u,2)) (3.4.17)

elde ederiz. Burada

My, (u,2) =1 (d(u,2),d (u, Tu) , d (2, T2) , LLDAED AT L))

Yy (d(u,2),0,0,d(u, 2),0,d(u, 2)) <d(u,z)
dir. Simdi(3.4.17) esitsizligini kullanarak
¥ (d(u,2)) <P (My, (u, 2)) = ¢ (My, (u, 2))

(0 (d (uv Z)) - (Mll)l (u’ Z))

elde ederiz. Bu ¢ (M, (u,2)) = 0 oldugunu gosterir ve buradan My, (u, z) = 0 dir
yani

Y1 (d(u,2),0,0,d (u,2),0,d(u,2)) =0

dir.  Simdi ¢y in (i) Ozellig inden d(u,z) = 0 buluruz. Buradan u = z dir.
Oyleyse T tek bir sabit noktaya sahiptir. Teorem3.4.6 (Teorem 3.4.7) ve Teorem
3.4.8'nin ispatlarinda verilenlere benzer argiimanlar ile asagidaki teoremleri kolayca

ispatlayabiliriz.
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Teorem 3.4.9. (X, d) metrik uzay1 olsun. X’ de T kendi igine doniisiimii ve « :
XzX — [0,00) doniisiimii verilsin . Kabul edelim ki ¢ € ¥ ve ¢ € ® vardiwr dyle ki
Vx,y€ X icin

%d(x,Tx) <d(xz,y) ve a(z,y) >1 (3.4.18)

olmasi

¢d (Tz,Ty) < ¢<¢2 <d(x,y)7d(x7fx)’d(x’fy>7d(x,Ty)—Fd(y,Tx)))

2

d(z,Ty) 42— d(y,Tx)))

—¢ (1#2 (d (,9),d(z, fz),d(y, fy),

oldugunu gosterir. Burada v, : [0, 00)* — [0, 00) siirekli ve her bir koordinat icin

azalmayandir.
77@2 (tl,tg,tg,t4> =0=t =ty =1t3=1t, =0 ve her ¢t > 0 IQIIl wg (t,t,tﬂf) <t dir.

Dahas1 asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:
i (X,d) a-tam uzay
ii T tli¢gensel a-admissible doniisim

iii « (29, Txo) > 1 olacak bigimde zy € X vardir.
Asagidaki kosullardan birinin saglandigini varsayalim

a T stuireklidir

b Vn € {0} UN i¢in z, — 2z ve a (2, Tp41) > 1 olmak iizere {x,}, X de dizi ise,
biitiin n € NU{0}, a (z,,2) > 1. O halde T, X’ de tek sabit noktaya sahiptir.
(Babu ve ark., 2017)

Teorem 3.4.10. Teorem 3.4.9" un hipotezine ek olarak her u, z € F' (T') i¢in
a(u,z) > 1ise burada F' (T'), 77 nin b iitiin sabit noktalarimin kiimesidir. Bu halde

T bir tek sabit noktaya sahiptir. (Babu ve ark., 2017)
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Sonug 3.4.11. (X,d) tam metrik uzay1, 7 : X — X , X’ de kendi i¢ine olmak

kosuluyla tim z,y € X i¢in

502, T2) < d(r,y) & 0 (d (T, T)) < 0 (My, (2,9) 6 (My, (,9)) (3.4.19)

olacak bigimde ¢ € W, ¢ € ® ve ¢); € ¥y var ise My, (3.1.3) deki gibi tanimlanir.
Bundan dolay17"nin X de belli bir sabit noktasi vardir.(Babu ve ark., 2017)

Ispat. ¥V z,y € X ve a (z,y) = 1 seciminden (3.5.19) esitsizliginin (3.1.2) esitsizligini
gerektirdigi aciktir ve Teorem 3.4 8’ den asagidaki sonuclar elde edillir.

Sonug 3.4.12. (X,d) tam uzay, T : X — X, kendi i¢ine olmak kosuluyla Her
z,y € X i¢in 3d (z,Tz) < d(z,y) iken

T+ (d(Tz, Ty)) < & (My, (2,9)) (3.4.20)

esitsizligi saglanacak bigimde ¢ € W, 7> 0 ve ¢; € Uy var ise M, (3.1.3) deki gibi

tanmimlanir, sonugta 7" nin X de sabit noktas1 vardir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. Biitiin z,y € X ler i¢in a(z,y) = 1 ve ¢(t) = 7 > 0 seciminden sonug
elde edilir, (3.4.20) esitsizliginin (3.1.12) esitsizligini gerektirdigi agiktir ve Teorem
(3.5.8)’den asagidaki sonug elde edilir.

Uyar: 3.4.13. Eger
1. 0,00)° = [0,00) , 1 (1, ta, b3, ta, 5, te) = max {t1, 12, b3, 4, b5, 16}
segersek ¢’ nin azalmayan olmasindan

T+ (d (T, Ty)) < ¢ (d(z,y) <9 (My, (2,9))

elde ederiz. Teorem(3.4.4) den Sonug (3.4.12)’ nin sonucunu elde ederiz. (Babu ve

ark., 2017)
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Sonug 3.4.14. (X,d) metrik uzay1 olmak kosuluyla 7" : X — X | kendi i¢ine
doniistimii ve o @ XaxX — [0,00) doniisiimii verilsin . ¢, € ¥, ¢ € & ve ¢y €
¥, oldugunu kabul edelim 6yle ki

Biitin 2,y € X ler i¢in 3d (z,Tz) < d(z,y) olmasi

a(z,y) ¢ (d(Te,Ty)) < (My, (2,y)) = ¢ (My, (2,y)) (3.4.21)

oldugunu gosterir. My, (3.1.13) deki gibi tanmimlanir. Ayrica asagidaki sonuclarin

saglandigini kabul edelim.

i (X,d) a-tam

ii T tggensel a-admissible dontistim

iii z¢ € X var dyle ki a (zg, T'zg) > 1 dir.
Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim

a T siireklidir

b Vn € {0} UN i¢in z,, — z ve o (2, Tpy1) > 1 olacak bigimde {x,}, X de bir dizi

ise, biittin n € NU {0} ler i¢in « (z,,, z) > 1 dir.
Boylece T X de sabit noktaya sahiptir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. 2,y € X ile o (z,y) > 1 olsun. (3.4.21) den

Y (d (T, Ty)) < a(z,y) ¢ (d(Te, Ty)) < b (My,) (3.4.22)

elde ederiz, bu da (2.2.3) esitsizligini verir. Buradan (3.4.21) esitsizligi (2.2.3)i verir.

Teorem 3.4.6 (Teorem 3.4.7) uygulamalarimdan 7"nin bir sabit noktasi vardir.

49



Sonug 3.4.15. (X,d), T : X — X, kendi i¢ine bir déniisiim olmak kosuluyla ¢ € ¥

ve ¢ € ¢ vardir oyle ki tim z,y € X icin

L@ To) Sd(e,y) = 0 (d(Te,Ty) <6 (M (x,9)) ~ 6 (M (z,9))  (3:423)

dir. Burada

d(m,Ty)-l—d(y,Tx)}

M(aj,y):maX{d(m,y),d(m,Tm),d(y,Ty), 5

dir. 77 nin bir tane sabit noktasi vardir. (Babu ve ark., 2017)

Ispat. Her 7,y € X, o (z,y) = 1 se¢iminden ve

1/)2 : [07 00)4 = [07 OO) ¢2 <t17 t27 t37t4) = max {t17t27t37t4}

tamimindan

d(z,Ty) +d(y,Tx)
2

" <d (e,9),d(z. f2), d (g, fy), ) — max{d(z,y).

d(z, fz),d(y, fy), 552 + LY
elde ederiz. Boylece (3.4.23) esitsizligi (3.4.18) esitsizligini gerektirir, 7" Teorem

3.4.10’un biitiin hipotezlerini saglar ve boylece asagidaki sonuglara varilir.

Uyar1 3.4.16. {¢ | ¢ : [0,00) — [0,00), ¥ alt yar siirekli, ¢ (t) = 0 ve & ¢t = 0}

kiimesi U’ nun alt kiimesi olup Teorem 3.4.3 iin sonucu Sonug 3.4.15" deki gibidir.
Asagidaki 6rnek Teorem 3.4.6 yidestekler. (Babu ve ark., 2017)

Ornek 3.4.17. X = [0,00) ile d ahsilmis metrik olmak kosuluyla 7' : X — X

T — g z € 10,2] ise
20 — 3z €[2,00) ise
ve a: Xz X — [0,00),
2 z € [0,1]
a(z,y) =

0 diger durumlar
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olarak tammlamir. z,y € X lerin her biri i¢in a(z,y) > 1 < z,y € [0,1]
oldugundan burada § = Tz, Ty = £ € [0,1] ve boylece a(Tz,Ty) > 1 dir.
a(xz,y) > 1vex,y,z € Xigin a(y,z) > 1olsun, buz,y, z € [0, 1] oldugunu gosterir,
buradan « (z,z) > 1 dir. Oyleyse T bir {icgensel a-admissible doniistimdiir. Her
bir zy € [0,1] igin « (zg, Txo) > 1 oldugu aciktir. Simdi 7”7 nin bir genellestirilmis
(a, 1, ¢)-rasyonel biizillme doniisiimii oldugunu gosterelim. Bu amacimiz igin ¢, ¢ :
[0,00) — [0, 00)

1 t=0ise
t # 0 ise

Pty =2t ¢(t)=

DN |+

ve ¢y = [0,00)® — [0, 00),
U (t, ta, T3, T, s, te) = max {t1, 12, 13,1, t5, L6}

segelim.  « (z,y) > 1 dir ancak ve ancak z,y € [0,1] oldugundan z,y € [0, 1]
ile 3d (2, Tz) < d(z,y) i¢in (3.1.12) esitsizligini dogruluyoruz. z,y € [0,1] olsun.
Genelligi kaybetmeden z < y oldugunu kabul edelim. id(z,Tz) < d(z,y) yani

%x < y olsun. Simdi

otatmn ) = (1(55)) = (4-2)) ~2[2-2] <3

1

5 5
= §d (xvy> < §M¢1 (l‘,y) - 2M¢1 - 5 U1 (Ivy)

= (My, (2,9)) — ¢ (My, (2,9))

olur. Boylece (3.2.3) esitsizligi saglanir. Bundan dolayr 7', Teorem 3.4.6'nin biitiin
hipotezlerini saglar ve x = 0 ile x = % 7" nin iki sabit noktasidir. Asagidaki ornek

Teorem 3.4.8'1 destekler.(Babu ve ark., 2017)

Ornek 3.4.18. X = [0, 00) alisilmis metrik olsun. Biz T — X’ i

T z z € [0,1] ise
r+4 x€(1,00) ise
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ve a: XaX — [0,00) y1

1 2€]0,1] ise
a(r,y) =

0 diger durumlar
olarak tamimlariz. 77 nin tiggensel a-admissible ve xy € [0,1] larmn her biri igin
a(xg, Trg) > 1 oldugunu gérmek kolaydir. o’ nin tanimindan n — oo iken z, — z
veVn € NU{0} i¢in a (@, Tpy1) > lile {z, }, X’ de bir dizi olsun. {x,} C [0,1] elde
ederiz. Oyleyse z € [0,1] dir. Buradan Vn € {0}UN i¢in a (z,, ) > 1 dir. Simdi 7"
nin bir genellestirilmis (a, 1, ¢)-rasyonel biiziilme doniisiimii oldugunu gosterelim.

Bu amacimiz icin

V0=t
ve
2 t=01se
¢ (t) =
L ot#0ise

Y ¢ :[0,00) — [0,00) ve 1y (tq, Lo, t3, ta, ts, tg) = max {t1, e, t3, L4, t5, s} ile

Y [0,00)% = [0,00) secelim. « (z,y) > 1 ancak ve ancak z,y € [0, 1] oldugundan
z,y € [0,1] ile 3d (z,Tz) < d(z,y) icin (3.1.2) esitsizligini dogrulanz. z,y € [0,1]
olsun. Genelligi keybetmeden 2 < y oldugunu kabul edelim. 3d(z,Tz) < d(z,y)

yani 18—1 <y dir. Simdi

vt ty) = (4(3.5)) =v (|5 -3

W
<

T 1
= — —| = — — < —_— =

4 1
< Mwl (x,y) = g U1 <x7y) - 5 U1 (:L‘,y)

= (My, (2,9)) = ¢ (My, (2,9))

dir. Buradan 7" Teorem 3.4.8’in tiim hipotezlerini saglar ve x = 0, T” de belli bir

sabit noktadir. z = 0 ve y = 2 icin burada sunu goézlemliyoruz.
1
§d(O,T0) =0<2=12-0]=4d(0,2)
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ve

M (0,2) :max{d(O,Q),d(O’TO)7d(27T2)’d(O,TQ)—;—d@,TO)} .,

dir. Bundan dolay1

1 (d(70,72)) = ¢ (d(0,6)) =1 (6) £ (4) £ 1) (4) — ¢ (4)

dir. Herhangi stirekli ve azalmayan 1) ve alt yar siirekli ¢ ile ¢ (¢) = 0 dir ancak
ve ancak ¢ = 0 dir. Bundan dolay1 Teorem 3.4.3 uygulanabilir degildir. Bu nedenle
Ornek 3.4.18 ve Uyari 3.4.16 sirasiyla Sonug 3.4.15 in Teorem 3.5.3'tin genellestirilmesi
ve Teorem 3.4.10'un Teorem 3.4.5iin genellestirilmesi oldugunu 6ne stirmektedir.

Benzer sekilde herhangi stirekli ve artan /' dontisimi ve 7 > 0 icin
F(T0o-T2)=F6)L£F(2) ¢« F(2)—r7

dir. Bundan dolay1 Teorem 3.4.4 de uygulanabilir degildir. Bu nedenle sirasiyla
Ornek 3.4.18 ve Uyar1 3.4.13 Sonug 3.4.12 nin Teorem 3.4.4’iin bir genellemesi ve
Teorem 3.4.8'nin de Teorem 3.4.4’tin bir genellemesi oldugunu one siirer. (Babu ve

ark., 2017)

3.5. «a—Tam Metrik Uzaylarda («, v, &) -Cogul Degerli Biiziilme

Doniistimleri ve Sabit Nokta Sonuclar:

Tezimizin bu boliimiinde a-tam metrik uzaylarda («, ¢, §) biiziilme kosulunu saglayan
cogul degerli dontisiimleri i¢in Bianichi Grandolfi 6l¢iim dontisiimleri vasitasiyla yeni
sabit nokta sonuclari olusturulmustur. Ayrica elde edilen sonuglarin kullanilabilirligini
gostermek amaciyla,keyfi bir ikili iliski ve bir grafikle donatilmis metrik uzaylardaki

sabit nokta sonucglarindan bazlar1 verilmistir

Teorem 3.5.1. (X,d) metrik uzay ve T' : X — CL(X) kesin (a,,&) biiziilme

olmak kosuluyla asagidaki durumlarin saglandigini varsayalim.

S; (X,d) a-siirekli uzay
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Sy T a-admissible ¢ok degerli doniistim

S3 xg ve x1 € Txy var olsun dyle ki av (xg, z1) > 1

S, T a-siirekli doniisiim.

Bu baglamda T'nin sadece bir sabit noktasi mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)
Ispat. (S3) deki zg ve x; € Txp’dan baslarsak «a (zg,z1) > 1 dir. xy = xy ise, xg

nin bir sabit noktasi oldugunu goriiriiz. Kabul edelim ki zy # z; olsun. x; € Tx,
oluyorsa x1’ in 1" in bir sabit noktasi oldugunu elde ederiz. O zaman kamt ac, 1, &
biiziilme sartindan
§(M, (T, Ty)) < Y(E(max{d (zo, 71),

d (zg, Txo) ,d (zy, Twy) , 220 T‘“);d(zl’“o) 1)
e (s [ ). T B
< (¢ (max {d (20, 21) ,d (21, Ty) , sl Tm) )
= (¢ (max {d (xg, 1) ,d (x1,Tx1)})) (3.5.24)

elde ederiz. Eger max{d (xo,x1),d (z1,T21)} = d(x1,Tx;) ise elde ettigimiz

0 < &(d(x1,Txy))

< &(H (Two, Tn))
< (& (max {d (wo,21),d (x1,T21)}))

<P (€(d (21, Tx1))) (3.5.25)

bir ¢eliskidir. Oyleyse
max {d (zg,x1),d (z1,T21)} = d(x9,x1)
dir.(3.5.24) ’den

0 < €(d (a1, Ta)) < € (H (TwoTay)) < ¥ (€ (d (x0,21))) (3.5.26)
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elde ederiz. Lemma (3.1.43) de kullanilan ¢ > 1 sabiti i¢in, o € T'x; dir. Oyle ki
0 <&(d(x1,22)) < g€ (d(x1,Txy)) (3.5.27)

(3.5.26) ve (3.5.27)’den

0 < &(d(x1,72)) < gt (§ (d(20,71))) (3.5.28)

elde ederiz. ¥ kesin artan fonksiyon oldugundan

0 < (€(d(x1,22))) <9 (g9 (€(d(x0,21)))) (3.5.29)

elde ederiz.

b (g9 (€ (d (20, 71))))

BT (€ (r1.72)))

yerine koyalim ve ¢; > 1 den eger 1 = x5 veya x5 € Txy ise x5 nin 17 nin bir sabit

noktasi oldugunu buluruz.Bu durumda ispat asikardir. Oyleyse Ty # o ve xo & Ty
oldugunu kabul edebiliriz. z1 € Tz, x2 € Tx1, a(xg,21) > 1 ve T bir a-admissible
cogul degerli bir doniisiim oldugundan o (x1,z2) > 1 dir. (o, ), £)-biiziilme sartim

uygulayarak

§(H (T'wy, Txz)) < ¢(§(max{d (z1,22) , d (x1,T21)
d(2sTis), d(;cl,Tm);d(mel) )
= (¢ (max {d (21, 22) ,d (22 T) , 222221 ) (3.5.30)
< ¢ (& (max {d (01, 22) , d (25 Ty) , Ar22l o Ton) L))
= ¢ (& (max {d (1, 22) ,d (22, T22)}))

elde ederiz. Kabul edelim ki

max {d (z1,22),d (x2, Tx2)} = d (29 Tx5)
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olsun.(3.5.30)’dan

0 <&(d(xg,Txs))
<& (H (Tay Tx))

< (§ (max {d (21, 72) , d (22, Tw)}) o)
= ¥ (§(d (22, Tx2)))
elde ederiz. Bu celiskidir. Oyleyse
max {d (r1,25) , d (22, Tx2)} = d (x1,75)
almalyiz.(3.5.30) dan
0 <& (d(x2Tws)) <& (H (T, Tw2)) < 9 (€ (d (21,72))) (3.5.32)
elde ederiz. Lemma 2.2.43 den z3 € Tx, dir. Oyle ki
0 < &(d (22, 73)) < i€ (d (g, Txy)) (3.5.33)

(3.5.32) ve (3.5.33)’den
0 <& (d (22 73)) < quep (§(d(21,72))) = ¥ (g9 (€ (d (0, 21)))) (3.5.34)
elde ederiz. 1 nin kesin artan bir fonksiyon olmasindan asagidaki cikar
0 < ¥ (€(d(22,25))) < ¥* (q¥ (€ (d (w0,21))))- (3.5.35)
Isleme devam edersek X’ de bir {x,,} dizisi insa edebiliriz yle ki
Ty # Ty € Txp, 0 (T, Tpeq) > 1 (3.5.36)
,n € NU{0} i¢in

0 <& (d(Tnt1, Tnt2)) < Y" (g9 (d (20, 21))) (3.5.37)
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m,n € N olsun 6yle ki m > n dir. Ucgen esitsizliginden

€ ma) < Y€ W) < Y0 g (€ (d o, 1))

dir. v € ¥ den lim &(d(xm,x,)) = 0.(£)1 kullanarak lim d (2, x,) = 0 elde

,M—00

ederiz. Bu gosteriyor ki {z,}, (X,d) de bir Cauchy dizisidir.(3.6.36) ve (X,d)’
in a-tamhigindan z* € X dir 6yle ki n — oo iken =z, < oprdir. T cok degerli

dontisiimiiniin o-siirekliliginden

lim H (Tx,, Tx) = 0 (3.5.38)

n—oo

dir. Simdi

d(z*,Tz*) = limd (zp41,T2) < lim H (Tx,,Tz) =0

n—oo

elde ediyoruz. Oyleyse 2* € Tz* ve buradan T bir sabit noktaya sahiptir. Bu ispat1

tamamlar.

Sonu¢ 3.5.2. (X,d) metrik uzay ve T : X — CL(X) (a,v,&)-kesin biiziilme

doniisiimii olsun. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

S; (X,d) tam metrik uzay
Sy T, a-admissible ¢ok degerli dontisiim
S3 xg ve x1 € Txq olsun dyle ki a (g, 1) > 1
Sy T bir a-siirekli ¢ok degerli doniistim.
O halde 77 nin bir sabit noktaya sahiptir. (Kutbi ve ark., 2015)

Sonug 3.5.3. (X, d) bir metrik uzay ve T': X — C'L (X) bir (a, ¥, £)-kesin biiziilme

doniistimii olsun.Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim
A, T a,-admissible ¢ok degerli dontisim
A, gy ve 1 € Tz olsun Gyle ki o (zg, 1) > 1
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Aj T bir stirekli cok degerli dontisiim.

Bu baglamda T’in tek bir sabit noktasi mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)
Simdi de bu ¢alismanin ana sonucunu verelim.

Teorem 3.5.4. (X, d) metrik uzayi1 ve ' : X — CL(X) («a,1,&)-kesin biiziilme

olsun. Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim.
S; (X,d), a- tam uzay

Sy T a-admissible ¢ok degerli doniistim

S3 xg ve x1 € Txg olsun dyle ki a (g, 1) > 1

S, Eger {x,} X'deVn € N, n — co ve a(x,,Tn1) > 1 iken z, LreX seklinde

dizi ise, o (z,,z) > 1 dir.
Bu baglamda T’nin sadece tek sabit noktasi mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)
ispat. Teoremin ispat1 asagidadir. {z,}’ in bir Cauchy dizisi oldugunu biliyoruz
éylekinﬁooikenxnix* ve V n € N i¢in

a(xp, Tpyr) > 1 (3.5.39)

(S;) kosulundan elde ederiz ki V
n € N,
a(x,,x*) > 1. (3.5.40)

T7 nin (a, B, £)-biiziilme kosulunu kullanarak her bir n € N i¢in

E(H (Tx,, Tx")) < (&(max{d (x,,x"),

d (x, T") —QF d(w*,Tl’n)})) (3.5.41)

d(zp, Txy,),d(z*, Tz"),

elde ederiz. Varsayalim ki d (z*,Ta*) > 0. € := d(m*’QTx*), n — oo iken z, % z*

oldugundan N; € N buluruz, her n > Ny,

d(z*, Tz")

d(z*, z,) < 5

(3.5.42)
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dir. Dahasi her n > N; iken

d(z*, Tz")

d(z*,Tx,) <d(z",xp41) < 5

(3.5.43)

elde ederiz. Ayrica {x,} bir Cauchy dizisi oldugundan Ny € N vardir 6yle ki her
n > N icin
d(z*, Tx*)

d(vax> < d(x*,:L’n+1> < 2

(3.5.44)

n — oo iken d(x,,Tz*) — d(2*,Tx*) olmasindan N3 € N bulabiliriz dyle ki her
n > N3 i¢cin
3d (z*, Tz")

d(z,, Tz"
(xn, T2") < 5

(3.5.45)

(3.5.42)-(3.5.45) i kullanarak biitiin n > N := max { Ny, Na, N3} i¢in

max{d (z",Tx,),d (x,, Tx,),d(x*, Tz*), d(gc”’Tx’*“‘);d(m*’Tz”)} =d(z*,Tx*) (3.5.46)

buluruz. n > N i¢in (3.5.41) ve {iggen esitsizliginden

§(d(2",Tx")) <€(d (2", xny1)) + & (H (T, Ta"))

< &(d (2", xps1)) + V(€ (max{d (zp, %), d (2, Txy) ,d (2", Tz")
+d (xp + T2*) + (" + Txy)

5 h)

= &(d (2", wnpa)) + 4 (E(d (27, Tx")))

buluruz. Yukaridaki esitsizlikte n — oo alirsak sunu elde ederiz:

§(d (2", Tx")) <o (€(d(x))).
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Bu da
E(d (", Tx")) <o (d (2", Tx"))

olmasmi gerektirir ve bu bir eliskidir. Oyleyse d (z*,Tz*) = 0, 2* = Tz*. Bu da

ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 3.5.5. (X,d) metrik uzay1 ve T' : X — CL(X) kesin (a,%,&) biiziilme

oldugunda asagidaki sartlarin saglandigim kabul edelim:
S; (X,d) a-tam uzay

Sy T, a-admissible ¢ok degerli dontisim

S3 xo ve x1 € Txy var dyle ki a(xg, 1) > 1

S, Eger {z,}, X'de tiim n € N iken n — oo ve a(z,,z) > 1 iken z, LreXx

olacak bicimde dizi ise, V n € N i¢in a (z,,, ) > 1 dir.
Bu baglamda 77in sabit noktas: vardir. (Kutbi ve ark., 2015)

Sonug 3.5.6. (X, d) tam metrik uzayiile T': X — CL (X) kesin («, 1, §)-blizlilme

doniistimii verilsin. Asagidaki sartlarin gecerli oldugunu kabul edelim:
A, T a,-admissible ¢ok degerli dontistim,
Ay g ve x1 € Tz vardir dyle ki a (g, 1) > 1,

As Eger {z,} X' deVneN, n—oovea(x,z)>1iken z, < 2 € X biciminde

bir dizi ise, V n € N i¢in « (z,,z) > 1.
Bu baglamda T in bir sabit noktas1 vardir.(Ali ve ark., 2014)

Ornek 3.5.7. X = (—10,10) ve d : XzX — R metrigi biitiin 2, € X ler iken
d(z,y) = |r — y| seklinde tanmimlansm. 7' : X — CL(X) ve o : XX — [0, 00)

(=9, 2] € (~10,0)

Tz = 0,2]  z€]0,2]
[££0 9] =z € (2,10)
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ve

(2.4) e™ cosh (z + y) x,y € [0,2]
a(z,y) =
tanh (e* —e¥)  diger durumlarda

olarak tamimlansin. (X, d) nin bir tam metrik uzay olmadig: agiktir. Bundan dolay1
(Ali ve ark., 2014) sonuglar1 burada uygulanabilir degildir.

Ardimdan Teorem 3.6.4 iin 7" deki sabit noktanm varligim garanti edebilecegini
gosterelim.  1,& : [0,00) — [0,00) fonksiyonlan biitiin ¢ € [0,00), ¥ (t) = & ve
€ (t) = v/t olarak tammmlansm. ¢ € ¥ ve ¢ € = oldugunu goérmek kolaydir.

Oncelikle T'nin bir kesin (e, 1, €)-bliziilme doniisiimii oldugunu gosterecegiz. x,y €

X ve a(z,y) > 1igin, x,y € [0,2] ye sahibiz ve buradan

€(H (L, 1,) =2
1
=3 |z — y
< L M
= 5 (SL’,y)

Bu 1 kesin artan fonksiyon oldugunu gosterir. Bundan dolay1 7" bir kesin («, 1, §)
biiziilme dontisiimidiir. Dahasi 7' bir a-admissible ¢ok degerli doniisiim oldugunu,

ro=1€e X vexr = i = T'xp oldugunu gormek kolaydir oyle ki

1
a(xg,r1) =« (1, Z) > 1.

Ayrica T' bir a-admissible ¢ok degerli doniisiimdiir. Sonug olarak V n € N iken
n — oo ve & (x,, Tpy1) > 1iken x, <, 2 € X olan X’ deki her {z,}i¢in a(z,,z) > 1
sahibiz. Boylece Teorem 3.5.4 iin (S/4) sart1 saglanir.

Sonugta Teorem 3.5.1 ve 3.5.4’l kullanarak 7" doniistimiiniin X’ de bir sabit noktas:
oldugunu elde ederiz. Bu durumda 7”7 nin —2,—1 ve 0 gibi sonsuz sabit noktasi

vardir. (Kutbi ve ark., 2015)
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3.6. Keyfi ikili Iliski Ile Donatilmis Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Sonuglar

Teorem 3.6.1. (X, d) metrik uzayiizerinde R ikili iliskisi ile
T:X — CL(X) kesin (a, 9, €)-biiziilme dontisiimii verilsin. Asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim:

S, (X,d) S tam metrik uzaydir

Sy T zayif biiztilme doniistimidiir

S3 xg ve x1 € Txg vardir oyle ki 2oST1

Sy T bir S cok degerli déniisiimiidiir.

O halde 7" in sabit noktasi vardir. (Kutbi ve ark., 2015)

Ispat. Teorem 3.6.1’den o : Xz X — [0, 00)

1 T,y € xS‘y
a(z,y) = ‘
0 diger durumlarda

doniistim tanimindan elde ederiz. Bu ispat1 tamamlar. Teorem 3.6.4 1 kullanarak

asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.6.2. (X, d) metrik uzay, R, X iizerinde ikili iliskisi ve 7 : X — CL (X)
bir kesin («, 1, £)-biiziilme doniisiimii verisin. Asagidaki sartlarin saglandigim kabul

edelim:

S, (X,d) S tam uzaydir

Sy T zayif biiziillme

S3 xg ve x1 € Txg vardir oyle ki 20STy

Sy Eger {z,}, X deVneN,n— oovea(x,,x,1) > 1iken z, LreX seklinde

dizi ise o zaman V n € N i¢in z,Sx e sahibiz.

Bu durumda T sabit bir noktaya sahiptir.(Kutbi ve ark., 2015)
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3.7. Bir Grafik ile Donatilmis Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Sonuclar:

Teorem 3.7.1. Uzerinde G grafigi olan (X, d) metrik uzay1 verilsin.
T:X — CL(X) kesin (E (G),1,£)-biiziilme doniisiimii olmak kosuluyla asagidaki

kosullarin saglandigini kabul edelim.
S, (X,d), E(G) tam metrik uzay:
Sy T kenarlar: zayif sekilde korur
S3 xy ve x; kenarlan zayif sekilde korur
S4 T bir E (G) gok degerli dontisiim.
O halde T in sabit noktas: vardir. (Kutbi ve ark., 2015)

Ispat. Bu sonucu o : XzX — [0, 00)

1 (z,y) € E(G)
a(z,y) =
0 diger durumlar

tamimindan elde edilir.

Teorem 3.7.2. Uzerinde bir G grafigi olan (X, d) metrik uzay1 ve T : X — CL (X)
bir kesin (S L, € )—bﬁziﬂme doniistimii verilsin. Asagidaki sartlarin gecerli oldugunu

kabul edelim.

S; (X,d) E (G)- tam metrik uzay

Sy T kenarlar: zayif sekilde korur

S3 xo ve x1 € Txy vardir dyle ki (zg,x1) € E(G)

Sy Eger {x,} X’ deV n € Nigin n — oo, (x,,T,1) € E(G) iken x, — x olacak
bigimde bir dizi oluyorsa V n € N i¢in (z,,%,41) € F (G) vardir. (Kutbi ve
ark., 2015)

O halde 7’nin bir sabit noktas1 vardir.
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Uyar1 3.7.3. 1) G’ yi E(G) = Xz X olarak kabul edelim, agikcasi G baglantilidir
ve bizim Teorem 3.8.1 ve 3.8.2” imiz Nadler”in biiziilme prensibini gelistirir (Nadler,
1969) ve tek degerli doniistim durumunda Banach biiziilme prensibini (Banach, 1922)
Kannan biiziilme teoremini (Kannan, 1969) Chatterjea’nin biiziilme teoremini
(Chatterjea, 1972) ve Bianchini ve Grandolfi’nin sabit nokta teoremini gelistirir.

2) Teorem 3.8.1 ve 3.8.2 Jachymski (Jachymski, 2008) ve Dinevari ve Frigon 'nun
bir grafikle donatilmis kimi bazi genellestirilmis sabit nokta sonuglaridir.

3) Teorem 3.8.1 ve 3.8.2 bir grafik versiyonunda Ali ve arkadaslarinin Teorem

2.6.4’tin sabit nokta sonuclarmim genellestirilmis halidir. (Ali ve ark., 2014)

3.8. a—n—1y Rasyonel Biiziilme Dontistimleri igin Sabit Nokta Teoremleri

Bu bolimiin amac1 o — 1 tam metrik uzaylarinda diizenlenmis oo — 1 — 1 rasyonel
biiziilme doniistimleri i¢in sabit nokta sonuclarini olusturmak ve ae—n siirekli fonksiyon-
lar1 ile o — 1 metrik uzay kavramlarin baslatmaktadir. Uygulama olarak ¢ grafik
rasyonel biiziilmeleri i¢in bazi Suzuki tipi sabit nokta teoremleri ile yeni sabit nokta
teoremleri olusturulacaktir.

Lineer olmayan analizin giiclii ve klasik bir araci olan Banach Biiziilme Prensibi
nden biliyoruz ki, V x,y € X i¢in d (fz, fy) < cd(z,y) olmak {izere bir (X, d) tam
metrik uzayinda f kendi i¢ine doniisiimii tek bir ¢ € [0, 1) sabit noktasina sahiptir.
O zamandan beri Banach Biiztilme Prensibi cesitli yonlerden genellestirilmistir.
2008’de Suzuki, Banach Biiziilme Prensibi'nin ilgi ¢ekici bir genellemesi olan ve

ayrica metrik tamligin karakterize eden asagidaki sonucu kanitlamistir.

Teorem 3.8.1. (X,d) tam uzay1 ile 7', X’ de kendi i¢ine déniistimii verilsin. 6 :

0,1) — (%, 1} artmayan fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim.

1 0<r< Y3l

0(r)=<¢ (1—r)r2 \/32_1 <r<27ise

IN

ise

(1+7r)7" 27 <r<lise
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Varsayalim ki € [0, 1) olsun, 6yle ki Vz,y € X iken
O(r)d(x,Tx) < d(x,y) iken d (Tx,Ty) < rd(z,y)

olur. Bu baglamda 7" in bir sabit noktasi mevcuttur Dahas1 Vo € X igin lim7T"x =

z dir.(Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.8.2. (X,d) uzay1 ile T kendi icine doniisiimii verilsin. Ayrica kabul
edelim ki a,n : XaX — [0,00) iki fonksiyon ve 1) € U olsun. Asagidaki iddialarin

dogru oldugunu kabul edelim:

i (X,d) o —n- tam metrik uzay

ii T', n’ ye gore a—admisssible dontisim

iii 7', X tzerinde o — n—siirekli doniisim

iv a(zo, Txo) > n (x0, Txg) olacak sekilde zp € X vardir.

O halde T bir sabit noktaya sahiptir. (Hussain ve ark., 2014)

Ispat. Oyle bir zy € X alalm ki a (zq, To) > 1 (z0, Tx) olsun. {z,} dizisi keyfi
n € Nicin z, = T"xy = Tz, ile tamimlanir. En az bir tane n € N i¢in x,,.1 = z,
ise, x = x,, 1" nin sabit noktasidir ve boylece kanit tamamlanmis olur. Buradan V
n € Nigin x,41 # x, oldugunu kabul edelim. 7" in 7’ ya gore a-admissible dontisiim

ve a(xg, Txg) > n(xg, Txy) olmasindan
(T, Tps1) = o (Two, T?w9) > 1 (Txo, T?x0) = 1 (1, 22)
sonucuna variriz. Bu islemin devamindan tiim n € NU {0} ler i¢in
a (T, Tni1) = N (Tn, Tngr) =0 (T, Ty) (3.8.47)
elde ederiz. Simdi (a)’ dan

d(zp, tpi1) = d(Trp 1, Tx,) < (M (xp-1,2,)) (3.8.48)
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elde edilir.

d(zp_1, T, 1)
1+d(zy_1, T, )’

d(zn, Tx,) d(zp_1,Tx,)+d(x,, Tr, 1)
1+d(z,, Txy,)’ 2 }

M (zp_1,z,) = max{d(x,_1,%,),

max {d (xn—l, xn) d (xnfla xn) d (xna l‘nJrl) d (l'n,l’l'nJrl) }

"1+d(Tp_1,2,) 1+ d(Tn, Tns1) 2
d n—1» n d n n
S max {d (xn—l,xn) 7d (.27”, $n+l) ) (x Le ) ;_ (x 7:17 +1) }
= max {d (Tp,—1,2n),d(Tn, Tpi1)} (3.8.49)

bu yilizden

M (xn—la xn) S max {d (xn—l,xn) ) d (xn7 xn—&-l)}

dir. Simdi ¢’ nin azalmayan olusundan

d(Tp, Tpi1) < O{d(xy_1,2,),d (X0, Tni1)} (3.8.50)

sonucunu buluruz. Simdi en az bir n € N icin

max {d (n_1,%n),d (Tn, Tpny1)} = d (Tn, Tpit)

1se 0 zaman

d (ZL’n, .l‘n+1) < ¢ (max {d (In—la xn) ) d (mm xn-&-l)})

= Y (d(Tn, Tny1)) < d (T, Tnia) (3.8.51)

dir. Bu celiskidir. Bundan dolay1 her n € N i¢in

d(zp, Tpi1) < Y (d(zp_1,2,)) (3.8.52)

elde ederiz. Tumevarimdam

d (T, Tpi1) < V" (d(z9, 1)) (3.8.53)
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elde ederiz. N € N i¢in € > 0 sabiti vardir 6yle ki

> 4 (d (wo,11)) < € (3.8.54)

n>N

dir. m,n > N ile m,n € N olsun. Ucgen esitsizligi kullanilarak

m—1
d (2, 2m) < d(zpap) <Y V" (d(z0,11)) < € (3.8.55)
k=n n>N

elde edilir. Sonug olarak ml'rizrilood (n,Tym) = 0 dir. Bundan dolay1 {z,,} Cauchy olur.
Diger taraftan (3.8.47) dén tim n € N iken o (2, Tpi1) > 1 (2, Tne1) oldugunu
biliyoruz. Simdi X metrik uzaymin a—n—tam olusundan n — oo iken x,, — z olmak
{izere z € X vardir. Ilavaten T bir @ — 7 sirekli doniisiim oldugundan n — oo iken

Tpt1 = Tz, — Tz dir. z =Tz saglanmis oldu.

Ornek 3.8.3. X = (—o00, —2) U[~1,1] U (2, +00) olsun.

0(z.y) = max {|z|, |y} = #y ise (3.8.56)

0 T =y ise

metrigi ile donatilmistir. 7: X — X, a,n : XX — [0,00) ve ¢ : [0,00) — [0, 00)

dontistimleri
( 202 —1  z € (—o0,—3] ise
3 —1 x € (—3,-2) ise
T 4111902 T € [—1, 0)‘ ise (38.57)
1T z € (0,1] ise
5+ sin 7w x € (2,4) ise
| 32 +Inz+1 2 €[4,00) ise

2+ +1 zye|-1,1] ise

x? diger durumlar

a(z,y) =

n(z,y) =2+ y°

b)) = 5t
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olarak tamimlansin. Agikcasi (X, d) tam uzay degil fakat o — 1 tam metrik uzaydir.
Aslinda V n € N igin « (2, Tpy1) > 1 (2, Tpe1) olacak bigimde {x,} Cauchy dizisi
ise Vn € Nigin {z,} C [-1,1] dir. ([-1,1],d) bir tam uzay oldugundan {z,} dizisi
[—1, 1] de yakinsaktir. a(x,y) > n(x,y) olsun, bu durumda x,y € [—1, 1] dir. Diger
taraftan her w € [—1,1] igin Tw € [—1,1] dir. Bu durumda o (Tx,Ty) > n(Tx, Ty)
dir. T'n’ ye gore a-admissible dontisimdir. n — oo iken z, — x ve V. n € N
icin a(zpy1,2n) > n(xp, xyy1) olacak sekilde {z,} dizisi alinirsa bu durumda V
n € N iken {z,,} C [-1,1] dir. Bundan dolay1 {T'z,} C [-1,1] (Her w € [—1, 1] i¢in
Tw € [—1,1] oldugundan) 7' [—1, 1] de siireklidir. n — oo iken T'x,, — T}, dir. Yani T
bir a —n-siirekli déniistimdiir. Agikcas: o (0,70) > 7 (0,70) dir. a(x,y) > n (z,Tx)
olsun. Simdi eger z ¢ [—1,1] ya da y ¢ [—1,1] ise 0 zaman 2? > 22 + y* + 1 olmasi
y*> + 1 < 0 olmasim gerektiriyorsa bu geliskidir. O zaman z,y € [—1,1] dir. Simdi

asagidaki durumlar dikkate alalm:

ix#yilex,ye|[-1,0] olsun.O halde

d(T,Ty) = s {37} < S max{lellyl} = ¥ (d (2,0)) < 6 (M (2,9)
(3.8.58)
dir.

ii z,y € (0,1] ile x # y olsun, bu durumda
1 1
d(Tw,Ty) = ymax{|z|, [y} < 5 max{fz], lyl} = ¥ (d(z,y)) < (M (2,y))
(3.8.59)
iii z € (—1,0) ve y € (0,1) olsun, o halde
1 , 1

(3.8.60)
dir.

ivae=ye(0,1],z=ye€ (0,1 yadaz=—1,y =1 olsun. Bu durumda Tx = Ty
dir. Yani
A(Te,Ty) = 0 < v (M (2,9)) (35.61)
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dir. Boylece T' bir yeniden o —n—1)-rasyonel biiziilme dontisiimiidiir. Buradan
Teorem 3.8.2° nin tiim kosullar1 saglandi ve 7' bir sabit noktaya sahiptir.
Burada x = 0, T dontistimiintin bir sabit noktasidir. Teorem 3.8.2" de her

z,y € X i¢gin n(z,y) = 1 secersek asagidaki sonucu elde ederiz.(Hussain ve

ark., 2014)

Sonug 3.8.4. (X,d) uzay1 ile T'— X x X déniistimiini alalim. Ayrica
a: XaX — [0,00) bir fonksiyon ve ¢ € ¥ olsun. Kabul edelim ki asagidaki iddialar

dogru olsun.

i (X,d) a—tam uzay

ii T, c-admissible doniistim

iii 7', X tizerinde bir yeniden diizenlenmis o — v)-rasyonel biiziilme

iv T', X tzerinde bir a—stirekli dontisim

v x¢ € X vardir 6yle ki « (zg, T'zg) > 1.

Bu baglamda T’nin bir sabit noktasi mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.8.5. (X, d) metrik uzay1 ve T, X iizerinde kendi i¢ine doniisiimiinii
alalim. Ayrica o, n: X2 X — [0, 00) iki fonksiyon ve ¢ € ¥ oldugunu kabul edelim.
Asagidaki iddialari dogru oldugunu kabul edelim.

i (X,d), @ —n- tam metrik uzay:
ii 7', n’ ye gore a—admissble doniistim
iii 7', X’ de bir yeniden diizenlenmis o« — 7 — 1 —rasyonel biiziilme
iv a(z9, Txo) > n (29 Txo) olacak sekilde xy € X vardir
v Eger n — oo iken x,, — zile o (2, Xp11) > 0 (2, 1) oOlacak sekilde {z,}, X’in
bir dizisi ise her n € N i¢in
n (Tx, T2xn) < a(Tr,,z) yadan (T2xn, T?’a:n) <« (T2In, a:) (3.8.62)
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esitsizliklerinden biri saglanir. Bu baglamda T nin bir tek sabit noktasi mevcuttur.

(Hussain ve ark., 2014)

Ispat. « (2o Txo) > 1 (x0,T'xo) olacak bigimde zg € X vardir. n € N alindiginda
z, = T"zg = Tz, den {z,}, X de bir dizi olsun. Simdi Teorem 3.9.2’ nin
ispatinda oldugu gibi ¥V n € N iken « (2,11, 2,) > 10 (2ny1,2,) € sahibiz. Ek olarak
n — oo iken x, — z bi¢iminde z € X var olup d(z,Tz) # 0 dir. (v)'denV n € N

iken

n (Txn—lu T2xn—1) S Q (Txn—la Z) ya da n (Tan—la T3$n—1) S « (szn—la Z)
(3.8.63)

esitsizliklerinden biri saglanir. Bu taktirde tiim n € N iken

n (xm anrl) S « (xnv Z) ya da n (xn+17 xn+2) S o (anrla Z)

esitsizliklerinden biri saglanir. Biitiin n € N i¢in 0 (2, 2n1) < a(x,, 2) esitsizligi

saglansm. Simdi (a)’dan

d(Tp4+1,T2) = d(Txy,,Tz) < (max{d(x,,,2),
d(Tn,, Ty, ) d(z,Tz) d(z,,Tz)+d(z,Tx,,)
1+d(xp,,Te,,) 1+d(2,Tz) 2

)

T T
= | max< d(z,,,2), d(‘Tnk?anl) 7 d(z,Tz) 7 d(l’nk» z) +d(z, :Unk+1)
1+d($nk>$nk+l) 1+d(Z,TZ) 2

d (Tny, Togt1) d(z,Tz) d(zn,Tz)+d(z,2n41)

< max {d(mnk,z)

14 d(Tny, Tnpr1) 1+d(2,T2) 2
(3.8.64)
dir. Bu esitsizlikte k& — oo iken limit alirsak
d(z,Tz) d(z,Tz2)
d(z,Tz) < d(z,T 8.
(2, Tz) < max { T d(Te) 2 <d(z,Tz) (3.8.65)

dir. Bu geliskidir. Buradan d (z,T2) = 0 olmas1 z = T’z olmasin gerektirir. Benzer
bir yontemle Vn € N i¢in

N iinn (Tp41, Tng2) < @ (zpi1, 2) ise z = Tz oldugunu elde ederiz.
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Ornek 3.8.6. X = (0,00) olsun. X’ i genel metrik ile donatahm. T : X — X,

a,n: XzX — [0,00) ve ¢ : [0,00) — [0, 00) doniistimleri

—VrHl e (0,1) ise

sin z+cos x+3
Ty = %xQ +1  xe][l,2] ise (3.8.66)

\Z% x € (2,00) ise

z,y € [1,2] ise

(NS

diger durumlar

1

Y1) = 3t

olarak tamimlansim. (X, d)’ nin tam metrik uzay olmadigina dikkat edelim. Fakat
bir @ — 7 tam metrik uzaydir. Ashnda biitiin n € N iken o (2, @n11) > 0 (2, Tpy1)
olacak bigimde {z,} dizisi Cauchy oluyorsa, tiim n € N, alindiginda {x,} C [1,2]
dir. ([1,2],d) bir tam metrik uzay oldugundan {xz,, } dizisi [1, 2] C X’ de yakinsaktir.
a(x,y) > n(z,y) olsun. Bu durumda x,y € [1,2] dir. Diger taraftan her w € [1, 2]
icin Tw € [1,2] dir. O zaman « (Tx,Ty) > n(Tz,Ty) dir. Yani T, i’ ye gore
a-admissible déniistimdiir. Eger n — oo iken z,, — «x ile a (2, z,41) olacak bicimde
{z,}, X’ de bir Cauchy dizisiyse V n € N alindiginda T'x,,, T?x,, T3z, € [1,2] olur.
Baska bir ifade ile tim n € N igin ¢

i (Txn, TQJ,’”)

IA

a(Tz,,x)

n(T°z,, T?z,) < a(Tz,,x) (3.8.67)

esitsizliklerinden biri saglanir. Acikcast o (0,70) > 1 (0,7°0) dir. a(x,y) > n (z,Tx)
olsun. Simdi eger z ¢ [1,2] yaday ¢ [1,2] oluyorsa o zaman 0 > 1 diir. Bu eligkidir.
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Bu yiizden z,y € [1,2] dir. Oyleyse

1 1
d(Tz,Ty) = 1—6w2—y2|=ﬁ|w—yllx+yl
< -y
= 7 T Yy
1
1
= V(M () (3.:5.68)

dir. O halde T bir yeniden diizenlenmis o — 7 — ) rasyonel biiziilme doniistimudiir.
Buradan Teorem 3.9.5 in tiim kosullar1 saglanir. Dolayisiyla 7" sabit noktaya sahiptir.
Burada = 8 — 2v/14, T” in sabit noktasidir. Teorem 3.8.5’de her z,y € X
alindiginda 7 (x,y) = 1 alirsak, asagida verilen sonucu elde ederiz. (Hussain ve

ark., 2014)

Sonug 3.8.7. (X, d) metrik uzayi ile X tizerinde X kendi igine déniistimii verilsin.
Ilaveten @ : XzX — [0,00) bir fonksiyon ve ¢ € ¥ oldugunu kabul edelim.

Asagidaki onermelerin dogru oldugunu kabul edelim:

i (X,d) a—tam uzay

ii 7', co—admissible dontisiim

iii 7', X tizerinde bir yeniden diizenlenmis o — ¢ —rasyonel biiziilme dontisimiidir
iv a(xg,Txo) > 1 olacak bigimdexy € X vardir

v Eger n — oo iken z,, — x ile o (x,,, xp41) > 1 olacak sekilde {z,,}, X in bir dizisi

ise her n € N i¢in
a(Tz,,z) > 1yadaa (T2$n,l‘) > 1

saglanir.

Bu durumda 7"nin sabit noktas1 vardir. (Hussain ve ark., 2014)
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Sonug 3.8.8. (X, d) metrik uzayi, T, doniisiimii siirekli olsun. Burada 7" in yeniden

diizenlenmis rasyonel biiziilme doniisiimii oldugunu kabul edelim. Yani ¢ € ¥ iken

Va,y € X, d(Tz, Ty) < ¢ (M (z,y))

dir. Bu zaman T sabit noktaya sahiptir. (Hussain ve ark., 2014)

Sonug 3.8.9. (X, d) metrik uzay: ile X tizerinde T kendi i¢ine déniistimii verilsin.

T" nin asagidaki rasyonel esitsizlikleri sagladigini kabul edelim

Va,y € X,d(Tx, Ty) < r (M (x,y))

dir. 0<r<1ve

d(z,Tx) d(y,Ty) d(z,Ty)+d(y,Tx) }

M —
(z,y) max{d<x’y)’1—|—d(x,Tx)’1+d(Z/7Ty)7 2

dir. O halde 77 in bir sabit noktas1 vardir. (Hussain ve ark., 2014)

3.9. Suzuki Tipi Sabit Nokta Sonuclar1

Teorem 3.9.1. (X, d) metrik uzay: tam ve T' — X x X

bir siirekli doniisiim olmak kosuluyla biitin z,y € X alindiginda
d(z,Tz) <d(z,y) i¢in d(Tx,Ty) <rM (x,y) (3.9.69)

olacak bi¢imde r € [0, 1) oldugunu kabul edelim. Burada

d(z,Tx) d(y,Ty) d(z,Tz) +d(y,Tx)}

M(xvy):max{d<x7y)’]_—{—d((L'7TI')71+d(vay)7 2

dir. Bu baglamda T’nin sabit noktas1 tektir. (Hussain ve ark., 2014)

Ispat. a,n: XzX — [0,00) ve 9 : [0, 00) fonksiyonlar: keyfi z,y € X alindiginda
a(z,y)=d(z,y), n(ry) =d(z,y) (3.9.71)
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seklinde tanimlansim ve 0 < r < 1 i¢in

Y (t) = r(t) olsun. Va,y € X iken n(z,y) < a(x,y) oldugu acgiktir. Yani Teorem
3.9.2 nin (i) — (v) kosullar saglanir. 7 (z,Tz) < a (z,y) olsun. O zaman

d(z,Tz) < d(z,y) dir. Simdi 3.9.69dan d (Tz, Ty) < rM (z,y) = ¢ (M (z,y)).
Yani 7', X kiimesi iizerinde yeniden diizenlenmis a—n—1)-rasyonel biiztilme dontisimidiir.
Teorem 3.8.2” nin tiim kosullar1 saglanir ve 7" sabit noktaya sahiptir. Sabit noktanin

tekligi (3.9.69)’dan rahatlikla bulunur

Sonug 3.9.2. (X,d) uzay: ile X iizerindeki bir T siirekli kendi igine doniisiimii

verilsin. Biitiin z,y € X alindiginda
d(z,Tx) < d(z,y) iken d(Tz,Ty) < rd(z,y)
bigiminde r € [0,1) vardir.Dolayisiyla 7" tek sabit nokta igerir. (Hussain ve ark.,

2014)

Simdi 7" nin siirekliligini kullanmadan asagidaki Suzuki tipi sabit nokta teoremini

ispatlayalim.

Teorem 3.9.3. (X,d) tam metrik uzay ve 7, T — X x X doniisiimii verilsin

p:[0,1) — (%, 1) artmayan dontisiimi

p(r) = (3.9.72)

olarak tanimlansin. V z,y € X alindiginda

p(r)d(z,Tz) < d(z,y) iken
d(Tz,Ty) < rd(z,y) (3.9.73)

kosulunu saglayan r € [0,1) vardir. O halde T" tek bir sabit nokta igerir. (Hussain

ve ark., 2014)
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Ispat. V 2,y € X ile 0 < r < 1 almdigimda o, 7 : X2X — [0,00) ve ¥ : [0,00) —

[0, 00) fonksiyonlar:

a(r,y) = d(z,y)
n(z,y) = p(r)d(z,y)
v(t) = rt (3.9.74)

olarak tammmlansin. V z,y € X iken p(r)d(z,y) < d(x,y) den biitin z,y € X
alindiginda 7 (z,y) < a(x,y) dir. Yani Teorem 3.8.5" in (i) — (iv) sartlar1 dogrudur.
n — oo iken x, — z ile {x,} dizi olsun. Her n €

N almdiginda p (r) d (T, T?x,) < d (T, T?z,) den, sonra (3.9.73)’den her n € N
iken

d(T?°z,, T?x,) < rd (T, T,) (3.9.75)

elde ederiz.

N (Txny, T?ny) > (T, )

N (T2, TP2ny) > (T2, ) (3.9.76)
olacak sekilde ng € N vardir. O halde

p(r)d (Tay,, T?zn,) > d (T, )

p(r)d(T?zny, T0) > d(Tap,, ) (3.9.77)

dir ve ayrica (3.9.75)’den

d(Tny, T?x0y) < d(Tapy, ) +d (T2, )
< p(r)d (T, T?x0y) + p (r) d (T*2 g, T2,
< ) (T T00) 479 (7) 4 (T T,

p(r)(L+7)d (T, T?2y,)

(T:cno, T xno)
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elde ederiz. Bu celiskidir. Buradan V n € N i¢gin

n (Txn, Tan) < a(Tzy,,x)

ya da
n (Tza:n, T?’xn) <o (Tan, x) (3.9.78)

esitsizliklerinden biri saglanir. Yani Teorem 3.8.5" in (v) kosulu saglanir.
n (@, Tw) < a(z,y)

olsun. Bu sebepten

p(r)d(z,Tx) < d(z,y)

dir. (3.9.73)" den
d(Tz,Ty) <rd(z,y) <rM (z,y) = (M (z,y))

elde ederiz. Teorem 3.8.5” in biitiin kosullar1 saglandigindan 7" sabit noktaya sahiptir.
Sabit noktanin tekligi kolayca elde edilir.
3.10. Biiziilme Grafikleri I¢in Sabit Nokta Sonuglar:

Teorem 3.10.1. (X,d) bir G grafigiyle donatilmis metrik uzay: ile ' — X x X

doniistimii verilsin. Asagidaki kosullarin saglandigim kabul edelim:
i Tim z,y € X iken (z,y) € E(G)= (T (z),T (y)) € E(G)
ii (zo,Txg) € E (GQ) olacak sekilde z, € X vardir

iii Tim (z,y) € E(G) iken

d(Tw, Ty) < ¢ (M (z,y))
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olacak sekilde (z,y) € E (G) vardir, burada

d(z,Tr) d(y,Ty) d(z,Ty)+d(y, Tx)}
1+d(x,Tx) 14+d(y,Ty)’ 2

M (z,y) = max {d@,y) |
dir.

iv T' doniisiimii G-stireklidir.

v Eger biitiin n € N alindiginda (x,,, zp41) € E (G) ile {z,,} , X de bir Cauchy dizisi
ise, {z,,}, X de yakinsaktir.

Bu baglamda T’nin bir tek sabit noktasi mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)

Ispat. o : X2 — [0, 00) doniisiimiinii

1 (z,y) € E(G) ise
a(z,y) =
0 diger durumlarda

olarak ifade edilsin Ilk olarak 77 nin a-admissible déniisiim oldugunu ispat edelim.
(r,y) € E(G) den a(z,y) > 1 dir. (i)’ den (Tz,Ty) € E(G) elde ederiz. Yani

a(Tz,Ty) > 1 dir. Bu nedenle T bir a-admissible déniistimdiir. O zaman
n — oo iken x, — z, (x,,2n41) € E(G),Vn € Nigin Tz,, — Tz

olmasimi saglar. Bu da 7”7 nin (X, d) tzerinde a-siirekli oldugunu ima eder. (ii)’
den (x¢Txy) € E(G) olacak sekilde zyp € E (G) vardwr. Yani a(xg, Txo) > 1 dir.
(x,y) € E(GQ) den, a(z,y) > 1 olsun. (iii)’ den d(Tz,Ty) < 1 (M (x,y)) elde
edilir. Yani

a(z,y) >1=d(Tz,Ty) < (M (x,y))

dir. (v) kosulundan (X,d) bir a-tam metrik uzaydir. Bundan dolay1 Sonug 3.8.4’

in kosullar1 saglanir ve 7' sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.10.2. Bir G grafigi ile donatilmis (X, d) tam uzay: ile X kiimesinde bir

T kendi i¢ine doniisiimii verilsin. Asagidaki iddialarin saglandigini kabul edelim:
iVryeX, (v,y) € E(G) = (T'(x),T(y) € E(G)
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ii (xg,Tzo) € E (G) olacak bigimde 2y € X vardir

iii V (z,y) € E(G) alindiginda d(Tz,Ty) < ¢ (M (x,y)) olacak sekilde ¢p € W

vardir. Burada

M(x,y)zmax{d(g;,y) d(z,Tx) d(y,Ty) d($,Ty)+d(y,Tx)}

"1+d(x,Tx) 1+d(y, Ty)’ 2
dir.

iv T, G siireklidir.

Oyleyse T nin bir sabit noktas: vardur. (Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.10.3. Bir G grafigi ile donatilmus (X, d)metrik uzay ile X {izerinde bir

T kendi i¢ine doniisiimii verilsin. Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:
i Biitiin z,y € X i¢in (z,y) € E(G) = (T'(z),T (y)) € E(G)
ii (zo,Tx) € E(G) olacak sekilde zy € X vardir

iii Biitiin (z,y) € F (G) igin
d(Tz, Ty) < ¢ (M (2,y))

esitsizligini saglayacak sekilde ¢ € ¥ vardir. Burada

M (z,y) = max {d(:p,y) d(z,Tz) d(y,Ty) d(z,Ty)+d(y,Tx) }

1+d(2,Tz) 1+d(y, Ty)’ 2
dir.

iv Eger {z,} dizisi n — oo iken x, — z ile (z,,z,41) € E (G) olacak sekildeyse o

zaman her n € N i¢in
(T, z) € E(G) yada (T?2,,z) € E(G)

saglanir.
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v Eger {z,}, X’ de Vn € Nigin (z,,2,+1) € E(G) ile birlikte bir Cauchy dizisi
ise, o zaman {x,}, X’ de yakinsaktir ya da (X, d) bir tam metrik uzayidir.

Oyleyse T nin bir sabit noktas: mevcuttur (Hussain ve ark., 2014)

(X, d, <) kismi sirali metrik uzay olsun. G grafigini
E(G):{(z,y) € XaX : z <y}

den tamimlayalim. Bu grafik i¢in Teorem 3.10.1’in (i) kosulu 7" nin bu siralamaya
gore artmayan oldugu anlamma gelir.(Ciric ve ark., 2011) Boylelikle Teorem 3.10.1

ve 3.10.3 den kismi sirali metrik uzaylarda asagidaki onemli sonuclar bulunur.

Teorem 3.10.4. (X,d, <) kismi sirali metrik uzay: ile 7 — X x X doniisiimi

verilsin. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

i T" azalmayan bir dontisim
ii o < Tx( olacak bicimde xq € X vardir

iii Bitin x < y ler i¢in

d(Tz,Ty) < (M (z,y))

olacak bicimde 1) € ¥ vardir. Burada

M(%y)zmax{d(:p,y), d(z,Tx) d(y,Ty) d(x,Ty)—i-d(y,Tx)}

L+d(z, Tz)" 1+d(y, Ty)’ 2
dir.

iv Verilen z € X ve {z,} dizisi igin n — oo iken z, — z, * < x,,1, Vn € N iken

Tx, — x vardir ya da T siireklidir.

v Eger {z,} V n € Nigin z,, < 2,41 ile X’ de bir Cauchy dizisi oluyorsa {z,}, X’
de yakinsaktir veya (X, d) tam metrik uzayidir.

Bu baglamda T’nin bir sabit noktasi mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)
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Sonug 3.10.5. (X,d, <) kismi sirali tam metrik uzayi ile 7' : X — X en az bir
tane xy < Tz olacak sekilde siirekli azalmayan dontisiimi verilsin. Kabul edelim ki

0 <r <1liken timz,y € X , x <y iken

d(Tz,Ty) <rd(x,y)

oldugu durumda T bir sabit noktaya sahiptir. (Ran and Reurings, 2004)

Teorem 3.10.6. (X, d, <) bir kismi sirali uzay1 ile X de bir 7" kendi igine doniisiimii

verilsin. Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:

i T" azalmayan dontstimdiir
ii g < Tz seklindeki ¢ € X vardir

iii Biitun x <y i¢in

d(Tz,Ty) < (M (z,y))

olacak bicimde 1) € ¥ vardir. Burada

M (z,y) = max {d(x,y), d(z,Tz)  d(y,Ty) d(xaTiy)—f-d(y,Tx)}

14+d(z,Tz)’ 14+d(y,Ty)’ 2
dir.

iv Eger {z,} n — oo iken x, — x ile z,, < x,,4; olacak sekilde bir dizi ise o zaman
TxngxyadaTangx

esitsizligi her n € N i¢in saglanir.

v Eger Vne N alindiginda z, < x,4; ile {z,}, X lzerinde Cauchy ise, o zaman

{z,}, X de yakinsaktir ya da (X, d) bir tam metrik uzaydir.

O halde T"nin bir sabit noktasi vardir. (Hussain ve ark., 2014)

80



4. INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMUNUN VARLIGINA
UYGULAMA

Sirali metrik uzaylardaki monoton operatorler i¢in sabit nokta teoremleri genis capta
arastirilmis ve diferensiyel ve integral denklemlerinde ¢esitli uygulamalar bulunmustur.
(Agarwal ve ark., 2012), (Hussain ve ark., 2010)

Bu béliimde sonucumuzu bir integral denklemin ¢oztimiiniin varligina uygulayacagiz.
X =C([0,T],R), [0,T] araliginda taniml gergel siirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun
ve Vr,y € X iken d: Xz X — R,

d(z,y) = [lz -yl (4.0.79)

seklinde tanmimlayalim. O zaman (X, d) tam metrik uzaydir. Ayrica kabul edelim ki
bu metrik uzay bir G grafigi ile donatilmis olsun. Integral denklemi asagidaki gibi

distinelim
z(t)=p(t) + /S (s) f(s,z(s))ds (4.0.80)

ve Fl: X — X

T
Fz)t)=p(t)+ /S (t,s) f(s,x(s))dx (4.0.81)

olarak tanimlansin. Varsayalim ki

A f:]0,T] x R — R siireklidir

B p:[0,7] — R streklidir

C S:[0,7] x R — [0, +00) stireklidir

D ¢ € VU var dyle ki Vs € [0,7] i¢in — [0,7") igin
Ve,ye X (z,y) € E(G) = (F (2),F (y) € E(G) (4.0.82)
Ve,ye X, (x,y) € E(G) =0

< J(s,2(s) = f(s9(s))
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@y ) - F()
S e T S =y () T e (5) — Fla ()]
(s) = ()] 2 lle ()~ F ()] + y(5) = F e ()])

E (x, F (z0)) € E(G) olacak sekide zy € X vardur.

F Eger n — oo iken z,, — z iken (z,,2,41) € E(G) olacak sekilde {x,} dizi, o

zaman V n € N iken
(Fng,z) € E(G) yada (F’ng,z) € E(G) (4.0.83)

saglanir.
T
G Biitiin ¢ ler igin [S(,s)ds < 1 dir.
0

Teorem 4.0.7. (A)-(G) varsayimlari altinda integral denklemi (4.0.80) X = C'([0,T],R)
de bir ¢oziime sahiptir.(Hussain ve ark., 2014)

Ispat. (4.0.81)" de tammlanan F : X — X doniisiimiinii dikkate alahm. (z,y) €
E (G) olsun. (D)’ den

[F(2) (1) = F(y)t] =

/ S(t,5) [ (5,2 () — £ (5,9 (s))] ds
S(t.5) | £ (5,2 (5)) — f (5,9 (s))] ds

S(t, s)px(max{|z (s) -y (s)]

o\ﬂ o\’ﬂ

|z (s) = F (z (s))|
Tl (s) = F(x(s)]

|z (s) = F (y (s)] + [y (s) = F (2 (s))[]})ds

ly(s) —Fy(s) 1
L+y(s) — F(y(s)] 2

(Joeom) stmmtr o 325y

ly(s) = Fy(s)Il 1
L+ ly(s) = Fy ()2

IA

[z (s) = F (y ()| + lly (s) = F (z (s))I]})

sonucunu ¢ikaririz.O zaman

1Fe = Fyll
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[z (s) = F(z ()l lly(s) = Fy(s)
Ttz (s) = Fx ) 1+ lly(s) = Fy ()

Sl () = F ()l + Ny () — F (@ (s)1)

p(max{|z (s) —y ()]

Yani (z,y) € E(G) olmasi

12 = Fyll

< y(max{|lz -y, —E=F @Ol My = FW)llu

e - F@)le 1+ lly—Fy)

llz = F W)l + lly = F (2)ll]3)

loo’
o

DO | —

oldugunu ima eder.

Teorem 3.10.4 iin biitiin hipotezlerinin saglandigini kolaylikla goriirtiz ve buradan F
doniisiimii (4.0.80) integral denkleminin X = C ([0, 7],R) de ¢oziimii olan bir sabit

noktaya sahiptir.
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