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α-TAM METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

Kangal, Dilek 

Yüksek Lisans, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Demet Binbaşıoğlu Özatılgan 

Mayıs 2025, vii + 90 sayfa  

Bu tez çalışması α- tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri üzerine yapılan güncel 

çalışmaların bir derlemesi niteliğindedir. Öncelikle sabit nokta kavramı ve Banach 

Sabit Nokta Teoremi verilmiş, bunlar örneklerle açıklanmıştır. Daha sonra sırasıyla α- 

tam metrik uzaylarda kısmi genelleştirilmiş dış bükey büzülme dönüşümleri için 

yaklaşık sabit nokta teoremleri, α- tam metrik uzaylarda genelleştirilmiş (α, ψ, ϕ) –

rasyonel büzülme dönüşümlerinin sabit noktaları, α- tam metrik uzaylarda (α, ψ, ξ) çok 

değişkenli büzülme dönüşümleri ve bunların sonuçları için yeni sabit nokta sonuçları, 

α- tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Çok Değerli Dönüşümler, Genelleştirilmiş Büzülme 
Dönüşümleri, Sabit Nokta, Yaklaşık Sabit Nokta, α-Tam Metrik Uzay. 
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ABSTRACT 

FIXED POINT THEOREMS IN α-COMPLETE METRIC SPACES 

Kangal, Dilek 

Master’s Thesis, Department of Mathematics 

Advisor: Assoc.Prof.Dr. Demet Binbaşıoğlu Özatılgan 

May 2025, vii + 90 pages  

This thesis presents a comprehensive review of recent developments concerning fixed 

point theorems in α-complete metric spaces. It begins with an introduction to the notion 

of fixed points and the Banach Fixed Point Theorem, illustrated with examples. 

Subsequent sections examine approximate fixed point theorems for partially 

generalized convex contractions, fixed points of generalized (α, ψ, ϕ)-rational 

contractions, and new results related to (α, ψ, ξ)- multivariable contraction mappings. 

These findings aim to enrich the understanding of fixed point theory within generalized 

metric frameworks. 

Key Words: Approximate Fixed Point, Fixed Point, Generalized Contraction 

Mappings, Multivalued Mappings, α-Complete Metric Space. 
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SİMGE ve KISALTMALAR 

 
Simgeler Açıklamalar 

R Gerçel Sayılar Kümmesi 

R+ Negatif Olmayan Gerçel Sayılar kümesi 

N Pozitif Tamsayılar Kümesi 

ω Omega 

τ Tau 

η Eta 

υ Upsilon 

ϵ Epsilon 

µ Mu 

ψ Psi 

ξ Xi 

ϕ Varphi 

π Pi 

φ Phi 

δ Delta 

σ Sigma 

α Alpha 

θ Theta 

β Beta 



1. GİRİȘ

Mühendislikten davranıș bilimlerine, ekonomiden yapay zeka teknolojisine, tıpdan

oyun teorisine kadar geniș bir yelpazade kullanım alanı bulunan sabit nokta kavramı

ilk kez, modern fonksiyonel analizin kurucu sayılan Polonyalı matematikçi Stefan

Banach tarafından 1922’de ortaya konmuștur. Banach Sabit Nokta Teoremi iteraktif

yöntemlerle sabit noktanın bulunabileceğini göstermektedir ve halen en çok kullanılan

sabit nokta teoremidir.

Metrik uzayların daha genel bir versiyonunu olan α-metrik uzay kavramı 2015 yılında

Jleli & Samet tarafından olușturuldu. Böylelikle klasik sabit nokta teoremleri,

α-metrik uzaylara genelleștirildi ve yeni tür büzülme fonksiyonları tanımlamıș oldu.

Karapınar, Abbas ve Sintunavarat’un 2016-2020 arasında yaptıkları çalıșmalarla

α-metrik uzaylarda zayıf ve güçlü büzülmeler için genelleștirilmiș sabit nokta teorem-

leri geliștirmiștir.

Ortaya koyduğumuz bu tez çalıșmasında ise α-tam metrik uzaylarda sabit nokta

nokta teoremleri hakkındaki literatür taraması yapılarak, bu konudaki güncel çalıșma-

lar derlenmiștir.

Tezimiz beș bölümden olușmaktadır. Birinci bölüm olan giriș kısmında tezin genel

yapısından bahsedilmiștir.

İkinci bölümde sabit nokta kavramına tanımlanıp, örneklenmiș, sonrasında Banach

Büzülme Prensibi verilmiș ve çeșitli örnekler üzerinde incelenmiștir.

Üçüncü bölümde kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülmeler ve 2. dereceden kısmi

genelleștirilmiș dıșbükey büzülme kavramları tanıtılmıș, ayrıca α-tam metrik uzaylar-

da bu tür dönüșümler için bazı yaklașık sabit nokta teoremleri olușturulmuștur.

α−tam metrik uzaylarda (α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümleri ve (α, ψ, ξ)-çoğul

değerli büzülmeleri incelenmiștir. Ek olarak üzerinde keyfi bir ikili ilișki olan metrik

uzaylarda ve üzerinde keyfi bir grafik olan metrik uzaylarda yaklașık sabit nokta

sonuçları ele alınmıștır.

Dördüncü bölümde ise elde ettiğimiz sonuçlar integral denklemlerinin valığına uygulan-

mıștır.
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Tartıșma ve sonuç kısmında ise sabit nokta teorisinin öneminden bahsedilerek kullanım

alanlarına değinilmiștir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teorisine Giriș: Temel Bilgiler

Tanım 2.1.1. X boștan farklı küme, T : X → X dönüșüm olmak üzere

T (x) = x

eșitliğini sağlayan x ∈ X noktasına T dönüșümünün sabit noktası adı verilir.

T : X → X dönüșümünün bir veya birden çok sabit noktası olabileceği gibi herhangi

bir sabit noktası olmayabilir de. Bunu çeșitli örneklerle inceleyelim.

Örnek 2.1.2. X = R yi alalım. T (x) = x+7 öteleme dönüșümü herhangi bir sabit

nokta içermez.

Örnek 2.1.3. X = R, T : R→ R

T (x) =
x

2
+ 1

șeklinde tanımlansın. T bir tek sabit noktaya sahiptir.O da x=2 dir.

Örnek 2.1.4. X = N için

T (x) = |x|

ile tanımlı T : N→ Nmutlak değer dönüșümünün sonsuz sayıda sabit noktası vardır.

I, X üzerindeki birim dönüșüm olmak üzere T : X → X fonksiyonunun sabit

noktaları aslında

(T − I)(x) = 0

denkleminin çözümleridir. O halde bir denklemin çözümünü bulmak için kullanılan

metodlardan biri, buna karșılık gelen dönüșümün sabit noktalarını bulmaktır.

Tanım 2.1.5. (X, d) metrik uzay, T : X → X bir dönüșüm olsun. Her x, y ∈ X

için

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)
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șeklinde 0 < k < 1 var ise T ye büzülme

dönüșümü denir

Tanım 2.1.6. X 6= ∅, T : X → X olsun. n tane T ’den elde edilen

T ◦ T ◦ ... ◦ T (x) = T (T (...T (x)...))

ifadesine T ’ dönüșümünün , n. iterasyonu adı verilir.

T n = T ◦ T ◦ ... ◦ T

ile gösterilir.

Örnek 2.1.7. T : R → R , T (x) = 2x + 1dönüșümünün beșinci iterasyonu

T 5(x) = 2 (2 (2 (2 (2x + 1) + 1) + 1) + 1) + 1 = 32x + 31

ile verilir.

Sabit nokta teoremlerinin uygulamaları yaklașım teorisi, diferensiyel denklemler

teorisi, integral denklemler teorisindeki problemlerin çözülmesinde matematik, kimya,

istatistik, biyoloji ve ekonominin çeșitli disiplinleri için çok önemlidir. Sabit nokta

teoride çok kullanıșlı araçlardan biri 1922’de ortaya konan Banach büzülme ilkesidir.

Teorem 2.1.8. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X, d) tam metrik uzay, T :

X → X büzülme dönüșümü yani ∀ x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) = k.d (x, y)

șeklinde k ∈ [0, 1) var olsun. Bu durumda T ’nin sabit noktası tektir.

Örnek 2.1.9. T (x) = x+1 ile tanımlı T : R→ R dönüșümünü ele alalım.

|T (x)− T (y)| ≤ |x− y|
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dir. Görüldüğü üzere T sabit bir noktaya sahip değildir.

Örnek 2.1.10.

T (x) = x + 1− x

1 + |x|
T : R→ R dönüșümünü ele alalım

|T ′
(x)| = 1− (1 + |x|)−2 < 1,

bu nedenle bütün x < y için

|T (y)− T (x)| =
∣∣∣∣∣∣

y∫

x

T
′
(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

y∫

x

|T ′(t)|dt <

y∫

x

dt = |y − x|

dir. O halde herhangi x, y için

d(T (x), T (y)) < d(x, y)

olup T ’nin herhangi bir sabit noktası mevcut değildir.

Örnek 2.1.11. T (x) = x , T : R→ R dönüșümünü inceleyelim.

|T (x) − T (y)| ≤ |x − y| eșitsizliğinin sağlandığını görürüz.Dolayısıyla her x reel

sayısı T nin sabit noktasıdır. x ∈ R olmak șartıyla her x T nin sabit noktasıdır.

Yani sabit nokta tek değildir.

2.2. α−Tam Metrik Uzaylara Giriș

Sabit nokta teorisi lineer olmayan türev ve integral denklemlerinin çözümünün varlığı-

nın ispatında kullanıldığözümü için önemli bir araç halini almıștır.Ama bazı pratik

durumlarda sabit nokta teoremlerinin șartları çok güçlüdür. Bu yüzden sabit nokta-

nın varlığı garanti değildir.Bu durumda yaklașık sabit noktalar olarak adlandırılan

hemen hemen sabit noktaları dikkate alabiliriz.

Bu bölümde hemen hemen sabit nokta,α-admissible, asimptotik düzenlilik tanımları

ve bunların örnekleri verilmiștir. Kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülmeler ve

2. dereceden kısmi genelleștirilmiș büzülmeler kavramlarını tanıtılıp,α-tam metrik
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uzay- larda bu tür eșlemeler için bazı sabit nokta teormeleri olușturulmuștur.Ayrıca

üzerinde keyfi bir ikili ilișki olan metrik uzaylarda yaklașsabit nokta sonuçları ve

üzerinde grafik olan grafi metrik uzaylarda yaklașık sabit nokta sonuçları ele alınmıștır.

Tanım 2.2.1. (X, d) metrik uzay, T bu uzay üzerinde kendi içine dönüșüm, ε > 0

verilen bir sayı olmak üzere x0 ∈ X noktası d (x0, Tx0) < ε ise T nin bir ε−sabit
noktası (yaklașık sabit noktası) olarak adlandırılır. (Reich ve ark., 1978)

Yaklașık sabit nokta bir dönüșümün noktayı kendisine oldukça yakın bir noktaya

götürdüğü durumları tanımlamak için kullanılan bir kavramdır.Bazı durumlarda

tam olarak sabit nokta bulmak yerine,yaklașık sabit nokta ile ilgilenmek yeterlidir.

Uyarı 2.2.2. Sabit noktanın tüm ε > 0 için ε−sabit noktaları olduğunu gözlemliyo-

ruz. Ancak bunun tersi doğru değildir. (X, d) metrik uzay olmak șartıyla verilen

ε > 0 için T : X → X deki bütün ε−sabit noktalar kümesi

Fε(T ) := {x ∈ X|d(x, Tx) < ε}

olarak tanımlanır. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.3. (X, d) metrik uzay, T : X → X de verilen dönüșüm olmak koșuluyla,

bütün ε > 0 için T dönüșümünün bir ε−sabit noktası varsa, T nin yaklașık sabit

nokta özelliğine sahip olduğunu söyleriz. Yani

∀ε > 0, Fε(T ) 6= ∅

veya eșdeğer olarak

inf
x∈X

d (x, Tx) = 0

dır.

1996’da Browder ve Petryshyn așağıdaki kavramları tanımladılar.

Tanım 2.2.4. Eğer x ∈ X için n → ∞ iken d (Txn, Txn+1) → 0 oluyorsa, (X, d)

metrik uzayındaki T kendi içine dönüșümü x ∈ X noktasında asimptotik olarak

düzenli olarak adlandırılır. Burada Txn, T nin x e n kere uygulandığını ifade eder.
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Lemma 2.2.5. (X, d) metrik uzay olmak koșuluyla, X üzerinde kendi içine dönüșüm

olan T, z ∈ X de asimptotik olarak düzenli olsun, öyle ise T yaklașık sabit nokta

özelliğine sahiptir.(Latif ve ark., 2015)

İspat. n ∈ N için inf
x∈X

d (x, Tx) ≤ d (Tzn, T zn+1) → 0 n → 0 dır. T, z ∈ X de

asimptotik olarak düzenli olduğundan

d (Tzn, T (Tzn)) = d (Tzn, T zn+1) → 0 n → 0

dır.

inf
x∈X

d (x, Tx) = 0

olur. Bu da T nin yaklașık sabit nokta özelliğine sahip olduğunu gösterir.

2012’de Samet ve arkadașları așağıdaki α−admissible dönüșüm kavramını tanıttılar.

Tanım 2.2.6. T boș olmayan X kümesi üzerinde kendi içine dönüșüm ve

α : XxX → [0,∞) dönüșüm olmak üzere x, y ∈ X,

α (x, y) ≥ 1 ⇒ α (Tx, Ty) ≥ 1

ise T dönüșümüne α−admissible adı verilir.

Tanım 2.2.7. (X, d) metrik uzay olmak üzere α : XxX → [0,∞) dönüșümü verilsin

X metrik uzayına α−tam denir ancak ve ancak bütün n ∈ N ler için α (xn, xn+1) ≥ 1

olacak biçimdeki her {xn} Cauchy dizisi X’de yakınsaktır.

Uyarı 2.2.8. Tam metrik uzaylar aynı zamanda α−tam metrik uzaydır. Fakat tersi

doğru değildir.

Örnek 2.2.9. Bütün x, y ∈ X, X = (0,∞) üzerinde

d : XxX → R metriği d (x, y) = |x− y| olsun. α : XxX → [0,∞) dönüșümü

α (x, y) =





x+y
2

x, y ∈ [1, 2]

0 diğer durumlarda

olarak tanımlansın. (X, d) nin tam metrik uzay olmadığı fakat α-tam metrik olduğu

kolayca görülür. Esasında {xn} , X’ de bir Cauchy dizisi olup bütün n ∈ N ler için
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α (xn, xn+1) ≥ 1, n ∈ N olmak üzere xn ∈ [1, 2] dir. [1, 2] , R nin kapalı alt kümesi

olduğundan ([1, 2] , d) tam metrik uzaydır ve bu durumda x∗ ∈ [1, 2] var olup

xn → x∗, n →∞

dır.(Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.10. T : X → X , α : XxX → [0,∞) olmak koșuluyla Eğer x, y, z ∈ X

olmak üzere

i T bir α-admissible dönüșüm

ii , (x, y) ≥ 1 ve (y, z) ≥ 1 ⇒ (x, z) ≥ 1,

ise T üçgensel α-admissible dönüșümdür.

(Karapınar ve ark., 2013)

Lemma 2.2.11. T bir üçgensel α-admissible dönüșüm olsun. Kabul edelim ki

α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X mevcuttur. xn+1 = Txn șeklinde {xn}
dizisini tanımlayalım.m,n ∈ N için m ≺ n olmak üzere α (xm, xn) ≥ 1 dir. (Karapınar

ve ark., 2013)

Tanım 2.2.12. (X, d) metrik uzayı ve α : XxX → [0,∞) , T : X → X dönüșümleri

verilsin, X’ de her {xn} dizisi x ∈ X ve her n ∈ N için

xn → x, n →∞ α (xn, xn+1) ≥ 1 ⇒ Txn → Tx, n →∞

koșulunu sağlıyorsa T ye (X, d) üzerinde bir α−sürekli dönüșüm denir. (Karapınar

ve ark., 2013)

Uyarı 2.2.13. Eğer T bir sürekli dönüșüm ise o zaman T bir α−sürekli dönüșümdür.

Burada α : XxX → [0,∞) bir keyfi dönüșümdür.

(Latif ve ark., 2015)
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Örnek 2.2.14. X = (0,∞) ile d : XxX → R bütün x, y ∈ X ler için d (x, y) =

|x− y| olarak tanımlanan bir metriktir. α : XxX → [0,∞) ile T : X → X

dönüșümü

α (x, y) =





1 x, y ∈ [1, 2]

0 diğer durumlar

ve

Tx =





x
2

x ∈ [1, 2]

x2 − 6x + 12 x ∈ (0, 1) ∪ (2,∞)

șeklinde tanımlanır. x = 1 de T nin limitinin olmadığını görmek kolaydır. Bundan

dolayı T sürekli değildir. Șimdi T nin α-s sürekliliğini gösterelim. Bütün n ∈ N,
α (xn, xn+1) ≥ 1 olacak biçimde X’de {xn} bir dizi olmak koșuluyla n ∈ N için

xn ∈ [1, 2] ve Txn = xn

2
dir. Eğer bazı x ∈ X için n → ∞ iken burada xn → x ise

n →∞, Txn = xn

2
→ x

2
dir. Öyle ise T α-süreklidir.(Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.15. X boștan farklı bir küme, α : XxX → [0,∞) dönüșümü verilsin.

Eğer tüm x, y ∈ X için,

(x, z) ≥ 1 ve α (y, z) ≥ 1

olmak koșuluyla z ∈ X mevcut ise X, (H) özelliğine sahiptir deriz.(Latif ve ark.,

2015)

Șimdi kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme ve 2. dereceden kısmi genelleștirilmiș

dıșbükey büzülme kavramlarını tanıtacağız.

Tanım 2.2.16. (X, d) metrik uzay olmak üzere a, b ∈ [0,∞) , a+b < 1 olacak șekilde

α : XxX → [0,∞) dönüșümü var ve așağıdaki koșulları sağlıyor ise T : X → X

dönüșümüne bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme denir.

Tüm x, y ∈ X için

α(x, y) ≥ 1 ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y). (2.2.1)
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Bu durumda α ya T nin taban dönüșümü denir. Eğer tüm x, y ∈ X için

α (x, y) = 1 ise T dıșbükey büzülme dönüșümü adını alır.(Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.17. (X, d) metrik uzayı verilsin. Șayet α : XxX → [0,∞) dönüșümü

var ve a1, a2, b1, b2 ∈ [0, 1) ile a1 + a2 + b1 + b2 < 1 așağıdaki koșulları sağlıyor

ise T : X → X dönüșümüne 2. dereceden kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme

denir. Her x, y ∈ X olmak koșuluyla

a(x, y) ≥ 1 ⇒ d(T 2x, T 2y)

≤ a1d(x, Tx) + a2d(Tx, T 2x) + b1d(y, Ty) + b2d(Ty, T 2y) (2.2.2)

dir. Bu durumda α ya T nin taban dönüșümü denir. Șayet x, y ∈ X iken α(x, y) = 1

ise T , 2. dereceden dıșbükey büzülme dönüșümü adını alır.(Latif ve ark., 2015)

Șimdi keyfi bir ikili ilișki ile donatılmıș metrik uzayda yaklașık sabit nokta teoremlerini

olușturmak için gerekli tanım ve kavramları verelim.

(X, d) bir metrik uzay ve R, X üzerinde keyfi ikili ilișki olmak koșuluyla

S := R ∪R−1

biçiminde ifade edilsin. Dolayısıyla

x, y ∈ X, xSy ⇔ xRy veya yRx

dir. S ’nin R ye simetrik ilișki ile bağlı olduğunu görmek kolaydır.

Tanım 2.2.18. T boș olmayan bir X kümesi üzerinde kendi içine dönüșüm ve R,

X üzerinde bir ikili ilișki olmak koșuluyla

x, y ∈ X, xSy =⇒ (Tx) S (Ty)

önermesi sağlanıyorsa T karșılaștırma dönüșümü adını alır(Latif ve ark., 2015)

10



Tanım 2.2.19. (X, d) metrik uzay, R ise X üzerinde ikili ilișki olmak üzere X

metrik uzayına S-tam denir ancak ve ancak tüm n ∈ N için {xn} Cauchy dizisi

xnSxn+1 koșulunu sağlar ve bu dizi yakınsaktır. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.20. (X, d) metrik uzay, X’de R ikili ilișkisi verilsin. Șayet X deki her

bir {xn} dizisi için bazı x ∈ X için n →∞ iken xn → x ve tüm n ∈ N için xnSxn+1

=⇒ n → ∞ iken Txn → Tx koșulunu sağlıyorsa T : X → X (X, d) de S-sürekli

dönüșümdür. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.21. (X, d) metrik uzayı ile X üzerinde R ikili ilișkisi verilsin. Șayet

a + b < 1 ile a, b ∈ [0,∞) iken x, y ∈ X için

xSy ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

koșulunu sağlıyorsa T : X → X dönüșümüne S ye göre kısmi genelleștirilmiș dıș

bükey büzülme dönüșümü denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.22. (X, d) metrik uzay, X üzerinde R ikili ilișki verilsin. Șayet a1, a2,b1,b2 ∈
[0, 1) , a1 + a2 + b1 + b2 < 1 iken x,y ∈ X için,

xSy ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ a1d(x, Tx) + a2d(Tx, T 2x) + b1d(y, Ty) + b2d(Ty, T 2y)

koșulu sağlanıyorsa T : X → X dönüșümüne S ye göre 2.dereceden kısmi genelleștiril-

miș dıșbükey büzülme dönüșümü denir.(Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.23. Boș kümeden farklı X kümesi verilsin. R, X üzerinde ikili ilișki

olmak koșuluyla tüm x, y ∈ X için xSz ve ySz olacak biçimde z ∈ X var ise, X in

(H) özelliğine sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

4 = {(x, x) : x ∈ X} kümesine XxX kartezyen çarpımının diagonali (köșegeni)

denir.

Köșelerin kümesi V (G) , X ile çakıșan ve kenarlarının kümesi E (G) tüm döngüleri

içeren G grafiğini ele alalım. 4 ⊆ E (G) dir. G nin paralelkenar olmadığını

varsayıyoruz, bu yüzden G yi (V (G) , E (G)) çifti ile tanımlıyoruz. Dahası her

kenara köșeler arası mesafeyi atayarak G yi ağırlıklı grafik olarak ele alabiliriz.
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Tanım 2.2.24. X grafikle donatılmıș boș olmayan bir küme olsun. x, y ∈ X için

(x, y) ∈ E (G) ⇒ (Tx, Ty) ∈ E (G)

oluyorsa T : X → X e kenar koruyan denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.25. (X, d) grafikle donatılmıș metrik uzay olsun. X metrik uzayına

E (G)-tam denir ancak ve ancak tüm n ∈ N için X de (xn, xn+1) ∈ E (G) olacak

biçimdeki tüm {xn} Cauchy dizileri X de yakınsaktır. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.26. T : X → X dönüșüm ve (X, d), G grafiği ile donatılmıș bir metrik

uzay olsun. Șayet X deki her {xn} Cauchy dizisi, bazı x ∈ X için n → ∞ iken

xn → x ve tüm n ∈ N ler için (xn, xn+1) ∈ E (G) iken n →∞, Txn → Tx oluyorsa

o zaman T ye (X, d) üzerinde bir E (G)-sürekli dönüșüm denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.27. G grafiğiyle donatılmıș (X, d) metrik uzayı verilsin

tüm x, y ∈ X ile a, b ∈ [0,∞) , a + b < 1 için

(x, y) ∈ E (G) ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

șartını sağlıyorsa T : X → X dönüșümüne E (G) ye göre bir kısmi genelleștirilmiș

dıșbükey büzülme dönüșümü denir. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.28. (X, d) G grafiğiyle donatılmıș metrik uzay olmak üzere

a1 + a2 + b1 + b2 < 1 olacak șekilde a1, a2, b1, b2 ∈ [0, 1) var ve bütün x, y ∈ X ler

için (x, y) ∈ E(G) olduğunda

d
(
T 2x, T 2y

) ≤ a1d (x, Tx) + a2d
(
Tx, T 2x

)
+ b1d (y, Ty) + b2d

(
Ty, T 2y

)

șartı sağlanıyorsa T : X → X dönüșümüne 2.dereceden kısmi genelleștirilmiș büzülme

dönüșümü denir.(Latif ve ark., 2015)

Örnek 2.2.29. (X, d) metrik uzayı ile T : X → X tanımlı dönüșümü verilsin. T

nin G grafiğine göre genel kısmi dıșbükey büzülme dönüșümü ve 2. dereceden kısmi

dıșbükey büzülme dönüșümü olduğunu kolaylıkla görürüz. Burada

G = (V (G) , E (G)) := (x,4) dir.
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Tanım 2.2.30. G grafiği ile donatılmıș boștan farklı X kümesi verilsin. Șayet

bütün x, y ∈ X ler için (x, z) ∈ E (G) ve (y, z) ∈ E (G) olacak biçimde z ∈ X varsa

X, (HE) özelliğine sahiptir denir. (Latif ve ark., 2015)

Literatürdeki mevcut çalıșmalarından hareketle metrik uzayda bir genelleștirilmiș

(α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümünü tanıtıyoruz. (Latif ve ark., 2015)

Tanım 2.2.31. (X, d) metrik uzayı ile α : XxX → [0,∞) ve T : XxX → [0,∞)

dönüșümleri verilsin. T : X → X, X’de bir kendi içine dönüșüm olsun. Eğer ψ ∈ Ψ,

φ ∈ Φ ve ψ1 ∈ Ψ1 var ise her x, y ∈ X ile

1

2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) ve α (x, y) ≥ 1

olması

ψd(Tx, Ty)) ≤ ψ (Mψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y)) (2.2.3)

olduğunu gösterir. Burada

Mψ1 (x, y) = ψ1(d(x, y), d (x, Tx) , d (y, Ty)),

, d (x, Ty) + d (y, Tx)

2
,
d (y, Ty) [1 + d (x, Tx)]

1 + d (x, y)
,
d (y, Tx) [1 + d (x, Ty)]

1 + d (x, y)
) (2.2.4)

dir. O zaman T ’ ye bir genelleștirilmiș (α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümü deriz.

(Babu ve ark., 2017)

Örnek 2.2.32. X = [0, 10) genel metrik olsun. T : X → X

Tx =





3x
8

x ∈ [0, 1] ise

x x ∈ (1, 10) ise

ve α : XxX → [0,∞)

α (x, y) =





2 x ∈ [0, 1]

0 diğer durumlar

șeklinde tanımlarız. α (x, y) ≥ 1 a eșitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koșul

x, y ∈ [0, 1] olduğundan
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x, y ∈ [0, 1] ile
1

2
d (x, Tx) ≤ d (x, y)

için (3.1.1) eșitsizliğini doğrularız. Bu amaç için

ψ (t) =
8

3
t

ve

φ (t) =





2 t = 0 ise
5t
3

t 6= 0 ise

den ψ, φ : [0,∞) → [0,∞) ve

ψ1 (t1, t2, t3, t4, t5, t6) = max {t1, t2, t3, t4, t5, t6}

dan ψ1 : [0,∞)6 → [0,∞) seçeriz. x, y ∈ [0, 1] olsun. Genelliği kaybetmeden x ≤ y

v.b, 13
8
x ≤ y. Șimdi

ψ (d (Tx, Ty)) = ψ

(
d

(
3x

8
,
3y

8

))
= ψ

(∣∣∣∣
3y

8
− 3x

8

∣∣∣∣
)

=
8

3

∣∣∣∣
3y

8
− 3x

8

∣∣∣∣ = |y − x|

≤ Mψ1 (x, y) =
8

3
Mψ1 − 5

8
Mψ1 (x, y)

= ψMψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y)) .

Buradan T bir genelleștirilmiș (α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümüdür.

(Babu ve ark., 2017)

Așağıdaki lemma sonraki tartıșmamız için kullanıșlıdır.

Lemma 2.2.33. (X, d) nin metrik uzay olduğunu varsayalım. 0 olacak biçimde

{xn} , X de bir dizi olmak koșuluyla, eğer {xn} bir Cauchy dizisi değil ise o zaman

ε > 0 vardır ve d (mk, nk) ≥ ε olacak șekilde nk > mk ≥ k ile {mk} ve {nk} pozitif

tamsayılar dizileridir. Her bir k > 0 için mk ya karșılık gelen d (xmk
, xnk

) ≥ ε,

d (xmk
, xnk−1) < ε ve

i lim
k→∞

d
(
xnk

, xmk+1

)
= ε
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ii lim
k→∞

d (xnk
, xmk

) = ε

iii lim
k→∞

d
(
xmk−1

, xnk

)
= ε

iv lim
k→∞

d
(
xnk

, xmk+1

)
= ε

olacak șekilde en küçük nk tamsayısını seçebiliriz.(Babu ve ark., 2011)

N, R+ ve R ile sırasıyla pozitif tam sayılar, negatif olmayan reel sayılar ve reel sayılar

kümelerini göstersin. Boștan farklı bir X kümesi için, X in boștan farklı bütün alt

kümelerinin sınıfını N (X) ile gösterelim. (X, d) nin metrik uzay olması koșuluyla ,

X in en az bir elemanı olan bütün kapalı alt kümelerinin sınıfı CL (X) ile, boștan

farklı bütün kapalı sınırlı alt kümelerinin sınıfı CB (X) ile gösterilsin.

Tanım 2.2.34. A, B ∈ CL (X) için H : CL (X)×CL (X) → R+∪{∞} fonksiyonelini
așağıdaki gibi tanımlayalım.

H (A,B) =





max {supa∈A d (a,B) , supb∈B d (b, A)} , maksimum olduğunda

∞, diğer durumlarda

Her A,B ∈ CL (X) için, burada d (A,B) = inf {d (a, b) : b ∈ B} , A’ dan B ⊆ X

’e olan mesafedir. Böyle bir fonksiyonele d tarafından olușturulan genelleștirilmiș

Pompeiu-Hausdorff metrik uzayı denir.(Kutbi ve ark., 2015)

Tanım 2.2.35. ψ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonlar sınıfı Ψ ile gösterelsin.

ψ1 ψ azalmayan bir fonksiyon

ψ2

∑∞
n=1 ψn (t) < ∞ bütün t > 0 için, burada ψn, ψ nın n.iterasyonudur.

Bu fonksiyonlar literatürde bazı kaynaklarda Bianchini-Grandolfi ölçüm fonksiyonları

olarak bilinirler.(Kutbi ve ark., 2015)

Uyarı 2.2.36. Herbir ψ ∈ Ψ için, așağıdaki iddiaların geçerli olduğu görülebilir.

t > 0 için

1. limn→∞ ψn (t) = 0

2. ψ (t) < t
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3. ψ (0) = 0. (Kutbi ve ark., 2015)

Örnek 2.2.37. k ∈ [0, 1) , ψ : [0,∞) → [0,∞) , ψ (t) = kt olarak tanımlamıș

fonksiyon Bianchini - Grandolfi ölçüm fonksiyonudur. ψ (t) = [0,∞] → [0,∞] ,

ψ (t) =





1
4
t 0 ≤ t < 1

1
2
t t = 1

3
4
t t > 1

olarak tanımlanmıș fonksiyon Bianchini-Grandolfi ölçüm

fonksiyonudur. (Kutbi ve ark., 2015)

Samet ve arkadașları α∗-admissible dönüșüm ve α−ψ büzülme dönüșümü kavramlarını

așağıda belirtilen șekilde tanıttılar.

Tanım 2.2.38. (X, d) metrik uzayıyla T : X → X dönüșümü verilsin. Șayet

α : XxX → [0,∞) ve tüm x, y ∈ X,

α (x, y) d (Tx, Ty) ≤ ψ (d (x, y))

olacak biçimde ψ ∈ Ψ dönüșümleri var ise T ye α−ψ büzülme dönüșümü adı verilir.

(Samet ve ark., 2012)

Asl ve arkadașları α-admissible dönüșümü sağlayan çok değerli dönüșümün bir versiyonu

olan α∗-admissible dönüșümü kavramını tanıttılar.

Tanım 2.2.39. Boș olmayan X kümesi ile T : X → N (X), α : XxX → [0,∞)

dönüșümleri verilsin. Așağıdaki șartları sağlarsa T ye α∗-admissible dönüșüm adı

verilir

x, y ∈ X α (x, y) ≥ 1 =⇒ α∗ (Tx, Ty) ≥ 1.

Burada

α∗ (Tx, Ty) := inf {α (a, b) |a ∈ Tx, b ∈ Ty} .

(Asl ve ark.,, 2012)

Samet ve arkadașları α−ψ büzülme șartını tek değișkenli versiyondan çoğul değerli

versiyona așağıda gösterildiği gibi genișlettiler.
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Tanım 2.2.40. (X, d) metrik uzay, T : X → CL (X) çoğul değerli dönüșümü ve

α : XxX → [0,∞) dönüșümü verilsin. Șayet bütün x, y ∈ X,

α (x, y) H (Tx, Ty) ≤ ψ (d (x, y))

olacak biçimde ψ ∈ Ψ var ise T ye bir α−ψ çoğul değerli büzülme dönüșümü denir.

(Asl ve ark.,, 2012)

Ali ve arkadașları (α, ψ, ξ)-çoğul değerli büzülme kavramını tanıttılar. Burada ξ ∈ Ξ

ve Ξ așağıdaki koșulları sağlayan ξ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonlarının ailesidir.

ξ1 ξ sürekli

ξ2 ξ [0,∞) da azalmayan

ξ3 ξ (t) = 0 ise ancak ve ancak t = 0

ξ4 ξ alt toplamsal.(Ali ve ark., 2014)

Uyarı 2.2.41. Her t ∈ (0,∞) için (ξ2) ve (ξ3) den ξ (t) > 0 elde ederiz.(Kutbi ve

ark., 2015)

Lemma 2.2.42. Șayet ξ ∈ Ξ ise (X, d) metrik uzay olduğunda (X, ξ ◦ d) de metrik

uzaydır.

(Kutbi ve ark., 2015)

Lemma 2.2.43. (X, d) metrik uzay, ξ ∈ Ξ ve B ∈ CL (X) olmak șartıyla x ∈ X

var ve ξ (d (x, B)) > 0 ise y ∈ B dır, nitekim

ξd(x, y) < qξd(x,B)

burada q > 1 dir. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanım 2.2.44. (X, d) metrik uzay olmak koșuluyla ψ ∈ Ψ, ξ ∈ Ξ

ve α : XxX → [0,∞) dönüșümleri var ve öyle ki

x, y ∈ X,α(x, y) ≥ 1 ⇒ ξH(Tx, Ty) ≤ U3c8ξM(x, y)
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M(x, y) = max {d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty) + d(y, Tx)}

oluyorsa T : X → CL (X) çoğul değerli dönüșümü bir (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümü

olarak adlandırılır. ψ ∈ Ψ kesin artan olduğu durumda (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümüne

kesin artan (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümü denir. (Ali ve ark., 2014)

Mohammedi ve arkadașları α-admissible ve α∗-admissible kavramını așağıdaki gibi

genișlettiler.

Tanım 2.2.45. X boștan farklı kümesi ile T : X → N (X),

α : XxX → [0,∞) dönüșümleri verilsin. Bütün x ∈ X , y ∈ Tx iken

α (x, y) ≥ 1, bütün z ∈ Ty iken α (y, z) ≥ 1 eșitsizliği sağlanıyorsa

T dönüșümünün α-admissible olduğunu söylenebilir. (Mohammadi ve ark., 2013)

Uyarı 2.2.46. α∗-admissible dönüșümün aynı zamanda α-admissible olduğu açıktır.

Fakat bunun tersi doğru olmayabilir. (Mohammadi ve ark., 2013)

Tanım 2.2.47. (X, d) metrik uzayıyla α : XxX → [0,∞), T : X → CL (X)

dönüșümleri verilsin. Șayet n →∞ iken xn
d→ x ∈ X ve bütün n ∈ N, α (xn, xn+1) ≥

1 eșitsizliği sağlanacak biçimde bütün {xn} dizileri için, n → ∞ iken Txn
H→ Tx

oluyorsa yani

lim
n→∞

d (xn, x) = 0 ve α (xn, xn+1) ≥ 1 (her n ∈ N için ) ⇒ lim
n→∞

H (Txn, Tx) = 0

ise T ye (CL (X) , H) üzerinde bir α-sürekli çoğul değerli dönüșümü deriz. (Kutbi

ve ark., 2015)

Uyarı 2.2.48. Her α dönüșümü için T nin sürekliliğinin T ′nin α-sürekliliğini gerektir-

diğine dikkat edelim. Genellikle tersi doğru değildir. (Kutbi ve ark., 2015)

Örnek 2.2.49. X = [0,∞) , λ ∈ [10, 20] ve x, y ∈ X için d : XxX → R metriği

d (x, y) = |x− y| biçiminde ifade edilsin. T : X → CL (X) ve

α : XxX → [0,∞) . T : X → CL (X) ve α : XxX → [0,∞)

Tx =




{λx2} , x ∈ [0, 1]

{x} , x > 1
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α (x, y) =





cosh (x2 + y2) , x, y ∈ [0, 1]

tanh (x + y) , diğer durumlarda

șeklinde tanımlansın. (CL (X) , H) üzerindeki T çoğul değerli dönüșümünün sürekli

olmadığı açıktır. Aslında X’ deki {xn} =
{
1 + 1

n

}
dizisi için xn = 1 + 1

n

d→ 1

olduğunu fakat Txn =
{
1 + 1

n

} H→ {1} 6= {λ} = T1 olmadığını görürüz. İleride T ’

nin (CL (X) , H) da bir α-sürekli çok değerli dönüșüm olduğunu göstereceğiz. {xn} ,

X’ de bir dizi olsun öyle ki n → ∞ iken xn
d→ x ve ∀ n ∈ N, α (xn, xn+1) ≥ 1 dir.

Öyleyse ∀ n ∈ N iken x, xn ∈ [0, 1]. Bu nedenle

Txn = {λx2
n} H→ {λx2} = Tx dir. Bu T ’ nin (CL (X) , H)’ da bir α-sürekli çok

değerli dönüșümü olduğunu gösterir. (Kutbi ve ark., 2015)

Șimdi keyfi ikili ilișki ile donatılmıș metrik uzaylarda bazı tanımlar verelim.

(X, d) ve Ř, X de bir ikili ilișki iken

Š := Ř ∪ Ř−1

olarak belirtilsin. Yani x, y ∈ X, xŠy ⇐⇒ xŘy ya da yŘx.

Tanım 2.2.50. Boștan farklı X kümesi ile X üzerinde Ř ikili ilișkisi verilsin. Șayet

her x ∈ X, y ∈ Tx, xŠy olacak șekilde z ∈ Ty olduğunda yŠx elde ediyorsak,

T : X → N (X) çok değerli dönüșümüne zayıf karșılaștırmalı dönüșüm denir. (Kutbi

ve ark., 2015)

Tanım 2.2.51. (X, d) metrik uzayı X üzerinde Ř ikili ilișkisi verilsin. X metrik

uzayı Š-tamdır ancak ve ancak X’ de xnŠxn+1 olacak șekilde her {xn} Cauchy dizisi

her n ∈ N için X’ e yakınsar. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanım 2.2.52. (X, d) metrik uzayı ve X üzerinde Ř ikili ilișkisini ele alalım. Verilen

x ∈ X ve {xn} dizisi için

bütün n ∈ N için lim
n→∞

d (xn, x) = 0 ve xnŠxn+1 ⇒ lim H (Txn, Tx) = 0
n→∞

koșulunu sağlarsa T : X → CL (X)’ in (CL (X) , H)’ ye göre Š -sürekli olduğunu

söylenir. (Kutbi ve ark., 2015)
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Tanım 2.2.53. (X, d) metrik uzayı, Ř, X üzerinde ikili ilișki olmak șartıyla, șayet

iki ψ ∈ Ψ ve ξ ∈ Ξ fonksiyonu var öyle ki

x, y ∈ X xŠy ⇒ ξ (H (Tx, Ty)) ≤ ψ (ξ (M (x, y)))

M (x, y) = max

{
d (x, y) , d (x, Tx) , d (y, Ty) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

koșulunu sağlıyor ise T : X → CL (X) dönüșümüne bir
(

Š, ψ, ξ
)
-büzülme dönüșümü

adı verilir. Bu durumda ψ ∈ Ψ kesin artan olduğunda
(

Š, ψ, ξ
)
-büzülme dönüșümüne

bir kesin
(

Š, ψ, ξ
)
-büzülme dönüșümü denir.(Kutbi ve ark., 2015)

Șimdi bir grafik ile donatılmıș metrik uzayda bazi temel tanımları verelim.

(X, d) metrik uzayı olmak koșuluyla4 = {(x, x) : x ∈ X} e XxX kartezyen çarpımının

bir köșegeni denir. Köșelerin kümesi V (G) , X ile çakıșan ve kenarlarının kümesi

E (G) tüm döngüleri içeren G grafiğini ele alalım, yani4 ∈ E (G) , G’ nin paralelkenar

olmadığını varsayıyoruz, bu yüzden G’ yi (V (G) , E (G)) çifti ile tanımlıyoruz. Dahası

her kenara köșeler arası mesafeyi atayarak G yi ağırlıklı grafik olarak ele alabiliriz.

Tanım 2.2.54. X bir G grafiği ile donatılmıș kümesi boștan farklı ,

T : X → N (X) çoğul değerli dönüșüm olmak üzere bütün x ∈ X ve y ∈ Tx için

(x, y) ∈ E (G) iken her z ∈ Ty, (y, z) ∈ E (G) ise T nin kenarları zayıf koruduğunu

söylenir. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanım 2.2.55. (X, d) G grafiği ile donatılmıș iken verilen x ∈ X ve {xn} dizisi

her n ∈ N için lim
n→∞

d (xn, x) = 0 ve (xn, xn+1) ∈ E (G) ⇒ lim
n→∞

H (Txn, Tx) = 0

koșulunu sağlıyorsa T : X → CL (X) e (CL (X) , H)’ a göre E (G)-sürekli dönüșüm

deriz. (Kutbi ve ark., 2015)

Tanım 2.2.56. (X, d) bir G grafiği ile donatılmıș bir metrik uzay olsun. Eğer iki

ψ ∈ Ψ ve ξ ∈ Ξ fonksiyonları var öyle ki

x, y ∈ X, (x, y) ∈ E (G) ⇒ ξ (H (Tx, Ty)) ≤ ψ (ξ (M (x, y)))
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M (x, y) = max

{
d (x, y) , d (x, Tx) , d (y, Ty) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

ise T : X → CL dönüșümüne (E (G) , ψ, ξ)-büzülme dönüșümü denir. Bu durumda

ψ ∈ Ψ kesin artan olduğunda (E (G) , ψ, ξ)-büzülme dönüșümü olarak adlandırılır.

(Kutbi ve ark., 2015)

Șimdi α− η tam metrik uzay ve α− η sürekli fonksiyon kavramlarını tanıtacağız.

Tanım 2.2.57. (X, d) metrik uzayı, α, η : XxX → [0, +∞) iki dönüșüm olmak

üzere (X, d) α − η tam metrik uzaydır ancak ve ancak bütün x ∈ N ler için

α (x, xn+1) ≥ η (x, xn+1) olacak șekilde bütün {xn} ler Cauchy dizisi X’ de yakınsaktır.

Bütün x, y ∈ X, η (x, y) = 1 ise X α−tam metrik uzaydır denir. Benzer șekilde tüm

x, y ∈ X, α (x, y) = 1 ise (X, d) η-tam metrik uzayıdır denir. (Hussain ve ark., 2014)

Örnek 2.2.58. X = (0,∞) kümesi ile d (x, y) = |x− y| metrik dönüșümü verilsin.

A kümesi X’ in kapalı alt kümesi olmak koșuluyla α, η : XxX → [0, +∞] dönüșümleri

α (x, y) =





(x + y)2 x, y ∈ A için

0 diğer durumlarda

η (x, y) = 2xy

olarak tanımlansın. (X, d)’ nin tam uzay olmadığı ancak α − η-tam metrik uzay

olduğu açıktır. Gerçekten bütün n ∈ N, α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) olmak üzere

{xn} , X’ de bir Cauchy dizisi ise bütün n ∈ N ler için xn ∈ A dır. (A, d) tam metrik

uzay olmasından dolayı x∗ ∈ A vardır, nitekim n →∞ iken xn → x∗ dir. (Hussain

ve ark., 2014)

Tanım 2.2.59. (X, d) uzayı, α, η : XxX → [0,∞),

T : X → X verilsin. Șayet x ∈ X, {xn} dizisi ile

xn → x, n →∞ iken α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) ∀n ∈ N⇒ Txn → Tx

oluyorsa T ’ ye (X, d) de bir α− η sürekli dönüșümü denir. (Hussain ve ark., 2014)
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Örnek 2.2.60. X = [0,∞) ve d (x, y) = |x− y| , X’de metrik olmak koșuluyla

T : X → X ve α, η → [0, +∞) dönüșümlerinin

Tx =





x5 x ∈ [0, 1] ise

sin πx + 2 (1,∞) ise

α (x, y) =





x2 + y2 + 1 x, y ∈ [0, 1] ise

0 diğer durumlar

η (x, y) = x2

șeklinde tanımlandığını kabul edelim. T ’ nin sürekli olmadığı fakat (X, d) üzerinde

α− η sürekli olduğu açıktır. Gerçekten n →∞ iken

xn → x ve α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) ise, o zaman xn ∈ [0, 1] ve böylece

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

x5
n = x5 = Tx dir.

(Hussain ve ark., 2014)

Lemma 2.2.61. ψ ∈ Ψ ise așağıdaki șartlar sağlanır

i Her t ∈ R+ için n →∞ iken
(
ψ(n) (t)

)
n∈N 0’a yakınsar

ii Herhangi bir t ∈ (0,∞) iken ψ (t) < t dir

iii ψ 0’da süreklidir

iv Keyfi t ∈ R+ için
∞∑

k=1

ψ(k) (t) serisi yakınsaktır. (Berinde, 2007)

Tanım 2.2.62. (X, d) metrik uzayı ile X üzerinde T kendi içine dönüșümü verilsin.

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

olsun. O zaman

a ψ ∈ Ψ olduğunda x, y ∈ X, η (x, Tx) ≤ α (x, y) ⇒ d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))

önermesi doğruysa T dönüșümüne yeniden düzenlenmiș α−ψ rasyonel büzülme

dönüșümü deriz.
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b Eğer x, y ∈ X, α (x, y) ≥ 1 ⇒ d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y)) ise T ye yeniden

düzenlenmiș α−ψ rasyonel büzülme dönüșümü deriz. ψ ∈ Ψ dır. (Hussain ve

ark., 2014)

Tanım 2.2.63. Eğer T, G’ nin kenar koruyanı ise, T : X → X’ dönüșümünün bir

Banach G−büzülmesi ya da basit G−büzülmesi olduğunu söyleyebiliriz. Yani

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ E (G) =⇒ (T (x) , T (y)) ∈ E (G)

ve T șu yolla G’ nin ağırlığını azaltır:

∃α ∈ (0, 1) ∀x, y ∈ X

((x, y) ∈ E (G) ⇒ d (T (x) , T (y)) ≤ αd (x, y))

dir.(Jachymski, 2008)

Tanım 2.2.64. Verilen x ∈ X ve {xn} dizisi için n →∞ iken xn → x, (xn, xn+1) ∈
E (G) olması ∀n ∈ N için Txn → Tx olmasını gerektiriyorsa T : X → X dönüșümüne

G-sürekli denir.(Jachymski, 2008)
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3. BULGULAR

3.1. Kısmi Genelleștirilmiș Dıș Bükey Büzülme Dönüșümleri için Yaklașık

Sabit Nokta Teoremleri

Șimdi α-tam metrik uzaylarda kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümleri

için yeni yaklașık sabit nokta teoremini olușturalım.

Teorem 3.1.1. (X, d) metrik uzayı ile T : X → X kısmi genelleștirilmiș dıșbükey

büzülmesi ve α : XxX → [0,∞) temel dönüșümü verilsin. Kabul edelim ki

α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde xo ∈ X vardır ve T, α-admissible dır. Bu durumda T

dönüșümünün yaklașık sabit nokta özelliği vardır Ayrıca eğer T, α-sürekli ve (X, d)

α−tam metrik uzaysa T ’ bir sabit noktaya sahiptir.(Latif ve ark., 2015)

İspat. Hipotezdeki x0 ∈ X den ve sonra α (x0, Tx0) ≥ 1 den bașlayalım. Tüm

n ∈ N ∪ {0}, xn+1 = T n+1x0 dan {xn} dizisini inșa ediyoruz. Eğer
∼
n ∈ N ∪ {0}

için x∼
n

= x∼
n+1

ise inșa edilecek bir șey yoktur. Bu yüzden tüm n ∈ N ∪ {0} için

xn 6= xn+1 olduğunu kabul edelim.

µ = d
(
Tx0,T

2x0

)
+ d (x0, Tx0)

ve

ω = a + b

olsun. Șimdi

d
(
Tx0, T

2x0

) ≤ µ

olduğunu gösterelim. Kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme șartından

α (x0, Tx0) ≥ 1 olduğundan

d(T 2x0, T
3x0) ≤ ad(Tx0, T

2x0) + bd(x0, Tx0)

≤ ωµ
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dır. n ∈ N ∪ {0}, α (xn, xn+1) ≥ 1 olmasından anlașıldığı gibi T, α−admissible ve

α (x0, x1) = α (x0, Tx0) ≥ 1 dir. α (Tx0,T
2x0) = α (x1, x2) ≥ 1 olduğundan

d(T 3x0, T
4x0) ≤ ad(T 2x0, T

3x0) + bd(Tx0, T
2x0)

≤ ad(Tx0, T
2x0) + bd(x0, Tx0) + bd(Tx0, T

2x0)

≤ ad(x0, Tx0) + ad(Tx0, T
2x0) + bd(x0, Tx0) + bd(Tx0, T

2x0)

≤ ωµ.

Bu ișlemi devam ettirirsek d(Tmx0, T
m+1x0) ≤ ωlµ olduğunu kolayca görürüz, burada

her l ∈ N için m = 2l veya m = 2l + 1 dir. Bu m →∞ iken d(Tmx0, T
m+1x0) → 0

olduğunu ima eder. Öyle ise T bir x0 ∈ X noktasında asimptotik olarak düzenlidir.

Lemmadan T nin bir yaklașık sabit nokta özelliğine sahip olduğu sonucunu çıkarırız.

Ardından T nin bir α−sürekli ve (X, d) nin bir α-sürekli metrik uzay olduğunda T ’

nin bir sabit noktaya sahip olduğunu gösterelim. Öncelikle iddiamız {xn} in X de

bir Cauchy dizisi olduğudur . m,n ∈ N olsun öyle ki n > m dir. Bunu ispatlamak

için așağıdaki durumları ayırt edelim.

Durum a l ∈ N olmak üzere m, m = 2l + 1 șeklinde bir tek sayıdır. Șimdi biz

d (Tmx0, T
nx0)

≤ d(Tmx0, T
m+1x0) + d(Tm+1x0, T

m+2x0) + ···+ d(T n−1x0, T
nx0)

≤ ωlµ + ωlµ + ωl+1µ + ωl+1µ + ωl+2µ + ...

≤ 2ωlµ + 2ωl+1µ + 2ωl+2µ + ...

≤ 2ωlµ

1− ω

elde ediyoruz.

Durum b l ∈ N olmak üzere m,m = 2l șeklinde bir çift sayıdır. Șimdi biz

d (Tmx0, T
nx0)
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≤ d(Tmx0, T
m+1x0) + d(Tm+1x0, T

m+2x0) + ···+ d(T n−1x0, T
nx0)

≤ ωlµ + ωlµ + ωl+1µ + ωl+2µ + ...

≤ 2ωlµ + 2ωl+1µ + 2ωl+2µ + ...

≤ 2ωlµ

1− ω

olduğunu elde ederiz. Öyleyse n > m ve m = 2l veya m = 2l + 1 için

d (Tmx0, T
nx0) ≤ 2ωlµ

1−ω
dir. m →∞ iken 2ωlµ

1−ω
→ 0 olduğundan {xn} in X de Cauchy

dizisi olduğu açıktır. ∀ n ∈ N, α (xn, xn+1) ≥ 1, {xn} in X de Cauchy olmasından

X in α-tamlığını kullanarak n → ∞ iken xn → x∗olacak șekilde x∗ ∈ X bulunur.

Bundan dolayı

x∗ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

Txn = Tx∗ dir ve öylseyse T bir sabit noktaya sahiptir. Bu da

ispatı tamamlar. Șimdi ispatladığımız bu teoremin kullanılabilir olduğunu gösteren

bazı örnekler verelim.

Örnek 3.1.2. X = (0,∞) olsun ve d : XxX → R bütün x, y ∈ X,

d (x− y) = |x− y| șeklinde tanımlansın. T : X → X ve α : XxX → [0,∞)

Tx =





x+3
4

x ∈ [1, 2]

x x ∈ (2, 3)

x2 − 8x + 20 diğer durumlar

ve

α (x, y) =





ex+ey+1
|ex−ey|+1

x, y ∈ [1, 2]

0 diğer durumlar

olarak tanımlansın. (X, d) ’nin metrik uzayı olmadığı, T nin sürekli olmadığı açıktır.

Öylseyse Miandaragh ve arkadașlarının sonuçları bu duruma uygulana- bilir değildir.

Ardından Teorem 3.2’nin T de sabit nokta varlığını garantileyebildiğini gösterelim.

İlk olarak T nin a = 2
3
ve b = 1

9
ile kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme olduğunu

göstereceğiz. a(x, y) ≥ 1 için x, y ∈ [1, 2] sahibiz. O halde

d
(
T 2x, T 2y

)
=

∣∣∣∣T
(

x + 3

4

)
− T

(
y + 3

4

)∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣
x + 15

16
− y + 15

16

∣∣∣∣

=
1

16
|x− y|

≤ 5

18
|x− y|

2

3

∣∣∣∣
x + 3

4
− y + 3

4

∣∣∣∣ +
1

9
|x− y|

ad (Tx, Ty) + b (x, y)

dir. Bu durumda a = 2
3
ve b = 1

9
ile T kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülmedir.

Dahası T nin bir α-admissible olduğunu görmek kolaydır ve burada x0 = 1.5 ∈ X

dir.

α (x0, Tx0) = α (1.5, T (1.5)) = α (1.5, 1.125) ≥ 1.

Ayrıca T , α-sürekli dönüșümdür. Basit bir hesaplama ile (X, d) nin α-tam metrik

uzay olduğunu görürüz. Esasında {xn}, n ∈ N alındığında α (xn, xn+1) ≥ 1 olacak

biçimde Cauchy dizisi olsun. O zaman her n ∈ N, xn ∈ [1, 2] dir. Böylece (X, d)

α-tam metrik uzaydır. Bundan dolayı Teorem 3.2.1’ yi kullanarak T nin sabit

noktası olduğunu elde ederiz. Bu durumda T nin 1, 4 ve 5 gibi birkaç sabit noktası

vardır. Teorem 3.1.1’ nin sabit noktanın tekliğini iddia etmediğini görüyoruz. Sabit

noktanın tekliğini elde etmek için (H) özelliğini ekleyeceğiz. (Latif ve ark., 2015)

Teorem 3.1.3. Teorem 3.1.1’nin hipotezine (H) özelliğini ekleyerek, T nin sabit

noktasının tekliğini elde edelim. (Latif ve ark., 2015)

İspat. x∗ ve y∗, T nin sabit noktaları olsun. (H) özelliğinden α (x∗, z) ≥ 1 ve

α (y∗, z) ≥ 1 koșullarını sağlayacak biçimde z ∈ X seçebiliriz. T bir α-admissible

olduğundan tüm m ∈ N ler için α (x∗, Tmz) ≥ 1 ve α (y∗, Tmz) ≥ 1 elde ederiz.
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v = d(x∗, T 2z)+d(x∗, T z) ve ω = a+b yi yerine koyalım. α (x∗, T z) ≥ 1 olduğundan

d(x∗, T 3z) = d(T 2x∗, T 2(Tz))

≤ ad(x∗, T 2z) + bd(x∗, T z)

≤ ωv

elde ederiz. α (x∗, T 2z) ≥ 1 den hareketle

d(x∗, T 4z) = d(T 2x∗, T 2(T 2z))

≤ ad(x∗, T 3z) + bd(x∗, T 2z)

≤ a2d(x∗, T 2z) + abd(x∗, T z) + bd(x∗, T 2z)

≤ ad(x∗, T 2z) + bd(x∗, T 2z) + ad(x∗, T z) + bd(x∗, T z)

= ωv.

Ayrıca α (x3, T 3z) ≥ 1 den

d(x∗e, T 5z) = d(T 2x∗, T 2(T 3z))

≤ ad(x∗, T 4z) + bd(x∗, T 3z)

≤ a(ωv) + b(ωv)

= (a + b)(ωv)

= ω(ωv)

= ω2v

elde ederiz. Benzer șekilde α (x∗, T 4z) ≥ 1 den

d(x∗, T 6z) = d(T 2x∗, T 2(T 4z))
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≤ ad(x∗, T 5z) + bd(x∗, T 4z)

≤ a[ad(x∗, T 4z) + bd(x∗, T 3z)] + bd(x∗, T 4z)

= (a2 + b)d(x∗, T 4z) + abd(x∗, T 3z)

≤ (a + b)d(x∗, T 4z) + (a + b)d(x∗, T 3oldz)

≤ (a + b)(ωv) + (a + b)(ωv)

= 2(a + b)(ωv)

= 2ω(ωv)

= 2ω2v

olduğunu elde ederiz. İșlemi devam ettirirsek d (x∗, Tmz) ≤ 2ωl−1v elde ederiz.

Burada her l ∈ N için m = 2l veya m = 2l − 1 dir. ω < 1 den m → ∞ iken

Tmz → x∗ dir. Benzer șekilde m → ∞ iken Tmz → y∗ olduğunu ispat edebiliriz.

Limitin tekliğinden x∗ = y∗ dir ve T sadece tek sabit noktaya sahiptir. Bu da ispatı

tamamlar.

Sonuç 3.1.4. (X, d) metrik uzayı ile T : X → X genelleștirilmiș dıșbükey büzülme

dönüșümü verilsin. α : XxX → [0,∞) , a, b ∈ [0, 1), a + b < 1 olmak üzere

α(x, y)d(T 2x, T 2y) ≤ αd(Tx, Ty) + bd(x, y)

olacak șekilde temel dönüșüm olsun. Kabul edelim ki T α-admissible,

α (x0, Tx0) ≥ 1 șeklinde x0 ∈ X vardır. O halde T yaklașık sabit nokta özelliğine

sahiptir. Ek olarak eğer T bir α-sürekli ve (X, d) α-tam uzaysa T sabit noktaya

sahiptir ve ayrıca X’nin (H) özelliği varsa, T ′nin sadece tek sabit noktaya sahiptir

(Latif ve ark., 2015)

İspat. α temel dönüșümü ile T ’nin kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme olduğunu

gösterelim. Varsayalım ki α (x, y) ≥ 1 ve buradan

d(T 2x, T 2y) ≤ α(x, y)d(T 2x, T 2y)
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≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

olsun. Bu T ’nin temel dönüșümü α olan bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme

olduğunu gösterir.Buradan da istenilen sonuca ulașırız.

Sonuç 3.1.5. (X, d) metrik uzayı, bütün x, y ∈ X’ler iken

[d(T 2x, T 2y) + τ ]α(x, y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y) + τ

olacak șekilde T : X → X bir dönüșüm olsun. Burada a, b ∈ [0, 1) , a + b < 1

ve τ ≥ 1 dir. T α-admissible ve α (x0, Tx0) ≥ 1 biçiminde x0 ∈ X i farzedelim.

O halde T nin yaklașık sabit nokta özelliği vardır. Ek olarak eğer T α-sürekli ve

(X, d) α-tam uzay ise T sabit noktaya sahip, ek olarak T , (H) özelliğine sahipse

sabit noktası tektir .(Latif ve ark., 2015)

İspat. T nin temel dönüșümü α olan bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme

olduğunu gösterelim. α (x, y) ≥ 1 ve dolayısıyla

d(T2x, T2y) + τ ≤ [d(T2x, T2y) + τ ]α(x,y)

≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y) + τ

olduğunu kabul edelim.

d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

dir. Bu T nin temel dönüșümü α olan bir kısmi genelleștirilmiș büzülme olduğunu

gösteririr. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 den istenen sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.1.6. (X, d) metrik uzayı T : X → X dönüșümü verilsin. Öyle ki x, y ∈ X

için

[τ − 1 + α(x, y)]d(T 2x,T 2y) ≤ τad(Tx,Ty)+bd(x,y)

dir. Burada a, b ∈ [0, 1) ile a + b < 1 ve τ > 1 dir. Kabul edelim ki T α-admissible

ve α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X mevcuttur. O halde T yaklașık sabit

nokta özelliğine sahiptir. Ek olarak T, α-sürekli ve (X, d) α-tam metrik uzaysa T
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nin sabit noktası vardır, ayrıca X in (H) özelliği var olmasından T nin tek bir sabit

noktası vardır. (Latif ve ark., 2015)

İspat. Gösterelim ki T temel dönüșümü α olan bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey

büzülmedir. α (x, y) ≥ 1 olduğunu kabul ede lim ve dolayısıyla

τ d(T 2x,T 2y) ≤ [τ − 1 + α(x, y)]d(T 2x,T 2y)

≤ τad(Tx,Ty)+bd(x,y)

dir.

d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

olması T nin temel dönüșümü α olan bir kısmi büzülme dönüșümü olduğunu gösterir.

Böylelikle istenen sonuca varılır

Teorem 3.1.7. (X, d) metrik uzayı, T : X → X, α : XxX → [0,∞) temel

dönüșümü ile 2. dereceden bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümü

olsun. Farzedelim ki T α-admissible dır. Burada α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde

x0 ∈ X vardır. O halde T yaklașık sabit nokta özelliğine sahiptir. Ek olarak T

α-sürekli ve (X, d) α-sürekli metrik uzay ise, T nin bir sabit noktası vardır. Dahası

X, (H) özelliğine sahipken T tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

İspat. Varsayım olarak x0 ∈ X noktası verilsin ve ayrıca α (x0, Tx0) ≥ 1 olsun.

Bütün n ∈ N∪{0}, xn+1 = T n+1x dan {xn} dizisini olușturalım. x∼
n

= x∼
n+1

șeklinde
∼
n ∈ N ∪ {0} var ise x∼

n
T de sabit noktadır. O zaman ispat edecek bir șey yoktur.

Devamında tüm n ∈ N ∪ {0}, xn 6= xn+1 olduğunu farzedelim. α (x0, x1) ≥ 1 ve T

nin, α-admissible olmasından, bütün n ∈ N için α (xn, xn+1) ≥ 1. s = d (Tx0,T
2x0)+

d (x0,Tx0) µ = 1− b2 ve ρ = a1 + a2 + b1 dir. α (x0, Tx0) olduğundan 2.dereceden

kısmi büzülmeden

d(T 2x0, T
3x0)

≤ a1d(x0, Tx0) + a2d(Tx0, T
2x0) + b1d(Tx0, T

2x0) + b2d(T 3x0, T
2x0)

≤ a1s + (a2 + b1)s + b2d(T 3x0, T
2x0)
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elde ederiz. Bu d(T 2x0, T
3x0) ≤ ρ

µ
s olduğunu gösterir. Ayrıca

d(T 3x0, T
4x0)

≤ a1d(Tx0, T
2x0) + a2d(T 2x0, T

3x0) + b1d(T 2x0, T
3x0) + b2d(T 3x0, T

4x0)

≤ a1s + (a2 + b1)
a1 + a2 + b1

1− b2

s + b2d(T 3x0, T
4x0)

elde ederiz. Dolayısıyla d (T 3x0, T
4x0) ≤

(
ρ
µ

)
s.

Benzer șekilde d (T 4x0, T
5x0) ≤

(
ρ
µ

)2

s ve d (T 5x0, T
6x0) ≤

(
ρ
µ

)2

s dır. Bu ișlemi

devam etirirsek d (Tmx0, T
m+1x0) ≤

(
ρ
µ

)l

s buluruz, burada l ∈ N için m = 2l

veya m = 2l + 1 dir. Böylece m → ∞ iken d (Tmx0, T
m+1x0) → 0 dır. Bu T nin

x0 ∈ X noktasından asimptotik olarak düzenli olduğunu gösterir. Lemma 3.1.4. den

T nin yaklașık sabit nokta özelliği vardır. Șimdi T , α-sürekli ve (X, d) α-tam uzay

olduğunda T nin sabit noktası olduğunu ispatlayacağız. Öncelikle {xn} nin X de

Cauchy olduğunu iddia edyoruz. m,n ∈ N ve n > m olsun. Bu ispat için așağıdaki

durumları irdeleyeceğiz.

Durum 1 m, m = 2l + 1 șeklinde bir tek sayı olsun. Burada l ∈ N dir.

d (Tmx0, T
nx0)

≤ d(Tmx0, T
m+1x0) + d(Tm+1x0, T

m+2x0) + ···+ d(T n−1x0, T
nx0)

≤
(

ρ

µ

)l

s +

(
ρ

µ

)l+1

s +

(
ρ

µ

)l+1

s +

(
ρ

µ

)l+2

s +

(
ρ

µ

)l+2

s + ....

≤ 2

(
ρ

µ

)ι

s + 2

(
ρ

µ

)ι+1

s + 2

(
ρ

µ

)ι+2

s + ...

≤
2
(

ρ
µ

)ι

s

1− ρ
µ

olduğunu elde ederiz.

Durum 2 m, m = 2l olacak șekilde bir çift sayı olsun. Burada l ∈ N dir.

d (Tmx0, T
nx0)
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≤ d(Tmx0, T
m+1x0) + d(Tm+1x0, T

m+2x0) + ···+ d(T n−1x0, T
nx0)

≤
(

ρ

µ

)l

s +

(
ρ

µ

)l+1

s +

(
ρ

µ

)l+1

s +

(
ρ

µ

)l+2

s +

(
ρ

µ

)l+2

s + ....

≤ 2

(
ρ

µ

)ι

s + 2

(
ρ

µ

)ι+1

s + 2

(
ρ

µ

)ι+2

s + ...

≤
2
(

ρ
µ

)ι

s

1− ρ
µ

olduğunu elde ederiz. Bu yüzden n > m ve l ∈ N için m = 2l veya m = 2l + 1

olduğunda d (Tmx0, T
nx0) ≤ 2( ρ

µ)
ι
s

1− ρ
µ

olduğu sonucuna varırız. Bu da {xn} nin X de

bir Cauchy dizisi olduğunu ima eder. Bütün n ∈ N, α (xn, xn+1) ≥ 1 olduğundan

X in α-tamlığından n → ∞ iken xn → x∗ olacak șekilde x∗ ∈ X dir. T nin

α-sürekliliğinden n → ∞ iken xn+1 = Txn → Tx∗ elde ederiz. Limitin tekliğinden

Tx∗ = x∗ elde ederiz ve bu nedenle T sabit noktaya sahiptir. T deki sabit noktanın

tekliği için Teorem 3.1.1’nin ispatındaki metodun bir benzerini kullanabiliriz. Bu da

ispatı tamamlar. Teorem 3.1.7’nin uygulamasından așağıdaki sonuçları elde ederiz.

Sonuç 3.1.8. (X, d) metrik uzayı, T : X → X ise temel dönüșümü

α : XxX → [0,∞) olan 2. dereceden genelleștirilmiș büzülme eșlemesidir. ∀x,y∈ X,

α(x, y)d(T 2x, T 2y) ≤ a1d(x, Tx) + a2d(Tx, T 2x) + b1d(y, Ty) + b2d(Ty, T 2y)

dir. Burada a, b ∈ [0, 1) a + b < 1. Kabul edelim ki T α-admissible dır ve

α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X vardır. Ek olarak T bir α-sürekli ve (X, d)

bir tam metrik uzaysa, o halde T nin bir sabit noktası vardır ve ayrıca X, (H)

özelliğine sahipse T tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Uyarı 3.1.9. Sonuç 3.1.8 nin Miandaragh ve arkadașlarının (Miandaragh ve ark.,

2013) çalıșmasındaki teorem 3.1.1’nin bir genelleștirilmesi olduğu kolayca görülür.

Sonuç 3.1.10. (X, d) metrik uzayı, T : X → X, bütün x, y için

[d(T 2x, T 2y) + τ ]α(x,y)

≤ a1d(x, Tx) + a2d(Tx, T 2x) + b1d(y, Ty) + b2d(Ty, T 2y) + τ
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șeklinde bir dönüșüm olsun, a, b ∈ [0, 1) ile a + b < 1 ve τ ≥ 1. Farzedelim ki T ,

α−admissible, α (x0, Tx0) ≥ 1 eșitsizliğini sağlayacak biçimde x0 ∈ X noktasıvar

olsun. O zaman T yaklașık sabit nokta özelliğine sahiptir. Ek olarak T α-sürekli ve

(X, d) α-tam metrik uzaysa T nin sabit noktası vardır ve ayrıca X (H) özelliğine

sahipken T tek bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Sonuç 3.1.11. (X, d) metrik uzayı, T : X → X bütün x, y ∈ X,

[τ − 1 + α(x, y)]d(T 2x,T 2y)

≤ τa1d(x,Tx)+a2d(Tx,T 2x)+b1d(y,Ty)+b2d(Ty,T 2y)

șeklinde bir dönüșüm olsun, burada a, b ∈ [0, 1), a + b < 1 ve τ ≥ 1 dir. Kabul

edelim ki T α−admissible olduğunu ve α (x0, Tx0) ≥ 1 șeklinde x0 ∈ X olsun. O

halde T yaklașık sabit nokta özelliğine sahiptir. Ek olarak T α-sürekli ve (X, d)

bir α−tam metrik uzaysa o vakit T sabit noktası vardır ve ayrıca X (H) özelliğine

sahipken T belli bir sabit noktaya sahiptir. (Latif ve ark., 2015)

Uyarı 3.1.12. Teorem 3.1.1, 3.1.4 ve 3.1.7 așağıdaki sonuçlara genelleștirilebilir.

1. Koșul 2.2.1 büzülme koșullarının bazılarına ve dıșbükey büzülme koșullarına göre

daha zayıftır.Örneğin genelleștirilmiș dıșbükey büzülme șartı (Miandaragh ve

ark., 2013) Banach büzülme koșulu (Banach, 1922)

2. Koșul 2.2.2 büzülme koșullarının bazılarından ve dıșbükey büzülme koșullarından

daha zayıftır, örneğin 2.dereceden genelleștirilmiș büzülme koșulu (Miandaragh

ve ark., 2013) Kannan’ın büzülme koșulu (Kannan, 1969) gibi

3. Sabit noktanın varlığı için sadece T ’nin α-sürekliliği ve X in α-tamlığı gerekmektedir.

Halbuki diğer sonuçlar daha güçlü koșullar talep eder.

Sonuç olarak Teorem 3.1.1, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.7 Miandaragh ve arkadașlarının

çalıșmasının ana sonuçlarını (Miandaragh ve ark., 2013) Banach büzülme teoremini

(Banach, 1922) Kannan büzülme teoremini (Kannan, 1969) ve literatürdeki birkaç

sonucu genișleterek geliștirmiștir.
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3.2. Keyfi Bir İkili İlișki ile Donatılmıș Metrik Uzayda Yaklașık Sabit

Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.1. (X, d) metrik uzayı, X üzerinde R ikili ilișkisi ve

T : X → X, S ye göre bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümü verilsin.

Kabul edelim ki T bir büzülme dönüșümü ve (x0)S(Tx0) olacak biçimde x0 ∈ X

vardır. Ek olarak TS sürekli ve (X, d) S-tam metrik uzaysa, o vakit T nin sabit

noktası vardır ve X in, (H) özelliği varsa T ′ nin bir tek sabit noktası vardır. (Latif

ve ark., 2015)

İspat. α (x, y) =





1 x, y ∈ xSy

0 diğer durumlar
α : XxX → [0,∞) dönüșümünü gözönüne alalım. (x0) S (Tx0) olacak șekilde

x0 ∈ X in varlığından α (x0, Tx0) = 1 elde ederiz. T karșılaștırmalı dönüșüm

olduğundan T , α-admissible dönüșümdür. T, S ye göre bir kısmi genelleștirilmiș

dıșbükey büzülme dönüșümü olduğundan bütün x, y ∈ X,

xSy ⇒ d(T2x, T2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

ve böylece

α(x, y) ≥ 1 ⇒ d
(
T 2x, T 2y

) ≤ ad (Tx, Ty) + bd (x, y)

elde ederiz. Bu T nin α temel dönüșümü ile bir kısmi genelleștirilmiș büzülme

dönüșümü olduğunu gösterir. Teorem 3.1.1’nin tüm hipotezleri sağlanmıștır. Böylece

T yaklașık sabit noktaya sahiptir. Üstelik T nin S-sürekliliği ve X in S-tamlığı T nin

sabit noktası olmasını verir. Son olarak Teorem 3.1.3’den T belli bir sabit noktaya

sahiptir. İspat tamamlanır

Teorem 3.2.2. (X, d) metrik uzayı, R, X de ikili ilișki ve T : X → X, S ye göre 2.

dereceden kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümü olmak üzere T büzülme

dönüșümü ve (x0) S (Tx0) șeklinde x0 ∈ X mevcut olsun. O zaman T nin yaklașık

sabit nokta özelliği vardır. Ek olarak T , S sürekli ve (X, d) bir S-tam metrik uzaysa

T nin sabit noktası vardır ve X in (H) özelliğinden T nin sabit noktası tektir. (Latif

ve ark., 2015)
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İspat. Bu ispat Teorem 3.2.1’in ispatına benzerdir.

3.3. Grafik İle Yaklașık Sabit Nokta Analizi

Bu bölümde grafik ile donatılmıș bir metrik uzayda yaklașık sabit nokta teoremlerinin

varlığını veriyoruz.

Teorem 3.3.1. (X, d) G grafiğiyle donatılmıș uzay olmak üzere

T : X → X, E (G) ye göre kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümü

verilsin . T nin kenar koruyan olduğunu ve (x0, Tx0) ∈ E (G) olacak biçimde x0 ∈ X

var olduğunu farz edelim. O zaman T yaklașık sabit nokta özelliğine sahiptir ve X

(HE) özellliğine sahip olduğunda T nin sadece bir tek sabit noktası vardır. (Latif ve

ark., 2015)

İspat. α (x, y) =





1 x, y ∈ E (G)

0 diğer durumlar
șeklindeki α : XxX → [0,∞) dönüșümünü

ele alalım. x0 ∈ X, (x0,Tx0) = 1 elde ederiz. T kenar koruyan olduğundan, T

α-admisibble dönüșümdür. T, E (G) ye göre kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme

dönüșümü olduğundan, her x, y ∈ X,

(x, y) ∈ E (G) ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

ve böylece

α (x, y) ≥ 1 ⇒ d(T 2x, T 2y) ≤ ad(Tx, Ty) + bd(x, y)

elde ederiz. Bu T nin α dönüșümüne dayalı bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey

büzülme olduğunu ima eder. Șimdi Teorem 3.1.1’nin bütün dönüșümleri sağlandı.

Bu yüzden T yaklașık sabit noktaya sahiptir. Üstelik T nin E (G)-sürekliliği ve X

in E (G)-tamlığı T nin sabit noktasının varlığını verir. Son olarak Teorem 3.4’den

T nin bir tek sabit noktası vardır. Bu da ispatımızı sonlandırır.

Teorem 3.3.2. (X, d) bir G grafiği ile donatılmıș bir metrik uzay, T : X → X,

E (G) ye göre 2.dereceden bir kısmi genelleștirilmiș dıșbükey büzülme dönüșümü

olsun. Kabul edelim ki (x0, Tx0) ∈ E (G) olacak biçimde x0 ∈ X vardır. O halde

T yaklașık sabit nokta özelliğine sahiptir. Ek olarak eğer E (G)-sürekli, (X, d) bir
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E (G)-tam metrik uzaysa, T sabit noktaya sahiptir ve X in (HE) özelliği olduğundan

T ’nin sabit noktası tektir. (Latif ve ark., 2015)

İspat. Bu ispat Teorem 3.3.1’in benzeridir.

3.4. α-TamMetrik Uzaylarda Genelleștirilmiș (α, ψ, φ)-Rasyonel Büzülme

Dönüșümlerinin Sabit Noktaları

Tezin bu bölümünde α-metrik uzaylarda genelleștirilmiș (α, ψ, φ)−rasyonel büzülme

dönüșümlerini olușturulmuș ve dönüșümlerin bu sınıfı için kimi sabit nokta sonuçları

kanıtlanmıștır

Teorem 3.4.1. (X, d) tam, T : X → X , X üzerinde kendi içine dönüșüm olmak

koșuluyla, varsayalım ki bütün x, y ∈ X ler için ψ : [0,∞) → [0,∞) azalmayan,

sürekli ve ϕ (t) = 0 dır ancak ve ancak t = 0 olmak üzere

ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (d (x, y))− ϕ (d (x, y))

olsun. O zaman T nin sadece bir sabit noktası vardır. (Dutta ve ark., 2008)

Teorem 3.4.2. (X, d) tam metrik uzayı ile T : X → X

ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ(M(x, y))− ϕ(M(x, y))

eșitsizliğini sağlayan kendi içine dönüșümü verilsin. Burada

M(x, y) = max

{
(d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

ψ : [0,∞) → [0,∞) azalmayan, sürekli ve ψ (t) = 0 ancak ve ancak t = 0 dır ve

ϕ : [0,∞) → [0,∞)

ϕ (t) = 0 ile alt sürekli fonksiyondur ancak ve ancak t = 0 dır. Bu taktirde T nin

tek sabit noktası vardır

(Doric ve ark., 2009)
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Yakın zamanda Singh,Kama,Sen ve Chough Teorem 3.5.2’nin genelleștirilmesi șeklinde

așağıdaki sonucu ortaya koydular.

Teorem 3.4.3. (X, d) metrik uzayı ile X de bir T kendi içine dönüșümü verilsin.∀x, y ∈
X için

1

2
d(x, Tx) ≤ d(x, y)

olması

ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ(M(x, y))− ϕ(M(x, y))

olduğunu gösterir. Burada

M(x, y) = max

{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

ψ : [0,∞) → [0,∞)

azalmayan, sürekli ve ψ (t) = 0 dır ancak ve ancak

ϕ : [0,∞) → [0,∞)

ve ϕ (t) = 0 ile alt yarı sürekli fonksiyondur ancak ve ancak t = 0 dır. Bu durumda

T bir tek sabit noktaya sahiptir(Singh ve ark., 2015)

Diğer taraftan Piri ve Kuman metrik uzaylarda așağıdaki sabit nokta sonuçlarını

ispatladılar.

Teorem 3.4.4. X bir tam metrik uzayı ile , X üzerinde T kendi içine dönüșümü

verilsin. Kabul edelim ki tüm x, y ∈ X ile Tx 6= Ty için τ > 0 var ve

1

2
d(x, Tx) ≤ d(xy) ⇒ τ + F (d(Tx, Ty)) ≤ F (d(x, y))

dir. Burada F = −∞ ise F : (0,∞) → (−∞,∞) sürekli, kesin artandır. O halde

T belli bir z ∈ X sabit noktasını barındırır ve her bir x ∈ X için {T nx} dizisi z’ ye

yakınsar.

Ψ = {ψ : [0,∞) → [0,∞) ψ sürekli ve azalmayan fonksiyon}
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Φ =
{

φ : ψ : [0,∞) → [0,∞) lim
n→∞

φ (tn) = 0 ⇒ lim
n→∞

tn = 0
}

ve

Ψ1 = {ψ1 = [0,∞)6 → [0,∞) :

i ψ1 sürekli ve tüm koordinatlar için azalmayan

ii ψ1 (t1, t2, t2, t3, t4, t5, t6) ⇔ t1 = t2 = t3 = t4 = t5 = t6

iii her t > 0için ψ1=(t1, t2, t2, t3, t4, t5, t6) ≤ t

olarak ifade edilir.

(Babu ve ark., 2017)

Uyarı 3.4.5. Eğer φ ∈ Φ ise, φ (t) = 0 =⇒ t = 0 dır.

Teorem 3.4.6. (X, d) metrik uzayı ile T : X → X genelleștirilmiș

(α, ψ, φ)-rasyonel büzülmesi verilsin. Așağıdaki șartların sağlandığını kabul edelim.

i (X, d) α−tam metrik uzay

ii T üçgensel α−admissible dönüșüm

iii α (x0, Tx0) ≥ 1 șeklinde x0 ∈ X vardır

iv T süreklidir.

O halde T bir tek sabit nokta barındırır. (Babu ve ark., 2017)

İspat. Hipotez (ii) den α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X e sahibiz. Bu

x0 ∈ X i bașlangıç noktası alarak n = 0, 1, 2, ..., xn+1 = Txn den {xn} tekrarlı

dizisini tanımlayalım. Bazı n0 ∈ N ∪ {0} için xn0+1 = xn0 ise Txn0 = xn0+1 = xn0

buluruz. Böylece xn0, T ’ nin bir sabit noktasıdır. Buradan genelliği kaybetmeden

bütün n ∈ N∪{0}, xn+1 6= xn olduğunu farz edelim. T , α−admissible ve α (x0, x1) =

α (x0, Tx0) ≥ 1 olduğundan α (x1, x2) = α (Tx0, Tx1) ≥ 1 sonucunu çıkarırız. Bu

ișlemin devamından

Her n ∈ N ∪ {0}α (xn, xn+1) ≥ 1 (3.4.5)
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elde ederiz. İlk lim
n→∞

d (xn, xn+1) = 0 gösterelim. Bütün

n ∈ N ∪ {0}α (xn, xn+1) ≥ 1,

1

2
d (xn, Txn) ≤ d (xn, Txn) = d (xn, xn+1)

olduğundan ve (2.2.3) den

ψ (d (Txn, Txn+1)) ≤ Mψ1 (xn, xn+1))− φ (Mψ1 (xn, xn+1)) (3.4.6)

elde ederiz. Burada

Mψ1 (xn, xn+1)

= ψ1(d (xn, xn+1) , d (xn, Txn) , d (xn+1, Txn+1) ,
d (xn, Txn+1) + d (xn+1, Txn)

2
,

d (xn+1, Txn+1) [1 + d (xn, Txn)]

1 + d (x, xn+1)
,
d (xn+1, Txn) [1 + d (xn, Txn+1)]

1 + d (xn, xn+1)
)

= ψ1

(
d (xn, xn+1) , d (xn, xn+1) , d (xn+1, xn+2) ,

d (xn, xn+2)

2
, d (xn+1, xn+2) , 0

)
.

Șimdi bazı n ∈ N ∪ {0} için d (xn, xn+1) < d(x,n+1, xn+2) ise ψ1’ in (i) özelliğinden

Mψ1 (xn, xn+1) ≤ d (xn+1, xn+2) ye sahibiz ve (3.4.6) den

ψ (d (xn+1, xn+2)) = ψ (d (Txn, Txn+1))

≤ ψ (Mψ (xn, xn+1))− φ (Mψ (xn, xn+1))

ψ (d (xn+1, xn+2))− φ (Mψ (xn, xn+1))

bulunur. Bu

φ (Mψ1 (xn, xn+1)) = 0

olduğunu gösterir, ayrıca Mψ1 (xn, xn+1) = 0 v.b. olduğunu da gösterir.

ψ1(d (xn, xn+1) , d (xn, xn+1) , d (xn+1, xn+2) , d(xn,xn+2)
2

,

d (xn+1, xn+2) , 0) = 0
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dır. ψ1’ in (ii) özelliği dolayısıyla d (xn, xn+1) = 0, xn 6= xn+1 bir çelișkidir. Öyleyse

tüm n ∈ {0} ∪ N d (xn, xn+1) ≥ d (xn+1, xn+2) dir. Buradan {d (xn, xn+1)} dizisi

azalan ve alttan sınırlıdır. Böylece lim
n→∞

d (xn, xn+1) = τ olacak biçimde τ ≥ 0

vardır. Șimdi (3.4.6) dan

ψ (d (xn+1, xn+2)) = ψ (d (Txn, Txn+1)) ≤ ψ (d (xn,xn+1))

−φ (Mψ1 (xn, xn+1)) (3.4.7)

dir. d (xn, xn+1) ve d (xn+1, xn+2) sınırlı

d (xn, xn+2) ≤ d (xn, xn+1) + d (xn+1, xn+2)

olduğundan tüm n ∈ {0}∪N, {d, (xn,xn+2)} nin bir sınırlı dizi olduğunu elde ederiz.

Bundan dolayı s’ ye yakınsayan bir
{
d

(
xnk

, xnk+2

)}
alt dizisi var ve böylece s ≥ 0

dır. Bu alt diziye karșılık gelen (3.4.7)’in kullanımından

ψ
(
d

(
xnk+1

, xnk+2

))
= ψ

(
d

(
Txnk

, Txnk+1

))

≤ ψ
(
d

(
xnk

, xnk+1

))− φ
(
Mψ1

(
xnk

, xnk+1

))

≤ ψ
(
d

(
xnk

, xnk+1

))
(3.4.8)

elde ederiz. (3.4.8) da k → ∞’ a izin verilirken ve ψ’ nin sürekliliğini kullanarak,

(3.4.8)’in aynı ψ (τ) limitine yakısadığı ilk ve son șartları elde ederiz. Böylece

lim
k→∞

ψ
(
d

(
xnk

, xnk+1

))− φ
(
Mψ1

(
xnk

, xnk+1

))

var ve ψ (τ)’ya eșittir. Șimdi

φ
(
Mψ1

(
xnk

, xnk+1

))
= (φ

(
Mψ1

(
xnk,xnk+1

))

−ψ
(
d

(
xnk

, xnk+1

))
+ ψd

(
xnk

, xnk+1

)
)
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ve k →∞ iken

lim
k→∞

φ
(
Mψ1

(
xnk

, xnk+1

))
= lim

k→∞
φ

(
Mψ1

(
xnk

, xnk+1

))

−ψ
(
d

(
xnk

, xnk+1

))
+ lim

k→∞
ψ

(
d

(
xnk

, xnk+1

))

= −ψ (τ) + ψ (τ)

= 0

elde ederiz ve bu

lim
k→∞

φMψ1

(
xnk

, xnk+1

)
= 0

olduğunu ima eder. ψ1 in süreklilik özelliğinden

ψ1

(
τ, τ, τ, τ, τ,

s

2
, 0

)
= 0

olur. ψ1 deki (ii) özelliği dolayısıyla r = 0 ve s = 0 elde ederiz. Öyleyse

lim
n→∞

d (xn, xn+1) = 0 (3.4.9)

dir. Șimdi {xn} in Cauchy dizisi olduğunu kanıtlayalım.Farz edelim ki {xn} bir

Cauchy dizisi olmasın. Lemma 2’den ε > 0 vardır ve {nk} ve {mk} pozitif tamsayıların

dizileri nk > mk ≥ k ile

d (xmk
, xnk

) ≥ ε (3.4.10)

koșulunu sağlar. (3.4.10) ’u sağlayan en küçük nk ’yı seçelim. O zaman nk > mk ≥ k

ile d (xmk
, xnk

) ≥ ε, d
(
xmk

, xnk−1

)
< ε olur ve Lemma 2.2.33 ün (i)− (iv) koșulları

sağlanır. Lemma2.2.11’den α (xmk
, xnk

) ≥ 1 elde ederiz ve (3.5.9) dan

1

2
d (xmk

, Txmk
) ≤ 1

2
ε < d (xmk

, xnk
)

olacak șekilde n ∈ N ∪ {0} için seçeriz. (3.1.2) dolayısıyla her k ≥ n1 için

ψ
(
d

(
xmk+1

, xnk+1

))
= ψ (d (Txmk

, Txnk
)) (3.4.11)
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≤ ψMψ1 (xmk
, xnk

)− φ (Mψ1 (xmk
, xnk

))

elde ederiz.

Mψ1 (xmk
, xnk

) = ψ1(d (xmk
, xnk

) , d (xmk
, Txmk

) , d (xnk
Txnk

) ,

d(xmk,xnk)+d(xmk
,Txnk)

2
,

d(xnk,Txnk)[1+d(xmk
,Txnk)]

1+d(xnk
,xmk)

,
d(Txmk,xnk)[1+d(xmk

,Txnk)]
1+d(xmk

,xnk)
)

= ψ1(d (xmk
, xnk

) , d
(
xmk

, xmk+1

)
, d

(
xnk

, xnk+1

)
,

d(xmk+1
,xnk)+d(xmk

,xnk+1)
2

,
d(xnk,xnk+1)[1+d(xmk

,xmk+1)]
1+d(xnk

,xmk)
,

d(xmk+1
,xnk)[1+d(xmk

,xnk+1)]
1+d(xm,xnk)

) (3.4.12)

k →∞ için limit alınırken, (3.4.12) ve Lemma2.2.33 (i)− (iv) kullanarak

lim
k→∞

Mψ1 (xm, xnk
) = ψ1 (ε, 0, 0, ε, 0, ε) ≤ ε (3.4.13)

elde ederiz. Șimdi ψ nın sürekliliği ve azalmayan olma özelliği kullanılarak (3.4.11)−
(3.4.13) den

ψ (ε) = lim
k→∞

ψ
(
d

(
xmk+1

, xnk+1

))

≤ lim
k→∞

ψd (Mψ1 (mk, xnk
))− lim

k→∞
φ (Mψ1 (mk, xnk

))

≤ ψ (ε)− lim
k→∞

φ (Mψ1 (mk, xnk
))

elde ederiz ve bu yüzden

lim
k→∞

φ (Mψ1 (mk, xnk
)) = 0

dır. Bu

lim
k→∞

Mψ1 (mk, xnk
) = ψ1 (ε, 0, 0, ε, 0, 0) = 0

olduğunu ima eder. ψ1 in (ii) özelliği dolayısıyla ε = 0 elde ederiz, bu çelișkidir.

Dolayısıyla {xn} nin X de bir Cauchy dizisi olduğu sonucuna varırız. Her n,

α (xn, xn+1) ≥ 1, (X, d)in α-tamlığından lim
n→∞

xn = z biçiminde z ∈ X var olup
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T nin sürekliliğinden lim
n→∞

Txn = Tz elde ederiz. Böylece

Tz = T lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

xn+1 = z

dir.

Teorem 3.4.7. (X, d) metrik uzayı, T : X → X genelleștirilmiș (α, ψ, φ)− rasyonel

büzülme dönüșümü olmak üzere așağıdaki șartları sağladığını kabul edelim.

i (X, d) , α-tam uzay

ii T üçgensel α−admissible dönüșüm

iii α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X vardır

iv xn → z olacak biçimde {xn}X de bir dizi ve tüm n ∈{0}∪N ∪{0}, α (xn, xn+1) ≥
1 ise, tüm n ∈ N ∪ {0}, α (xn, z) ≥ 1 dir.

Bu halde T ’nin yalnızca bir sabit noktası vardır. (Babu ve ark., 2017)

İspat. Teorem 3.4.6’nın ispatındakine benzer argümanlardan {xn}’ in bir Cauchy

dizisi olduğunu ve

∀n ∈ {0} ∪ N için α (xn, xn+1) ≥ 1 olduğunu elde ederiz. (X, d) bir α−tam merik

uzay olduğundan lim
n→∞

xn = z olacak șekilde z ∈ X vardır. (iv) den ∀n ∈ {0}∪N için

α (xn, z) ≥ 1 elde ederiz. Șimdi z’ nin T ’ nin bir sabit noktası olduğunu gösterelim.

1

2
d (xn, Txn) ≤ d (xn, z)

ya da
1
2
d (xn+1, Txn+1) ≤ d (Txn, z) ∀n ∈ N ∪ {0} (3.4.14)

olduğunu iddia ediyoruz. Bu durumun geçerli olmadığını kabul edelim. Yani

1

2
d (xm, Txm) > d (xm, z)

ve
1

2
d (xm+1, Txm+1) > d (Txm, z)
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olacak șekilde m ∈ N ∪ {0} vardır.

d (xm,Txm) ≤ d (xm, z) + d (z, Txm)

<
1

2
d (xm, Txm) +

1

2
d (xm+1, Txm+1)

≤ 1

2
d (xm, Txm) +

1

2
d (xm, Txm)

= d (xm, Txm)

ifadesini ele alalım. Bu çelișkidir. Bu yüzden (3.4.14) geçerlidir. Kabul edelim ki

1

2
d (xn, Txn) ≤ d (xn, z)

olsun (2.2.3) den

ψ (d (Txn, T z)) ≤ ψ (Mψ1 (xn, z))− φ (Mψ1 (xn, z)) (3.4.15)

elde ederiz. Burada

Mψ1 (xn, z) = (ψd (xn, z) , d (xn, Txn) , d (z, Tz) ,
d (xn, T z) + d (z, Txn)

2
,

d (z, Tz) [1 + d (xn, Txn)]

1 + d (xn, z)
,
d (z, Tz) [1 + d (xn, T z)]

1 + d (xn, z)
) (3.4.16)

dir. n →∞ limitini aldığımızda ve (3.4.16) deki ψ1’in sürekliliğini kullanarak

lim
n→∞

Mψ1 (xn, z) = ψ1

(
0, 0, d (z, Tz) ,

d (z, Tz)

2
, d (z, Tz) , 0

)
≤ d (z, Tz)

elde ederiz ve ayrıca n →∞ aldığımızda ve (3.4.15) deki ψ nin sürekliliğini kullandığımızda

ψ (d (z, Tz)) ≤ lim
n→∞

ψ (Mψ (xn,z))− lim
n→∞

φ (Mψ1 (xn, z))

≤ ψ
(
d (z, Tz)− lim

n→∞
φ (Mψ1 (xn,z))

)

elde ederiz. Bu

lim
n→∞

φ (Mψ1 (xn,z)) = 0
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olduğunu ima eder. Șimdi φ nın özelliğini kullanarak

lim
n→∞

Mψ1 (xn,z) = ψ1 (0, 0, d (z, Tz)) ,
d (z, Tz)

2
, d (z, Tz) , 0 = 0

buluruz. Bu da d (z, Tz) = 0 olduğunu gösterir. Buradan Tz = z dir.

Teorem 3.4.8. Teorem 3.4.6 ve Teorem 3.4.7 ’nın hipotezlerine ilaveten eğer her

u, z ∈ F (T ) için α (u, z) ≥ 1 ise F (T ) nin bütün sabit noktalarının kümesidir. O

zaman T tek bir sabit nokta barındırır. (Babu ve ark., 2017)

İspat. u ve z, T nin sabit noktaları olsun. Hipotezlerden α (u, z) ≥ 1 ve

0 = 1
2
d (u, Tu) ≤ d (u, z) elde ederiz. (2.2.3) den

ψ (d (u, z)) = ψ (Tu, Tz) ≤ ψ (Mψ1 (u, z))− φ (Mψ1 (u, z)) (3.4.17)

elde ederiz. Burada

Mψ1 (u, z) = ψ1

(
d (u, z) , d (u, Tu) , d (z, Tz) , d(u,Tz)+d(z,Tu)

2
, d(z,Tz)[1+d(u,Tu)]

1+d(u,z)

)

ψ1 (d (u, z) , 0, 0, d (u, z) , 0, d (u, z)) ≤ d (u, z)

dir. Șimdi(3.4.17) eșitsizliğini kullanarak

ψ (d (u, z)) ≤ ψ (Mψ1 (u, z))− φ (Mψ1 (u, z))

ψ (d (u, z))− φ (Mψ1 (u, z))

elde ederiz. Bu φ (Mψ1 (u, z)) = 0 olduğunu gösterir ve buradan Mψ1 (u, z) = 0 dır

yani

ψ1 (d (u, z) , 0, 0, d (u, z) , 0, d (u, z)) = 0

dır. Șimdi ψ1 in (ii) özelliğ inden d (u, z) = 0 buluruz. Buradan u = z dir.

Öyleyse T tek bir sabit noktaya sahiptir. Teorem3.4.6 (Teorem 3.4.7) ve Teorem

3.4.8’nin ispatlarında verilenlere benzer argümanlar ile așağıdaki teoremleri kolayca

ispatlayabiliriz.
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Teorem 3.4.9. (X, d) metrik uzayı olsun. X’ de T kendi içine dönüșümü ve α :

XxX → [0,∞) dönüșümü verilsin . Kabul edelim ki ψ ∈ Ψ ve φ ∈ Φ vardır öyle ki

∀ x, y ∈ X için
1

2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) ve α (x, y) ≥ 1 (3.4.18)

olması

ψd (Tx, Ty) ≤ ψ

(
ψ2

(
d (x, y) , d (x, fx) , d (x, fy) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

))

−φ

(
ψ2

(
d (x, y) , d (x, fx) , d (y, fy) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

))

olduğunu gösterir. Burada ψ2 : [0,∞)4 → [0,∞) sürekli ve her bir koordinat için

azalmayandır.

ψ2 (t1, t2, t3, t4) = 0 ⇒ t1 = t2 = t3 = t4 = 0 ve her t > 0 için ψ2 (t, t, t, t) ≤ t dir.

Dahası așağıdaki șartların sağlandığını varsayalım:

i (X, d) α-tam uzay

ii T üçgensel α-admissible dönüșüm

iii α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimde x0 ∈ X vardır.

Așağıdaki koșullardan birinin sağlandığını varsayalım

a T süreklidir

b ∀n ∈ {0} ∪ N için xn → z ve α (xn, xn+1) ≥ 1 olmak üzere {xn} , X de dizi ise,

bütün n ∈ N∪{0}, α (xn, z) ≥ 1. O halde T , X’ de tek sabit noktaya sahiptir.

(Babu ve ark., 2017)

Teorem 3.4.10. Teorem 3.4.9’ un hipotezine ek olarak her u, z ∈ F (T ) için

α (u, z) ≥ 1 ise burada F (T ) , T ’ nin b ütün sabit noktalarının kümesidir. Bu halde

T bir tek sabit noktaya sahiptir. (Babu ve ark., 2017)
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Sonuç 3.4.11. (X, d) tam metrik uzayı, T : X → X , X’ de kendi içine olmak

koșuluyla tüm x, y ∈ X için

1

2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) ⇔ ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (Mψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y)) (3.4.19)

olacak biçimde ψ ∈ Ψ, φ ∈ Φ ve ψ1 ∈ Ψ1 var ise Mψ1 (3.1.3) deki gibi tanımlanır.

Bundan dolayıT ’nin X de belli bir sabit noktası vardır.(Babu ve ark., 2017)

İspat. ∀ x, y ∈ X ve α (x, y) = 1 seçiminden (3.5.19) eșitsizliğinin (3.1.2) eșitsizliğini

gerektirdiği açıktır ve Teorem 3.4 8’ den așağıdaki sonuçlar elde edillir.

Sonuç 3.4.12. (X, d) tam uzay, T : X → X, kendi içine olmak koșuluyla Her

x, y ∈ X için 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) iken

τ + ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (Mψ1 (x, y)) (3.4.20)

eșitsizliği sağlanacak biçimde ψ ∈ Ψ, τ > 0 ve ψ1 ∈ Ψ1 var ise Mψ1 (3.1.3) deki gibi

tanımlanır, sonuçta T nin X de sabit noktası vardır. (Babu ve ark., 2017)

İspat. Bütün x, y ∈ X ler için α (x, y) = 1 ve φ (t) = τ > 0 seçiminden sonuç

elde edilir, (3.4.20) eșitsizliğinin (3.1.12) eșitsizliğini gerektirdiği açıktır ve Teorem

(3.5.8)’den așağıdaki sonuç elde edilir.

Uyarı 3.4.13. Eğer

ψ1: [0,∞)6 → [0,∞) , ψ1 (t1, t2, t3, t4, t5, t6) = max {t1, t2, t3, t4, t5, t6}

seçersek ψ’ nın azalmayan olmasından

τ + ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (d (x, y)) ≤ ψ (Mψ1 (x, y))

elde ederiz. Teorem(3.4.4) den Sonuç (3.4.12)’ nin sonucunu elde ederiz. (Babu ve

ark., 2017)
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Sonuç 3.4.14. (X, d) metrik uzayı olmak koșuluyla T : X → X , kendi içine

dönüșümü ve α : XxX → [0,∞) dönüșümü verilsin . ψı ∈ Ψ, φ ∈ Φ ve ψ1 ∈
Ψ1 olduğunu kabul edelim öyle ki

Bütün x, y ∈ X ler için 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) olması

α (x, y) ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (Mψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y)) (3.4.21)

olduğunu gösterir. Mψ1 (3.1.13) deki gibi tanımlanır. Ayrıca așağıdaki sonuçların

sağlandığını kabul edelim.

i (X, d) α-tam

ii T üçgensel α-admissible dönüșüm

iii x0 ∈ X var öyle ki α (x0, Tx0) ≥ 1 dir.

Așağıdaki șartların sağlandığını kabul edelim

a T süreklidir

b ∀n ∈ {0} ∪N için xn → z ve α (xn, xn+1) ≥ 1 olacak biçimde {xn} , X de bir dizi

ise, bütün n ∈ N ∪ {0} ler için α (xn, z) ≥ 1 dir.

Böylece T X de sabit noktaya sahiptir. (Babu ve ark., 2017)

İspat. x, y ∈ X ile α (x, y) ≥ 1 olsun. (3.4.21) den

ψ (d (Tx, Ty)) ≤ α (x, y) ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (Mψ1) (3.4.22)

elde ederiz, bu da (2.2.3) eșitsizliğini verir. Buradan (3.4.21) eșitsizliği (2.2.3)ü verir.

Teorem 3.4.6 (Teorem 3.4.7) uygulamalarından T ’nin bir sabit noktası vardır.
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Sonuç 3.4.15. (X, d), T : X → X, kendi içine bir dönüșüm olmak koșuluyla ψ ∈ Ψ

ve φ ∈ Φ vardır öyle ki tüm x, y ∈ X için

1

2
(x, Tx) ≤ d (x, y) ⇒ ψ (d (Tx, Ty)) ≤ ψ (M (x, y))− φ (M (x, y)) (3.4.23)

dir. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) , d (x, Tx) , d (y, Ty) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir. T ’ nin bir tane sabit noktası vardır. (Babu ve ark., 2017)

İspat. Her x, y ∈ X, α (x, y) = 1 seçiminden ve

ψ2 : [0,∞)4 → [0,∞) ψ2 (t1, t2, t3, t4) = max {t1, t2, t3, t4}

tanımından

ψ2

(
d (x, y) , d (x, fx) , d (y, fy) ,

d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

)
= max{d (x, y) ,

d (x, fx) , d (y, fy) , d(x,Ty)
2

+ d(y,Tx)
2

}
elde ederiz. Böylece (3.4.23) eșitsizliği (3.4.18) eșitsizliğini gerektirir, T Teorem

3.4.10’un bütün hipotezlerini sağlar ve böylece așağıdaki sonuçlara varılır.

Uyarı 3.4.16. {ψ | ψ : [0,∞) → [0,∞), ψ alt yarı sürekli, ψ (t) = 0 ve ⇔ t = 0}
kümesi Ψ’ nun alt kümesi olup Teorem 3.4.3 ün sonucu Sonuç 3.4.15’ deki gibidir.

Așağıdaki örnek Teorem 3.4.6 yıdestekler. (Babu ve ark., 2017)

Örnek 3.4.17. X = [0,∞) ile d alıșılmıș metrik olmak koșuluyla T : X → X

Tx =





x
8

x ∈ [0, 2] ise

2x− 31
2

x ∈ [2,∞) ise

ve α : XxX → [0,∞) ,

α (x, y) =





2 x ∈ [0, 1]

0 diğer durumlar
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olarak tanımlanır. x, y ∈ X lerin her biri için α (x, y) ≥ 1 ⇐⇒ x, y ∈ [0, 1]

olduğundan burada x
8

= Tx, Ty = y
8
∈ [0, 1] ve böylece α (Tx, Ty) ≥ 1 dir.

α (x, y) ≥ 1 ve x, y, z ∈ X için α (y, z) ≥ 1 olsun, bu x, y, z ∈ [0, 1] olduğunu gösterir,

buradan α (x, z) ≥ 1 dir. Öyleyse T bir üçgensel α-admissible dönüșümdür. Her

bir x0 ∈ [0, 1] için α (x0, Tx0) ≥ 1 olduğu açıktır. Șimdi T ’ nin bir genelleștirilmiș

(α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümü olduğunu gösterelim. Bu amacımız için ψ, φ :

[0,∞) → [0,∞)

ψ (t) = 2t φ (t) =





1 t = 0 ise
t
2

t 6= 0 ise

ve ψ1 = [0,∞)6 → [0,∞) ,

ψ1 (t1, t2, t3, t4, t5, t6) = max {t1, t2, t3, t4, t5, t6}

seçelim. α (x, y) ≥ 1 dir ancak ve ancak x, y ∈ [0, 1] olduğundan x, y ∈ [0, 1]

ile 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) için (3.1.12) eșitsizliğini doğruluyoruz. x, y ∈ [0, 1] olsun.

Genelliği kaybetmeden x ≤ y olduğunu kabul edelim. 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) yani

23
16

x ≤ y olsun. Șimdi

ψ (d (Tx, Ty)) = ψ
(
d

(y

8
,
x

8

))
= ψ

(∣∣∣y
8
− x

8

∣∣∣
)

= 2
∣∣∣y
8
− x

8

∣∣∣ ≤ 5

2
|y − x|

=
5

2
d (x, y) ≤ 5

2
Mψ1 (x, y) = 2Mψ1 −

1

2
Mψ1 (x, y)

= ψ (Mψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y))

olur. Böylece (3.2.3) eșitsizliği sağlanır. Bundan dolayı T , Teorem 3.4.6’nın bütün

hipotezlerini sağlar ve x = 0 ile x = 31
8

T ’ nin iki sabit noktasıdır. Așağıdaki örnek

Teorem 3.4.8’i destekler.(Babu ve ark., 2017)

Örnek 3.4.18. X = [0,∞) alıșılmıș metrik olsun. Biz T → X’ i

Tx =





x
4

x ∈ [0, 1] ise

x + 4 x ∈ (1,∞) ise
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ve α : XxX → [0,∞) yı

α (x, y) =





1 x ∈ [0, 1] ise

0 diğer durumlar

olarak tanımlarız. T ’ nin üçgensel α-admissible ve x0 ∈ [0, 1] ların her biri için

α (x0, Tx0) ≥ 1 olduğunu görmek kolaydır. α’ nın tanımından n →∞ iken xn → x

ve ∀ n ∈ N∪{0} için α (xn, xn+1) ≥ 1 ile {xn} , X’ de bir dizi olsun. {xn} ⊂ [0, 1] elde

ederiz. Öyleyse x ∈ [0, 1] dir. Buradan ∀n ∈ {0}∪N için α (xn, x) ≥ 1 dir. Șimdi T ’

nin bir genelleștirilmiș (α, ψ, φ)-rasyonel büzülme dönüșümü olduğunu gösterelim.

Bu amacımız için

ψ (t) =
4

3
t

ve

φ (t) =





2 t = 0 ise

t
3

t 6= 0 ise

ψ ,φ :[0,∞) → [0,∞) ve ψ1 (t1, t2, t3, t4, t5, t6) = max {t1, t2, t3, t4, t5, t6} ile

ψ : [0,∞)6 → [0,∞) seçelim. α (x, y) ≥ 1 ancak ve ancak x, y ∈ [0, 1] olduğundan

x, y ∈ [0, 1] ile 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y) için (3.1.2) eșitsizliğini doğrularız. x, y ∈ [0, 1]

olsun. Genelliği keybetmeden x ≤ y olduğunu kabul edelim. 1
2
d (x, Tx) ≤ d (x, y)

yani 11
8
≤ y dir. Șimdi

ψ (d (Tx, Ty)) = ψ
(
d

(y

4
,
x

4

))
= ψ

(∣∣∣y
4
− x

4

∣∣∣
)

=
4

3

∣∣∣y
4
− x

4

∣∣∣ =
1

3
|y − x| ≤ |y − x| = d (x, y)

≤ Mψ1 (x, y) =
4

3
Mψ1 (x, y)− 1

3
Mψ1 (x, y)

= ψ (Mψ1 (x, y))− φ (Mψ1 (x, y))

dir. Buradan T Teorem 3.4.8’in tüm hipotezlerini sağlar ve x = 0, T ’ de belli bir

sabit noktadır. x = 0 ve y = 2 için burada șunu gözlemliyoruz.

1

2
d (0, T0) = 0 ≤ 2 = |2− 0| = d (0, 2)
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ve

M (0, 2) = max

{
d (0, 2) , d (0, T0) , d (2, T2) ,

d (0, T2) + d (2, T0)

2

}
= 4

dir. Bundan dolayı

ψ (d (T0, T2)) = ψ (d (0, 6)) = ψ (6) � ψ (4) ≮ ψ (4)− φ (4)

dir. Herhangi sürekli ve azalmayan ψ ve alt yarı sürekli φ ile φ (t) = 0 dır ancak

ve ancak t = 0 dır. Bundan dolayı Teorem 3.4.3 uygulanabilir değildir. Bu nedenle

Örnek 3.4.18 ve Uyarı 3.4.16 sırasıyla Sonuç 3.4.15 in Teorem 3.5.3’ün genelleștirilmesi

ve Teorem 3.4.10’un Teorem 3.4.5’ün genelleștirilmesi olduğunu öne sürmektedir.

Benzer șekilde herhangi sürekli ve artan F dönüșümü ve τ > 0 için

F (d (T0− T2)) = F (6) � F (2) � F (2)− τ

dir. Bundan dolayı Teorem 3.4.4 de uygulanabilir değildir. Bu nedenle sırasıyla

Örnek 3.4.18 ve Uyarı 3.4.13 Sonuç 3.4.12 nin Teorem 3.4.4’ün bir genellemesi ve

Teorem 3.4.8’nin de Teorem 3.4.4’ün bir genellemesi olduğunu öne sürer. (Babu ve

ark., 2017)

3.5. α−Tam Metrik Uzaylarda (α, ψ, ξ) -Çoğul Değerli Büzülme

Dönüșümleri ve Sabit Nokta Sonuçları

Tezimizin bu bölümünde α-tam metrik uzaylarda (α, ψ, ξ) büzülme koșulunu sağlayan

çoğul değerli dönüșümleri için Bianichi Grandolfi ölçüm dönüșümleri vasıtasıyla yeni

sabit nokta sonuçları olușturulmuștur.Ayrıca elde edilen sonuçların kullanılabilirliğini

göstermek amacıyla,keyfi bir ikili ilișki ve bir grafikle donatılmıș metrik uzaylardaki

sabit nokta sonuçlarından bazıları verilmiștir

Teorem 3.5.1. (X, d) metrik uzay ve T : X → CL (X) kesin (α, ψ, ξ) büzülme

olmak koșuluyla așağıdaki durumların sağlandığını varsayalım.

S1 (X, d) α-sürekli uzay
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S2 T α-admissible çok değerli dönüșüm

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 var olsun öyle ki α (x0, x1) ≥ 1

S4 T α-sürekli dönüșüm.

Bu bağlamda T’nin sadece bir sabit noktası mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)

İspat. (S3) deki x0 ve x1 ∈ Tx0’dan bașlarsak α (x0, x1) ≥ 1 dir. x0 = x1 ise, x0

nın bir sabit noktası olduğunu görürüz. Kabul edelim ki x0 6= x1 olsun. x1 ∈ Tx1

oluyorsa x1’ in T ’ in bir sabit noktası olduğunu elde ederiz. O zaman kanıt aα, ψ, ξ

büzülme șartından

ξ (M, (Tx0, Tx1)) ≤ ψ(ξ(max{d (x0, x1) ,

d (x0, Tx0) , d (x1, Tx1) , d(x0,Tx1)+d(x1,Tx0)
2

}))
= ψ

(
ξ
(
max

{
d (x0, x1) , d (x1, Tx1) , d(x0,Tx1)

2

}))

≤ ψ
(
ξ
(
max

{
d (x0, x1) , d (x1, Tx1) , d(x0,x1)+d(x1,Tx1)

2

}))

= ψ (ξ (max {d (x0, x1) , d (x1, Tx1)})) (3.5.24)
elde ederiz. Eğer max {d (x0, x1) , d (x1,Tx1)} = d (x1, Tx1) ise elde ettiğimiz

0 < ξ (d (x1,Tx1))

≤ ξ (H (Tx0, Tx1))

≤ (ξ (max {d (x0, x1) , d (x1, Tx1)}))

≤ ψ (ξ (d (x1, Tx1))) (3.5.25)

bir çelișkidir. Öyleyse

max {d (x0, x1) , d (x1, Tx1)} = d (x0, x1)

dir.(3.5.24)’den

0 < ξ (d (x1, Tx1)) ≤ ξ (H (Tx0,Tx1)) ≤ ψ (ξ (d (x0, x1))) (3.5.26)
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elde ederiz. Lemma (3.1.43) de kullanılan q > 1 sabiti için, x2 ∈ Tx1 dir. Öyle ki

0 < ξ (d (x1,x2)) < qξ (d (x1, Tx1)) (3.5.27)

(3.5.26) ve (3.5.27)’den

0 < ξ (d (x1,x2)) < qψ (ξ (d (x0,x1))) (3.5.28)

elde ederiz. ψ kesin artan fonksiyon olduğundan

0 < ψ (ξ (d (x1, x2))) < ψ (qψ (ξ (d (x0, x1)))) (3.5.29)

elde ederiz.

q1 =
ψ (qψ (ξ (d (x0, x1))))

ψ (ξ (d (x1,x2)))

yerine koyalım ve q1 > 1 den eğer x1 = x2 veya x2 ∈ Tx2 ise x2 nin T ’ nin bir sabit

noktası olduğunu buluruz.Bu durumda ispat așikardır. Öyleyse x1 6= x2 ve x2 /∈ Tx2

olduğunu kabul edebiliriz. x1 ∈ Tx0, x2 ∈ Tx1, α (x0, x1) ≥ 1 ve T bir α-admissible

çoğul değerli bir dönüșüm olduğundan α (x1,x2) ≥ 1 dir. (α, ψ, ξ)-büzülme șartını

uygulayarak

ξ (H (Tx1, Tx2)) ≤ ψ(ξ(max{d (x1, x2) , d (x1,Tx1) ,

d (x2,Tx2) , d(x1,Tx2)+d(x2,Tx1)

2
}))

= ψ
(
ξ
(
max

{
d (x1, x2) , d (x2,Tx2) , d(x1,Tx2)

2

}))

≤ ψ
(
ξ
(
max

{
d (x1, x2) , d (x2,Tx2) ,

d(x1,x2)+d(x2,Tx2)

2

}))

= ψ (ξ (max {d (x1, x2) , d (x2,Tx2)}))

(3.5.30)

elde ederiz. Kabul edelim ki

max {d (x1, x2) , d (x2, Tx2)} = d (x2,Tx2)
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olsun.(3.5.30)’dan

0 < ξ (d (x2, Tx2))

≤ ξ (H (Tx1,Tx2))

≤ ψ (ξ (max {d (x1, x2) , d (x2, Tx2)}))
= ψ (ξ (d (x2, Tx2)))

(3.5.31)

elde ederiz. Bu çelișkidir. Öyleyse

max {d (x1,x2) , d (x2,Tx2)} = d (x1,x2)

almalıyız.(3.5.30)’dan

0 < ξ (d (x2,Tx2)) ≤ ξ (H (Tx1,Tx2)) ≤ ψ (ξ (d (x1,x2))) (3.5.32)

elde ederiz. Lemma 2.2.43 den x3 ∈ Tx2 dir. Öyle ki

0 < ξ (d (x2, x3)) < q1ξ (d (x2, Tx2)) (3.5.33)

(3.5.32) ve (3.5.33)’den

0 < ξ (d (x2, x3)) < q1ψ (ξ (d (x1, x2))) = ψ (qψ (ξ (d (x0, x1)))) (3.5.34)

elde ederiz. ψ nin kesin artan bir fonksiyon olmasından așağıdaki çıkar

0 < ψ (ξ (d (x2, x3))) < ψ2 (qψ (ξ (d (x0,x1)))) . (3.5.35)

İșleme devam edersek X’ de bir {xn} dizisi inșa edebiliriz öyle ki

xn 6= xn+1 ∈ Txn, α (xn, xn+1) ≥ 1 (3.5.36)

, n ∈ N ∪ {0} için

0 < ξ (d (xn+1, xn+2)) < ψn (qψ (d (x0, x1))) (3.5.37)
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m,n ∈ N olsun öyle ki m > n dir. Üçgen eșitsizliğinden

ξ (d (xm, xn)) ≤
m−1∑
i=n

ξ (d (xi, xi+1)) <

m−1∑
i=n

ψi−1 (qψ (ξ (d (x0, x1))))

dir. ψ ∈ Ψ den lim
n,m→∞

ξ (d (xm, xn)) = 0. (ξ1)’i kullanarak lim
n,m→∞

d (xm, xn) = 0 elde

ederiz. Bu gösteriyor ki {xn} , (X, d) de bir Cauchy dizisidir.(3.6.36) ve (X, d)’

in α-tamlığından x∗ ∈ X dir öyle ki n → ∞ iken xn
d→ x∗dir. T çok değerli

dönüșümünün α-sürekliliğinden

lim
n→∞

H (Txn, Tx) = 0 (3.5.38)

dır. Șimdi

d (x∗, Tx∗) = lim
n→∞

d (xn+1, Tx) ≤ lim
n→∞

H (Txn, Tx) = 0

elde ediyoruz. Öyleyse x∗ ∈ Tx∗ ve buradan T bir sabit noktaya sahiptir. Bu ispatı

tamamlar.

Sonuç 3.5.2. (X, d) metrik uzay ve T : X → CL (X) (α, ψ, ξ)-kesin büzülme

dönüșümü olsun. Așağıdaki șartların sağlandığını varsayalım.

S1 (X, d) tam metrik uzay

S2 T , α-admissible çok değerli dönüșüm

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 olsun öyle ki α (x0, x1) ≥ 1

S4 T bir α-sürekli çok değerli dönüșüm.

O halde T ’ nin bir sabit noktaya sahiptir. (Kutbi ve ark., 2015)

Sonuç 3.5.3. (X, d) bir metrik uzay ve T : X → CL (X) bir (α, ψ, ξ)-kesin büzülme

dönüșümü olsun.Așağıdaki șartların sağlandığını varsayalım

A1 T α∗-admissible çok değerli dönüșüm

A2 x0 ve x1 ∈ Tx0 olsun öyle ki α (x0, x1) ≥ 1
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A3 T bir sürekli çok değerli dönüșüm.

Bu bağlamda T’in tek bir sabit noktası mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)

Șimdi de bu çalıșmanın ana sonucunu verelim.

Teorem 3.5.4. (X, d) metrik uzayı ve T : X → CL (X) (α, ψ, ξ)-kesin büzülme

olsun. Așağıdaki koșulların sağlandığını varsayalım.

S1 (X, d) , α- tam uzay

S2 T α-admissible çok değerli dönüșüm

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 olsun öyle ki α (x0, x1) ≥ 1

S′4 Eğer {xn} X ′de ∀ n ∈ N, n →∞ ve α (xn, xn+1) ≥ 1 iken xn
d→ x ∈ X șeklinde

dizi ise, α (xn, x) ≥ 1 dir.

Bu bağlamda T’nin sadece tek sabit noktası mevcuttur. (Kutbi ve ark., 2015)

İspat. Teoremin ispatı așağıdadır. {xn}’ in bir Cauchy dizisi olduğunu biliyoruz

öyle ki n →∞ iken xn
d→ x∗ ve ∀ n ∈ N için

α (xn, xn+1) ≥ 1 (3.5.39)

(
S
′
4

)
koșulundan elde ederiz ki ∀

n ∈ N,
α (xn, x

∗) ≥ 1. (3.5.40)

T ’ nin (α, β, ξ)-büzülme koșulunu kullanarak her bir n ∈ N için

ξ (H (Txn, Tx∗)) ≤ ψ(ξ(max{d (xn, x∗) ,

d (xn, Txn) , d (x∗, Tx∗) ,
d (xn, Tx∗) + d (x∗, Txn)

2
})) (3.5.41)

elde ederiz. Varsayalım ki d (x∗, Tx∗) > 0. ε := d(x∗,Tx∗)
2

, n → ∞ iken xn
d→ x∗

olduğundan N1 ∈ N buluruz, her n ≥ N1,

d (x∗, xn) <
d (x∗, Tx∗)

2
(3.5.42)
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dir. Dahası her n ≥ N1 iken

d (x∗, Txn) ≤ d (x∗, xn+1) ≤ d (x∗, Tx∗)
2

(3.5.43)

elde ederiz. Ayrıca {xn} bir Cauchy dizisi olduğundan N2 ∈ N vardır öyle ki her

n ≥ N2 için

d (x, Tx) ≤ d (x∗, xn+1) <
d (x∗, Tx∗)

2
(3.5.44)

n → ∞ iken d (xn, Tx∗) → d (x∗, Tx∗) olmasından N3 ∈ N bulabiliriz öyle ki her

n ≥ N3 için

d (xn, Tx∗) <
3d (x∗, Tx∗)

2
. (3.5.45)

(3.5.42)-(3.5.45) i kullanarak bütün n ≥ N := max {N1, N2, N3} için

max{d (xn, Txn) , d (xn, Txn) , d (x∗, Tx∗) , d(xn,Tx∗n)+d(x∗,Txn)
2

} = d (x∗, Tx∗) (3.5.46)

buluruz. n ≥ N için (3.5.41) ve üçgen eșitsizliğinden

ξ (d (x∗, Tx∗)) ≤ ξ (d (x∗, xn+1)) + ξ (H (Txn, Tx∗))

≤ ξ(d (x∗, xn+1)) + ψ(ξ(max{d (xn, x∗) , d (xn, Txn) , d (x∗, Tx∗)

+
d (xn + Tx∗) + (x∗ + Txn)

2
}))

= ξ (d (x∗, xn+1)) + ψ (ξ (d (x∗, Tx∗)))

buluruz. Yukarıdaki eșitsizlikte n →∞ alırsak șunu elde ederiz:

ξ (d (x∗, Tx∗)) ≤ ψ (ξ (d (x))) .
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Bu da

ξ (d (x∗, Tx∗)) ≤ ψ (d (x∗, Tx∗))

olmasını gerektirir ve bu bir çelișkidir. Öyleyse d (x∗, Tx∗) = 0, x∗ = Tx∗. Bu da

ispatı tamamlar.

Sonuç 3.5.5. (X, d) metrik uzayı ve T : X → CL (X) kesin (α, ψ, ξ) büzülme

olduğunda așağıdaki șartların sağlandığını kabul edelim:

S1 (X, d) α-tam uzay

S2 T , α-admissible çok değerli dönüșüm

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 var öyle ki α (x0, x1) ≥ 1

S′4 Eğer {xn} , X’de tüm n ∈ N iken n → ∞ ve α (xn, x) ≥ 1 iken xn
d→ x ∈ X

olacak biçimde dizi ise, ∀ n ∈ N için α (xn, x) ≥ 1 dir.

Bu bağlamda T ’in sabit noktası vardır. (Kutbi ve ark., 2015)

Sonuç 3.5.6. (X, d) tam metrik uzayı ile T : X → CL (X) kesin (α, ψ, ξ)-büzülme

dönüșümü verilsin. Așağıdaki șartların geçerli olduğunu kabul edelim:

A1 T α∗-admissible çok değerli dönüșüm,

A2 x0 ve x1 ∈ Tx0 vardır öyle ki α (x0, x1) ≥ 1,

A3 Eğer {xn} X’ de ∀ n ∈ N, n →∞ ve α (xn, x) ≥ 1 iken xn
d→ x ∈ X biçiminde

bir dizi ise, ∀ n ∈ N için α (xn, x) ≥ 1.

Bu bağlamda T in bir sabit noktası vardır.(Ali ve ark., 2014)

Örnek 3.5.7. X = (−10, 10) ve d : XxX → R metriği bütün x, y ∈ X ler iken

d (x, y) = |x− y| șeklinde tanımlansın. T : X → CL (X) ve α : XxX → [0,∞)

Tx =





[−9, |x|] x ∈ (−10, 0)
[
0, x

4

]
x ∈ [0, 2]

[
x+10

4
, 9

]
x ∈ (2, 10)
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ve

α (x, y) =





exy cosh (x + y) x, y ∈ [0, 2]

tanh (ex − ey) diğer durumlarda

olarak tanımlansın. (X, d) nin bir tam metrik uzay olmadığı açıktır. Bundan dolayı

(Ali ve ark., 2014) sonuçları burada uygulanabilir değildir.

Ardından Teorem 3.6.4 ü̈n T ’ deki sabit noktanın varlığını garanti edebileceğini

gösterelim. ψ, ξ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonları bütün t ∈ [0,∞), ψ (t) = t
2
ve

ξ (t) =
√

t olarak tanımlansın. ψ ∈ Ψ ve ξ ∈ Ξ olduğunu görmek kolaydır.

Öncelikle T ′nin bir kesin (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümü olduğunu göstereceğiz. x, y ∈
X ve α (x, y) ≥ 1 için, x, y ∈ [0, 2] ye sahibiz ve buradan

ξ (H (Tx, Ty)) =

√
|x− y|

4

=
1

2

√
|x− y|

≤ 1

2

√
M (x, y)

= ψ (ξ (M (x, y))) .

Bu ψ kesin artan fonksiyon olduğunu gösterir. Bundan dolayı T bir kesin (α, ψ, ξ)

büzülme dönüșümüdür. Dahası T bir α-admissible çok değerli dönüșüm olduğunu,

x0 = 1 ∈ X ve x1 = 1
4

= Tx0 olduğunu görmek kolaydır öyle ki

α (x0, x1) = α

(
1,

1

4

)
≥ 1.

Ayrıca T bir α-admissible çok değerli dönüșümdür. Sonuç olarak ∀ n ∈ N iken

n →∞ ve α (xn, xn+1) ≥ 1 iken xn
d→ x ∈ X olan X’ deki her {xn} için α (xn, x) ≥ 1

sahibiz. Böylece Teorem 3.5.4 ün (S′4) șartı sağlanır.

Sonuçta Teorem 3.5.1 ve 3.5.4’ü kullanarak T dönüșümünün X’ de bir sabit noktası

olduğunu elde ederiz. Bu durumda T ’ nin −2,−1 ve 0 gibi sonsuz sabit noktası

vardır. (Kutbi ve ark., 2015)
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3.6. Keyfi İkili İlișki İle Donatılmıș Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Sonuçları

Teorem 3.6.1. (X, d) metrik uzayıüzerinde Ř ikili ilișkisi ile

T : X → CL (X) kesin (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümü verilsin. Așağıdaki koșulların

sağlandığını varsayalım:

S1 (X, d) Š tam metrik uzaydır

S2 T zayıf büzülme dönüșümüdür

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 vardır öyle ki x0Šx1

S4 T bir Š çok değerli dönüșümüdür.

O halde T ′ in sabit noktası vardır. (Kutbi ve ark., 2015)

İspat. Teorem 3.6.1’den α : XxX → [0,∞)

α (x, y) =





1 x, y ∈ xŠy

0 diğer durumlarda

dönüșüm tanımından elde ederiz. Bu ispatı tamamlar. Teorem 3.6.4 ü kullanarak

așağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.6.2. (X, d) metrik uzay, Ř, X üzerinde ikili ilișkisi ve T : X → CL (X)

bir kesin (α, ψ, ξ)-büzülme dönüșümü verisin. Așağıdaki șartların sağlandığını kabul

edelim:

S1 (X, d) Š tam uzaydır

S2 T zayıf büzülme

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 vardır öyle ki x0Šx1

S4 Eğer {xn} , X’ de ∀ n ∈ N, n →∞ ve α (xn, xn+1) ≥ 1 iken xn
d→ x ∈ X șeklinde

dizi ise o zaman ∀ n ∈ N için xnŠx e sahibiz.

Bu durumda T sabit bir noktaya sahiptir.(Kutbi ve ark., 2015)
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3.7. Bir Grafik İle Donatılmıș Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Sonuçları

Teorem 3.7.1. Üzerinde G grafiği olan (X, d) metrik uzayı verilsin.

T : X → CL (X) kesin (E (G) , ψ, ξ)-büzülme dönüșümü olmak koșuluyla așağıdaki

koșulların sağlandığını kabul edelim.

S1 (X, d), E (G) tam metrik uzayı

S2 T kenarları zayıf șekilde korur

S3 x0 ve x1 kenarları zayıf șekilde korur

S4 T bir E (G) çok değerli dönüșüm.

O halde T in sabit noktası vardır. (Kutbi ve ark., 2015)

İspat. Bu sonucu α : XxX → [0,∞)

α (x, y) =





1 (x, y) ∈ E (G)

0 diğer durumlar

tanımından elde edilir.

Teorem 3.7.2. Üzerinde bir G grafiği olan (X, d) metrik uzayı ve T : X → CL (X)

bir kesin
(
Š, ψ, ξ

)
-büzülme dönüșümü verilsin. Așağıdaki șartların geçerli olduğunu

kabul edelim.

S1 (X, d) E (G)- tam metrik uzay

S2 T kenarları zayıf șekilde korur

S3 x0 ve x1 ∈ Tx0 vardır öyle ki (x0, x1) ∈ E (G)

S ′4 Eğer {xn} X’ de ∀ n ∈ N için n → ∞, (xn, xn+1) ∈ E (G) iken xn → x olacak

biçimde bir dizi oluyorsa ∀ n ∈ N için (xn, xn+1) ∈ E (G) vardır. (Kutbi ve

ark., 2015)

O halde T ’nin bir sabit noktası vardır.
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Uyarı 3.7.3. 1) G’ yi E (G) = XxX olarak kabul edelim, açıkcası G bağlantılıdır

ve bizim Teorem 3.8.1 ve 3.8.2” imiz Nadler”in büzülme prensibini geliștirir (Nadler,

1969) ve tek değerli dönüșüm durumunda Banach büzülme prensibini (Banach, 1922)

Kannan büzülme teoremini (Kannan, 1969) Chatterjea’nın büzülme teoremini

(Chatterjea, 1972) ve Bianchini ve Grandolfi’nin sabit nokta teoremini geliștirir.

2) Teorem 3.8.1 ve 3.8.2 Jachymski (Jachymski, 2008) ve Dinevari ve Frigon ’nun

bir grafikle donatılmıș kimi bazı genelleștirilmiș sabit nokta sonuçlarıdır.

3) Teorem 3.8.1 ve 3.8.2 bir grafik versiyonunda Ali ve arkadașlarının Teorem

2.6.4’ün sabit nokta sonuçlarının genelleștirilmiș halidir. (Ali ve ark., 2014)

3.8. α−η−ψ Rasyonel Büzülme Dönüșümleri İçin Sabit Nokta Teoremleri

Bu bölümün amacı α − η tam metrik uzaylarında düzenlenmiș α − η − ψ rasyonel

büzülme dönüșümleri için sabit nokta sonuçlarını olușturmak ve α−η sürekli fonksiyon-

ları ile α − η metrik uzay kavramlarını bașlatmaktadır. Uygulama olarak ψ grafik

rasyonel büzülmeleri için bazı Suzuki tipi sabit nokta teoremleri ile yeni sabit nokta

teoremleri olușturulacaktır.

Lineer olmayan analizin güçlü ve klasik bir aracı olan Banach Büzülme Prensibi

nden biliyoruz ki, ∀ x, y ∈ X için d (fx, fy) ≤ cd (x, y) olmak üzere bir (X, d) tam

metrik uzayında f kendi içine dönüșümü tek bir c ∈ [0, 1) sabit noktasına sahiptir.

O zamandan beri Banach Büzülme Prensibi çeșitli yönlerden genelleștirilmiștir.

2008’de Suzuki, Banach Büzülme Prensibi’nin ilgi çekici bir genellemesi olan ve

ayrıca metrik tamlığını karakterize eden așağıdaki sonucu kanıtlamıștır.

Teorem 3.8.1. (X, d) tam uzayı ile T , X’ de kendi içine dönüșümü verilsin. θ :

[0, 1) → (
1
2
, 1

]
artmayan fonksiyonunu așağıdaki șekilde tanımlayalım.

θ(r) =





1 0 ≤ r ≤
√

5−1
2

ise

(1− r) r−2
√

5−1
2

< r < 2
−1
2 ise

(1 + r)−1 2
−1
2 ≤ r < 1 ise.
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Varsayalım ki r ∈ [0, 1) olsun, öyle ki ∀x, y ∈ X iken

θ (r) d (x, Tx) ≤ d (x, y) iken d (Tx, Ty) ≤ rd (x, y)

olur. Bu bağlamda T ’ in bir sabit noktası mevcuttur Dahası ∀x ∈ X için
n→∞

limT nx =

z dir.(Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.8.2. (X, d) uzayı ile T kendi içine dönüșümü verilsin. Ayrıca kabul

edelim ki α, η : XxX → [0,∞) iki fonksiyon ve ψ ∈ Ψ olsun. Așağıdaki iddiaların

doğru olduğunu kabul edelim:

i (X, d) α− η- tam metrik uzay

ii T , η’ ye göre α−admisssible dönüșüm

iii T , X üzerinde α− η−sürekli dönüșüm

iv α (x0, Tx0) ≥ η (x0, Tx0) olacak șekilde x0 ∈ X vardır.

O halde T bir sabit noktaya sahiptir. (Hussain ve ark., 2014)

İspat. Öyle bir x0 ∈ X alalım ki α (x0, Tx0) ≥ η (x0, Tx0) olsun. {xn} dizisi keyfi

n ∈ N için xn = T nx0 = Txn−1 ile tanımlanır. En az bir tane n ∈ N için xn+1 = xn

ise, x = xn T ’ nin sabit noktasıdır ve böylece kanıt tamamlanmıș olur. Buradan ∀
n ∈ N için xn+1 6= xn olduğunu kabul edelim. T ’ in η’ ya göre α-admissible dönüșüm

ve α (x0, Tx0) ≥ η (x0, Tx0) olmasından

α (xn, xn+1) = α
(
Tx0, T

2x0

) ≥ η
(
Tx0, T

2x0

)
= η (x1, x2)

sonucuna varırız. Bu ișlemin devamından tüm n ∈ N ∪ {0} ler için

α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) = η (xn, Txn) (3.8.47)

elde ederiz. Șimdi (a)’ dan

d (xn, xn+1) = d (Txn−1, Txn) ≤ ψ (M (xn−1, xn)) (3.8.48)
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elde edilir.

M (xn−1, xn) = max{d (xn−1, xn) ,
d (xn−1, Txn−1)

1 + d (xn−1, Txn−1)
,

d (xn, Txn)

1 + d (xn, Txn)
,
d (xn−1, Txn) + d (xn, Txn−1)

2
}

max

{
d (xn−1, xn) ,

d (xn−1, xn)

1 + d (xn−1, xn)
,

d (xn, xn+1)

1 + d (xn, xn+1)
,
d (xn−1,xn+1)

2

}

≤ max

{
d (xn−1,xn) , d (xn, xn+1) ,

d (xn−1, xn) + d (xn,xn+1)

2

}

= max {d (xn−1,xn) , d (xn, xn+1)} (3.8.49)

bu yüzden

M (xn−1, xn) ≤ max {d (xn−1,xn) , d (xn, xn+1)}

dir. Șimdi ψ′ nın azalmayan olușundan

d (xn, xn+1) ≤ ψ {d (xn−1, xn) , d (xn, xn+1)} (3.8.50)

sonucunu buluruz. Șimdi en az bir n ∈ N için

max {d (xn−1, xn) , d (xn, xn+1)} = d (xn, xn+1)

ise o zaman

d (xn, xn+1) ≤ ψ (max {d (xn−1, xn) , d (xn, xn+1)})
= ψ (d (xn, xn+1)) ≤ d (xn, xn+1) (3.8.51)

dir. Bu çelișkidir. Bundan dolayı her n ∈ N için

d (xn, xn+1) ≤ ψ (d (xn−1, xn)) (3.8.52)

elde ederiz. Tümevarımdam

d (xn, xn+1) ≤ ψn (d (x0, x1)) (3.8.53)
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elde ederiz. N ∈ N için ε > 0 sabiti vardır öyle ki

∑
n≥N

ψn (d (x0,x1)) < ε (3.8.54)

dir. m,n ≥ N ile m,n ∈ N olsun. Üçgen eșitsizliği kullanılarak

d (xn, xm) ≤
m−1∑

k=n

d (xk,xk+1) ≤
∑

ψn (d (x0,x1))
n≥N

< ε (3.8.55)

elde edilir. Sonuç olarak lim
m,n→∞

d (xn,xm) = 0 dır. Bundan dolayı {xn} Cauchy olur.

Diğer taraftan (3.8.47)’ den tüm n ∈ N iken α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) olduğunu

biliyoruz. Șimdi X metrik uzayının α−η−tam olușundan n →∞ iken xn → z olmak

üzere z ∈ X vardır. İlavaten T bir α− η sürekli dönüșüm olduğundan n →∞ iken

xn+1 = Txn → Tz dir. z = Tz sağlanmıș oldu.

Örnek 3.8.3. X = (−∞,−2) ∪ [−1, 1] ∪ (2, +∞) olsun.

d (x, y) =





max {|x| , |y|} x 6= y ise

0 x = y ise
(3.8.56)

metriği ile donatılmıștır. T : X → X, α, η : XxX → [0,∞) ve ψ : [0,∞) → [0,∞)

dönüșümleri

Tx =





√
2x2 − 1 x ∈ (−∞,−3] ise

x3 − 1 x ∈ (−3,−2) ise
1
4
x2 x ∈ [−1, 0) ise

1
4
x x ∈ (0, 1] ise

5 + sin πx x ∈ (2, 4) ise

3x3 + ln x + 1 x ∈ [4,∞) ise

(3.8.57)

α (x, y) =





x2 + y2 + 1 x, y ∈ [−1, 1] ise

x2 diğer durumlar

η (x, y) = x2 + y2

ψ (t) =
1

2
t
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olarak tanımlansın. Açıkcası (X, d) tam uzay değil fakat α− η tam metrik uzaydır.

Aslında ∀ n ∈ N için α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) olacak biçimde {xn} Cauchy dizisi

ise ∀ n ∈ N için {xn} ⊆ [−1, 1] dir. ([−1, 1] , d) bir tam uzay olduğundan {xn} dizisi

[−1, 1] de yakınsaktır. α (x, y) ≥ η (x, y) olsun, bu durumda x, y ∈ [−1, 1] dir. Diğer

taraftan her ω ∈ [−1, 1] için Tω ∈ [−1, 1] dir. Bu durumda α (Tx, Ty) ≥ η (Tx, Ty)

dir. T η’ ye göre α-admissible dönüșümdür. n → ∞ iken xn → x ve ∀ n ∈ N
için α (xn+1, xn) ≥ η (xn, xn+1) olacak șekilde {xn} dizisi alınırsa bu durumda ∀
n ∈ N iken {xn} ⊆ [−1, 1] dir. Bundan dolayı {Txn} ⊆ [−1, 1] (Her ω ∈ [−1, 1] için

Tω ∈ [−1, 1] olduğundan) T [−1, 1] de süreklidir. n →∞ iken Txn → Tx dir. Yani T

bir α−η-sürekli dönüșümdür. Açıkcası α (0, T0) ≥ η (0, T0) dır. α (x, y) ≥ η (x, Tx)

olsun. Șimdi eğer x /∈ [−1, 1] ya da y /∈ [−1, 1] ise o zaman x2 ≥ x2 + y2 + 1 olması

y2 + 1 ≤ 0 olmasını gerektiriyorsa bu çelișkidir. O zaman x, y ∈ [−1, 1] dir. Șimdi

așağıdaki durumları dikkate alalım:

i x 6= y ile x, y ∈ [−1, 0] olsun.O halde

d (Tx, Ty) =
1

4
max

{
x2, y2

} ≤ 1

2
max {|x| , |y|} = ψ (d (x, y)) ≤ ψ (M (x, y))

(3.8.58)

dir.

ii x, y ∈ (0, 1] ile x 6= y olsun, bu durumda

d (Tx, Ty) =
1

4
max {|x| , |y|} ≤ 1

2
max {|x| , |y|} = ψ (d (x, y)) ≤ ψ (M (x, y))

(3.8.59)

iii x ∈ (−1, 0) ve y ∈ (0, 1) olsun, o halde

d (Tx, Ty) =
1

4
max

{
x2, y

} ≤ 1

2
max {|x| , |y|} = ψ (d (x, y)) ≤ ψ (M (x, y))

(3.8.60)

dir.

iv x = y ∈ (0, 1] , x = y ∈ (0, 1] ya da x = −1, y = 1 olsun. Bu durumda Tx = Ty

dir. Yani

d (Tx, Ty) = 0 ≤ ψ (M (x, y)) (3.8.61)
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dir. Böylece T bir yeniden α−η−ψ-rasyonel büzülme dönüșümüdür. Buradan

Teorem 3.8.2’ nin tüm koșulları sağlandı ve T bir sabit noktaya sahiptir.

Burada x = 0, T dönüșümünün bir sabit noktasıdır. Teorem 3.8.2’ de her

x, y ∈ X için η (x, y) = 1 seçersek așağıdaki sonucu elde ederiz.(Hussain ve

ark., 2014)

Sonuç 3.8.4. (X, d) uzayı ile T → X ×X dönüșümünü alalım. Ayrıca

α : XxX → [0,∞) bir fonksiyon ve ψ ∈ Ψ olsun. Kabul edelim ki așağıdaki iddialar

doğru olsun.

i (X, d) α−tam uzay

ii T , α-admissible dönüșüm

iii T, X üzerinde bir yeniden düzenlenmiș α− ψ-rasyonel büzülme

iv T , X üzerinde bir α−sürekli dönüșüm

v x0 ∈ X vardır öyle ki α (x0, Tx0) ≥ 1.

Bu bağlamda T’nin bir sabit noktası mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.8.5. (X, d) metrik uzayı ve T, X üzerinde kendi içine dönüșümünü

alalım. Ayrıca α, η : XxX → [0,∞) iki fonksiyon ve ψ ∈ Ψ olduğunu kabul edelim.

Așağıdaki iddiaların doğru olduğunu kabul edelim.

i (X, d), α− η- tam metrik uzayı

ii T , η’ ye göre α−admissble dönüșüm

iii T , X’ de bir yeniden düzenlenmiș α− η − ψ−rasyonel büzülme

iv α (x0, Tx0) ≥ η (x0,Tx0) olacak șekilde x0 ∈ X vardır

v Eğer n →∞ iken xn → x ile α (xn, xn+1) ≥ η (xn, xn+1) olacak șekilde {xn} , X’in

bir dizisi ise her n ∈ N için

η
(
Tx, T 2xn

) ≤ α (Txn, x) ya da η
(
T 2xn, T

3xn

) ≤ α
(
T 2xn, x

)
(3.8.62)
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eșitsizliklerinden biri sağlanır. Bu bağlamda T’nin bir tek sabit noktası mevcuttur.

(Hussain ve ark., 2014)

İspat. α (x0,Tx0) ≥ η (x0, Tx0) olacak biçimde x0 ∈ X vardır. n ∈ N alındığında

xn = T nx0 = Txn−1’ den {xn} , X de bir dizi olsun. Șimdi Teorem 3.9.2’ nin

ispatında olduğu gibi ∀ n ∈ N iken α (xn+1, xn) ≥ η (xn+1, xn)’ e sahibiz. Ek olarak

n → ∞ iken xn → z biçiminde z ∈ X var olup d (z, Tz) 6= 0 dır. (v)’ den ∀ n ∈ N
iken

η
(
Txn−1, T

2xn−1

) ≤ α (Txn−1, z) ya da η
(
T 2xn−1, T

3xn−1

) ≤ α
(
T 2xn−1, z

)

(3.8.63)

eșitsizliklerinden biri sağlanır. Bu taktirde tüm n ∈ N iken

η (xn, xn+1) ≤ α (xn, z) ya da η (xn+1, xn+2) ≤ α (xn+1, z)

eșitsizliklerinden biri sağlanır. Bütün n ∈ N için η (xn, xn1) ≤ α (xn, z) eșitsizliği

sağlansın. Șimdi (a)’dan

d (xnk+1, T z) = d (Txnk
, T z) ≤ ψ(max{d (xnk

, z) ,

d (xnk
, Txnk

)

1 + d (xnk
, Txnk

)
,

d (z, Tz)

1 + d (z, Tz)
,
d (xnk

, T z) + d (z, Txnk
)

2
})

= ψ

(
max

{
d (xnk

, z) ,
d (xnk

, xnk+1)

1 + d (xnk
, xnk+1)

,
d (z, Tz)

1 + d (z, Tz)
,
d (xnk

, T z) + d (z, xnk+1)

2

})

< max

{
d (xnk

, z) ,
d (xnk

, xnk+1)

1 + d (xnk
, xnk+1)

,
d (z, Tz)

1 + d (z, Tz)
,
d (xnk

, T z) + d (z, xnk+1)

2

}

(3.8.64)

dir. Bu eșitsizlikte k →∞ iken limit alırsak

d (z, Tz) ≤ max

{
d (z, Tz)

1 + d (z, Tz)
,
d (z, Tz)

2

}
< d (z, Tz) (3.8.65)

dir. Bu çelișkidir. Buradan d (z, Tz) = 0 olması z = Tz olmasını gerektirir. Benzer

bir yöntemle ∀n ∈ N için

N iinη (xn+1, xn+2) ≤ α (xn+1, z) ise z = Tz olduğunu elde ederiz.
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Örnek 3.8.6. X = (0,∞) olsun. X’ i genel metrik ile donatalım. T : X → X,

α, η : XxX → [0,∞) ve ψ : [0,∞) → [0,∞) dönüșümleri

Tx =





√
x2+1

sin x+cos x+3
x ∈ (0, 1) ise

1
16

x2 + 1 x ∈ [1, 2] ise
x3+1√
x2+1

x ∈ (2,∞) ise

(3.8.66)

α (x, y) =





1
2

x, y ∈ [1, 2] ise

0 diğer durumlar

η (x, y) =
1

4

ψ (t) =
1

4
t

olarak tanımlansın. (X, d)’ nin tam metrik uzay olmadığına dikkat edelim. Fakat

bir α− η tam metrik uzaydır. Aslında bütün n ∈ N iken α (xn,xn+1) ≥ η (xn, xn+1)

olacak biçimde {xn} dizisi Cauchy oluyorsa, tüm n ∈ N, alındığında {xn} ⊆ [1, 2]

dir. ([1, 2] , d) bir tam metrik uzay olduğundan {xn} dizisi [1, 2] ⊂ X’ de yakınsaktır.

α (x, y) ≥ η (x, y) olsun. Bu durumda x, y ∈ [1, 2] dir. Diğer taraftan her ω ∈ [1, 2]

için Tω ∈ [1, 2] dir. O zaman α (Tx, Ty) ≥ η (Tx, Ty) dir. Yani T , η’ ye göre

α-admissible dönüșümdür. Eğer n →∞ iken xn → x ile α (xn, xn+1) olacak biçimde

{xn} , X’ de bir Cauchy dizisiyse ∀ n ∈ N alındığında Txn, T
2xn, T 3xn ∈ [1, 2] olur.

Bașka bir ifade ile tüm n ∈ N için ψ

η
(
Txn, T 2xn

) ≤ α (Txn, x)

η
(
T 2xn, T 3xn

) ≤ α
(
T 2xn, x

)
(3.8.67)

eșitsizliklerinden biri sağlanır. Açıkcası α (0, T0) ≥ η (0, T0) dir. α (x, y) ≥ η (x, Tx)

olsun. Șimdi eğer x /∈ [1, 2] ya da y /∈ [1, 2] oluyorsa o zaman 0 ≥ 1
4
dür. Bu çelișkidir.
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Bu yüzden x, y ∈ [1, 2] dir. Öyleyse

d (Tx, Ty) =
1

16

∣∣x2 − y2
∣∣ =

1

16
|x− y| |x + y|

≤ 1

4
|x− y|

=
1

4
d (x, y)

≤ 1

4
M (x, y)

= ψ (M (x, y)) (3.8.68)

dir. O halde T bir yeniden düzenlenmiș α− η − ψ rasyonel büzülme dönüșümüdür.

Buradan Teorem 3.9.5 in tüm koșulları sağlanır. Dolayısıyla T sabit noktaya sahiptir.

Burada x = 8 − 2
√

14, T ’ in sabit noktasıdır. Teorem 3.8.5’de her x, y ∈ X

alındığında η (x, y) = 1 alırsak, așağıda verilen sonucu elde ederiz. (Hussain ve

ark., 2014)

Sonuç 3.8.7. (X, d) metrik uzayı ile X üzerinde X kendi içine dönüșümü verilsin.

İlaveten α : XxX → [0,∞) bir fonksiyon ve ψ ∈ Ψ olduğunu kabul edelim.

Așağıdaki önermelerin doğru olduğunu kabul edelim:

i (X, d) α−tam uzay

ii T , α−admissible dönüșüm

iii T, X üzerinde bir yeniden düzenlenmiș α− ψ−rasyonel büzülme dönüșümüdür

iv α (x0, Tx0) ≥ 1 olacak biçimdex0 ∈ X vardır

v Eğer n →∞ iken xn → x ile α (xn, xn+1) ≥ 1 olacak șekilde {xn} , X’ in bir dizisi

ise her n ∈ N için

α (Txn, x) ≥ 1 ya da α
(
T 2xn, x

) ≥ 1

sağlanır.

Bu durumda T ′nin sabit noktası vardır. (Hussain ve ark., 2014)
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Sonuç 3.8.8. (X, d) metrik uzayı, T, dönüșümü sürekli olsun. Burada T ’ in yeniden

düzenlenmiș rasyonel büzülme dönüșümü olduğunu kabul edelim. Yani ψ ∈ Ψ iken

∀x, y ∈ X, d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))

dir. Bu zaman T sabit noktaya sahiptir. (Hussain ve ark., 2014)

Sonuç 3.8.9. (X, d) metrik uzayı ile X üzerinde T kendi içine dönüșümü verilsin.

T ’ nin așağıdaki rasyonel eșitsizlikleri sağladığını kabul edelim

∀x, y ∈ X, d (Tx, Ty) ≤ r (M (x, y))

dir. 0 ≤ r ≤ 1 ve

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir. O halde T ’ in bir sabit noktası vardır. (Hussain ve ark., 2014)

3.9. Suzuki Tipi Sabit Nokta Sonuçları

Teorem 3.9.1. (X, d) metrik uzayı tam ve T → X ×X

bir sürekli dönüșüm olmak koșuluyla bütün x, y ∈ X alındığında

d (x, Tx) ≤ d (x, y) için d (Tx, Ty) ≤ rM (x, y) (3.9.69)

olacak biçimde r ∈ [0, 1) olduğunu kabul edelim. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Tx) + d (y, Tx)

2

}

(3.9.70)

dir. Bu bağlamda T’nin sabit noktası tektir. (Hussain ve ark., 2014)

İspat. α, η : XxX → [0,∞) ve ψ : [0,∞) fonksiyonları keyfi x, y ∈ X alındığında

α (x, y) = d (x, y) , η (x, y) = d (x, y) (3.9.71)
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șeklinde tanımlansın ve 0 ≤ r < 1 için

ψ (t) = r (t) olsun. ∀x, y ∈ X iken η (x, y) ≤ α (x, y) olduğu açıktır. Yani Teorem

3.9.2 nin (i)− (v) koșulları sağlanır. η (x, Tx) ≤ α (x, y) olsun. O zaman

d (x, Tx) ≤ d (x, y) dir. Șimdi 3.9.69’dan d (Tx, Ty) ≤ rM (x, y) = ψ (M (x, y)) .

Yani T, X kümesi üzerinde yeniden düzenlenmiș α−η−ψ-rasyonel büzülme dönüșümüdür.

Teorem 3.8.2’ nin tüm koșulları sağlanır ve T sabit noktaya sahiptir. Sabit noktanın

tekliği (3.9.69)’dan rahatlıkla bulunur

.

Sonuç 3.9.2. (X, d) uzayı ile X üzerindeki bir T sürekli kendi içine dönüșümü

verilsin. Bütün x, y ∈ X alındığında

d (x, Tx) ≤ d (x, y) iken d (Tx, Ty) ≤ rd (x, y)

biçiminde r ∈ [0, 1) vardır.Dolayısıyla T tek sabit nokta içerir. (Hussain ve ark.,

2014)

Șimdi T ′ nin sürekliliğini kullanmadan așağıdaki Suzuki tipi sabit nokta teoremini

ispatlayalım.

Teorem 3.9.3. (X, d) tam metrik uzay ve T , T → X × X dönüșümü verilsin

p : [0, 1) → (
1
2
, 1

)
artmayan dönüșümü

p (r) =
1

1 + r
(3.9.72)

olarak tanımlansın. ∀ x, y ∈ X alındığında

p (r) d (x, Tx) ≤ d (x, y) iken

d (Tx, Ty) ≤ rd (x, y) (3.9.73)

koșulunu sağlayan r ∈ [0, 1) vardır. O halde T tek bir sabit nokta içerir. (Hussain

ve ark., 2014)
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İspat. ∀ x, y ∈ X ile 0 ≤ r < 1 alındığında α, η : XxX → [0,∞) ve ψ : [0,∞) →
[0,∞) fonksiyonları

α (x, y) = d (x, y)

η (x, y) = p (r) d (x, y)

ψ (t) = rt (3.9.74)

olarak tanımlansın. ∀ x, y ∈ X iken p (r) d (x, y) ≤ d (x, y) den bütün x, y ∈ X

alındığında η (x, y) ≤ α (x, y) dir. Yani Teorem 3.8.5’ in (i)− (iv) șartları doğrudur.

n →∞ iken xn → x ile {xn} dizi olsun. Her n ∈
N alındığında p (r) d (Txn, T

2xn) ≤ d (Txn, T 2xn) den, sonra (3.9.73)’den her n ∈ N
iken

d
(
T 2xn, T

3xn

) ≤ rd
(
Txn, T 2xn

)
(3.9.75)

elde ederiz.

η
(
Txn0 , T

2xn0

)
> α (Txn0 , x)

η
(
T 2xn0 , T

3xn0

)
> α

(
T 2xn0 , x

)
(3.9.76)

olacak șekilde n0 ∈ N vardır. O halde

p (r) d
(
Txn0 , T

2xn0

)
> d (Txn0 , x)

p (r) d
(
T 2xn0 , T

3xn0

)
> d (Txn0 , x) (3.9.77)

dır ve ayrıca (3.9.75)’den

d
(
Txn0 , T

2xn0

) ≤ d (Txn0 , x) + d
(
T 2xn0 , x

)

< p (r) d
(
Txn0 , T

2xn0

)
+ p (r) d

(
T 2xn0 , T

3xn0

)

≤ p (r) d
(
Txn0 , T

2xn0

)
+ rp (r) d

(
Txn0 , T

2xn0

)

= p (r) (1 + r) d
(
Txn0 , T

2xn0

)

= d
(
Txn0 , T

2xn0

)
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elde ederiz. Bu çelișkidir. Buradan ∀ n ∈ N için

η
(
Txn, T 2xn

) ≤ α (Txn, x)

ya da

η
(
T 2xn, T

3xn

) ≤ α
(
T 2xn, x

)
(3.9.78)

eșitsizliklerinden biri sağlanır. Yani Teorem 3.8.5’ in (v) koșulu sağlanır.

η (x, Tx) ≤ α (x, y)

olsun. Bu sebepten

p (r) d (x, Tx) ≤ d (x, y)

dir. (3.9.73)’ den

d (Tx, Ty) ≤ rd (x, y) ≤ rM (x, y) = ψ (M (x, y))

elde ederiz. Teorem 3.8.5’ in bütün koșulları sağlandığından T sabit noktaya sahiptir.

Sabit noktanın tekliği kolayca elde edilir.

3.10. Büzülme Grafikleri İçin Sabit Nokta Sonuçları

Teorem 3.10.1. (X, d) bir G grafiğiyle donatılmıș metrik uzayı ile T → X × X

dönüșümü verilsin. Așağıdaki koșulların sağlandığını kabul edelim:

i Tüm x, y ∈ X iken (x, y) ∈ E (G) ⇒ (T (x) , T (y)) ∈ E (G)

ii (x0, Tx0) ∈ E (G) olacak șekilde xo ∈ X vardır

iii Tüm (x, y) ∈ E (G) iken

d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))
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olacak șekilde (x, y) ∈ E (G) vardır, burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir.

iv T dönüșümü G-süreklidir.

v Eğer bütün n ∈ N alındığında (xn, xn+1) ∈ E (G) ile {xn} , X de bir Cauchy dizisi

ise, {xn} , X de yakınsaktır.

Bu bağlamda T’nin bir tek sabit noktası mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)

İspat. α : X2 → [0,∞) dönüșümünü

α (x, y) =





1 (x, y) ∈ E (G) ise

0 diğer durumlarda

olarak ifade edilsin İlk olarak T ’ nin α-admissible dönüșüm olduğunu ispat edelim.

(x, y) ∈ E (G) den α (x, y) ≥ 1 dir. (i)’ den (Tx, Ty) ∈ E (G) elde ederiz. Yani

α (Tx, Ty) ≥ 1 dir. Bu nedenle T bir α-admissible dönüșümdür. O zaman

n →∞ iken xn → x, (xn, xn+1) ∈ E (G) , ∀n ∈ N için Txn → Tx

olmasını sağlar. Bu da T ’ nin (X, d) üzerinde α-sürekli olduğunu ima eder. (ii)’

den (x0,Tx0) ∈ E (G) olacak șekilde x0 ∈ E (G) vardır. Yani α (x0, Tx0) ≥ 1 dir.

(x, y) ∈ E (G)’ den, α (x, y) ≥ 1 olsun. (iii)’ den d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y)) elde

edilir. Yani

α (x, y) ≥ 1 ⇒ d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))

dir. (v) koșulundan (X, d) bir α-tam metrik uzaydır. Bundan dolayı Sonuç 3.8.4’

ün koșulları sağlanır ve T sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.10.2. Bir G grafiği ile donatılmıș (X, d) tam uzayı ile X kümesinde bir

T kendi içine dönüșümü verilsin. Așağıdaki iddiaların sağlandığını kabul edelim:

i ∀ x, y ∈ X, (x, y) ∈ E (G) =⇒ (T (x) , T (y)) ∈ E (G)
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ii (x0, Tx0) ∈ E (G) olacak biçimde x0 ∈ X vardır

iii ∀ (x, y) ∈ E (G) alındığında d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y)) olacak șekilde ψ ∈ Ψ

vardır. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir.

iv T , G süreklidir.

Öyleyse T nin bir sabit noktası vardır. (Hussain ve ark., 2014)

Teorem 3.10.3. Bir G grafiği ile donatılmıș (X, d)metrik uzayı ile X üzerinde bir

T kendi içine dönüșümü verilsin. Așağıdaki koșulların sağlandığını kabul edelim:

i Bütün x, y ∈ X için (x, y) ∈ E (G) =⇒ (T (x) , T (y)) ∈ E (G)

ii (x0, Tx0) ∈ E(G) olacak șekilde x0 ∈ X vardır

iii Bütün (x, y) ∈ E (G) için

d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))

eșitsizliğini sağlayacak șekilde ψ ∈ Ψ vardır. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dır.

iv Eğer {xn} dizisi n → ∞ iken xn → x ile (xn, xn+1) ∈ E (G) olacak șekildeyse o

zaman her n ∈ N için

(Txn, x) ∈ E (G) ya da
(
T 2xn, x

) ∈ E (G)

sağlanır.
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v Eğer {xn} , X’ de ∀ n ∈ N için (xn, xn+1) ∈ E (G) ile birlikte bir Cauchy dizisi

ise, o zaman {xn} , X’ de yakınsaktır ya da (X, d) bir tam metrik uzayıdır.

Öyleyse T nin bir sabit noktası mevcuttur (Hussain ve ark., 2014)

(X, d,≤) kısmi sıralı metrik uzay olsun. G grafiğini

E (G) : {(x, y) ∈ XxX : x ≤ y}

den tanımlayalım. Bu grafik için Teorem 3.10.1’in (i) koșulu T ’ nin bu sıralamaya

göre artmayan olduğu anlamına gelir.(Ciric ve ark., 2011) Böylelikle Teorem 3.10.1

ve 3.10.3 den kısmi sıralı metrik uzaylarda așağıdaki önemli sonuçlar bulunur.

Teorem 3.10.4. (X, d,≤) kısmi sıralı metrik uzayı ile T → X × X dönüșümü

verilsin. Așağıdaki șartların sağlandığını kabul edelim:

i T azalmayan bir dönüșüm

ii x0 ≤ Tx0 olacak biçimde x0 ∈ X vardır

iii Bütün x ≤ y ler için

d (Tx, Ty) ≤ ψ(M (x, y))

olacak biçimde ψ ∈ Ψ vardır. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d(x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d(y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir.

iv Verilen x ∈ X ve {xn} dizisi için n → ∞ iken xn → x, x ≤ xn+1, ∀n ∈ N iken

Txn → x vardır ya da T süreklidir.

v Eğer {xn} ∀ n ∈ N için xn ≤ xn+1 ile X ′ de bir Cauchy dizisi oluyorsa {xn} , X’

de yakınsaktır veya (X, d) tam metrik uzayıdır.

Bu bağlamda T’nin bir sabit noktası mevcuttur. (Hussain ve ark., 2014)
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Sonuç 3.10.5. (X, d,≤) kısmi sıralı tam metrik uzayı ile T : X → X en az bir

tane x0 ≤ Tx0 olacak șekilde sürekli azalmayan dönüșümü verilsin. Kabul edelim ki

0 ≤ r ≤ 1 iken tüm x, y ∈ X , x ≤ y iken

d (Tx, Ty) ≤ rd (x, y)

olduğu durumda T bir sabit noktaya sahiptir. (Ran and Reurings, 2004)

Teorem 3.10.6. (X, d,≤) bir kısmi sıralı uzayı ile X de bir T kendi içine dönüșümü

verilsin. Așağıdaki koșulların sağlandığını kabul edelim:

i T azalmayan dönüșümdür

ii x0 ≤ Tx0 șeklindeki x0 ∈ X vardır

iii Bütün x ≤ y için

d (Tx, Ty) ≤ ψ (M (x, y))

olacak biçimde ψ ∈ Ψ vardır. Burada

M (x, y) = max

{
d (x, y) ,

d (x, Tx)

1 + d (x, Tx)
,

d (y, Ty)

1 + d (y, Ty)
,
d (x, Ty) + d (y, Tx)

2

}

dir.

iv Eğer {xn} n →∞ iken xn → x ile xn ≤ xn+1 olacak șekilde bir dizi ise o zaman

Txn ≤ x ya da T 2xn ≤ x

eșitsizliği her n ∈ N için sağlanır.

v Eğer ∀n∈ N alındığında xn ≤ xn+1 ile {xn} , X üzerinde Cauchy ise, o zaman

{xn} , X de yakınsaktır ya da (X, d) bir tam metrik uzaydır.

O halde T ’nin bir sabit noktası vardır. (Hussain ve ark., 2014)
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4. İNTEGRAL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜNÜN VARLIĞINA

UYGULAMA

Sıralı metrik uzaylardaki monoton operatörler için sabit nokta teoremleri geniș çapta

araștırılmıș ve diferensiyel ve integral denklemlerinde çeșitli uygulamalar bulunmuștur.

(Agarwal ve ark., 2012), (Hussain ve ark., 2010)

Bu bölümde sonucumuzu bir integral denklemin çözümünün varlığına uygulayacağız.

X = C ([0, T ] ,R), [0, T ] aralığında tanımlı gerçel sürekli fonksiyonların kümesi olsun

ve ∀x, y ∈ X iken d : XxX → R+

d (x, y) = ‖x− y‖∞ (4.0.79)

șeklinde tanımlayalım. O zaman (X, d) tam metrik uzaydır. Ayrıca kabul edelim ki

bu metrik uzay bir G grafiği ile donatılmıș olsun. İntegral denklemi așağıdaki gibi

düșünelim

x (t) = p (t) +

T∫

0

S (s) f (s, x (s)) ds (4.0.80)

ve F : X → X

F (x) (t) = p (t) +

T∫

0

S (t, s) f(s, x (s)) dx (4.0.81)

olarak tanımlansın. Varsayalım ki

A f : [0, T ]× R→ R süreklidir

B p : [0, T ] → R süreklidir

C S : [0, T ]× R→ [0, +∞) süreklidir

D ψ ∈ Ψ var öyle ki ∀s ∈ [0, T ] için → [0, T ) için

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ E (G) =⇒ (F (x) , F (y)) ∈ E (G) (4.0.82)

∀x, y ∈ X, (x, y) ∈ E (G) =⇒ 0

≤ f (s, x (s))− f (s, y (s))
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≤ ψ(max{ |x (s)− y (s)|
1 + |x (s)− y (s)| ,

|x (s)− F (x (s))|
1 + |x (s)− F (x (s))| ,

|y (s)− F (y (s))| , 1

2
[|x (s)− F (y (s))|+ |y (s)− F (x (s))|]})

E (x0, F (x0)) ∈ E (G) olacak șekide x0 ∈ X vardır.

F Eğer n → ∞ iken xn → x iken (xn, xn+1) ∈ E (G) olacak șekilde {xn} dizi, o

zaman ∀ n ∈ N iken

(Fnx, x) ∈ E (G) ya da
(
F 2nx, x

) ∈ E (G) (4.0.83)

sağlanır.

G Bütün t’ ler için
T∫
0

S(t, s)ds ≤ 1 dir.

Teorem 4.0.7. (A)-(G) varsayımları altında integral denklemi (4.0.80) X = C ([0, T ] ,R)

de bir çözüme sahiptir.(Hussain ve ark., 2014)

İspat. (4.0.81)’ de tanımlanan F : X → X dönüșümünü dikkate alalım. (x, y) ∈
E (G) olsun. (D)’ den

|F (x) (t)− F (y)t| =

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

S(t, s) [f(s, x (s))− f (s, y (s))] ds

∣∣∣∣∣∣

≤
T∫

0

S(t, s) | f (s, x (s))− f (s, y (s))| ds

≤
T∫

0

S(t, s)ψx(max{|x (s)− y (s)| , |x (s)− F (x (s))|
1 + |x (s)− F (x (s))| ,

|y (s)− F (y (s))|
1 + |y (s)− F (y (s))| ,

1

2
[|x (s)− F (y (s))|+ |y (s)− F (x (s))|]})ds

≤



T∫

0

S(t, s)ds


 ψx(max{‖x (s)− y (s)‖ ,

‖x (s)− F (x (s))‖
1 + ‖x (s)− F (x (s))‖ ,

‖y (s)− F (y (s))‖
1 + ‖y (s)− F (y (s))‖ ,

1

2
[‖x (s)− F (y (s))‖+ ‖y (s)− F (x (s))‖]})

sonucunu çıkarırız.O zaman

‖Fx − Fy‖∞
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ψ(max{‖x (s)− y (s)‖ ,
‖x (s)− F (x (s))‖

1 + ‖x (s)− F (x (s))‖ ,
‖y (s)− F (y (s))‖

1 + ‖y (s)− F (y (s))‖ ,

1

2
[‖x (s)− F (y (s))‖+ ‖y (s)− F (x (s))‖]})

Yani (x, y) ∈ E (G) olması

‖Fx − Fy‖∞
≤ ψ(max{‖x− y‖∞ ,

‖x− F (x)‖∞
1 + ‖x− F (x)‖∞

,
‖y − F (y)‖∞

1 + ‖y − F (y)‖∞
,

1

2
[‖x− F (y)‖∞ + ‖y − F (x)‖∞]})

olduğunu ima eder.

Teorem 3.10.4 ün bütün hipotezlerinin sağlandığını kolaylıkla görürüz ve buradan F

dönüșümü (4.0.80) integral denkleminin X = C ([0, T ] ,R) de çözümü olan bir sabit

noktaya sahiptir.
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