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1. GIRIS

Fraktal; matematikte, cogunlukla kendine benzeme 6zelligi gosteren karmagik
geometrik sekillerin ortak adidir. Ilk matematiksel fraktal kavrami 1861 yilinda
Karl Weierstrass tarafindan stirekli fakat hicbir noktada diferensiyellenebilir
olmayan, yani koge noktalarindan olugan bir egri tizerindeki degigimleri aragtirken
bulunmug ve ortaya konulmustur. Bundan dolayi, bu geometrik gekillere
parcalanmig ya da kirilmig anlamina gelen Latince “fractus” sozcligiinden
esinlenerek fraktal denilmigtir. Karl Weierstrass’in bu bulugundan sonra
matematik anlamda ilk calisilan fraktal, Cantor kiimesi olmustur. Daha sonralari
Sierpinski, Von Koch ve Peano gibi matematikciler tarafindan fraktallar
olugturulmustur. Bu olusturulan fraktallar ilk zamanlarda matematik¢ilerin
dikkatini ¢ekmesede son yillarda bilgisayar ile gortintiilerinin elde edilmesinden
sonra dikkatleri daha fazla fizerlerine cekmislerdir. Ozellikle Cantor kiimesi
tanmimlama ve goriiniis acgisindan digerlerinden daha az gosterigli olmasina ve
digerlerine gore dogal yoruma daha uzak olmasina ragmen oldukc¢a onemlidir.
(unkii, matematigin pek ¢ok alaninda ozellikle Kaotik Dinamik Sistemlerde
onemli rol oynadigl ve pek g¢ok fraktallar (Julia kiimeleri gibi) i¢in de gerekli
bir model oldugu gortlmektedir.

Fraktallarin onemli bir oOzelligi kendine benzerliktir. Hemen hemen tiim
fraktallarda kendine benzerlik ozelligi vardir ya da en azindan tiimiiyle kendine
benzer olmamakla birlikte, cogu bu ozelligi tagir. Kendine benzer bir cisimde,
cismi olugturan parcalar ya da bilegenler cismin biitiiniine benzerdir. Bundan
dolay1 fraktallarda ayrintilar ya da desenler giderek kiiciilen olceklerde yinelenir
ve tlimiiyle soyut nesnelerde sonsuza degin siirebilir; oyle ki, her parcanin her
bir parcast biiytutiildiigiinde, gene cismin biitliniine benzerdir. Bu, fraktallarin

tanimlanmasinda da kullanilan ¢ok onemli bir 6zelliktir.



Fraktallarin bir bagka onemli ozelligi de, boyut kavramidir. Ciinkii; boyut,
fraktallar i¢in bir karakteristik (ayirt edici) 6zelliktir. Klasik geometride, geometrik
sekiller i¢in uzunluk kavrami bir ayirt edici o6zellik olabilirken fraktallar icin
olmamaktadir. Bunun sebebi ise; dogru pargalarindan olugsmus bir fraktalin
uzunlugunu 6l¢gmek istedigimizde, fraktalin uzunlugu hep sonsuz ¢ikmasidir. Bu
durum dogru parcalarindan olugsmug her fraktal icin aym olacagindan uzunluk
kavrami fraktallar i¢in bir ayirt edici ozellik olmamaktadir. Fakat fraktal boyut
degeri ise, cisim ne kadar biiyitiiliirse biiytitiilsiin hep aynmi kalmakta ve her
bir fraktal i¢in ayr1 deger almaktadir. Fraktal boyutunun bir diger dikkat ¢eken
ozelligi ise topolojik boyutlar gibi tamsay1 degerler degil de reel degerler almasidir.
Hatta bir fraktalin fraktal boyutu her zaman topolojik boyutunu agmaktadir.
Boylece; fraktal boyut da fraktallarin tanmimlanmasinda onemli bir ozellik
olmaktadir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu caligmada fraktal geometrinin en
onemli ayirt edici 6zelliklerinden biri olan fraktal boyut ile ilgili iyi bir literatiir
taramasi yapilarak fraktal boyutun anlasilmasi ve hesaplanmasi agik bir sekilde
ortaya konmaya caligilmigtir. Bunun i¢in tezin ikinci bolimiinde boyut kavrami
hem topolojik olarak hem de fraktal olarak detayl bir sekilde incelemistir. Son
boliimde ise dogrudan hesaplanmasinin zor oldugu durumlarda dolayli yollardan

fraktal boyutun nasil hesaplanacagi ifade edilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim 2.0.1. A C R olsun. Her xeA i¢in x > a olacak sekilde bir a reel saiyuist
varsa A kiimesine alttan sinarlidir, a sayisina da A mn bir alt swnary denir.
Benzer olarak, A min her x elemans i¢in x < b olacak sekilde bir b reel sayist varsa
A kiimesi istten swnarlidar, b sayisina da A nan bir st simary denir. Alttan ve

ustten sinarle olan kimeye, swnarle kiime denir/6].

Tamm 2.0.2. Ustten sinarh bir A kiimesinin tist sunarlarian en kicidine A nin
en kiictik tst sinir: veya supremumu denir, sup A veya ekiis(A) ile gosterilir.
Alttan sinarl bir A kiimesinin alt sinarlarinin en biyigine de A nin en biiyuk

alt swnary veya infimumu denir, inf A veya ebas(A) ile gosterilir[6].

Tanim 2.0.3. A ve B iki kime olsun. Eger A dan B ye birebir orten bir f

fonksiyonu varsa A ile B denktir denir ve A =~ B ile gdsterilir[6].

Tanmim 2.0.4. Bir A kimesinin eleman sayisina o kimenin kardinali denir ve

cardA wveya |A| ile gosterilir. Ayrica [N| = Rq ve |R| = ¢ ile gosterilir.

A ile B kiimeleri arasimndaki denklik kardinalite kavrami ile de ifade edilir.
Eger A ~ B ise A kiimesi ile B kiimesinin kardinalitesi esittir denir, |[A| = |B| ile

gosterilir.

Tanim 2.0.5. A bir kiime olsun. Eger A =~ {1,2,...,n} olacak sekilde bir n dogal

sayst varsa A kimesi sonludur denir. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime
aduv verilir[6].
Tanim 2.0.6. S bir kiime olsun. Eger f : S — N ye bire-bir dontsim var ise

S kiimesine sayilabilir denir. Ayrica sonlu her kime saylabilirdir.

Tamim 2.0.7. X bostan farkly bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X)
in bir altkimesi olsun. Asagqidaki ozelliklert saglayan T ailesine X dzerinde bir

topoloji denir.



t1> @, XET,

ty) T ya ait sonlu saydaki elemanlarin arakesiti yine T ya aittir; yani

Al,AQ, ,An cT Z?Zn ﬂAl €T,
i=1
ts) T ya ait keyfi saydaki elemanlarin birlesimi yine T ya aittir; yani

V{Ai},c; C 7oigin JA; €1 dor.

iel
T nun elemanlarma X in  ac¢ik alt kimleri, (X,7) c¢iftine

topolojik uzay denir. X kimesinin elemanlarina da (X,7) veya kisaca X

topolojik uzayimin noktalary denir/8].

Tanim 2.0.8. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X e gére timleyeni agik olan

kiimeye, T topolojisine gore kapalr kiime denir, yani
K C X kapalh — K¢ =X \K €1 acik

olmasidir([8].

Tanim 2.0.9. (X, 7) topolojik uzay ve 5 C T olsun. T topolojisinin her elemani 3
mn  elemanlarimin  her hangi bir birlesimi olarak yazlabiliyor ise, f ya T

topologisinin bir tabana (bazi) denir, yani
* B, 7 icin bir taban <= VA € 7 icin 30 C § alt ailesi var > A = BU(;B dir.
€
veya

* B, T i¢in bir taban <= VA € 7 ve Va € A igin 4B, €  var 5 A = UAB“
ac

dir[8].

Tanim 2.0.10. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kiimesini kapsayan
bir U acik kiimesinin her N st kiimesine, A kimesinin komsulugu, x noktasim

iceren U agik altkimesine de x in agik komsulugu denir[8].



Tanmim 2.0.11. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kimesinin bitin

agik alt kiimelerin birlesimine A kiimesinin i¢t denir ve A ile gosterilir[8].

Tanim 2.0.12. (X, 1) bir topolojik uzay, A C X ve k ise, T topolojisine gore
kapallar ailesi olsun. A kiumesini kapsayan k ya ait bitin kapale kiimelerin
ka = {K CX:ACK ve K €k} arakesitine A kiimesinin kapanist denir ve

A ile gosterilir, yani,

A=n{KCX:ACK, Kck}= N

Kekap

dur[8].

Tanim 2.0.13. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kimesinin i¢ine
ve digina ait olmayan noktalarn kimesine A nin sinary denir ve ((veya v € X
noktasinin istenildigi kadar kictuk bir komsulugu alindiginda, bu komsuluk i¢inde
hem A nan igine hem de A nin disina ait noktalar bulunuyorsa, x noktasina A

nin bir sinwr noktasy denir ve bitin sinwr noktalarimn kimesi )
8A:{x€X: r¢ A v6x¢Ac}
ile gosterilir/8].

Tanmim 2.0.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x noktasini icermeyen
X wzaynin kapalr her K kiimesi ile x noktasinin ayrik komsuluklar: varsa, yani;
r € X ve VK C X kapal, v ¢ K i¢in AN € N(z) ve IM € N(K) varsa ve

5 NN M =0 ise, X uzayina x noktasinda diizenli(regiler) uzay denir/8].

Tanim 2.0.15. Bos olmayan bir X kimesi ve X x X den R nin i¢ine tanimlanan
bir d fonksiyonu asaqidaki sartlary sagliyorsa, d ye X tizerinde bir metrik, (X, d)
ikilisne de metrik uzay denir[8].

Vr,y,z € X i¢in

ml) d($7y> Z Oa



ms) d(z,y) =0 <=z =y,

mg) d(z,y) = d(y, z),

my) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

Tanim 2.0.16. X bir metrik uzay, x € X ve 6 > 0 olsun. Buna gore;
Bs(z) ={y € X : d(z,y) < 0}

kiimesine x merkezli  yaricapl agik yuvar
Bs(z) ={y € X : d(z,y) < 6}

kiimesine de x merkezli 0 yarigapl kapaly yuvar denir[1].

Tanim 2.0.17. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Baz § > 0 ig¢in
Bs(x) C A olacak sekildeki x noktasina A kimesinin bir i¢ noktasy denir. Eger

A kimesinin her noktasi bir i¢ nokta ise, A ya bir agik kime denir[1].

Tanim 2.0.18. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X e gore tumleyeni agik olan

kiimeye, T topolojisine gore kapali kiime denir, yani
K C X kapalh < K¢ = X\K € 7 agik
1se T topolojisne gore X in butin kapalilar ailes:
k={K C X :K kapah & K € 7}
ile gosterilir/8].

Tanim 2.0.19. Bir metrik uzaywn bir alt kimesi hem acik hem de kapali ise, bu

alt kimeye kapacgik kiime denir[1].

Tamim 2.0.20. (s,,) bir reel sayr dizisi olsun. Ve > 0 i¢in (s,) dizisinin sonlu
sayrdaki terimleri harig diger bitin terimleri bir s reel sayisinin e—komsulugunda
bulunuyorsa (s,) dizisinin limiti s dir ( veye s ye yakinsaktar ) denir ve

lim s, = s veya (s,) — s

6



seklinde gdsterilir[16].

Tanim 2.0.21. (X,d) bir metrik uzay olsun. Ye > 0 sayist ve verilen bir (s,)

|sm — sn| < €
olacak sekilde bir N tamsayist varsa, (s,) dizisine Cauchy dizist adu verilir[10].

Tanmim 2.0.22. Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam

uzay denir[10].

Tanim 2.0.23. X metrik uzay tzerinde tanvmiy bir f reel degerli fonksiyon icin;

lim f(z) = 51i_r)n0(inf{f(x) 0<x<0})

z—0

ye f nin xo noktasindak: alt limat

Iim f(z) = lim (sup {f(x) : 0 <2 < 0})

ye f nin xo noktasindaki Gst limit olarak tanimlaner/2].

Tamm 2.0.24. Iy = [0,1] C R ve m > 2 olsun. I,,, n. adimdaki kapali araliklar
kumesint  gostersin. 1, arabiklarindan 1,44 araliklar, her  bir
adimdaki kapalr araliklar 2m-1 parcaya bolinip i¢ kisimlardaki m-1 parcanin

cikarilip atilmas ile elde edilmek tizere;

Cmel = ﬂ [n
n=1

kumesine Cy,,—1 kantor kiimest denir.

Tanim 2.0.25. U C R” de bos olmayan bir kiime olsun.
U =sup{lz —y|: 2,y € U}

ifadesine U kiimesinin ¢apt denir[2)].



Tanim 2.0.26. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Buna gore; v € X,y € A
ve 6 > 0 i¢in;

As={x:|lx—y| <, banny € A igin}
ifadesine A man 0—komsulugu denir[1].

Tanim 2.0.27. F' C R” kimesi, bos kumeden farkly bir kuime olsun. Herhangi bir

0 < |U;| <9 olacak sekilde sonlu(veya saylabilir) bir {U;} ailesi i¢in,

olacak sekilde bir orti var ise, bu ortiye F' in d—értist denir[2].

Tanim 2.0.28. D, R™ min kapalr bir alt kumest ve 0 < ¢ < 1 olmak tzere,
Ve,y € D i¢in
15(z) = S(y)| < e |z -yl

sartiny saglayan S : D — D dontustimine D kiimesi tzerinde bir btiztilme

(contraction) ve
|S(z) = S(y)| = c. |z -yl

olmast halinde ise, benzerlik biizilmesi denir[2].

Tanim 2.0.29. (X, d) metrik uzay, A, B C X olacak sekilde A ve B iki farklh

kiime olsun. Buna gore,

d(A,B) =1inf{d : A C Bs ve B C As}

seklinde tanimlanan metrige Hausdorff metrigi denir[1].

Tanim 2.0.30. X bir kiime olsun. X in bir A sinufi igin

1. X e A,

2. Her Ae A i¢in A°= X \A€ A,



3. k=1,2,...ni¢in Ay e A= |JAr € A,
k=1

ozellikleri saglanirsa bu A simfina X tzerinde bir cebir, eger (3.) yerine

Her k e Nigin Ay, e A= |JAr e A
k=1

sarty saglamirsa A cebirine bir o— cebir denir[6).

Tamim 2.0.31. X bir kime ve A da X dzerinde bir o—cebiri olsun.
(X, A) ikilisine bir ol¢tlebilir uzay, A daki herbir kimeye de A—él¢iilebilir

kiime denir[6].

Tanmim 2.0.32. (X, A) bir dlgiilebilir uzay olsun. A tzerinde tanimly genisletilmis

reel degerli bir m fonksiyonu

1. m(0) =0,
2. Her Ae A i¢in m(A) > 0,

3. Her ayrik (A,) dizisi i¢in m (UA") = Zm(An),
n=1

n=1
ozelliklering saglarsa bu fonksiyona bir ol¢t fonksiyonu veya kisaca ol¢t

denir[6].

Tamim 2.0.33. Bir X kiimesi, X in alt kimelerinin bir A o— cebiri ve A 1izerinde

taneml bir m élgisiinden olusan (X, A, m) tglisine bir 6l¢t uzayr denir[6].

Tanim 2.0.34. X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) tizerinde

tanmamb, genisletilmis reel degerli bir m* fonksiyonu
1. m*(0) =0,
2. Her A € P(X) i¢in m*(A) >0,

3. AC B C X igin m*(A) < m*(B),



4. Her birn € N i¢in A, € P(X) ise, m*( fj A,) < im*(An),
n=1 n=1

sartlarna saglarsa m* fonksiyonuna X tzerinde bir dig 6l¢t denir[6).
Yukarida verilen tanimi, X = R kisitlamasi i¢in agagidaki sekilde de yazabiliriz.

Buna gore, bir dig 6l¢ii Vk igin I agik aralik ve £(I}) = |I;| olmak {izere

m*(A) = inf {Zﬁ(m

seklinde ifade edilebilir[10].

k=1

[.jIkDA}

Bu sekilde bir i¢ ol¢ii tanimi da yapilabilir. Bir i¢ ol¢i ise, V& i¢in [ acik

aralik ve ((I),) = |I| olmak {izere

m,(A) = inf {Zwk)

seklinde ifade edilir[10].

UIk; CA}
k=1

Tanim 2.0.35. Bir kimenin i¢ ol¢timii ile dis 6l¢ima esitse, bu kimeye Lebesgue

anlamanda é6lgiilebilir yada kisaca élgiilebilir denir[10].
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3. BOYUT KAVRAMI

3.1 Topolojik Boyut

Geometrideki basit geometrik yapilarin boyutu, ¢ogunlukla sezgisel fikirler
ile “parametrelerin minimal” sayis1 olarak ortaya konmugtur. Fakat, 20. ytizyilin
baglarin da uzay dolduran egriler ile stirekli bir doniigiim tarafindan birim araliktan
birim karenin elde edilmesi, boyut fikrinin parametrelerin minimal sayis1 olarak
ifade edileme yecegini ortaya koydu. Ciinkii; R™ ve R™ uzaylarinda n # m ise, bu
uzaylar arasinda homeomorf fonksiyonlar tanimlanamiyordu. Bu da, R™ ve R™
uzaylarinin, topolojik olarak farkli olduklar1 anlamina geliyordu. Bu g¢eligkilerin
ortaya c¢ikmasindan dolay1 boyut kavraminin genel bir tanimi topolojik boyut
olarak verilmigtir.

Topolojik boyut kavrami, topolojik uzaylar tizerinde her bir topolojik uzaya;
-1 tamsayisi ve -1 sayisindan biiyiik tiim tamsayilar igeren {—1,0,1,2,3,...,00}
kiimesinin elemanlarindan biri karsihik getirilerek tanimlanir. Topolojik boyut;
kiigiik tiimevarimsal boyut (ind), genig tiimevarimsal boyut (Ind) ve
ortii boyutu (Cov) olarak ti¢ farkli gekilde tanimlamir. Bu tanmimlar ayrilabilir

metrik uzaylarda esit olurlar. Yani; X bir ayrilabilir metrik uzay olmak iizere,
ndX = IndX = CovX

olur.

3.1.1 Kigcik Tumevarimsal Boyut

Tanim 3.1.1. Her reguler X topolojik uzayr i¢in kicuk tumevarimsal boyut ind X

ile gosterilip,
1. X =0 ise indX = —1,

11



2. Vx € X i¢in x noktasinin herbir V- C X komsulugu i¢cin x € U C V olacak
sekilde bir U C X ag¢ik kiimesi var ve ind(OU) < n —1isen =0,1,2, ...

iein indX < n,
3. Eger (2.) sart n igin dogru ve n — 1 i¢in yanhs oluyor ise indX = n,
4. Her n=20,1,2,... icin indX > n ise indX = oo,
sartlar ile tansmlanar/5].

Tanmim 3.1.2. Bir topolojik uzay icin kapacik kiimeleri ile ifade edilen bir baz

varsa, bu topolojik uzaya syfir-boyutlu denir[1].

Bu tanmu agiklamak igin bir X kiimesinin kuvvet kiimesi P(X) olmak iizere,
7 = P(X) ailesi ile X kiimesi tizerinde tanimlanan ayrik (discrete) toplojiyi goz
oniine alalim. X kiimesinin her bir elemani 7—topolojisine gére hem acik, hemde

kapali oldugundan X kiimesinin her bir elemani kapaciktir. A da X in bir kapagik

kiimesi ise;
A =A=7
oldugundan
A=A —A =A -4 =0
olur. Yani; bir kapacik kiimenin smir bos kiimedir. 0A = @ oldugundan

ind(0A) = —1 olup, buradan indA = 0 olarak elde edilir[14].

Sonuc¢ 3.1.1. Bir kime sonlu sayida elamana sahip ise, kicuk timevarimsal

boyutu sifirdar.
Ornek 3.1.1. Uclii Cantor kiimesinin kicik timevarimsal boyutu sufurdar[1].

I.;; gl Cantor kiimesinin k. adimda igerdigi 3% uzunlugunda 2* tane kapali

araliklardan her birini gostermek ve
2k
Ck - U]k]
j=1

12



olmak ftizere, liclii Cantor kiimesi

€ =[O

seklinde ifade edilebilir. Buna gore; Ij; araliklarinim uzunlugu 37 olup her bir
aralik digerinden en az 37% kadar uzakta bulunur. Simdi Cantor kiimesinin
boyutunun sifir oldugunu gostermek i¢in Cantor kiimesinin kapacik kiimelerden
olustugunu gosterelim. [;; araliklar1 kapali aralik oldugundan I; = [a, b] alabiliriz.
Bu durumda Mj; = C' N [a, b] kiimesinin de C de kapali oldugunu goriiriiz. Ay
sekilde Ij; araliklar (@ — 37% b + 37%) acik araliklan ile de ortiilebileceginden
My; = CnN(a—3"% b+ 3" kitmesi C de agik kiime olarak da ifade edilebilir.
Bu da Cantor kiimesinin kapagik kiimelerden olustugunu gosterir.

Ayrica, x € C ve § > 0 olmak iizere; 37% < § olacak sekilde k ve x € I;; olacak
sekilde j secilebileceginden CNBj(x) O My, olur. Buise, Mj; koleksiyonunun agik
kiimeler i¢in bir baz oldugunu gosterir. Boylece Cantor kiimesi topolojik boyutu

sifir olan bir kiimedir.

Teorem 3.1.1. R dogrusunun kii¢ik timevarimsal boyutu 1 dir[1].

Ispat. R dogrusunun baz Bs(z) = (z — 6,2 + 6) yuvarlarindan olusur. Bu
yuvarlart U kiimesi ile gosterirsek, boyle yuvarlarin st oU = {z — é,x + ¢}
iki noktadan olugan kiime olup, Sonu¢(3.1.1) den ind(0U) = 0 dir. Buna gore;

indR = 1 oldugu tanim geregi elde edilir. O]

3.1.2 Genis Timevarimsal Boyut

Genisg tiimevarimsal boyut, kii¢iik tiimevarimsal boyutdaki sinir kavraminin
bir ayirici olarak ele alinmasi ile tanimlanir. Clinkii; bir kiimeyi ayiran bir ayirict
varsa ayirict yardimi ile iki parcaya ayrilan kiime, ayiragtan daha biiyiik bir
boyuta sahip olmak zorundadir. Boylece bir kiimenin boyutunu, ayirma kavrami

ve tlimevarim yontemi ile ifade edebiliriz[14].
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Tanmim 3.1.3. X bir topolojik uzay, A ve B kiimeleri de X wuzayimin ayrik alt

kiimelert olsun. Buna gore; A C U, B C 'V olmak tzere, U,V C X ag¢ik kiimeleri
UNnvV =0 ve X\L=UUV
sartine saghyor ise, L kiimesi A ve B kimelerini aywrir denir/5].

Verilen iki kiimenin ayrik olmasi ile ayrilmasi ayni durum degildir. Ayirma,
ayrik olmay1 da kapsayan daha genel bir durumdur. Yani; verilen iki kiime bir
kiime tarafindan ayrilabiliyor ise, ayn1 zamanda bu iki kiime ayriktir. Fakat verilen

iki kiimenin ayrik olmasi her zaman ayrilabilecegi anlamina gelmez.

Ornek 3.1.2. R de, A = (—00,0] ve B = (0,00) kiimeleri ayriktir, fakat
A wve B ayridmamas kimelerdir. Aymi zamanda, A = (—00,0) ve B = (0, 00)
kiimeleri hem ayriktir hem de L = {0} kimesi tarafindan ayrilirlar. Bunun
yaminda, A = (—00,0) ve B = (1,00) kiimeleri de hem ayriktur hem de L = [0, 1]

kiimesi tarafindan ayridir/13].

Tanim 3.1.4. Her regiiler X topolojik uzayr icin genis timevarimsal boyut IndX

ile gosterilip, asagidaki sartlar ile
1. X =0 ise, IndX = —1,
2. Her kapals A C X kiimesini iceren her bir 'V C X a¢ik kimesi icin

A C U CV olacak sekilde bir U C X agik kiimesi var ve Ind(0U) <n —1

wse, n=0,1,2,... i¢cin IndX <n,
3. Eger (2.) sart n i¢in dogru ve n — 1 i¢in yanhs oluyor ise IndX = n,
4. Her n=0,1,2,... i¢cin IndX > n ise, IndX = oo,

sartlar ile tanvmlanar/5].
Bir X topolojik uzayinda bir kapali A kiimesinin V' komsulugui¢cin A C U C V
olacak sekilde bir U agig1 varsa, bu U agiginin siir1 olan QU kiimesi A kiimesini

X kiimesinden ayiran bir ayirici olarak goriilebilir.
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Teorem 3.1.2. X ayrilabilir metrik uzay ve indX = 0 olsun. X metrik uzayinin

ayrik olan her A, B kapalr kiimesi bos kiime tarafindan ayrilabilir, yani;
AcU we BCX\U

olacak sekilde bir U C X kapagik kimesi vardir[5].

ispat. X ayrlabilir metrik uzay, A ve B kapal kiimeleri ayrik ve indX = 0
oldugundan,

Vr € X ve v € W, oldugunda
ANW,=0 veya BNW, =10

olacak sekilde bir W, C X kapacik kiimesi vardir. X metrik uzay: {W,}_ . ack

ortisintn {W,, };-, seklinde sayilabilir bir alt értiisii varoldugundan

U; = Wo \UW,, C W,,

j<i
seklinde tanimlanan U; kapacik kiimeleri ile X metrik uzaymin bir ortiisiini

olugturalim. Buna gore,
U=U{Ui:AnU;#0} ve V=U{U:ANU; =0}

olacak sekilde U ve V kiimeleri tanmimlanirsa A C U ve B C V olarak bulunur.
Ayrica U; kiimeleri kapagik olup, ayrik kiimeler oldugunundan V' = X \U olur.

Bu da U ve V kiimelerinin kapacik olduklarii gosterir. O]

Teorem 3.1.3. Bir kiime sonlu sayida elamana sahip ise genis tumevarimsal

boyutu sifirdar.

ispat. Sonlu sayida elemana sahip olan X kiimesinin kuvvet kiimesi P(X) olmak
lizere, 7 = P(X) ailesi ile X kiimesi {izerinde tanmimlanan ayrik (discrete) toplojiyi
g6z Oniine alalim. (X, 7) topolojik uzaynin her bir elemani 7—topolojisine gore

hem agik, hem de kapalidir. Ayni1 zamanda sayilabilir bir kiimenin ayrik topolojiye

15



gore kiigiik tiimevarimsal boyutu sifir oldugundan teorem (3.1.2) geregince (X, 7)
topolojik uzaymin her bir elemani bog kiime tarafindan ayrilabilir. Buna gore,

VYU € (X, 1) igin

L=0U=1
olup,
Ind(0U) = —1
oldugundan,
IndX =0
olarak bulunur. O

Ornek 3.1.3. Ucli Cantor kiimesinin genis timevarimsal boyutu sifirdur.
Onerme (3.1.1) e gore dgli Cantor kiimesi kapagik kimeler ile ifade
edilebilmektedir. Bir topolojik wuzaywn elemanlart kapacik kimeler ile ifade
edildiginde bos kime yardima ile ayrdabildiginden, g¢li Cantor kimesi
L = 0U = 0 olacak sekildeki kapacik U kiimeleri yarduma ile ayrilabilir. Buna

gore tcli Cantor kumesinin genis timevarimsal boyutu sifir olur.

3.1.3 Ortii Boyutu

Tanim 3.1.5. A ve B bir X metrik uzayinin iki ortisi olmak tizere, her BE B igin
BC A olacak sekilde bir Ae A var ise, B ye A min inceltilmigi(refinement)

denir(1].
Tanim 3.1.6. Kumelerin bir A ailesinin basamagi asagidaki sartlar ile

1. A ailesi {0} teklisi ise, A ailesinin basamagy —1,
2. Herhangi n + 2 kiimesinin kesisimi bos ise A ailesinin basamagr < n,

3. Eger (2.) sart n i¢in dogru ve n— 1 i¢in yanhs ise A ailesinin basamagi n,
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olarak tanvmlanar|1].

Bu tanima gore, ayrik kiimelerde iki kiimenin kesigimi bog kiime oldugundan,
n = 0 i¢in n+ 2 tane kiimenin kesigimi bog kiime oldugundan ayrik bir A ailesinin
basamagi n = 0 olarak bulunur.

Basamak kavrami ortii boyutunu tanimlamada oOnemlidir. Ciinkii; ortii
boyutuna gore, R? basamagi 1 olan bir ortii ile ortiilemez. Ornegin; basamag
1 olan,

Urn—-1n+1)

nel

seklindeki agik araliklarin bir ortiisi ile ortiillemez. Bundan dolayi, bir metrik
uzayin ortii boyutunu bulmak i¢in metrik uzaymn bir ortiisiiniin basamak degeri

kullanilir.

Tanim 3.1.7. X bir metrik uzay ve n > —1 bir tam sayr olsun. X nin her
sonlu agik ortust, basamagr < n olan bir acik aritilmisa sahip tken < n — 1 i¢in
sahip degil ise n saypsina X metrik uzayinin orti boyutu denir ve CovX ile

gosterilir[1].

Eger hicbir n tamsayisi igin 6rtii boyutu < n degilse, bu durumda Cov X = oo

olarak kabul edilir.

Teorem 3.1.4. X bir metrik uzay olmak izere; IndX = 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart CovX =0 olmasidur(1].

ispat. IndX = 0 olsun. Uy U U; = X olacak sekilde U; ve U, acik kiimelerini
alalim. Bunlarin tiimleyenleri F; = X\U; ve Fy, = X\U, kapali kiimeleri
IndX = 0 oldugundan ayriktirlar. Bundan dolay1, F; C V ve F, NV = () olacak
sekilde kapagik bir V' kiimesi vardir. Boylece, By = X\V ve By = V kiimeleri
B, C U, ve By C U, olup, Uy ve Uy kimeleri B; U By = S ve By N By = )
ozelliklerini sagladigmdan Tamim (3.1.6) e gore CovX < 0 olur. Fakat, X # ()

oldugundan C'ovX = 0 olarak bulunur.
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CovX = 0 olsun. F} ve F, ayrik kapali kiimeler olsun. Bu durumda,
ttimleyenleri olan U; = X\ F ve Uy = X\ F;, kiimeleri X nin bir agik ortiisiini
olusturur. B; U By, = X ve B; N By, = () olacak sekilde B; C U; acik kiimeleri
vardir. Boylece, V' = B, kapacik olup V' O F; ve VN F, = () dir. Buise IndX = 0

oldugunu gosterir. O

3.2 Fraktal Boyut

Bir fraktal; yapinin olusumunun her bir agamasinda, baglangig¢ seklinin belirli
bir oranda kiiciiltiilmiis hali eklenerek olusturulur. Ornegin; bir fraktal egri
olugturulurken sonsuz kere tekrar eden olusum asamasi sonucunda sonsuz
uzunluga sahip bir egri elde ederiz. Bu durum tiim fraktal egrilerde ayni sekilde
olup, hepsinin uzunlugu sonsuz olur. Bu da uzunluk kavraminin fraktallar icin
karakteristik (ayirt edici) bir 6zellik olmadigimi gosterir. Bunun igin fraktal boyut
kavramina ihtiyag duyariz. Fraktal boyut kavrami bir fraktalin sonsuza yaklagma
hizinin gostergesi olarak gortilebilir. Bu deger her fraktal icin farkli oldugundan
fraktal boyut kavrami, fraktallar i¢in bir karakteristik degerdir. Bundan dolay1

boyut kavrami fraktal geometrinin merkezindedir.

3.2.1 Kendine Benzerlik Boyutu

Bir ¢ok fraktallar biitiiniin benzer parcalari ile inga edilebilir. Ornegin ucli
Cantor kiimesi, birimin iki benzer kopyasi yardimi ile inga edilir. Boylece
fraktallarin kendi kendine benzerlik 6zelligi, sadece fraktallarin bir 6zelligi olmayip
ayni zamanda fraktallar1 tanimlamak i¢in de kullanilabilirler. Ayrica Tekrarlayan
Fonksiyon Sistemleri (T'F'S) boyutun tanimlanmasinda siklikla basit bir yol ortaya
koyar. Bu kolaylik ise kendi kendine benzer bir kiime olan bir F' ¢ekicisinin belirli
sartlar altinda Hausdroff ve kutu sayma boyutunun esit olmasidir.

Tekrarlayan fonksiyon sistemlerinin temel 6zelligi ise, genellikle bir fraktal
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olan tek bir cekici ile belirlenmesidir.

Tamim 3.2.1. N € Z" ve ¢ > 0 olsun. Bir F fraktal olusturulurken c ol¢iitic N

defa kullanimak tzere;

ifadesine F fraktalinin kendine benzerlik boyutu denir ve Dg ile gosterilir[7].

Yukarida tanimlanan benzerlik boyutu, tiim parcalar: ayni oranda kiiciiltiilerek
elde edilen fraktallara uygulanabilir. Eger fraktal birden fazla kiigiiltme oranina
sahipse bu formiiliin genellestirilmesi gerekir. Bunun igin;

_ log(N)
= Tog(1/0)

ifadesi

dlog(1/c) = log(N)
bi¢iminde yazilabilir. Bu ifadenin iisli alinarak
(1/c)* =N
elde edilir. Bu da
1=N.c*

olup, N.c? ifadesi N tane ¢? teriminin toplami olarak diisiiniilebilir. Buna gore,

=4+ +c&

N

_ d

1= E C;
i=1

denklemi elde edilir ve V¢; i¢in 0 < ¢; < 1 olmak tizere bu denklemin ¢oztimi tektir

ve bu ¢oziim Dg = d degerine esittir|[7].

Tanim 3.2.2. V¢; icin 0 < ¢; < 1 olmak vzere;

N

Zcle

=1

seklinde ifade edilen denkleme, Moran Denklemst denir.
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Tanim 3.2.3. D, R™ nin kapalr bir alt kiimesi ve m > 2 olsun. D kiimesi tizerinde
tanamle S; biiziilme déndigimlerinin bir sonlu ailesi olan {S1, Sa, ..., Sy} kiimesine

Tekrarlayan Fonksiyon Sistemi denir ve kisaca TFS olarak gdsterilir(2].

Tanim 3.2.4. D C R” olsun. D kimesinin bos olmayan kompakt bir alt kimes:
Ficin;
F=Jsi(F) (3.2.1)
i=1

esitligi var ise, F kiimesine bir ¢ekict (attractor) denir[2].

Yukaridaki Tanmim (3.2.4) bir fraktalin TFS ile tanimlanmasi olup, (3.2.1)
ifadesindeki F' kiimesi bir fraktal belirtmektedir. Bir fraktalin 7'F'S ile Tanim
(3.2.4) den farkli olarak tammlanmasi miimkiindiir. Bu tammlama igin bog

olmayan kompakt kiimelerin bir ailesi A ve A € A olmak fizere;

olacak sekilde bir S : A — A doniisiimiini,
S0(A)=A

ve

SH(A) = S(8"71(4))

seklinde tanimlayalim. Buna gore, bir F fraktali,

F = (554A)

k=1

olarak tanimlanabilir. Bu tanim kullanarak ticlii Cantor fraktalinin tanima,
Sl (37) =

ile



biiziilme fonksiyonlar1 olmak tizere {5, S2} kiimesinden olugan TFS sistemi ve

A = [0, 1] olmak iizere,

i=1
olup,
F=S"A)
k=1
olarak tanimlayabiliriz.
S,(S,(A) S,(S,(A) S,(S,(A) S,(S,(A)

A

Sekil 3.1. Tekrarlayan Fonksiyon Sistemi ile Cantor kiimesinin ingasi/2]

Teorem 3.2.1. D C R” olsun. Vx,y € D wve her i i¢in 0 < ¢; < 1 olmak uzere;

1Si(z) = Si(y)| < cilz—yl (3.2.2)
seklindeki {S1,S2, 55, ..., Sm} bizilme donisimleri ile D kiimesi dzerinde

tanimlanan TFS i¢in,

olacak sekilde bos olmayan bir tek kompakt F kimesi (veya ¢ekicisi) vardur[2].
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Ispat. Bos olmayan kompakt kiimelerin bir ailesi A ve A € A olmak iizere;

olacak sgekilde bir S : A — A doniigtimiinii;
S%(A)=A
ve
SH(A) = S(5*71(4))
olarak tamimlayalhim. A, B € A ve d bir Hausdorff metrigi olmak iizere; Vi igin,
Si(B) € (Si(A))s = UL, Si(B) € (UZ15i(A))s
ve
Si(A) € (5i(B))s = UiZ15i(A) € (UL15:(B))s

olacagindan,

d(5(A), S(B)) = d(UiL,5:(A), UiL,5:(B)) < max d(5;(A), Si(B))

1<i<m

esitsizligi yazlabilir. Buna gore, (3.2.2) ifadesinden,

d(S(A), S(B)) < (max ¢;)d(A, B)

1<i<m

ifadesi elde edilir. d metrigi A ailesi tizereinde tam metrik oldugundan, A ailesinde
bulunan kiimelerin her bir Cauchy dizisi A ailesinde bir kiimeye yakinsar.

S dontigiimii (A, d) metrik uzay1 lizerinde, 0 < max ¢; < 1 oldugundan dolay1

i<m

bir biiziilme dontsiimii olur. Ayrica, tam bir metrik uzay tizerinde bir biiziilme

dontigtimi tek bir sabit noktaya sahip oldugundan

olacak sekilde bir tek F' kiimesi vardir.
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Teorem 3.2.2. R" dzerinde tanimly S; benzerlik dontsiimleri i¢in 0 < ¢; < 1 wve

1 <i<m olsun. {S1,5,Ss, ..., Sm} doniigimleri tarafindan verilen TFS sistemi

cimn,
F=Jsi(F),
i=1
olacak sekildeki bir F' cekicisi i¢cin;
S
i=1

egitligini saglayan tek bir negatif olmayan s degeri vardir[1].

ispat.

o(s) =
ile tanimlanan ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksil;)nunu goz oniine alalim. ¢ siirekli bir
fonksiyondur. ¢(0) =n > 1 ve lim,_,, ¢(s) = 0 < 1 oldugundan ortalama deger
teoreminden ¢(s) = 1 olacak sekilde en az bir s degeri vardir. ¢ fonksiyonunun

turevi
m

¢'(s) = Zcf log ¢;
i=1

olup, ¢'(s) < 0 oldugundan ¢ kesinlikle azalan bir fonksiyondur. O halde ¢(s) =1

denkleminin tek bir s ¢oziimii vardir. ]
Tanim 3.2.5. D C R" olsun. Vx,y € D ve her i i¢in 0 < ¢; < 1 olmak tzere;
|5i(x) = Si(y)| < cilz—y

D kiimesi tizerinde tanvmlanan {S1 S2, Ss, ..., Sy } biizilme doniisimleri tarafindan
verilen TFS i¢in,
F=Jsi(F)
i=1

olacak sekildeki bir F ¢ekicisi (fraktaly) igin,

m

Zcle

=1

esitligini saglayan tek bir negatif olmayan s degerine F fraktalinin kendine

benzerlik boyutu denir ve Dg ile gosterilir[1].
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Ornek 3.2.1. D =[0,1] C R olsun. Sy, S, : R — R olmak iizere;

olacak sekilde S, we Sy bizilme dontsumlert verilsin. D kumesi tzerinde

tanamlanan {Sy,S2} buzilme donigimleri tarafindan verilen TFS igin,

olan F ¢ekicisi t¢li Cantor fraktaly olup, bu fraktalin kendine benzerlik boyutu,

2

>=1
i=1
c; Feg=1
1\’ 1\°
- -] =1
5)+6)
1 S
2<_> 1
3

en son egitligin logaritmast alinirsa,

1 S
1 2| = =logl
5(2(5) ) e
log2 +1log3 ™ =0

log2 — slog3 =0

log 2
S =

log 3
s~ 0.6309

olarak bulunur.

Ornek 3.2.2. E = [0,1] x [0,1] € R? olsun. S; : E — E olmak tizere;

Sl(x7y) = (%7 %) )
82(x7y) = (ia % + %) )
Sulw) = (54 3.4).
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S4(33,y) = (%+%7%+%)a
Ss(r.y)=(5+15+1)

olacak sekilde Sy, S5, S3,S4 ve Sy blzilme dontsimleri verilsin.

Sekil 3.2. Iki farkl benzerlik oranma sahip fraktaln insasi/2]

E kimesi dzerinde {Sy,S2,S3,S4,S5} bizilme donigimleri tarafindan

tanmamlanan TFS igin;
5
F=Jsi(F)
i=1
olan F ¢ekicisinin (fraktalinan) kendine benzerlik boyutunu bulalim/[2].

F fraktaly iki farkl benzerlik oranina sahip oldugu i¢in Moran denklemi yardima

ile boyutu bulunabilir. Buna gore,

cgteteatetc=1
1s+1s+ 1:_13+1S_1
4 4 2 4 4)
1 S 1 S
4. = ~) =1
(1) +(3)

denkleminin ¢ozumi olan s =~ 1,35 degeri fraktalin kendine benzerlik boyutudur.

25



Bu ornekte goriildiigi gibi TFS ile verilen kendine benzerlik boyutu,
farkli  benzerlik oranlarina sahip fraktallarinda boyutlarini  bulmamiz
saglamaktadir.

Cantor kiimesi gibi kendi kendine benzerlik ozelligi agikca belirli olan
fraktallara kendine benzerlik boyutu tanimini uygulayabiliriz. Ama bir kompleks
diizlemde elde edilmis Mandelbrot ve Julia kiimeleri gibi diizlemin heryerine
dagilmig ve kendine benzerlik oOzelligi acikga belirli olmayan fraktallara
uygulayamayiz. Bundan dolay1, diizleme yayilan fraktallarin da boyutunu

hesaplamak i¢in yeni bir boyut hesaplama tanimi verilecektir.

3.2.2 Kutu Sayma Boyutu

Kendi kendine benzerlik ozelligi acikga bellirli olmayan kiimelerin boyutu,
kutu sayma boyutu ile bulunmaktadir. Bu boyut tanimina gore; verilen bir
kiimenin boyutu, kiimenin ayni yaricapa sahip yuvarlarin ortiisi yardimi ile
hesaplanmaktadir. Bu tanima gore; sonlu bir F' kiimesi eger |U;| = ¢ olacak
sekilde bir U = {U;} ailesi yardimu ile ortiiliiyor ise,

)= s S

= inf 0°.N(U)
{U:}

= 4°. inf N(U)
{Ui}

olup, N(U) burada F kiimesini értmekte kullamlan U; kiimelerinin sayisidir. Buna
gore,

Ns(F) = {111}% N(U)

olarak alinirsa,

m(F) = 6°.Ny(F) (3.2.3)
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olarak bulunur. F" kiimesi sinirh olup 6l¢iimiiniin sonucu sabit bir say1 olacagindan,

(3.2.3) esitliginin her iki tarafinin logaritmasi alindiginda,

logm(F') = log ¢® + log Ns(F)
0 = s.logd + log Ns(F')

—s.1log § = log Ns(F')
B logNg(F)
o —logd

ve

o log Ng(F)
~ logd?
o _ log Ns(F)

log(5)
olarak kutu sayma boyutu bulunur. Bu elde edilenlere gore kutu sayma boyutu

asagidaki gibi tanimlanir.

Tamim 3.2.6. F' kimesi, R"de bos olmayan sinarl bir altkime olsun. Ns(F),
F kimesini ortmek icin gerekli en cok d—capina sahip acgiklarn sayisinin en

ktictugu olmak tzere;

F kumesinin kutu sayma boyutunun alt limiti

: . log Ns(F)
dim,F = lim ———~
BT 5= —logd

ve ust limiti

log Ns(F
dimpF = lim 08 Vo) o(F)
5—0 —logd

esit oldugunda, F' kimesinin kutu sayma boyutu

|
dimg F' = lim o8 Yal) Né(F)
5—0 —logd

olarak tanvmlanar(2].
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Kutu sayma boyutunun farkli tanimlari, yukarida verilen tanima denk olacak
sekilde yapilabilir. Bu yapilan tanimlar, tanimlanma bicimleri dolayisiyla boyut
hesaplama  uygulamalarinda  daha  kullanigh  olabilmektedirler.  Bu
tanmimlamalardan biri agagidaki gibi yapilabilir[2].

R™ de d—biiyiikliigiine sahip bir kutuyu, mq, mo, ..., m,, € Z olmak iizere;
[mqd, (my + 1)d] X [mad, (mg + 1)d] X ... X [m,d, (m,, + 1)d]

olarak tanimlayalim (Bu tanima gore; bir kutu, R de bir aralik, R? de bir kare
ve R3 de bir kiiptiir). F C R™ olmak iizere, F kiimesinin ortiilmesi igin gerekli

d—biiytkliigiine sahip kutularin sayist Ng(F') ile gosterelim.

Sekil 3.3: n = 2 igin §— biiyiikligine sahip bir kutunun (karenin) 6v/2 capindaki
aciklar ile ortilmes:
Buna gore, d—biiyiikliigiine sahip bir kutuyu ortmek igin d/n ¢apinda agiklar

gerekli oldugundan, F' kiimesinin i¢in,
N; m(F) < Ng(F)

yazilabilir. Bu egitsizligin 01/n < 1 i¢in logaritmasi alinip, her iki tarafi — log(d+/n)

boliintirse;
log N; /m(F) < log N§(F')
—log(dy/n) — —log+/n —logd

olup, 6 — 0 i¢in limit alinirsa;

log Nj(F
dimzF < lim Og—é()
5—o0 —logd
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ve

/
Ty F < T 28 NslF)
5—0 —logd
esitsizlikleri elde edilir.
o aa

Sekil 3.4: n = 2 i¢in 6vV2 capindaki aciklarin 6—biyikligine sahip 3% tane
kutu(kare) ile értilmesi
Diger taraftan y/n—capima sahip bir kiime 3™ tane d—biiytikliigiinde kutulu

ile ortiilebileceginden,

N3(F) < 3"Ns m(F)
ifadesi yazilabilir. Bu esitsizligin de 6 < 1 i¢in logaritmasi alinip, her iki tarafi
—log § boliintirse;

log N}(F) < log(3" N5 /m(F))
—logd — —logd

log N;(F') < nlog3 N logN(;\/ﬁ(F)
—logd T —logd —logd

olup, § — 0 i¢in limit alnirsa; nlog3/ — log § — 0 olacagindan

log N (F) < log N; /m(F)
—logd = —logd

olup, —log §/n < —log ¢ olacagindan

log N;(F') < log Nj /n(F)
—logd — —logdy/n

ifadesi yazilabilir. Buradan da
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log N3 (F)

5li—n>lo —logd < dimpF
ve
esitsizlikleri elde edilir. Buna gore,
log N;(F)

dim,F = lim
P50 —logd

ve
log N (F
TimpF = T 28 Neld)
5—0 —logd
olup,
log N/(F
dimp F = lim 28265
s—0 —logd

yazilabilir. Bu son ifadeye gore kutu sayma boyutunu bulurken; NsF' (§—capia
sahip aciklarin sayisi) yerine, NyF (d—biiyiikliiglindeki kutularin sayisi) alinabilir.

Bu da bize farkli kutu sayma boyutu tanimlar1 yapilabilecegini soyler.

Tanim 3.2.7. F kumesi, R" de bos olmayan simrl bir altkumest olmak tzere;

log Ns(F
dimpF' = lim og—(;()
5—o0 —logd

alt limit ve,

log Ns(F
dimgF = lim 208N o(F)
5—0 —logd

ust limit var ve esit ise, F' kumesinin kutu sayma boyutu,

dimg F = lim M
5—0 —logd

olarak tanimlanwr. Burada Ns(F') yerine asagidaki ifadelerden biri kullanilabilir[2].

1. F kiimesini 6rtmek icin gerekli  —yaricapina sahip kapali yuvarlarin sayisinin

en kiiciigi
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2. F kiimesini ortmek icin gerekli d—buytkligiindeki kutularin sayisinin en

kiigiigii

3. F kiimesini 6rtmek icin gerekli 6 —biiyiikliigiindeki kutu gozlerinin sayisinin

en kiictigii

4. F kiimesini 6rtmek icin gerekli —¢apina sahip kiimelerin sayisinin en kii¢iigii

5. F kiimesini 6rtmek i¢in gerekli d—yarigapina sahip ayrik yuvarlarin sayisinin

en kiictigii

(3) (4) (4)

Sekil 3.5: F kiimesinin boyutunun, farklh kutu sayma boyutu tanwymlary yardima ile
hesaplanmasi[2]

Kutu sayma boyutunun boyut hesaplama uygulamalarinda tercih edilmesi
nedeni, yukaridaki gibi uygulamada kolaylik saglayacak sekilde farklh
tanimlamalarimin yapilmasinin yaninda boyutun belirli bir k& indeksine (fraktah
olugturmadaki adim sayisi) bagl olarak bulunabilmesindendir. Bu hesaplama
agsagidaki gibi agiklanabilir.

0 < ¢ < 1 olmak iizere § — 0 igin § dizisi, dp11 > i) sartini saglayacak
sekilde £k indeksine bagh bir azalan dizi olsun. Buna gore, bir F' kiimesinin k.

adimdaki kutu sayma boyutunun tst limitini bulmak ic¢in 01 < § < 6§ aralig
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alinmak tzere

log Ns(F) _ logNs,, (F) _ log Ny, (F) o log N5, (F)
—logd — —logdy —10g 441 + log (%) ~ —logdyy1 + loge

ifadesi 0y dizisi azalan bir dizi olup, =™

= > oldugundan yazilabilir. Buradan da

—log Ns(F') _ ——log N, (F'
5—0 —logd k—oo  — log 0y

S —log N;, (F
dimgF < limOg—a’“()
k—oo — log Oy

elde edilir. Ayni sekilde, F' kiimesinin k. adimdaki kutu sayma boyutunun alt

limitini bulmak i¢in 6y < 6 < 51 araligr alinmak tizere

log No(F) _ log N (F) _ logNo ((F)  _ log Ny (F)

—logd —  —logdy —logékfl—i-log(&g—:) ~ —logdr — logc
ifadesi de 0, dizisi azalan bir dizi olup, 6’3;1 < ¢! oldugundan yazilabilir. Buradan
da

50 —logd T iS5 —logd
log Ns, (F)

dim,F > lim
— B =5 —logdy

elde edilir. Bu limitlerin egit olmasi durumunda ise boyut

loe N5 (F
dimp F — lim 28 Ne(F)
k—oo — log 5k‘

ifadesi tarafindan verilip, bu ifade de kutu sayma boyutunun fraktalin k. adiminda
k terimine bagli olarak bulunabilecegini gosterir. Boylece, & — oo durumuna
bakilarak fraktalin boyutu bulunabilir.

Yukarida yapilan tanimlamalar diginda komguluk kavrami yardimi ile de bir
kiimenin boyutu hesaplanabilir. Bu tanimlama i¢in ise, R™ kiimesinin bir F' alt

kiimesinin d—komsulugu
Fs={zeR": |z —y| <4, bazr y € F i¢in}
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seklinde tanimlanir. Buradaki komguluk tanimina gore;

* F kiimesi bir nokta oldugunda, Fj kiimesi nokta etrafinda vol(Fs) = 3m6°

hacminde bir kiire,

* F kiimesi [ uzunlugunda bir dogru oldugunda, Fj kiimesi [ uzunluguna sahip
silindir ile iki yarim yuvarin silindirin taban ve tavanindan birlesmesiyle

olusan ve vol(Fs) ~ wl§? olan sekil,

* F kiimesi a alanima sahip diiz bir ylizey oldugunda, Fj kiimesi F' kiimesinin
yaklagik olarak 0 biiyiikliigiinde kalimlagtirilmasi olup vol(Fs) ~ 2ad olan

sekil,

olarak bulunur.

Buradan da vol(Fs) ~ ¢.0°7* oldugu goriilebilir. Bundan dolay1 n—boyutta,
vol(Fy) ~ c.0"*

olup, bu ifadenin her iki tarafinin logaritmasi ailinirsa,

log [vol (F5)] ~ log (¢.6"*)
log [vol (Fs)] ~ logc+ (n — s)log (0)
log [vol(Fs)] ~ logc + n.log (§) — s.log (9)
s.log (0) ~ log ¢+ n.log (0) — log [vol (Fy)]
son esitlikte ¢ sabit bir say1 oldugundan loge = 0 oldugu goz ontinde

bulundurularak her iki taraf log(d) ifadesine boliiniirse,

s.1og (6) _ n.log ()  log[vol(F5)]
log (6) log (9) log (9)

_ log [vol (Fy)]

s log &

ifadesi elde edilir[2].
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Tanim 3.2.8. ' C R" ve Fs kiimesi
Fs={zeR": |z —y| <4, bazr y € F i¢in}

olmak tuzere,

log L™ (F;
dimzF' = n — limsup M
6—0 10g5

ve

dimgF = n — liminf M
5—0 log ¢

olup, bu degerler esit ise,

1 " E
dimp F = n— lim 285"
s—0 logod

seklinde tanimlanan kutu sayma boyutuna Minkowski boyutu denir/3].

Ornek 3.2.3. F kiimesi ti¢li Cantor kimesi olmak tuzere,
dimzF = dimpF = log?2/log3

oldugunu gdsterelim/2].
F kiimesinin k.advmda 37% wzunluga sahip, 2F tane aralk icerdigi aciktir. Bu
durumda k.advmaiki 6— buyikligindeki kutular ile kaplamanin st limiting bulmak

icin 37F < 6 < 371 olacak sekilde secilirse NsF < 2% olur. Buna gore;

— — log NsF log 2F log 2
dimpF = lim o8 s < i o8 I
5—0 —logd ~ k—oclogdk—1  log3

olarak bulunur. Diger taraftan k.adimdaki alt limiti bulmak i¢in 6— buyukligina

37F=1 < § < 37% olacak sekilde secilirse NsF > 2% olup alt limit;

log NsF log 2k log 2
dimpF = lim 2707 >y, 082 _ 08
5—0 —logd ~ i—meclog3ktl  log3

olarak elde edilir. Buna gire; dimpF = dimpF = log 2/log 3 yazlabilir.
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Kutu sayma boyutu, farkli tanimlar ile pratikte ¢ok kullanigh olmasina ragmen
her zaman boyutu hesaplamada dogru cevap veren bir tanim degildir. Bu durumu

agagidaki ornekte gorebiliriz.

Ornek 3.24. F = {0,1,%,%,...} sayplabilir kumesinin kutu sayma boyutu
DpF = 5 dir[2].
k€ Z" ve 6 > 0 olsun. F kiimesinin alt ve st kutu sayma boyutlarina

hesaplamak icin;

;<5<;
(k+1)k — (k—1)k

olacak sekilde secelim. Buna gore; 6 < 1/ (k — 1)k oldugundan F kimesinin
ilk k terimini ortmek icin 0—c¢apina sahip en az k tane kime gerektiginden

N5 (F) >k OZU’p)

log N5 (F') y log k
—logd T log((k+1)k)

yazilabilir. Bunun yaninda 6 — 0 icin k — oo olacagindan

log N5 (F') , log k
im ——————= > 1 —_—
s—0 —logd k—o0 log ((k: + 1) k‘)
1
dimgF > —
impl > 5

olarak bulunur.

Diger taraftan F kimesinin ilk (k — 1) terimini —¢apina sahip kimeler ile
artmek icin (k — 1) tane kiime gereklidir. F kimesinin geri kalan terimleri [0, %]
araliginda bulundugundan, bu kalan terimleri 6— ¢capina sahip kimeler ile ortmek

$cmn;

1 1
b= —(k+ 1k
(k+1)k k

=k+1
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tane kume gereklidir. Bundan dolays,

NsF < (k—1)+(k+1)
< 2k
olup,

log N5 (F) log 2k
<
—logd ~ log((k—1)k)

yazilabilir. 6 — 0 i¢in k — 00 olacagindan,

log N5 (F) < log 2k
250 —logd  — k-bee log ((k — 1) k)

dimpF <

DO | —

olarak bulunur. Kutu sayma boyutunun alt ve ust limitleri esit oldugundan, F

kiimesi nin kutu sayma boyutu dimp F' = 1/2 olarak bulunur.

Aslinda, sayilabilir bir kiimenin topolojik boyutu sifira egittir. Bu da bize kutu
sayma boyutunun sayilabilir kiimeler tizerinde yetersiz kaldigini gostermektedir.
Bu durumun nedeni; kutu sayma boyutunun tanmimlanirken |U;| = 4 olacak sekilde
ayn1 buytklikteki yuvarlarin kullamlmasidir. Bu yiizden, kutu sayma boyutu
sonlu kiimeler i¢in alt toplamsallik 0zelligini saglarken, sayilabilir sonsuz kiimeler
icin alt toplamsallik oOzelligini saglamaz. Bu eksikligi gidermek icin boyut
tammmlanirken kullanilan |U;] = ¢ bilyiikliigiindeki kiimeler yerine |U;] < §
biiyiikligiindeki kiimeler kullanilir. Bundan dolayi, sayilabilir sonsuz kiimeler
icinde alt toplamsallik 6zelliginin gecerli olmasini saglayan boyut hesaplamanin

daha genel bir tanimi1 agagidaki gibi verilmektedir.

3.2.3 Hausdorff Boyutu

Tanim 3.2.9. FF C R" ve s > 0 olsun. 6 > 0 i¢in 0 < |U;| < 0 olacak sekilde

{U;} ailesi F nin §—ortisii(cover) olmak tzere;
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olup
H(F) = lim H§(F)

§—0

ifadesine F kimesinin s—boyuttan Hausdorff olgtist denir[2].

Bu tanima gore, bir kiimenin s—boyutlu hausdorff 6l¢iisti kiimeyi 6rtmek igin
gerekli en az sayidaki kiimelerin ¢aplarinin s. kuvvetlerinin alinip toplanmasiyla
bulunur.

Bu tanimin altinda yatan fikri anlamak i¢in bu tanimi bir dogru veya diizlem
gibi geometrik sekillerden ziyade bir fraktala uygulamak gerekir. Bunun i¢in Koch

egrisini goz ontine alalim.

D =0,1] C R olmak {izere,

Si(z) = (5,0)

Sale) = (3 +14. %)
Sy(x) = <%+ L ﬁ(é-;a)
Si(z) = (£ +2,0)

olacak sekilde {S7,S2,S3,5,} biizillme doéniigiimleri verilsin. Buna goére, D

kiimesi iizerinde Koch egrisi

olarak tamimlanir.

Koch egrisinin 6 = 3 i¢in 1—boyutlu hausdorff 6l¢iisii
= mf {Z \U; |}
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Sekil 3.6. Koch egrisnin § = % icin 1—boyutlu hausdorff ol¢iisi

olup,

olarak bulunur.

Sekil 3.7. Koch egrisnin § = % i¢in 1—boyutlu hausdorff ol¢iisi

0= % igin ise,



olarak bulunur. Bu sonug¢, Koch egrisinin boyutunun 1 den biiyiik oldugunu
gosterir.
Koch egrisnin ayni zamanda 2—boyutlu hausdorff 6l¢iisii de bulunabilir.

U; U

lul |

Ul

Sekil 3.8. Koch egrisnin 0 = % i¢in 2—boyutlu hausdorff ol¢iisi

Buna gore, § = 5 i¢in

4
H2(F) = inf U;|?
5(F) {Ui}{-1| |}

)

O

olup, 0 = % icin ise
16
H2(F) = inf U;|?
)= {3}

1 2
=16.( =
(5)
16
- 81

olarak bulunur. Buradan, i — 0o igin § — 0 olacagindan

H*(F) = lim (g)

1—00
=0
olur. Bu da Koch egrisinin boyutunun 2 den kiiciik oldugu anlamina gelir. Bundan

dolay1 Koch egrisinin boyutu 1 ile 2 arasinda tam say1 olmayan bir degerdir. Hatta

39



irrasyonel bir sayidir. Aslinda bir kiimenin boyutundan daha fazla bir boyuta
sahip orti ile orterek olciisii bulundugunda sonug hep sifir ¢ikacaktir. Bunun
sebebi bir kiimenin 6l¢iimii, § — 0 durumda elde edilmesindendir. Bu durumu
agiklamak icin s > ¢ olmak tizere bir F' kiimesinin iki farkli Hausdorff 6l¢iisiinii goz

ontine alahm. Buna gore;

HE(F) < 6 "HY(F)

olup, i —» oo igin 6 — 0 olacagimmdan H'(F’) ifadesi sonlu bir deger oldugunda

HE(F) < 05'"HY(F)

H(F) <0

olarak bulunur. Hausdorff 6lciisii bir Ol¢iim oldugundan, Ol¢iimiin tanimindan
dolayr H*(F) = 0 olarak elde edilir. Burada sonucun sifir ¢ikmasi 6 — 0
ifadesindendir. Bu bize bir dogrunun diizlem ile 6l¢iilemeyecegini soyler. Ayni
zamanda bir diizlem de bir dogru ile olgiilemez. Olgiimiin dogru bir sekilde
yapilmasi i¢in olgmede kullanilacagimiz boyut, olgmek istedigimiz kiimenin
boyutuna esit olmaldir.

Bu ornekte goriildiigii gibi bir kiimenin Hausdorff olciistinii bulmak ashinda

kiimeyi 6lgmede kullanabilecegimiz uygun boyutta bir ortii bulmaktir.

Teorem 3.2.3. Hausdorff él¢iisi bir dus olgudir/11].

ispat. Teoremi isbatlamak igin dig ol¢timiin gerektirdigi ti¢ ozelligi sagladigini

gostermek yeterlidir.
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H2(0) = lim H3(0)

- ot {Sor}. o<
- oy

—0°

— 0

olarak elde edilir.
ii) A C B olsun. Buna gore;
Ho(A) = lim Hi(A) < lim Hi(B) = H*(B)
0—0 6—0
olup H*(A) < H*(B) olarak elde edilir.
iii) {U;} C F sayilabilir olsun.
H(UU;) = lim HF(JU;)
i=1 —0 "oy
6—0 i=1
= > lim H3(U))
i—10—0
olarak bulunur.
0

Uzunluk, alan hacimin birim ozelligi oldugu gibi fraktallar da bu ozellige

sahiptir. Bu ozellik asagidaki 6nerme ile verilmektedir.

Onerme 3.2.1. F C R" ve S dénisimi A\ > 0 birimine sahip bir benzerlik

dontisumi olsun. Buna gore, s—boyutlu Hausdorff ol¢isintin birimi A° olur.
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Bundan dolayi, S(F') désimii, F dontsiminin birimlendirilmis hali olmak “izere
H(S(F)) = NH(F)

egitligi vardur[15].

Ispat. {U;} ailesi, F' kiimesinin bir §— ortiisii olsun. Buna gore, S(F) kiimesi,

F kiimesinin A\ kat1 kadar kiiciiltiilmesi ile elde edildiginde {V;} ailesi de S(F)

kiimesinin bir § \—ortiisii olur. Bundan dolay,
2l =2 Xl
i=1 i=1

o0

=X Ul

=1

olup, F' kiimesinin bir A\—0rtiisii aym1 zamanda S(F') kiimesinin de ortiisiidiir.
Fakat ayn sey S(F') kiimesinin bir ortiisiiniin, F kiimesinin bir ortiisii olmasi

icin gecerli degildir. Bu ytizden,
A (S(F)) < NH(F)
egitsizligi goz oniine alinip, 6 — 0 igin
H(S(F)) < NH(F)
esitsizligi elde edilir.

Kars: esitsizligi elde etmek icin ise, + oranina sahip S~! ters fonksiyonunu

X
goz oniine alahm. Dikkat edilirse S™'(S(F)) kiimesi, S(F') kiimesinin ; kadar
biiyiitiilmiis halidir. Bundan dolayi, eger {V;} ailesi, S(F') kiimesinin bir
§— ortiisit ise, STI(S(F)) = F kiimesinin de bir $—ortsii olan bir {U;} ailesi
vardir. Buradan,

M5 (S < (5) H(S(F))

esitsizligi yazilabilir. Boylece, 6 — 0 icin
1 S
w(F) < (5) HsE)
NH(F) < H(S(F))
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esitsizligi elde edilir. O

Bir kiimenin Hausdorff olgiistinii hesaplamanin bir diger yolu da kiimenin
olgiim degerinin sabit bir sayi ile ¢arpilmasiyla elde edilir. £"(F'), F' kiimesinin

n—boyutlu Lebesgue ol¢timii olmak tizere;

H"(F) = c;'L"(F) (3.2.4)

ifadesi yardimi ile Hausdorff 6l¢iisti hesaplanabilir. Buradaki ¢, ifadesi, birim capa

sahip n—boyutlu yuvarlar olup, n ¢ift oldugunda

ve n tek oldugunda

ifadeleri ile hesaplanir[2].

1. Sifir boyutlu Hausdorff 6l¢iisti bir kiimenin eleman sayisini verir[2].

Ornek 3.2.5. F = {1,2,...,m} kimesinin 0—boyutlu Hausdorff dl¢iisini

bulalim.

7@@U:nﬂ{§]mP; um§5,5>0}

(L e
=0+ 0%+ .+
=1+1+..+1
=m

olup, olcuim degert kumenin eleman sayisina esit olmaktadar.

2. Bir boyutlu Hausdorff 6lgiisii bir kiimenin uzunlugunu verir|2].
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Ornek 3.2.6. (3.2.4) ifadesindeki c,, katsayisine n = 1 i¢in hesaplayalim.

n =1 i¢in,
=
T (7)!
Y
_ 7 (0)!
BT
11
1
=1
olup,

HI(F) = L(F)
olur. Bu da bir boyutlu Hausdorff ol¢isiinin bir boyutlu Lebesque dl¢tiimaiine

esit oldugunu anlamaina gelir.

3. n = 2igin ¢, katsayis1 7 olarak elde edildiginden, bir /" kiimesinin 2—boyutlu
Hausdorff dl¢iisti F' kiimesinin alaninin % katina esittir[2].

4
s

HA(F) = ( )L’Q(F)

4. n = 3i¢in ¢, katsayisi ¢ olarak elde edildiginden, bir F’ kiimesinin 3—boyutlu

Hausdorff 6l¢iisii F' kiimesinin hacminin ¢ katina esittir[2].

HE(F) = (9) L3(F)

™

Ornek 3.2.7. Yarigcap vzunlugu 2 br olan kirenin Hausdorff ol¢tisini bulalim.

F, yaricapr 2 br olan kiire olmak tizere, bu kiirenin hacmi



oldugundan, Hausdorff ol¢iisi

W(F) = 9) £3(F)

(=
()5

6
7r

=064
olarak bulunur. Bu da, yaricapr 2 br olan kurenin hacminin ¢capr 1 br olan kurenin

hacminin 64 katr oldugu anlamina gelir.

Ornek (3.2.7) den de angailacag1 tizere Hausdorff 6lgiisii, birim ¢apa sahip

n—boyutlu yuvarlarin yardimi ile verilen kiimenin o6l¢iilmesidir.

Onerme 3.2.2. F C R" ve ¢>0 ve a > 0 sabitleri icin f-F — R™ fonksiyonu

[f(@) = fyl <elz =yl
verilsin. Buna gore, her s i¢in,
HY(f(F)) < & “H(F) (3.2.5)
yazilabilir[2).
Ispat. {U;} kiimeler ailesi, F kiimesinin bir d—ortiisii olsun.
|f(ENU)| < clFNU|" < c|U]°

oldugundan e = ¢.d* olmak tizere, {f (F' N U;)} kiimeleri ise, f(F) kiimesinin bir

e—ortisi olur. Buna gore;

oo

S EAUT <Y U

olup
H(f(F)) < ¢/ *H3(F) (3.2.6)

elde edilir. Yuakaridaki (3.2.6) ifadesinde 6 — 0 igin, € — 0 olup (3.2.5) ifadesi

elde edilir. n
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Onerme 3.2.3. F C R" olmak uzere,
i) s> 0 igin H*(F) < oo oluyorsa, hert > s i¢in de H'(F') =0,
ii) s > 0 i¢in H5(F) > 0 oluyorsa, hert < s i¢in de H'(F) = oo,
olarak bulunur(}].
Ispat. Hausdorff 6l¢iisiiniin tanimma gore,
i)
HE(F) = inf 3 |U["

i |t—s s

— jnf 3 U~ U

< inf Y 6"° U

_ st—s - s

0 5m—fo ; Ui

— 5 TH(F)

olup, t — s > 0 oldugundan §"* — 0 olur. Aym zamanda H*(F) < oo

oldugundan H'(F') = 0 olarak bulunur.

HY(F) = inf S|UIf
o |t—s s
= jnf S| U
S inf Z5t_8|Ui|S
_ st—s ¢ |8
=57 ot 101
= 0 H(P)

olup, t — s < 0 oldugundan ¢*~* — oo olur. Aym zamanda H*(F) > 0

oldugundan H'(F') = co olarak bulunur. O
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Tanim 3.2.10. F C R” olmak tizere F kiimesinin Hausdorff boyutu
dimg FF=inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = oo}

olarak tanimlanur(2].

H'(F)
% Q
¢
& s
(99) dim, F

Sekil 3.9. Bir kiimenin s degiskenine gire Hausdorff dl¢istinin grafigi/2]

Bu tanima gore, bir F kiimesinin Hausdroff 6l¢iisii,

HS(F):{ o 0<s<dimyF

0 s > dimy F
olup, s degigkenin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyonun, oo degerinden 0 degerine
sicradigl s = dimpy F' degerine F' kiimesinin Hausdorff boyutu denir.

Onerme (3.2.2) ile kiimeler {izerinde tanimlanan genel déniigiimlerin Hausdortf
olciistine etkisi verildigi gibi Hausdorff boyutuna etkisi de agagidaki onerme ile

verilir.
Onerme 3.2.4. F C R" olsun. Yo,y € F i¢cin

[f (@) = fy)l < clz —y|”
sartine saglayan f : F' — R™ dontsimi verilsin. Buna gore,

. L.
dimy f(F) < —dimpg F
o

esitsizligi yazilabilir[2].
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Ispat. dimy F < s olarak alahm. O halde, 6nerme (3.2.2) den dolay1
H((F)) < o/ H?(F)
esitsizligi yazlabilir. dimy F' < s olmas1 H*(F') = 0 olmasini gerektirdiginden,
M (f(F) <0

olarak bulunur. Bu da,

dimy f(F) < >

«

oldugunu gosterir. Buradan, f(F') kiimesinin Hausdorff boyutunu, F' kiimesinin

Hausdorff boyutunun 1/« katina esit oldugu anlagilir. O]

Sonug 3.2.1. F' C R” olsun. Vx,y € F icin
[f(2) = f) < clz —y|”
sartiny saglayan f : F' — R™ donusimai verilsin. Buna gore,
1. a=11i¢in dimy f(F) < dimg F,

2. a=1 ve0 < <y <00icin

ale—yl <|f(z) = fY)] < calz—yl (3.2.7)
sartin1 saghyor ise, dimy f(F') = dimy F

olarak bulunur[2].
Yukaridaki sonuca gore, (3.2.7) egitsizligi altinda Hausdorff boyutu invaryanttir.
Bundan dolay1 iki kiimenin boyutunun esit olup olmadiginm1 anlamak igin (3.2.7)

esitsizligini saglayip saglamadigina bakilir.

Ornek 3.2.8. F C R olsun. F = [0,1] kimesinin Hausdorff boyutunu

hesaplayalim.
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F kumesinin bir 6 = % artistini géz onine alalim. 0 < |U;| < & olmak tizere,

{U;} ailesi F kiimesinin d— ortisi olsun. Buna gore, F kimesinin Hausdorff

olcuist
s F — . f 1. UZ S
Hio(F) = inf {ngnoo;I | }
= inf { lim

w ()
= lim n.| —
n—>o00 n

. n
= lim —
n—soo NS

1
n

olarak bulunur. Bu ifadeyi s parametresinin bir fonksiyonu olarak ele alirsak;

oo, 0<s<1

ifadesinden dimy F' =1 olarak bulunur.

Ornek 3.2.9. F, di¢lic Cantor kiimesi olmak tizere; F kiimesinin Hausdorff (6l¢i)
boyutunu hesaplayalim.

F kiimesi k. advmda 37% wzunluguna sahip 2% tane aralik icerdiginden, F
kiimesini k. adimda 37 wzunluga sahip 2% tane parca ile értebiliriz. Buna gére F

kiimesinin Hausdorff ol¢uist;

Hio(F) = Inf § lim Z Uil
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olarak bulunur. F' kiimesinin Hausdorff boyutunu bulmak i¢in son ifadenin degeri

0 ile oo arasinda bir sayr olmalidir. Bundan dolay;

— =1
35

olmasy gerekip,

2 — 38
log 2 = log 3°

log2 = s.log 3
_ log?2

o log 3

olarak bulunur.

Ornek 3.2.10. E = [0,1] x [0,1] € R? olsun. S; : E — E olmak izere,

Si(z,y) = (§, s+ %)
Sa(z,y) = (% + %’ %)
Siw) = (G+34+3)

olacak sekilde Sy, Sy ve Ss buziilme dontsiumleri verilsin.

I,
T
-

E2

E =

0 1

Sekil 3.10. Boyutu tamsayr olan fraktalin insasi[12]

E kiimesi dzerinde {Sy,Sa, S3} biizilme donisimleri tarafindan tanimlanan

TFS i¢in,



olan F fraktalinin Hausdorff boyutunu hesaplayalvm/[12].
F kiimesinin Hausdorff boyutu, Hausdorff 6l¢iist yardima ile hesaplandigindan
s> 0 wved >0 igin {U;} ailesi F' kiimesinin 0— ortisi olmak tzere;
Hi(F) = inf S UZ ®
s(7) = jnt { S 1030}
olup, eger |U;| < § yerine |U;| = 0 alinmirsa
i) < jut {51000}
i} Li=1
olarak bulunur. F fraktale k. adimda 3F tane +/2.37% capinda yuvar ile

ortileceginden

H3(F) < lim 3" (ﬁ.g—k)s

—o0
olup, bu ifade s = 1 igin H} o(F) < v/2 olarak bulundugundan dimy F < 1
olur.

Ayrica, F kimesinin x—eksenine ortogonal projeksiyonu proj(F) = [0,1]
oldugundan

L=L0,1] = H'([0,1]) = H'(proj F) < H'(F)

olarak bulundugundan dimg F' > 1 olur.
Sonu¢ olarak, dimyg F' < 1 ve dimyg F' > 1 oldugundan dimy F = 1 olarak

bulunur.

Ornek 3.2.11. F kimesi t¢li Cantor kiimesi olmak tizere, F' kiimesinin Hausdorff
(6l¢ii) boyutunu dnerme (3.2.1) yardvma ile hesaplayalim/[2].

Uclii Cantor kiimesinin Hausdorff boyutunu énerme (8.2.1) yardvma ile daha
kolay bir  sekilde hesaplayabiliriz. Bunun 1¢cin, F kimesini
Fr =Fn [0, %} ve Fr = F'N [%, 1] olacak sekilde % oramnda kucultilmis iki

ayrik parcaya aywralim. Boylece, F' = Fp N Fg olarak ifade edilebilir. Bundan
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dolay, onerme (3.2.1) ile,

HE(F) = H(Fy) + H*(Fp)
_ (%)SHS(F) + (%)S”HS(F)

_ (%) H(F)

F kiimesinin Hausdorff boyutu dimy F = s degeri i¢in 0 < H*(F) < oo

yazilabilir.

olacak sekilde bir degere sahip oldugundan,

1

Ho(F) =2 <§>SHS(F) (3.2.8)

yazilp, (4.2.10) esitliginin her iki tarafs H°(F) degerine bolinirse,
()
3
3*=2

olup, esitligin her iki tarafinin logaritmast alinirsa,

log 3° = log 2
s.log3 =log?2
log 2

S =
log 3

olarak bulunur.
Teorem 3.2.4. Herhangi bir sayilabilir kiimenin Hausdorff boyutu sifirdr.

Ispat. I = {zp;n > 1} sayilabilir kiimesini gbéz oOniine alalm. F kiimesi,

IS

sayilabilir oldugundan herbir elemani ¢, = 2% olacak sekilde aciklar ile
ortiilebilir. Bundan dolay1, 0 < §,, < 0 olacak sekilde F' kiimesinin herbir eleman1

i¢in bir ¢, segilebilir. Buna gore; > 2% = 1 oldugu goz oniinde bulundurulursa,
n=1
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F kiimesinin Hausdorff 6lciisii,

lim

H5_o(F) = inf
k—)oo

{Un}

{
@f

< 6

IIM? IIMF’T

1
2n

olarak bulunur. Bu ifadeyi s nin bir fonksiyonu olarak ele alip, s parametresinin
degisimini incelersek, s > 0 i¢in ifade sifir degerine esit olur. Hausdorff boyutunun
tanimi geregi s > dimpy F' oldugunda sifir oldugundan F' kiimesinin Hausdorff

boyutu tanim geregi sifir olarak bulunur. O]
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4. BOYUT HESAPLAMA TEKNIKLERI

Fraktallarin boyutlarinin hesaplanmasi, klasik geometrideki geometrik
sekillerin boyutlarinin hesaplanmasi kadar kolay degildir. Bundan dolay1, fraktal
boyutun hesaplanmasi veya tahmin edilmesi i¢in bazi teknikler geligtirilmistir.
Bu teknikler ile fraktallarin boyutlarinin tahmin edilmesi, genellikle boyut icin

bir alt sinir ve bir tist sinir degeri elde edilmesi ile yapilir.

4.1 Basit Teknikler

Boyut icin bir tist sinir degeri, kutu sayma metodu kullanilarak elde edilebilir.
Agagidaki onerme, Hausdorff boyutu ve kutu sayma boyutu arasindaki iligki

yardimi ile boyuta bir list degerin nasil bulunabilecegini ifade etmektedir.

Onerme 4.1.1. Bir F ktimesinin, k — oo i¢in 0 — 0 olacak sekildeki en ¢cok

Or—caply ny, tane kume tarafindan ortilebildiging kabul edelim. Bu durumda,

1
dimy F < dimpF < lim —2"*
F—oo — log 0y,

dir. Ustelik, k — oo igin nioy stmarl ise bu durmda H*(F) < oo dur. Eger

0 <c<1igindy —> 0 iken opyq > Oy ise, bu durmda da,

log ny,

dimpF < lim
k—}oo—log(sk.

dur[2].

Ispat. F kiimesi s—boyutlu sonlu bir kiime olsun. Bu durumda F kiimesi
onermeye gore en ¢ok dp—capina sahip ny tane kiime ile ortiildiigiinden, Hausdorff

ol¢iisti tanimi geregi

so(F) = inf { lim i ]Uils}

{Ul} k—o0 k=1
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olup, bu tanimda |U;| < §, yerine |U;| = J, almirsa
Wi, (F) < Ny, (F)o; (41.1)

ifadesi yazilabilir. F' kiimesinin hausdorff 6l¢limii sabit bir say1 olacagindan, (4.1.1)

ifadesinin logaritmasi alinirsa

log N5, (F') + slogdx, > 0

—s.log 0 < log Ny, (F')

olup, k — oo iken § — 0 oldugundan

550 —logd koo — logdy
olarak bulunur. Buradan da
log ny,

dimy F < dimpF < i
TR S = ST = s T log 6

esitsizligi elde edilir.

Ayrica F kiimesi, d,—capinda ny tane kiime ile ortiilebildiginden,
H;, (F) < .oy,
olup

lim H5 (F) < lim n,d;,
k—o00

k—o0

H(F) < lim ngd;

k—o0

ifadeleri yazilabilir. Buradan da, & — oo icin ngd; smirh oldugundan
H*(F') < oo oldugu elde edilir.

En son olarak da, F' kiimesinin k. adimdaki kutu sayma boyutunun tist limitini
veren ifadeyi elde etmemiz gereklidir. Bunun igin ise, 0 < ¢ < 1 ve dpy1 > g
olmak iizere, 0511 < 0 < d; araligr segilirse

log No(F) _ logNoy( (F) _ logNo () _ logNa,,(F)

—logd — —logd, —log dp41 + log (‘3’3—21> ~ —logdpq1 +loge
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ifadesi yazilabilir. Buradan da

—log Ns(F')  ——1log N;, (F
im0 ) o(F) < lim log N, (F)
=0 — log ) k—oo — log Ok

elde edilir ki, bu da

1
dimgF < lim 08 Ttk
k—>oo—log5k

olup, bizden istenilen ifadedir. O

Bu teorem, Hausdorff boyutu ile kutu sayma boyutu arasindaki iligkiyi
gosterilerek, Hausdorff boyutu icin kolay bir gekilde iist smnir bulmay:

saglamaktadir.

Ornek 4.1.1. Onerme (4.1.1) ile d¢li Cantor kiimesinin Hausdorff boyutu igin
bir st simr degeri bulalim.
Cantor kiimesinin k. adimda 37 capina sahip 2F tane kiime ile ortileceginden,

log ny

dimg F < dimgF < dimgF < lim

4.1.2

oldugundan, nj, = 2% ve &, = 37% ifadeleri (4.1.2) esitsizliginde yerine yazlirsa

log 2
dimy F < =8
log 3

degeri elde edilir.

Bir fraktalin boyutunun bir alt sinirin1 bulmak ise, iist siir1 bulmak kadar
kolay degildir. Ciinkii; alt sinir1 bulmak igin verilen kiimenin tiim 6 > 0 olan
ortilerinin Hausdorff Olclisiiniin, belirli bir pozitif sayidan biiyiik oldugunu
gostermek gereklidir. Bu gostermek yerine, kiime tizerine uygun bir olasilik olgiimii
tanmimlanarak Hausdorff olgiistintin belirli bir porzitif sayidan biiyiik oldugu

gosterilerek boyut icin bir alt sinir elde edilmesi daha kolaydir.

Onerme 4.1.2. F kiimesi tizerinde sonlu bir él¢im pwovec>0wved >0 olsun.

0 > 0 i¢in {U;} ailesi F' nin 6— drtisi olmak dzere, her U; i¢in
w(Us) < c|Ui° (4.1.3)
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esitsizligi saglaniyorsa,
(£)

c

e (F) > £

ve

s <dimy FF <dimpF < dimgF
egitsizlikleri yazlabilir[2].

Ispat. {U;} F kiimesinin (4.1.3) sartim saglayan bir ortiisii olsun. Buna gore,

0 < u(F) < p(QU) < SU) < 3 Ul

i=1

ifadesi ol¢timiin ozellikleri yardimi ile yazilabilir. 6 — 0 igin,

p(F) < C;\Ui\s

olup, bu ifadeden de

olarak bulunur. u(F) > 0 oldugundan H*(F') > 0 olup, dimy F' > s olur. O

Onerme (4.1.2) yardim ile dimy F > s ifadesi elde edilerek Hausdorff boyutu

i¢in bir alt sinir kolay bir gekilde elde edilebilir.

Ornek 4.1.2. Teorem (4.1.2) ile ugli Cantor kiimesinin Hausdorff boyutu igin
bir alt symar degeri bulalim/[2].

Cantor kiimesi k. advmda 37% uzunluguna sahip 2% tane parcaya ayrildigindan,
k. advmda fraktale F}, belirtmek dizere, Fy, fraktalinin her bir parcasimn 6lgiist 27
olur. Ayrica, k. adimda fraktal ortmek icin 3-*+1) < § < 37% olacak sekilde bir
0—ortist segebiliriz. Buna gore; bu ortuntin herhangi bir U kumesi, Fj, fraktalinin

en fazla bir parcasi ile kesiseceginden,

log 2/ log 3 log 2/ log 3

w(U) < 27k = (Smgg)_k _ (310g2/10g3)_k _ (3—k) < (3|U))
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olup, onerme (4.1.2) yardima ile de
Hlog2/10g3 F > 1
( ) — 3log2/log3
> 3—10g2/10g3

1

> -
-2

log 2
log 3

olarak bulunur. Bundan dolay:, dimy F' > olarak bulunur.

Onerme (4.1.2) ile boyut i¢in bir alt smir degeri elde edildi. Bu 6nerme,
onermedeki g olgiimi yerine yerel yogunluk sartini saglayan bir ol¢tim
belirlenebilirse, Hausdorft ol¢iimii ve Hausdorff boyutu icin hem alt sinir hem

de st siir i¢in deger bulmada kullanilabilir.

Lemma 4.1.1. R" de sinurl bir bolgenin icerdigi acik yuvarlarin ailesi C olsun.
B € C kiimesinin oyle bir sonlu veya sayilabilir ayrik alt ailesi vardir ki,

JBcl B (4.1.4)

BeC %

olacak sekilde bir {R} alt ailesi vardwr. Burada El kapaly yuvarlar, B; yuvarlar:

ile ayny merkeze ve ¢ kat veya daha biyik yaricapa sahiptirler[2].

ispat. Basitlik i¢in, ispat C nin sonlu bir ailesi i¢in verilecektir. Bu ispat ayni
zamanda genel durum icin de gegerlidir. C deki yuvarlarin ayrik oldugunu
tiimevarim yontemi ile gosterilim. B; yuvari, C deki en biiytik yarigaphi yuvar
olmak tzere, By, Bs, ..., Br_1 tane bir birini kesmeyen ayrik kiimelerin se¢imini
yapdigimizi varsayalim. By yuvarini, By, Bs, ..., By yuvarlan ile kesismeyecek
sekildeki en biiyiik yuvar olarak ya da yuvarlardan biri olarak secelim. Bu iglemi
hi¢bir ayrik yuvar kalmayana kadar devam ettirelim. Gergekten sectigimiz tiim B;
yuvarlart ayriktir. Ciinkii; B € C ise ya B = B; olacak gekilde bir B; yuvar: vardir
ya da B yuvar |B;| > | B| olacak gekilde bir B; yuvarlarimdan biri ile kesigir. Her

iki durumun da olmadigi durumda ise, B yuvari, |Bg| < |B| olacak sekildeki ilk
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By, yuvarinin yerine secilebilir. Bu da C ailesinden sayilabilir yada sonlu bir ayrik
alt aile segilebilecegini gosterir.
Ayrica, B € C kiimesinin bir |B;| = r ve |B;+1| < r olacak sekilde kegisen iki

kiimesini goz ontine alalim.

Sekil 4.1: Ayni merkeze sahip E yuvarlarinin, B; yuvarlaring ortmesi i¢in en az
ti¢ kat buyukliginde yaricapa sahip olmasi

Buna gore, x € B; olmak tizere, B; U B; 1 kiimesi merkezi x ve yarigapi en az
3r olan bir kapali yuvar ile ortiilebiilir. Buda, B; kapali yuvarlarinin, B; yuvarlar

ile ayn1 merkeze ve en az ii¢ kat biiyiik yarigapa sahip oldugunu gosterir. O]

Lemma (4.1.1), verilen bir agik yuvar ailesinden ayrik bir alt aile segilebilecegini
ve bu secilen ayrik yuvarlarin ii¢ veya daha fazla katta yaricapa ve ayni merkeze

sahip kapali yuvarlar: ile agik yuvar ailesinin oOrtiilebilecegini ifade etmektedir.
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i C

atles

Sekil 4.2. A¢ik yuvarlarin

nlu veya saylabilir ayrik B; kimeler:

ecilen so

Sekil 4.3. C' ailesinden s
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Sekil 4.4: C' ailesinden segilen ayrik B; kimeler: ile ayny merkeze ve 3 kat biiytik
yaricapa sahip B; kumeleri ile C' ailesinin ortilmesi

Boylece ayrik yuvarlarin olgiimii ile acik yuvar ailesinin 6l¢timii i¢in sinir deger
elde edilebilir. Bundan dolayi, Lemma (4.1.1) yardim ile Hausdorff 6lgiisii igin
alt ve st sinir degerleri hesaplanarak verilen bir kiimenin Hausdorff boyutu

belirlenebilir. Bu boyut hesaplama teknigi énerme (4.1.3) ile verilmektedir.

Onerme 4.1.3. F C R" bir Borel kiimesi ve w olgimi R™ “zerinde bir Borel

ol¢timi olsun. 0 < ¢ < oo bir sabit olmak tzere,
(a) Her 2 € F icin lim,__,ou(B(z,7))/r* < ¢ oldugunda H*(F) > u(F)/c,
(b) Her x € F icin lim,__ou(B(z,7))/r* > ¢ oldugunda H*(F) < 2°u(F)/c,
olarak elde edilir[2].
Ispat. (a) Her bir § > 0 icin
Fs={z e F:uBx,r) <c® , 0<r <}

olarak tammlayalim. {U;} ailesi F' kiimesinin bir d—ortiisii olsun. Her bir
U; agig Fs nin bir z noktasim igerdiginden ve = merkezli |U;| yarigapl bir

B yuvar da U; leri igerdiginden,
p(Ui) < u(B) <c|U[*
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ifadesi Fs nin tanimindan yazilabilir. Bundan dolay,

p(F5) <Y {u(Us) : U; nin Fy ile kesigimi} < ¢~ |U;[°
olur. {U;} ailesi F nin herhangi bir J§—ortiisi  oldugundan
p(Fs) < cHY(F) < ¢H*(F) yazlabilir. 6 — 0 i¢in Fy — F olacagindan

p(F) < cH*(F) elde edilir.

(b) Basitlik i¢in 1spat1 yaparken 2° yerine 8° alalim. Varsayalim ki F' sinirli olsun.

0 > 0 ve C yuvarlar ailesi olmak tizere
{B(z,r):z e F , 0<r<{§veuB(x,r)) > cr'}

olsun. Buna gore, (b) deki hipotez geregince F' C |J B yazilabilir. Lemma
BeC

(4.1.1) gore B; € C olacak sekilde ayrik B; altailesi UB C Uél olacak
BeC i
sekilde vardir ve B; kapali yuvarlarin yaricapi, B; ayrik yuvarlarinin

yaricapinin dort katidir. Bundan dolayn, {EZ} ailesi F' kiimesinin bir

8d—ortiisii olup

His(F) < 0 |B| <Y 1B
<& (B < 8 u(R)
ifadesi yazilabilir. § — 0 i¢in

HE(F) < 8¢ 'u(R") < oo

olarak elde edilir.

4.2 Ortiikk Method

Bir F" kiimesinin Hausdorff boyutunu bulmak i¢in, kiimenin Hausdorff ol¢iisii

olan H*(F') ifadesinin hangi s degeri i¢in sonsuzdan sifira sicradigina bakilir.
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Bu sekilde bir hesaplama yerine bu method yardimiyla kendi kendine benzerlik
ozelligi acikga belirli olan fraktallarda belirli sartlar saglandiginda s degerini
dogrudan hesaplamaya gerek kalmadan bulunabilir. Bundan dolay1 bu yonteme
ortilk method denir. Bu method asagida ifade edilen bir birini tamamlayici iki

teorem ile verilmektedir.

Teorem 4.2.1. F' C R"™ bos olmayan kompakt bir kime, a > 0 ve rqg > 0 olsun.
|U| < ro olacak sekildeki her U kiimesi ile F' kiimesinin kesisimi, Vz,y € FNU
1cin

alU]™ |z —y| < |g(x) = g(y)] (4.2.1)
sartine saglayan g : FNU — F bir donisim olarak ifade edilebiliyorsa,
s = dimy F olmak dizere; H*(F) > a® > 0 ve dimpF = dimpF = s ifadeleri

yazilabilir[3].

Sekil 4.5: Bir F kiimesinin Teorem (4.2.1) ile kiigik par¢alarinin kendisine
egitlenmesi/3]

Ispat. Teoremin 1sbat omayana egri yontemi ile yapilacaktir. V s > 0 icin
H*(F) < a® oldugunu kabul edelim. Buna gore F' kiimesi ile kesisen bir {U;}

ailesi bulunabileceginden F' C |JU; ve > |U;]° < a® ifadeleri yazlabilir. Teoreme
i=1 i=1
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gore, a > 0 oldugundan > |U;|” toplamu pozitif bir sayiya esit olur. Bundan
i=1
dolay1, eger |U;| < 9 ise

SU < m.o®
i=1
ifadesi yazilabileceginden dimpF < s olarak bulunur. Ayrica,
dimy (F) < dimg(F) < dimp(F)

ifadesinden dolay1 dim g (F') < s oldugu agiktir. Bundan dolayi, teoremi isbatlamak
icin ¢t < s olacak sekilde s degerine cok yakin bir ¢ degeri secildiginde

dimgF' < dimpyg F esitsizliginin elde edilmesi yeterlidir.

H*(F) < a® olarak kabul etdigimizde, F C |JU; ve >_ |U;|” < a® olacak sekilde
i=1 i=1

F' kiimesiyle kesisen Uy, Us, ..., U,, kiimeleri vardir. Bundan dolay1 0 < ¢t < s

olacak sekilde s degerine yakin bir ¢ degeri aldigimizda
| < 1 (4.2.2)
i=1

esitsizligi elde edilir.

Ayrica, hipotezden g; : FNU; — F (i = 1,2, ...,m) olacak sekilde
v —yl < a Uil lgi(2) —gi(y)]  (z.y € FNUY (4.2.3)

esitsizligi vardir. { gt gt g;zl} fonksiyonlar1 g; fonksiyonlarinin ters
fonksiyonlar1 olmak tizere, I, = {(i1, %2, ...,1) : 1 <1i; < m} ile k. iterasyon ifade

edilip I = | I ile gosterilsin. Buna gore, her bir i = (iy, is, ..., i) € I} i¢in
k=0

Uil,i2 ----- iy — gi—11 (gi—zl ( (g;el (F)) ))

olarak tanimlanir. Bundan dolayi, z,y € U, 4, i, olmak tizere (4.2.3) ifadesine

gore
|z —yl <a U] U] |giy © o 0 gi (€) = giy © .. 0 g5, (1))
olarak elde edilir ve ozellikle
’Uihiz 77777 'lk| S a_k |Ul1‘ |Ulk’ ’F|
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olur.

b= a ' min;<;<,, |U;| olarak alahm ve Va € F igin r < |F| olarak verildiginde
e U vebr <a*|Uyl..|U;,||F| < r olur. Bundan dolay1, F' kiimesini 6rtmek
icin en az sayida gerekli olan en ¢ok r gapma sahip kiimelerin sayist N(r) ile

gosterilmek tizere;

N(ry<#{iel:br <a *|Uy|...|U,||F|}

< S () (@ U] - U F])

iel

<Pty a™y (U] (U]
k=0

el

oo m k
= |F'"b'r "y (ﬁZ |Ui|t>
=1

k=0

<cgrt

olup (4.2.2) ifadesi ve baz1 ¢; < oo i¢in sonug smmrh olur. Buradan da

dimgF <t < s ifadesi elde edilir. O]

Teorem 4.2.2. F' C R" bos olmayan kompakt bir kime, a > 0 ve ro > 0 olsun.
|B| < ro ve merkezi F' kiimesinde olacak sekildeki her kapali B yuvari ile F

kiimesinin kesisimi, Vx,y € F icin

ar |z —y| < |g(x) — g(y)| (4.2.4)

sartine saglayan g : F — F N B bir dontusum olarak ifade edilebiliyorsa,
s = dimy F olmak tizere H*(F) < 4°a™° < oo ve dimpF = dimpF = s ifadeleri

yazlabilir/3)].

ispat. Teoremi isbati, F' kiimesinin ayrik yuvarlar yardimi ile kutu sayma boyutu

hesaplanarak yapilacaktir. Bunun igin, bazi r < min {a™!, ro} degerleri verildiginde
N(r)>a*r— (4.2.5)
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Sekil 4.6: Bir F kiimesinin Teorem (4.2.2) ile kendisinin ki¢ik parcalarina
egitlenmesi/3]

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Clinkii, N(r) > a=*r~* oldugunda

log N(r)
—logr

loga=%r—*°

dimB F =

—logr
—sloga — slogr

—logr

olup, a sabit bir say1 oldugundan log a = 0 olacagindan

—sl
dlmBFZ 5087
—logr
> =5
<s

olarak elde edilir. Halbuki teorem geregi dimy F' = s oldugundan,
olmasi gerekir ve buldugumuz her iki esitsizlik de dogru oldugu icin

dimyF = dimpF = s
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olarak bulunur.

Buna gore, (4.2.5) ifadesi verildiginde
m=N(r)>a'r (4.2.6)

olacak sekilde ¢t > s degeri alinabilir ve merkezi F' kiimesinde ve yaricapi r olan
By, By, ..., B, ayrik yuvarlar1 vardir.

Hipotezden g; : F' — F N B; (1 <i < m) olacak sekilde

ar |r —y| < lgi(z) — g:(y)| (4.2.7)

ifadesi yazilabilir. Burada {g1, go, .., gm} bir TFS olup, bu TF'S nin ¢ekicisinin
(yani F' kiimesinin) boyutunun alt sinir1 bulunabilir.

d = min;»; dist(B;, B;) > 0 olarak alalim. (4.2.7) ifadesini (¢—1) kez uygularsak,

dist (gi, © ... © gi, (B), gj, © ... 0 gj, (E)) > (ar)"" dist(B;,, B;,) (4.2.8)

> (ar)'d
olup, burada ¢, i, # j, olacak sekildeki en kiigiik tamsayidir ve r < a~! dir.
p olgiimiindi, 4y, dg, ..., 4 timil icin p(gi, © ... 0 g, (E)) = m™* olacak sekilde F

kiimesi tizerinde tanmmlayalim. U C R" ve |U| < d oldugunda, F kiimesi ile

kesigen herhangi bir U kiimesi i¢in;
(ar)™d < |U| < (ar) d (4.2.9)

olacak gekilde en kiigiik tamsay1 & olsun. (4.2.8) ifadesinden dolay1, U kiimesi ile

giy © ... 0 g, (F) kiimesi kesigir ve (4.2.6) ve (4.2.9) ifadelerinden dolay1
p(U) <m™ < (ar)™ < (dar)™ [U[

ifadesi yazilip, (4.1.2) ifadesine gore dimy F' > t > s olarak elde edilirki, bu da
dimy F' = s olmasi ile geligir. Bundan dolay1, dimp F' =t > s olamaz. Bu c¢eliski

de dimp F' = s oldugunu gosterir.
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ispatl tamamlamak i¢in H*(F) < 4°a~* oldugunu gostermek yeterlidir. Eger
dimy F' = s ise yeterince kiiciik tiim 7 degerleri igin N(r) < a=*r~° olur. Ciinki,
hipoteze gore dimy F' = s oldugunda dimpF = dimgF = s olup, hipotezin
ispatinin ilk kisminda ispati yapilmigtir. Bununla bereber F' kiimemizi 2r
yarigapina sahip yuvarlar ile 6rtebildigimizden (r yarigapina sahip ayrik yuvarlar

ile ortiilebildiginden)

Sekil 4.7: Ayrik (diz ¢izgili) yuvarlar ile ortilen x ve y noktalarn ki kat biyiik
yarigcapa sahip (kesik ¢izgili) yuvarlar ile értilmesi

Hi(F) <a*r*(4r)® = 4°a"°
olup, H*(F') < 4°a~* olarak bulunur. O

Ornek 4.2.1. Ucliic Cantor kiimesinin Hausdorff boyutunu ortik method ile
bulalim/[3].
F kiimesi ti¢li Cantor kiimesi olmak tizere, k € Z* igin 3781 < |U| < 37*

olacak sekilde U kiimesi ile F' kumesi kesistiginde g : FNU — F donusimunin

benzerlik orani 3* oldugundan, a = % olarak segildiginde (4.2.1) esitsizligi ve

teorem (4.2.1) saglanir. Benzer sekilde, k € Z7% icin 3% < r < 37%1 olacak
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sekilde 2r uzunlugunda ve merkezi F' kumesinde olan kapali B araligs ile F' kiimesi

1

kesistiginde g : F — F N B déntisimiinin benzerlik orani 37% olup a = 3

1$cin
(4.2.4) esitsizligi ve teorem (4.2.2) saglamr. a = % degeri igin teorem (4.2.1)
ve teorem (4.2.2) saglandigindan, H*(F) > a® > 0 ve H*(F) < 4°a™° < o0
esitsizlikleri elde edilerekten 0 < H*(F') < oo olacak ¢ekilde s = dimpy F' degerinin
varhagr garanti edilir. Boylece, F' kiimesinin Hausdorff boyutu dimy F = s degeri
icin 0 < H(F) < oo olacak sekilde bir degere sahip oldugu anlagilir. Simdi
ise hausdorff ol¢ustunin birim ozelligini kullanarak bu s degerini hesaplayalim.
Bunun i¢in, F' uclu Cantor kumesini Fr, = F'N [0, %} ve Fr =FnN [%, 1} olacak
sekilde % oraninda kiucultilmais iki parcaya ayiralim. Boylece, F = Fr, N Fr olarak

ifade edilebilir. Bundan dolay, énerme (2.2.1) ile,

HY(F) = H°(Fy) + HO(F)
y (%)S’HS(F) v (%)SHS(F)
5 (%) HE(F)

yazlabilir. F kimesinin  Hausdorff boyutu dimg F' = s degeri i¢in

0 < H*(F) < oo olacak sekilde bir degere sahip oldugundan,

H(F) = 2 G)S'HS(F) (4.2.10)

yazilip, (4.2.10) esitliginin her iki tarafs H*(F) degerine bolundrse,

(5)
1=2(=
3
3 =2

olup, egitligin her iki tarafinin logaritmast alinirsa,

log 3° = log 2
s.log3 =log?2
log 2

S =
log 3

olarak bulunur.
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4.3 Kesik Kiimelerin Kutu Sayma Boyutu

Belirli bir baglangi¢ kiimesinden ayrik kiimelerin bir dizisinin ¢ikarilmasi ile
elde edilen fraktallarin kutu sayma boyutunun belirlenmesi, fraktali olusturan
kiimeden ziyade baglangic kiimesinden c¢ikarilan kiimelerden yararlanilarak
yapilabilir.

Bu durumu ifade etmek i¢cin A C R smirh ve kapali araligini goz Oniine
alalm. A, A, ... kiimeler dizisi A kiimesinin |A| = i |A;| olacak gekilde ayrik
alt aciklarinin bir monoton azalan bir dizisi olsun. Buzlr_aida7 Aj fraktalin ingasinin
ilk adiminda A kiimesinden c¢ikarilan kiimedir. A, ise ikinci adimda c¢ikarilan
kiimelerdir. Ayrica, |A;| = ay, |As| = as ve |4,| = a, ile gosterelim. Buna gore

fraktal, {A;} agik kiimeleri ile
F=A\UA4
i=1

seklinde tamimlayabiliriz. Bu tamimlama sayesinde F' kiimesinin kutu sayma
boyutunu kesik kiimelerin uzunluklar1 yardimi ile hesaplayabiliriz. Bu hesaplama
icin kutu sayma boyutunun Minkowski boyutu olarak adlandirilan tanimindan

yararlaniriz. Bu tanim;

1 "(F,
5—0  logé

seklinde olup burada L™ n-boyutlu Lebesgue ol¢iisiidiir. Buna gore, 1—boyutlu
kesik kiimeler i¢in £™ 6lgiisii uzunluk olgiisiine kargilik gelmektedir. Boylece F
kiimesinin d —komsulgunun icerdigi kesik kiimelerin uzunlugu yardim ile fraktalin
kutu sayma boyutunu bulabiliriz. Burada d—komsulugundaki degismeye kargilik
kesik kiimelerin uzunlugundaki degigme limit durumda boyutu verecektir.

Yukaridaki acgiklamalar dogrultusunda 6 < %al ve k tamsayisini da
apr1 < 20 < ag olacak sekilde sectigimizde, F' kiimesi k.adimda Sekil 4.8. ve

Sekil 4.9. daki gibi ifade edilebilir.
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Sekil 4.8. k. adimda F kiimesi (kalin ¢izgiler) ve kesik kiimeleri (kesik ¢izgiler)

Ayrica k. adimda F kiimesinin d—komsulugu, ¢ > i 4+ 1 igin > a; kesik
i=k+1
kiimelerinin tamamini, 1 < ¢ < k i¢in k tane kesik kiimelerin her birinden 26

uzunlugunu ve F' kiimesinin sonlarinda birer ¢ uzunlugunu igermesinden dolay1

L(Fs)=2(k+1)0+ > ai , ap1 <20 <ay (4.3.1)
i=k+1

toplam uzunluga sahip kesik kiime icerir.
6 26 26 200 2 2% b

)
5 ‘za 2 2 ’

Sekil 4.9. k. advmda F kiimesinin § ortusiunin icerdigi toplam kesik kiime

k tane 26

Onerme 4.3.1. F fraktal, k. adimda a araligimin ¢ikaridmase ile elde edilmek

uzere;
. logayg —log ay,
a = — lim ve b= —lim
koo lOgk k—oo log k
olarak elde edilebiliyor ise, 1 < b < a oldugunda
1 — 1
— <dimzF < dimgF < i (4.3.2)
a

olarak bulunur/3].

Ispat. k.a; < |F| oldugunda, 1 < b < a olacak gekilde a ve b sayilar

bulunabileceginden, yeterince biiyiik k& ve ¢; > 0, co < 00 igin
k™ <ap < k™0 (4.3.3)
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ifadesi, (4.3.2) ifadesine bir yaklagim i¢in kullanilabilir. Eger ¢ yeterince kiigiik ve
apy1 < 20 < ag (4.3.4)
oldugunda, (4.3.1) ifadesi ile
LY6) > 2(k+1)6 (4.3.5)
yazilabilir. Ayrica, (4.3.3) ifadesini k£ 4 1 i¢in uyguladigimizda
a(k+1)7 <ap <co(k+1)7°

olup, esitsizligin her iki tarafinin 1/a kuvvetini alrsak,

1/a 1/a
ok +1)7" <l
1/a
G
S Skt

k—l—l

1/a 1/a
01/ k+{ <k+1

son ifadeden k + 1 > ¢}/ a,;i{a oldugu anlagilir. Bu ifadeyi (4.3.5) esitsizliginde

yerine yazarsak,
LY6) > 2(k +1)8 > 26,/ .ap 11°0 > 2¢)/*(20) V25 > 2¢)/ "2~ Vagi-/e

olarak bulunur. Buradan, dimgF' > % olarak bulunur.
Ust limit icin (4.3.3) ifadesinde b > 1 oldugunu varsayalim. Eger § yeterince

kiigiik ve k sayisida (4.3.4) ifadesini saglayacak sekilde segilirse

LY6) =2k + 15+ > as

k+1
= (k+1)(26 — apa) + X2 (i + Dla; — aiga)
k+1
< 4§+ 23 i — ar)
k+1
S 40;/1) 1/b5—|— % 1/bZ a; 1/b(ai . ai+1)
k+1
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olup,
kEa?(az- —ai) < (1—a) ' ™"
=1

ifadesi 0 < a < 1 ve (ag)32, azalan bir dizi olup sifira yakinsadiginda gecerli

oldugundan
4c§/b.a,;1/b(5 + 2c§/b2a;1/b(ai —a;41) < Acy/Po 1 /bgI-1/b 205/13(1 - 1/b)_1a,1€ﬂ/b
k1

< 6351_1/17

olarak bir ¢ sabiti bulunabildiginden, dimgF < % olarak bulunur.

Buna gore, dimgF' ve dimpgF' limitleri var ve birbirlerine esitse
1

lim <log ak>

k—o00 log k

olarak elde edilir. O

dlmBF = —

Ornek 4.3.1. F fraktaly tii¢li-Cantor kiimesi ise ay, tumleyen kiimelerin uzunluklar,
m tamsaysy 2™ < k < 2™ —1 kosulunu saglamak tizere ai, = 3™ olsun. Buna

gore,

_ log ay, . log3—m-!t
lim = lim ——
k—oo \ log k m—oo  log 2™
— 1)1
_ im (m+1)log3

m—00 mlog 2
log 3

_log2

olup,
log 2

dimp F =
B log 3

olarak bulunur/3].
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