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Bu tezde, tedavi ve gdg¢ etkisine maruz kalan bir siirekli SIR salgin hastalik modellerini
ayriklastirarak elde edilen fark zamanli SIR salgin hastalik modellerinin kompleks dinamik
yapisini analiz ediyoruz. Burada ayriklastirma islemi igin ileri Euler metodunu kullaniyoruz.
Oncelikle {i¢c boyutlu sistemi iki boyutlu sisteme indirgeyerek modelin denge noktalarinin
varhigini gosteriyoruz. Ardindan, elde edilen denge noktalarindan pozitif denge noktasinin
kararlilik sartlarini, flip catallanma ve Neimark-Sacker ¢atallanmanin goriiniirliigiini
aragtirtyoruz. Bu durumu, modelin denge noktalarinin topolojik bir siniflandirmasini yaparak
sunuyoruz. Kaos kontrol stratejisini kullaniyoruz. Analitik sonuglari desteklemek igin zengin
nimerik simiilasyonlar gerceklestiriyoruz. Tiim bu analizleri gb¢iin dinamikler tizerindeki

etkisini gostermek icin goc iceren ve goc icermeyen modellere uyguluyoruz.

Anahtar Kelimeler: SIR model; Kararlilik; Flip ¢atallanma; Neimark-Sacker catallanma;

Goe.



ABSTRACT

QUALITATIVE ANALYSIS OF THE EPIDEMIC DISEASE
MODELS WITH TREATMENT

NARIN KILINC
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education Sciences, January/2023
Assoc. Prof Dr. Ozlem AK GUMUS

In this thesis, we analyze the complex dynamic nature of discrete-time SIR epidemic models
obtained by discretizing a continuous SIR epidemic model exposed to treatment and
immigration effects. Here we use the forward Euler method for discretization. First of all,
we show the existence of equilibrium points of the model by reducing the three-dimensional
system to the two-dimensional system. Next, we investigate the stability conditions of the
obtained positive equilibrium point, the visibility of Flip and Neimark-Sacker bifurcation.
We present this situation by making a topological classification of the equilibrium points of
the model. We use the chaos control strategy. We perform numerical simulations to support
analytical results. We apply all these analyzes for models with and without immigration to

show the effect of immigration on dynamics.
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Immigration.



TESEKKUR

Yiksek Lisans Egitimim boyunca her daim sabir, hosgorii ve giiler yiiz gostererek
yardimct olan, tez hazirlama siirecinde istiin bilgi birikimini aktararak yoOnlendiren,
arastirmaya sevk eden tecriibelerinden faydalandigim ve her zaman gostermis oldugu
desteklerinden dolay1 degerli hocam Saym Dog. Dr. Ozlem AK GUMUS ’e en icten
dileklerimle tesekkiir ederim.

Her zaman destegini esirgemeyen kiymetli aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Vi



30/01/2023

ETiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgilin bir ¢alisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu c¢alismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigmi ve highir
sekilde “intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢alisgmamla ilgili
yaptigim bu beyana aykirt bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki

ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Narin KILING

vii



2023/January 30

STATEMENT OF COMPLIANCE WITH ETHICAL PRINCIPLES
AND RULES

| hereby truthfully declare that this thesis is an original work prepared by me; that |
have behaved in accordance with the scientific ethical principles and rules throughout the
stages of preparation, data collection, analysis and presentation of my work; that I have cited
the sources of all the data and information that could be obtained within the scope of this
study, and included these sources in the references section; and that this study has been
scanned for plagiarism with “scientific plagiarism detection program” used by Adiyaman
University, and that “it does not have any plagiarism” whatsoever. I also declare that, if a
case contrary to my declaration is detected in my work at any time, | hereby express my

consent to all the ethical and legal consequences that are involved.

Narin KILINC

viii



ICINDEKILER

BASLIK SAYFASL...uvuuituiiiiiuieieetierneeterteererserneesserseeresssessessnesnns
JURI VE ENSTITU ONAYL..oueneieieieeeenenenenresasesasesesasesesasasesesssssssenses

A B ST RA C T .t ttteteeeenreneeesessassesesesesassssnsssasesssssssssssssasssnssesssnsasnsnnse
TESEKKUR. ceutttituttteitteeneeuereesternerserseesesseessesssesssesersesssssnesnes
ETIiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI....ccceueuen...

STATEMENT OF COMPLIANCE WITH ETHICAL PRINCIPLES AND

| (00 1Y 0] 01 3Q 1 51 ) 2 SN
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI.......ccceeeriiiiieriiiinenreennennn,
SEKILLER DIZINT....ccuuivniiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeieeieenernerertenneenerneenes
TABLOLAR DIZINI....uciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicccce e
O € 1 21 1T N
2. ONCEKI CALISMALAR......ccuittiitieieeterneeternerneesnesnessnesnnssnsmnn:
3. TEMEL TANIM VE SONUCLAR...cittiiiiiiiiiiiiieiiniiiieiatiniosessasonsenns
3.1. Birinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri .........ccccceiiiiieiiinnnnne
3.2. ikinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri ............cccuveuueeunennnnnn.n.
3.3. k. Basamaktan Lineer Fark Denklemleri .........ccccvuiieiieiniininncnennnn.
3.4. Sabit Katsayih Lineer Homojen Sistemler ..........ccccoviiiiiiniiniinnnnn.
3.5. Vektor Fark DenkIemIeri c.oveeeueeineieiiiiiieiiiiieiiiiieruiiiiesaeninesascnees
3.6. k. Basamaktan Skaler Lineer Homojen Denklemler .....cccceeeeeiieenennnn.
3.7. Birinci Basamaktan Lineer Olmayan Otonom Fark Denklemleri .........
3.8. Lineerlestirme YONtemi ....ccoeeiiieiiieiiieiiieteinriiearennscnnsconnscennscnnaes
4. MATERYAL VE METOT ... iiiiiiiiiiiiiiinniicisiiissssssicsssssssssssscsssessssans
4.1. Birinci Dereceden Sistemlerde KararhiliK .......c.cccoviiiiiiiiiiiniiiniiinen.
4.2. Tleri Euler YONteM «.uuuevunerrneeeneerreerneeesneeeneerneesneesneeesneernesennnns

5. BULGULAR VE TARTISMAL...ccciitiitiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieieeieciecaciaciacnnes

5.1. Doymus Ve Kitle Eylemi Insidans Oranlarina Bagh Salgin Hastalik

Modellerinin Tedavi 116 ANALIZI c.oovvvnniiiiiiieeenniiiieeereenneseeeereeessesesesenes

Vi

vii

viii

Xi

xii

Xiv



ICINDEKILER

Sayfa
5.2. Tedavi Ile Kitle-Eylem insidans Oranina Bagh (5.4) SIR Salgin

Voo L= T oY [ I o= 1 4 TR 46

5.3. Tedavi ile Doymus Insidans Oranina Bagh SIR Salgin Modelinin
N T 1 e 48
5.4. Tedavi ile Goc Iceren SIR Salgin Hastalik Modelinin Analizi................... 49
5.4.1. LoKal KararlliK......ccocveveiiieieiiiiierarniieraenisesasssesasnssssasnssscnss 50
5.4.2. Flip catallanma analiZi...e.ceeeeeeeeeiniiniieiieeniiniiareeceeensenseeccecnnes 52
5.4.3. Neimark-Sacker catallanmasinin analizi........ccceeeveeiiaeneennnnnnnn. 53
5.5. Ka0s KONtIOl...cucuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininiee e eeeeee, 54
5.5.1. (5.4) Modeli icin kaos kontrol analizi.....cceeeeeeeeeieiieeneeneerennnnnnns 54
5.5.2. (5.6) Modeli icin kaos kontrol analizi......cceeeeeeeeeeeecienreennnninnn.. 56
6. NUMERIK SIMULASYONLAR......cccttttttiiiiiiiiieiietiieiiiiiieinnennennnnnns 57
7. SONUCLAR VE ONERILER.......ccccutttiiinieitiereneerneernnernneennessnnn: 67
[N N O N 68

OZGECMIS



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

o Z =5

~ N P> 0N

N

E

M
(s,17)
F(u), F(R)
oa o
OX ' OX
Sl

SIS
SIR
SIRS
SEIR
MSEIR

:Reel Sayilar

:Dogal Sayilar

:Popiilasyondaki dogal 6liim orani
:Enfekte bireylerin dogal iyilesme orani
:Hastaliga bagli 6liim orani

: Dogum Yyoluyla popilasyona eklenen bireyler

: Enfeksiyon katsayisi

: Tedavi fonksiyonu

:Tyilesme, hastaliga bagl ve dogal &liim oranlari toplami
: Ayriklastirma adimi

:Jakobiyen matris

: Karakteristik kokler

:Hastaliga heniiz yakalanmamis ve yakalanmaya agik saglikli bireyler

:Hasta olmus bireyler

:Iyilesen ve hastaliga bagisiklik kazanan bireyler
: Hastalig1 tasiyan ama bulastirmayan bireyler

:Pasif bagisikliga sahip olanlardan olusan popiilasyon

:Sistemin pozitif denge noktasi

: Karakteristik polinomlar
: f ve g fonksiyonlarinin x degiskenine gore kismi tiirevleri

:S,I degerlerinin oldugu model tipi

:S,LLS degerlerinin oldugu model tipi

:S,LLR degerlerinin oldugu model tipi

:S,LLR,S degerlerinin oldugu model tipi
:S,E,LLR degerlerinin oldugu model tip1
: M,S,E,LLR degerlerinin oldugu model tipi

Xi



SEKILLER DiZINI

Sekil 6.1-(a). A=3;d =0.,k=0.2,2=0.3;4=16=0.3665 ve

(%, ¥o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.1) sisteminin zaman serisi grafigi.....

Sekil 6.1-(b). A=3,d=0.Lk=0.2,2=0.3,1=1,0=0.4 ve

(%, o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.1) sistemin zaman serisi grafigi...............

Sekil 6.2-(a). A=3;d =0.1,k=0.2;2=0.3;4=1,6 =0.3665 ve

(%, ¥o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.1) sisteminin faz grafigi............c.cceenee,

Sekil 6.2-(b). A=3,d=0.1,k=0.2,z=0.3;41=16=0.4 ve

(%, ¥o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.1) sistemin faz grafigi..................

Sekil 6.3. A=3,d =0.,k=0.2,2=0.3;4=106=0.3665 ve

(%,,Y,) =(0.1,0.1) parametre degerleri ile (6.1) sistemin flip ¢atallanma grafigi.....

Sekil 6.4. A=3;d =0.5k=0.2,2=0.3;4=16=0.3665 ve (x,,Y,)=(2.1,0.9)

parametre degerleri ile (6.2) sisteminin Neimark-sacker catallanma grafigi.........

Sekil 6.5. A= %;/1 =1k =0.5,2=0.5;d =0.1;,0 =1 ve (X,,Y,) =(L1) parametre

degerleri ile (6.3) sisteminin zaman serisi grafigi..........cccocovviiriniinienienineneees

Sekil 6.6. A=%;/1 =1k=0.5;2=0.5d =0.5,0 =1, =0.1 ve (x,,Y,) =(@1)

parametre degerleri ile (6.4) sisteminin zaman serisi grafigi..........ccccoevvverivernene.

Sekil 6.7-(a). A=3,d=0.1k=0.2,z=0.3,14=1p=0.059g=0.1 ve

6=0.289, (X,,Y,)=(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin

Zaman SEriST Grafi@i.......c.oiirii i

Sekil 6.7-(b). A=3,d =0.1k=0.2,z=0.3;4=1,p=0.05,g=0.1 ve

6=0.32 (X Y,)=1(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin zaman

SEIIST @rafi@l. .. ettt

Sekil 6.8-(a). A=3,d=0.1k=0.2,z=03,1=1p=0.05,9g=0.1,

6=0.29, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5)sisteminin faz grafigi.....

.58

.58

....... 59

......... 60

......... 61

......... 61

........ 61

........ 62

Xii



Sekil 6.8-(b). A=3,d=0.1,k=0.2,z=0.3;4=1p=0.05,9=0.1,

6 =0.35, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin faz grafigi............ 62
Sekil 6.9-(a). A=3;d =0.Lk=0.2,2z=0.3;4=Lp=0.2,g=0.1 ve

6 =0.287, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin zaman

1S3 8 1S3 14 Y .0 P 63
Sekil 6.9-(b). A=3,d=0.1,k=0.2,z=031=1p=0.2,0=0.1 ve

6 =0.31 (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin zaman

SCIIST GIAfIGi. ..ttt 63
Sekil 6.10-(a). A=3;d =0.1k=0.2,z=0.3;4=1,p=0.2,0=0.1,

6=0.29, (X, Y,)=(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin

FaZ GEafiGi. .. e 63
Sekil 6.10-(b). A=3;d=0.1k=0.2,z=0.3,1=1p=0.2,g=0.1,

6 =0.35, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin faz grafigi.............. 63
Sekil 6.11-(a). A=3;d=0.,k=0.2,z=0.34=1p=0.01,9g=0.1,

0<68<0.35, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin

Flip catallanma grafigi.........ocouiniii i 64
Sekil 6.11-(b). A=3,d=0.1k=0.2,2=0.34=1p=0.2,g=0.1,

0<6<0.32, (X, Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin

Flip catallanma grafigi.........ocouiniiii e 64
Sekil 6.12-(a). A=3;d=0.Lk=1z=1541=1p=0.059=0.1, 0<5<0.55

6 =0.5581, (X,,Y,)=(2.1,0.9) parametre degerleri (6.5) sisteminin

Neimark-sacker ¢atallanma grafigi................ccoceiiiiiiiiiiiii e, 04
Sekil 6.12-(b). A=3,d=0.5k=3z=11=1p=0.2,0=0.1, 0<56<05

60 =0.4949 ve (%,,Y,) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin

Neimark-sacker ¢atallanma grafigi.................ciiiiiiiiiiiciiiieceeeeeeeeee . 04
Sekil 6.13. A=3;d =0.Lk=1z=11=1,6=0.52 parametre degerleri ile

(5.4) sisteminin kaos Kontrol grafigi.............c.oooiiiiiiiiiiiii e, 65
Sekil 6.14. A=3;d =0.1k=1z=141=1p=0.01,9=0.6=0.5

parametre degerleri ile (5.6) sisteminin kaos kontrol grafigi.......................oL 66



TABLOLAR DIZIiNi

Tablo 5.1. Parametrelerin Epidemiyojik Anlamlart...................coooooviiiiiiiiinn... 45

Xiv



1.GIRiS

Diinyadaki canlilar birbirlerine dogrudan ya da dolayli olarak baglhidirlar. Bir canli
grubundaki sayisal degisim diger canli gruplarinin sayisinda degisime yol agmaktadir.
Hayat1 dengede tutan bu bagdan dolay1 canli niifusundaki sayisal degisimi incelemek 6nem
arz etmektedir. Nufus; salgin hastaliklar, asiri avlanma ve toplu gog¢ vb. faktorlerden
etkilenmektedir. Ozellikle de salgin hastaliklar niifus istatistigini degistiren faktdrlerin
basinda gelmektedir. Pandemi; diinyada ¢ok hizli bir sekilde genis alana yayilan ve birden
fazla ilkeyi etkisi altina alan salgin hastaliklarin genel adi olarak ifade edilmektedir. Bir
hastaligin pandemi sayilabilmesi icin ii¢ kriterinin olmas1 gerektigi bilinir. Bunlar, ortaya
¢ikan yeni bir viriisiin olmasi veya mutasyona ugramis bir etkenin olmasi, bireylere kolayca
yayilabilmesi, insandan insana ¢ok kolay ve sirekli bir bicimde bulasmasi sayilabilir.

Veba, AIDS, Kolera, Ebola, Cigek Hastalig1, Ispanyol Gribi ve giiniimiizde yasadigimiz
Covid-19 ve diger salgimnlar diinya tizerinde biiyiik kayiplara yol acan salgin hastaliklardir.
Bu hastaliklardan sirasiyla bahsederek, salgin hastaliklar hakkinda bilgi sahibi olmak yararli
olacaktir. Veba ‘kara oliim’ olarak da bilinmektedir. Ates, bas agrisi, halsizlik ve nefes
darlig1 veba hastaliginin belirtileri olarak bildirilmistir. Veba hastaliginin, pirelerin insanlari
1sirmastyla gegtigi bilinmekle beraber enfekte olan bireyden duyarli olan bireye bulastigi da
bilinmektedir. HIV hastaligi; ‘insan bagisikligi yetmezligi viriisii’ olarak tanimlanmaktadir.
HIV viriisii bagisiklik sistemindeki hiicrelere zarar vererek bagisiklik sistemini zayiflatan ve
bunun etkisiyle kisinin diger hastaliklarla savagma yetenegini etkileyen bir virtistur. HIV
enfeksiyonundan etkilenen kisi; iki ila alt1 hafta sonra hasta olup, bir veya iki hafta siiren
kisa siireli gribe benzer bir hastalik yasadigi gézlemlenmistir. Bu belirtiler son bulduktan
sonra HIV viriisii bagisiklik sistemini ¢okertmeye devam etse de uzun yillar herhangi yeni
bir belirtiye neden olmadig: bilinmekle beraber bu virlis insanlarda bagisiklik sistemini
cokerterek AIDS hastaligina sebep oldugu gézlemlenmistir. Kolera ise ‘Vibrio cholerae’ adli
bakterinin neden oldugu akut ve siddetli ishale sebep olan hastalik oldugu gézlemlenmis ve
gecmiste bircok iilkede salgina neden olmustur. Ulkemizde yasanan en biiyiik kolera salgini
Balkan Savaglari sirasinda yaganmig oldugu bilinir. Kolera bakterisi ile bulasmis yiyecekleri
yiyen veya suyu yutan kisilere hastaligin bulasacagi bildirilmektedir. Ebola virusi
insanlarda viriis kaynakli olan kanamali ates gibi komplikasyonlara sebebiyet vermektedir.

Ebola hastaliginin ana belirtileri ates, siddetli bas agrist ve eklem agrilar1 olarak

1



gozukmektedir. Cigek hastaligi, binlerce yildir insanlar etkileyen bulasici, sekil bozucu ve
genellikle oliimciil bir hastalik olmakla birlikte bu hastaligin ilk belirtileri enfeksiyon
kaptiktan 10 ile 14 giin sonra ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Ates, bas agrisi, halsizlik, siddetli
sirt agrisi Cigek hastaliginin belirtileri olarak sayilmaktadir. Cigek hastaliginda cicek virisd,
hastaya temasla, hastaya ait esyalarin kullamimiyla, solumayla veya sineklerle
bulagmaktadir. Tarihteki ilk aginin ¢igek asisi oldugu bilinmektedir. Yakin tarihte yaganmis
salginlar ise SARS 2003 gribi, A HINS (kus gribi) 2007 gribi, A HIN1 (domuz gribi) 20009,
MERS 2012 gribi, A H7N9 2013 ve son olarak ta ginimizdeki SARS-COV-2 (COVID-
19). Bir solunum yolu hastalig1 olan COVID-19, basta 2019 yilinin Aralik ayinda Cin’in
Wuhan sehrinde ortaya ¢ikmustir. Ana belirtileri; yorgunluk, ates, kuru 6ksiiriik, nefes darlig
ve kas agrisidir. Su an bazi1 modifikasyonlar1 ile devem eden SARS-COV-2, 2019 yilinda
Diinya Saghk Orgiiti (WHO) tarafindan Coronavirus Hastaligi (COVID-19) olarak
isimlendirilmistir. Hizl1 bir sekilde bulasarak bir¢ok iilkeye yayilan bu salgin, 11 Mart 2020
tarihinde 4000’den fazla insanin Gliimiine yol agmis bu yiizden pandemi olarak ilan
edilmistir. Giiniimiiziin son salgin hastaliginin Covid-19 oldugunu séylesek de insan hayat:
devam ettigi slirece salgin hastaliklarin var olacagi gergegini yok sayamayiz. Ciinkii Covid-
19 pandemisinde oldugu gibi insanoglu uzun yillardan beri salgin hastaliklarla miicadele
vermektedir. Hastaliklarin tahmini, yayilma durumlarinin incelenmesi, hastaliklarla
miicadelede ve onlarin kontrol altina alinmasi su an ve gelecekte karsimiza ¢ikabilecek
salgin hastaliklarla basa ¢ikabilmek i¢in 6nem arz etmektedir. Uygun tedavi ve asilama gibi
durumlarin hastaligi 6nlemede ve Olim oranlarmi azaltmada etkisinin biiylik oldugu
tartismasiz kabul edilmektedir. Bunun yaninda izolasyon ve karantina uygulamasi salgin
hastaliklarin yayilmasini 6nlemede destek verici nitelikteki durumlardir.

Gilinlimiizde matematiksel mantikla kurulan modeller sayesinde niifus degisimi ve
hastaliklarin gidisatin1 tahmin etmek miimkiindiir. Salgin hastalik modelleri [1,2,3-5 ve
buradaki referanslar], av-avcit modelleri [6-11], konukgu parazitoid modeller [8,12,13], balik
popllasyon modelleri [14,15] ve goc¢ etkili modeller [16-21] yogun olarak c¢aligilan
modellerdendir. Salgin hastaliklar, niifus degisimi iizerinde 6nemli bir etkiye sahip oldugu
icin matematiksel modeller yardimiyla hastaliklar iizerine sonuglar ¢ikarmak énemlidir. Bu
nedenle hastaliklarin modellenmesi ve bu modellerin analizi ¢alismalar1 6zellikle son
yillarda oldukg¢a popiiler hale geldi. Ayn1 zamanda kus gribi, domuz gribi, Zika, Ebola,
SARS, MERS, Covid-19 gibi hastaliklarin modellenmesi ve analizi sayesinde hastalik
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stirecinin kontrolu igin de sonuglar elde etmek mimkiin oldu. Hastaliklarin siiregleri Sl, SIS,
SIR, SIRS, SEIR, SEIRS, MSEIR ve MSEIRS vb. uygun modeller ile temsil edilerek
hastaliklar ayrintili bir big¢imde incelenmeye ¢alisilmistir. Bu matematiksel modeller fark ya
da stirekli zaman modelleri ile ifade edilirler. Fark zamanli modeller fark denklemleri ile
olusturulurken, stirekli zaman modelleri ise diferansiyel denklemlerle olusturulmaktadir. Bu
modellerin modifiye edilmis versiyonlar1 ile popiilasyonlarin davranislar1 ve bu davranislara
bagl olarak ortaya ¢ikan sonuglar ayrintili bir sekilde analiz edilmeye calisilir. Bir ¢ok
calisma stirekli [22] ve fark zamanli modellerde [1,2,6-9,23] kompleks davranislar ve bu
kaotik davraniglarin kontrolinG icerir ([6,8,23]ve buradaki referanslar).

Hastalik icin belirli zamanlarda ortaya c¢ikan degisimler sebebiyle hastaligin
orneklendirilmesine uygun olan fark zamanli modellerin kullanimi artmistir. Ozellikle son
yillarda fark denklemlerine dayali fark zamanli modeller, salgin hastaliklarin
modellenmesinde ve analiz edilmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Matematiksel
modellerin analiz edilmesi kadar hastaliklar lizerine elde edilen teorik bilgileri dogrulamakta
bir o kadar 6nemlidir. Diferansiyel denklem veya sistemler ayristirilarak fark modeli olarak
da ifade ve analiz edilebilirler [5,6].

Bireyler arasindaki etkilesimin degisen oranlari hastaligin seyrini etkiler. Salgin
hastaliklarin yayilmasinda etkilesimin en aza indirilmesi beklenir. Bir kisinin belirli bir siire
icinde bir hastaliga yakalanma olasiligini belirleyen hastalik 6l¢iisii “insidans” olarak
tanimlanir. Yani insidans, bir hastaligin yeni teshis edilen vakalarmin sayisidir. Bazi
epidemiyologlar insidansi bir topluluktaki yeni vaka sayisini belirtmek i¢in kullansa da;
digerleri insidansi, niifus birimi basina yeni vaka sayisini belirtmek i¢in kullanir. Literatiir
incelendiginde bilineer insidans orani [24-26], lineer olmayan (doymus) insidans orani [27-
30] ya da standart insidans orani [26,31] g6z Oniine alinarak salgin hastalik modellerinin
dinamikleri incelenmistir. Farkli insidans oranlarina bagli olarak ele alinan hastalik
modellerinde tedavinin etkilerini goérmek icin farkli tedavi fonksiyonlar1 modele dahil
edilmistir. Hastaliga bagli olarak farkli tedavi olanaklari i¢in sabit, dogrusal ya da doymus
tedavi fonksiyonlari ile ¢alisilmistir [24,28-30,32].

Bu tez ¢alismasinda amacimiz tedavi ile kitle-eylem (bilineer) insidansi ve doymus
(lineer olmayan) insidans etkilesim oranlarina bagli olan ve gog¢ igeren siuirekli SIR salgin

hastalik modelini Ileri Euler Yoéntemi ile ayriklastirarak analiz edip, dinamiklerini



incelemektir. Elde edilen sonuglar SageMath [33] kullanilarak niimerik simiilasyonlarla
desteklenir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu bolimde Referanslar kisminda verilen makalelerin igerikleri ile ilgili bilgilerin
verilmesi amaglanmistir. Boylece calisma konumuzun se¢imi ve analizinin daha iyi
anlasilmasi saglanacaktir.

Glimiis ve digerleri [1] ¢alismalarinda fark zamanli SIR salgin modelinin hastalikli ve
hastaliksiz denge noktalarinin asimptotik kararliligini incelemiglerdir. Ayrica period-
doubling catallanmanin ortaya ¢ikmasini saglayan durumlar ile birlikte sonuglarini faz
portreleri ve catallanma diyagramlarimi sunarak dogrulamislardir. Giimiis ve Acer [2]
tarafindan yapilan ¢alismada, enfekte bireylerin durumunu belirleyen esik parametresini
bulmay1 ve enfekte bireylerin sayismi belirlemeyi amaglamislardir. Oncelikle ele aldiklar:
fark zamanli salgin modelinin denge noktalarmin varligini aragtirmiglar ve hasta birey
sayisina gore tek bir pozitif denge noktasinin varligini belirlemislerdir. Ardindan, lokal
asimptotik kararlilik kosullar1, esik parametresine gore incelemislerdir. Modelin denge
noktalariin davraniglarini agiklamak icin topolojik bir siniflandirma yapilmistir. Son olarak
verilen modelde ‘“period-doubling” c¢atallanmanin olusum kosullar1 elde edilmis ve
SageMath kullanilarak elde edilen teorik sonuglar numerik orneklerle dogrulanmistir.
Giimiis ve digerleri [3] ¢alismalarinda asilama etkisini i¢eren fark zamanli bir salgin modelin
hastalikli denge noktasinin lokal ve global kararliligini incelemislerdir. Belirli parametre
degerlerine gore elde edilen sayisal sonuglarin, fark modelinin ¢oklu periyodik yoriingelere,
yar1 periyodik yoriingelere ve kaotik davraniglar dahil olmak iizere daha karmagik dinamik
davraniglar1 ortaya c¢ikaracagini gostermislerdir. Kaotik davranisi destekleyen Maksimum
Lyapunov {lsteli hesabina bagli diyagramlar verilmistir. Gimis ve digerleri [4]
caligmalarinda COVID-19'a kars1 siirii bagisikliginin saglanabilecegi iddialarinin aksine,
tedaviye yanit veren cogu hastanin iyilestikten sonra bagisikligini da kaybedebilecegi fikrine
dayanan tedavi islevine sahip yeni bir degistirilmis SIRS modeli diisiinmiisler ve bu modelin
nitelikli analizini yapmuglardir. Giimiis ve Baran [5] calismalarinda tedavisiz ve tedavi
fonksiyonlu SIR salgin hastalik modelinin kararlilik ve flip catallanmasini aragtirmiglardir.
Elde edilen sonuglar niimerik similasyonlarla dogrulanmistir. Gimiis ve Feckan [6]
calismalarinda hasat etkisine maruz kalan siirekli bir av-avci modelini ileri Euler metoduyla
ayriklastirarak elde edilen modelin dinamik davranigini arastirmislardir. Modelin denge
noktalarinin kararlilik sartlarin1 sunmuslar ve ayrica merkez manifold teoremi ve ¢atallanma

teorisini  kullanarak  modelin  Neimark-Sacker catallanmasina maruz kaldigim
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gostermislerdir. Neimark-Sacker catallanmasin1 kontrol etmek i¢in kontrol stratejisi
kullanirlar. Elde edilen teorik sonuglar1 gdstermek icin sayisal simiilasyonlara yer verirler.
Glimiis [7] ¢alismasinda avin avciya doniisme etkinligine ve aveinin tiremeye baslamadan
Once av tliketimine tabi olan gereken minimum esigi gozoniine alarak fark zamanli bir av-
avcel sistemin kararliligini ve catallanmasini arastirmistir. Modelin av-avct sayisina bagli
olan tek pozitif denge noktasinda Neimark-Sacker ¢atallanmasina maruz kaldigi sonucuna
varmustir. Ayrica teorik sonuglar1 géstermek i¢in sayisal 6rnekler vermistir. Din ve digerleri
[8] ¢alismalarinda degistirilmis ayrik zamanli bir konakgi-parazitoid modelinin pozitif denge
noktasinin var oldugu ve pozitif denge noktasiin tekligi arastirilarak, ele alinan modelin
kararlilik ve Neimark-sacker catallanma analizi yapilarak modelin kaotik davranigini
incelemislerdir. Kaos kontrol stratejisi kullanmislardir ve elde edilen tiim sonuglari sayisal
orneklerle desteklemislerdir. Din [9] ¢alismasinda birim kare bagina biiylime oranina bagli
modelde holling tip 2 fonksiyonel cevap kullanarak degistirilmis bir av-avct modelinin
niteliksel davranigini incelemistir. Siirekli av-avel sisteminin ayriklastirarak ¢oziimlerin
pozitifligi, siirliligi ve denge noktasinin lokal asimptotik kararliligim arastirmistir. Onerilen
modelin zengin dinamiklerini sunmustur. Ayrica, ayrik zamanli bir av-avci model
durumunda ¢oziimlerin sinirliligi ve dengenin lokal asimptotik kararliligi arastirilmigtir.
Merkez manifold teoremi ve ¢atallanma teorisi yardimiyla kesikli-zaman modelinin period-
doubling ve Neimark-sacker ¢atallanmasina maruz kalip kalmadigini arastirmigtir. Son
olarak, c¢atallanmalar icin hibrit geribildirim kontrol yontemi ve sayisal simiilasyonlar
sunmustur. Selvam ve Janagaraj [10] caligmalarinda fonksiyonel tepki ile kesirli dereceli
fark av-avci sistemin denge noktalarinin kararlilik durumlarini incelemislerdir. Teorik
sonuglarin daha iyi anlagilmasini saglayan sayisal ornekler vererek zengin dinamikler
sunmuslardir. Selvam ve digerleri [11] ¢alismalarinda Allee etkisi ve Holling tip II tepkisi
ile Gauss tipi bir kesirli dereceli av-avci modelinin kararlilik kosullarini elde etmislerdir.
Ayrica sistemin flip ve Neimark-Sacker catallanma iirettigini gostermislerdir. Bu ele
alinan ayriklastirilmis sistemin karsilik geldigi siirekli versiyonundan ¢ok daha zengin ve
karmagik dinamikler sergiledigi ortaya ¢ikarilmistir. Glimiis ve digerleri [12] ¢alismalarinda
Allee etkisine maruz kalan bir konukgu-parazitoid modelinin dinamik davraniginm
calismislardir. Onerilen konukgu-parazitoid modelinin denge noktalar1 hesaplanmis ve bu
denge noktalarinin kararlilik durumlart analiz edilmistir. Teorik bulgular, sayisal 6rneklerle

desteklenmis ve zaman serisi diyagramlari ¢atallanma diyagramlari, faz portreleri ile ¢alisma
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zenginlestirilmistir. GUmis ve Bilgi [13] calismalarinda Pennycuick biiyiime formuna bagl
bir konukgu-parazitoid modeli énermisler ve bu modelin denge noktalarinin kararliligini
arastirmiglardir. Dahas1 go¢ parametresi ve Allee etkisine maruz kalan konukgu-parazitoid
modelinin denge noktalarinin kararliliklar incelenerek bazi sonuglara varilmistir. Giimiis ve
digerleri [14] ¢alismalarinda hasat ile fark zamanli bir popiilasyon modelinin kompleks
dinamik davranisini incelemislerdir. Catallanma ve kaos kontrol durumu ve maksimum
Lyapunov iisleri hesab1 bu dinamik davranisi gostermek i¢in diyagramlar ile sunulmustur.
Glimiis [15] ¢alismasinda Allee etkisi ile ve bu etki olmadan dogrusal olmayan fark zamanli
bir popiilasyon modelinin denge noktasinin lokal ve global kararliligin1 arastirmistir. Li ve
digerleri [16] maruz kalan, enfekte ve iyilesmis donemdeki bulasici giice sahip bir SEIR
salgin modelini analiz etmislerdir. Jian-quan ve digerleri [17] ¢aligmalarinda genel temas
orant ve her smifin siirekli gogii ile SIR ve SIRS tipi salgin hastalik modellerini analiz
etmiglerdir. SIR modelinin hastaliksiz ve endemik denge noktasinin global asimptotik
kararlilik sartlarini elde etmislerdir. Khan ve digerleri [18] calismalarinda sabit go¢ ve
dogrusal olmayan insidans fonksiyonu ile salgin hastalik modelini analiz etmislerdir. Enatsu
ve digerleri [19] ¢alismalarinda enfektiflerin gogii ile SIS salgin hastalik modeli {izerinde
calismiglardir. Zeb ve digerleri [20] ¢aligmalarinda sabit go¢ ve genel dogrusal olmayan
insidans fonksiyonu ile salgin hastalik modelini arastirmiglardir. Yildiz ve digerleri [21]
calismalarinda siginak etkisi de dahil olmak {izere ayr1 bir Lotka-Volterra tipi av-avci
modelinin karmagik dinamik yapisini analiz etmislerdir. Karahisarli ve digerleri [22]
caligmalarinda zaman gecikmeleri olmadan ve gecikmelerle HIV enfeksiyonu altinda tiimdr
bagisiklik hiicrelerinin etkilesiminin dinamiklerini y&neten matematiksel bir modeli
g06zoniine almiglardir. Timor hiicreleri, yardimeir T hiicreleri, enfekte yardimer T hiicreleri
ve viriis hiicreleri arasindaki etkilesimler, iki farkli zaman gecikmesini iceren gecikmeli
diferansiyel denklemler kullanilarak agiklanmaya calisilmistir. Elde edilen sonuglarin HIV
enfeksiyonu durumunda bagisiklik sistemi ile tiimor gelisimi arasindaki baglantilarin daha
iyi anlagilmasina yardimci oldugu vurgulanmstir. Ott ve digerleri [23] ¢alismalarinda temel
dinamik denklemler hakkinda keyfi olarak yiiksek boyutlu bir sistemin kaotik zaman
sinyalini kontrol etmek i¢in bir durum sunulmustur. Olast sonsuz sayidaki faz uzayi
degiskenlerinden bir veya birkaginin dinamiklerinin modellenmesini gerektiren bir geri
besleme formiilii elde etmislerdir. Li ve digerleri [24] calismalarinda doymus tedavi ve Kitle-

eylem insidans ( ¢ift dogrusal insidans ) orani ile SIR salgin modelinin hastalikli ve
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hastaliksiz dengelerin varlig1 ve kararliligi i¢in sartlar vermislerdir. Ayrica model kararli
limit donglleri, geriye dogru catallanma, Hopf catallanmasi ve Bognadov-Takens
catallanmalari sergiledigi gosterilmistir. Son olarak teorik sonuglari dogrulamak i¢in sayisal
ornekler verilmistir. Wang ve digerleri [25] ¢alismalarinda bilineer insidans oranina sahip
SIR salgin modelini ele almislardir. Kulugka siiresine sahip bir SIR salgin hastalik modeli,
konake1 popiilasyonun duyarliliginin lojistik denklemi karsiladigi ve insidans hizinin basit
kitle eylemi insidansi oldugu varsayimi altinda inceleme yapmislardir. Hastaligin hangi
sartlar altinda bitip bitmeyecegini veya hangi durumlarda endemik kalacagini
hesaplamiglardir. Hastaligin hopf ¢atallanma sartlarini incelemislerdir. Hethcote [26]
calismasinda bulagici hastaliklarin popiilasyonlarda yayilmasini agiklayan bir¢ok modelin
matematiksel analizini vermis ve bu modellerin belirli hastaliklara uygulandigini
vurgulamigtir. Burada klasik epidemik modellerde kullanilan bilineer ve standart insidans
oranlarma bagli SIR, SEIR ve MSEIR modellerinin analizi verilir. Wang ve Jiang [27]
calismalarinda doymus (lineer olmayan) insidans oranina ve tedaviye sahip bir SIS epidemik
modeli iizerinde durmuslardir. Modelin endemik ve hastaliksiz denge noktasini analiz etmek
icin kararlilik teorisi ve kalitatif teoriyi kullanirlar. Son olarak endemik denge ve hastaliksiz
dengenin tam yapilanmasini incelemislerdir. Zhang ve Liu [28] calismalarinda doymus
insidans oranina ve doymus tedavi fonksiyonuna sahip bir salgin modelini incelemislerdir.
Burada tedavi islevi, enfekte bireylerin sayisi arttiginda ve tibbi durum sinirli oldugunda
gecikmis tedavinin etkisini tanimlar. Yeterli tedavi saglandiginda hastaligin yok olmasini
saglayan global kararlilik durumunun ortaya ¢iktig1 ve bununla birlikte, tedavinin gecikme
etkisi giiclii oldugunda geriye dogru bir ¢atallanma oldugu gosterilmistir. Hastaliksiz denge
ve endemik dengenin global asimptotik olarak kararli olmasi i¢in bazi yeterli kosullar elde
edilerek ¢aligmalarini stirdiirmislerdir. Bu makaledeki matematiksel sonuglar da gostermis
ki hastaligin kontrolii i¢in gecerli yontemler; hastalara zamaninda tedavi verilmesi, tedavi
etkinliginin artirilmast ve enfeksiyon katsayisinin azaltilmasidir. Zhou ve digerleri [29]
calismalarinda doymus insidans oranina sahip bir SIS modeline doymus bir tedavi
fonksiyonu ekleyerek inceleme yapmislardir. Tedavi iglevi, tibbi durumun sinirlt oldugu ve
enfekte bireylerin sayisinin fazla oldugu durumlarda gecikmis tedavinin etkisi tanimlanmig
ve geriye dogru catallanma elde edilmistir. Salgin hastaligin yayilmasii kontrol altina
almak i¢in tedavi kapasitesinin arttirilmasi gerektigine deginilmistir. Matematiksel analiz ve

sayisal simiilasyonlar ile sistemin Hopf ve Bognadov-Takens catallanmaya sahip oldugu
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gosterilir. Pérez ve digerleri [30] c¢alismalarinda insan popiilasyonlarinda bulasici
hastaliklarin yayilmasini tanimlamak i¢in doymus insidans ve doymus tedaviye bagli bir
model ele almiglardir. Lojistik biiyiime ile bir SIR salgin modelini goz oniine alarak dogrusal
olmayan bir insidans oran1 ve doymus Holling tip II tedavi oranin1 modele eklemisler ve
salgin hastaliklarla ele alinan daha 6nceki modelleri gelistirerek analiz etmislerdir. Ayrica
hastaligin bulagma hiz1 ve tedavi parametresi degistiginde modelin Bognadov-Takens
catallanmasina maruz kaldigini da gostermislerdir. Sonuglar1 tanimlamak i¢in faz portreleri
ve catallanma diyagramlar1 ¢izmislerdir. Parsamanesh ve digerleri [31] calismalarinda
asilama ve hayati dinamikleri olan fark zamanli salgin hastalik modelinin nitelikli analizini
yapmislardir. Matematiksel modellerin popiilasyonda enfeksiyonun seyrini incelemek ve
hangi sartlar altinda hastali§in yok edilecegini veya devam edecegini arastirmak i¢in yararl
bir ara¢ olduguna vurgu yapilmis ve bir SIS salgin hastalik modeli ele alinarak dinamikleri
incelenmistir. Muroya ve digerleri [32] ¢alismalarinda lineer olmayan insidans oranlarina
sahip gecikme dagilimli SIRS salgin modelinin hastalikli ve hastaliksiz denge noktalarinin
global asimptotik kararlilik sartlarini verirler. Burada genis bir SIRS modeli sinifi i¢in ¢ok
faydali oldugu vurgulanmistir. Kapgak [33] calismasinda, bir ve iki boyutlu fark dinamik
sistemlerin matematiksel ve geometrik analizi i¢in SageMath'te etkilesimli araglarini
sunmuglardir. Capasso ve Serio [34] calismalarinda Kermack-McKendrick deterministik
modeli genellestirilerek enfektiflerin sayisina bagimliligin lineer olmayan sirli bir
fonksiyon ile meydana gelebilecegi bir etkilesim terimi tanitilmistir. Giimiis ve Kiling [35]
caligmalarinda doymus tedavi ve doymus insidansa sahip SIR salgin hastalitk modelinin
kararlilik, flip ve Neimark-sacker catallanmasini arastirmiglardir. Elde edilen sonuglari
nimerik similasyonlarla dogrulamiglardir. Giimiis ve digerleri [36] ¢alismalarinda ayrik
zamanl bir SIR salgin modelinin kompleks dinamik davranigini inceleyerek temel lireme
sayis1 birden azsa hastaliklardan arinmis denge noktasinin genel olarak asimptotik kararl
oldugunu, temel iireme sayisi1 birden fazlaysa endemik denge noktasinin global olarak
asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir. Diekmann [37] adli kitabinda bulasici
hastaliklarin matematiksel epidemiyolojisi iizerine analizlerden bahsetmistir. Giimiis ve
digerleri [38] calismalarinda Allee etkisi olan ve olmayan hasat etkisine maruz kalan
gecikmeli ayrik zamanli popiilasyon modelinin denge noktasinin lokal kararliligini
incelemislerdir. Liu ve Xiao [39] calismalarinda ayrik zamanli bir av-avci siteminin

dinamiklerini arastirarak sitemin hopf ve flip ¢atallanmaya sahip oldugunu gostermislerdir.
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Din [40] ¢alismasinda Lotka-Volterra modelinin denge noktalarini, denge noktalarinin lokal
asimptotik kararliligin1 ve global davranigini analiz etmistir. Wang ve Ruan [41]
calismalarinda enfektif bireylerin sabit bir iyilesme orani ile salgin model ele alirlar. Sinirl
kaynaklarin salgin hastaligin yayilmasi itizerindeki etkisini incelerler. Blyik bir tedavi
kapasitesine gerek olmadan hastaligin sonlandirilabilecegi bulunmustur. Belirli parametre
degisimlerinde hastaligin yayilmasi durumunun baslangi¢ sartlarina bagl olabilecegi
vurgulanmustir. Ayrica modelin Hopf ¢atallanmasi ve homoklinik ¢atallanma dahil bir dizi
catallanmaya maruz kaldigi da gosterilmistir. Wang [42] ¢alismasinda simirlt bir tedavi
olanagina sahip bir SIR salgin modelinde tedavi biiytikliigiiniin modele etkisini aragtirmistir.
Tedavi oraninin, yeterli tedavi kapasitesine sahip olundugunda enfektiflerin sayisi ile orantili
oldugu ve enfektiflerin sayis1 fazla oldugunda ise yetersiz kalan tedavi nedeniyle tedavinin
sabit oldugu varsayilmaktadir. Kapasite kiiclikse ( yetersiz tedavi varsa), iki kararli endemik
denge noktasi ve geriye dogru bir catallanma meydana geldigi goriilmiistiir. Zhou ve Fan
[43] calismalarinda bir SIR salgin modelinin dinamiklerini ele alarak sinirli tibbi kaynaklarin
ve bunlarin tedarik etkinliginin bulasict hastaliklarin  bulasmasini nasil etkiledigini
arastirmiglardir. Degisen miktarda tibbi kaynaklarla ve bunlarin tedarik verimliligi ile ele
aliman modelin hem geriye dogru ¢atallanmasi hem de Hopf ¢atallanmasi ortaya ¢ikardigi
goriilmiistiir. Kararlilik ve catallanma icin yeterli sartlar olusturulmus ve yorumlanmaistir.
Teorik bilgileri desteklemek igin sayisal simiilasyonlar sunulmustur. Ufuktepe ve Kapgak
[44] caligmalarinda bir ve iki boyutlu fark dinamik sistemleri i¢in Mathematica programa ile

grafiksel paketler sunar.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim fark denklem ya da sistemler Gzerine bilinmesi gerekli olan kavramlari igerir
[46].
Tamm 3.1: x bilinmeyen bir fonksiyon ve ne N ve N={0,1,2,3,...} bagimsiz degisken

olmak Uizere

F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (3.1)

esitligine bir fark denklemi denir.

Tammm 3.2: Her ne N icin, N {izerinde tamimli bir x(n) fonksiyonu (3.1) yani

F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k)) =0 denklemini sagliyorsa, 0 zaman x(n) fonksiyonuna N

uzerinde (3.1) fark denkleminin bir ¢oziimi denir. k yinc1 basamaktan bir fark denklemin,
w(n,X,c,C,,...,C,) =0

veya

x=¢(n,c,c,,...,C,)

seklinde k tane c,,c,,...,c, € R keyfi sabitlerini iceren ¢6ziimiine genel ¢6zum adi verilir.

Genel ¢ozimden elde edilen ¢6zimlere de 6zel ¢ozim denir.

Teorem 3.1: k yinci basamaktan lineer olmayan skaler fark denklemi

x(n+k) = f(n,x(n),x(n+1),....,x(n+k-1)), n=0,12,... (3.2)

ve
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X(0)=a,, x()=a,...x(k-1)=a, , (3.3)

baslangic kosullari verilsin. f fonksiyonu bagli oldugu degiskenlere gore tanimli ise, o

zaman (3.2)-(3.3) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir.

Ispat : a,,a,..,a,_, degerleri belli oldugundan (3.2) den n=0 icin x(k) tek sekilde
belirlidir, x(k) degeri bilindiginden yine (3.2) den n=1 i¢in x(k +1) degeri bulunur. Bu

yolla n>k icin bitin x(n) degerleri tek sekilde elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanmm 3.3: a(n),a,(n),..,a.(n) katsayilarn ile f , n>n,icin tanimli reel degerli

fonksiyonlar ve [ny, o) ={ny,n, +1,ny +2,...} tizerinde a,(n) =0 olmak tizere

X(n+k)+a (n)x(n+k =1 +...+a,(n)x(n) = f(n) (3.4

bigiminde yazilan bir denkleme k yinct basamaktan lineer fark denklemi denir. Bu denklem

f (n) =0 ise lineer homojen fark denklemi, aksi halde homojen olmayan fark denklemi adin

alir. Buna gore k yinci1 basamaktan bir lineer homojen fark denklemi

X(n+k)+a,(n)x(n+k-1)+...+a,(n)x(n) =0 (3.5

biciminde ifade edilir. Ayrica, biitin & (n) katsayilar1 a,(n) = a, seklinde sabit ise, (3.4)
denklemine sabit katsay:li fark denklemi denir. Bitlin a,(n) katsayilari & (n) = & degisken

ise, (3.4) denklemine degisken katsayili fark denklemi denir.

Teorem 3.2: Katsayilar1 a,(n),a,(n),...,a,(n) olan, f ,n>n, icin tanimli reel degerli

fonksiyonlar ve [no,oo) uzerinde a,(n) = 0 olsun. Bu durumda
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X(n+k)+a,(n)x(n+k-1) +...+a,(n)x(n) = f(n), (3.6)

X(ny) =a,, X(np+) =a,,..., x(n,+k-1)=a, ; (3.7)

baslangi¢ deger problemi n>n, i¢in tek bir x(n) ¢6zlmine sahiptir.

Ispat: (3.7) kosullar1 yardimiyla (3.6) dan 6nce n=n, igin x(n, +k) degeri, ardindan
n=n,+1 icin X(n,+k+1) degeri ve bu isleme benzer bicimde devam edilerek

X(ny +k+2), x(n, +k+3),... degerleri hesaplanir. Buradan (3.6)-(3.7) nin bir ¢6zimi

x(n,), x(ny +2), x(n, +2),..., X(n, + k =1), x(n, + k), x(n, + k +1),x(n, +k +2),...

seklinde bulunur. Boylece ¢oziimiin varligimnin ispati tamamdir. Coziimiin tek oldugunu

gostermek icin x(n) den farkl1 bir X (n) ¢6zimi daha var olsun. Bu x"(n) ¢6zimii benzer
bi¢imde (3.6) ve (3.7) yardimiyla hesap edildigi zaman her n>n, icin diger ¢6ziimiin x(n)

¢oziimiiyle ayni oldugu goriiliir. O halde bulunan ¢6zim tektir.

Tamm 3.4: f (n), f,(n),..., f,(n) fonksiyonlar: n>n, i¢in taniml olsunlar.

Her n>nigin,

c,f,(n)+c,f,(n)+...+c.f.(n)=0 (3.8)

olacak bigimde c,,c,,...,c, sabitlerinin hepsi birden sifir degil ise {f,(n), f,(n),..., f,(n)}
climlesine [no,oo) uzerinde lineer bagimhidir denir. (3.8) esitligi her n>nyicin yalniz ve
yalniz ¢ =C,=..=C, =0 durumunda saglaniyorsa {fl(n), f,(n),..., fr(n)} cumlesine

[no , oo) Uzerinde lineer bagimsizdir denir.
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Tamim 3.5: Temel climle; (3.5) in k tane lineer bagimsiz ¢éziimiiniin ciimlesine denir.

Tamm 3.6: X, (n), X,(n),..., X, (n) fonksiyonlarmin W (n) ile gosterilen Casoratyan:

M .. x%(n)
W (n) = det X (n+1) X, (n+1)
xlt(n+r—1) xr'(n+r—1)

seklinde tanimlidir.

Lemma 3.1 (Abel lemmasi): x(n), X,(n),..., X, (n) fonksiyonlar1 (3.5) in homojen

denkleminin ¢ozumleri ve W (n) onlarin casoratyani olsun. Bu durumda n>nj, igin

i=n,

W)~ fa ) (a)

dir.

Sonug 3.1: x(n), X,(n), ..., X, (n) fonksiyonlar1 (3.5) in ¢Ozlmleri ve her n>n, igin
a, (n) = 0 olmak uzere her n>n, sayisina karsilik W (n) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart

W(n,) #0 dir.

Teorem 3.3: (3.5) homojen denkleminin x,(n), X,(n), ..., X, (N) ¢dzumlerinin bir temel cimle
olusturmast i¢in gerekli ve yeterli sartin herhangi bir n, € N sayisma karsilik W(n,) =0

olmasidir.

Teorem 3.4: Her n>n, icin a,(n) =0 ise (3.5) lineer homojen fark denklemi Gizerinde bir

temel ciimleye sahip olur.

Teorem 3.5: (3.5 homojen denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢ozimi;

X, (n), X,(n), ..., X, (n) olsun. Bu durumda (3.5) in genel ¢ozuimi
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X(n) =c,x (N) +¢,%,(n) +...+ ¢, X, (n)

dir, burada c,,c,,...,c, lar keyfi sabitlerdir.

Uyan 3.1: V, k yinc1 basamaktan (3.5) homojen denkleminin bitiin ¢6zumlerinin cimlesi

olmak {izere + ve . islemleri agagidaki gibi tanimlansin:

(i) x,yeV ve te Nigcin,

(x+y)(®) = x(@®) + y(t)

(i) xeV ve b bir sabit olmak uzere

(bx)(t) = bx(t) .

Bu durumda (V,+,-), k boyutlu bir lineer vektor uzayidir.

Teorem 3.6: (3.5) homojen denkleminin genel ¢ozimu X, (t) ve (3.4) homojen olmayan

denkleminin 6zel ¢ozimu x,(t) ise, o halde (3.4) denkleminin genel ¢oziimii

X(t) =X, (1) +x, (1)

dir.

3.1. Birinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri

Tanmm 3.1.1: Birinci basamaktan lineer homojen olmayan

x(n+1) =a(n)x(n)+g(n), n=n, =0, (3.1.1)
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fark denklemi ve
x(n,) =%, (3.1.2)

baslangi¢ kosulundan meydana gelen probleme baslangi¢c deger problemi denir; burada

a(n) katsayisi ve g(n), [no,oo) tizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar olup her n>n,

icin a(n) =0 dir. (3.1.1) e iliskin homojen denklem

x(n+1) =a(n)x(n), n=n, =0 (3.1.3)

dir.

Teorem 3.1.1: (3.1.3) homojen fark denklemi ve (3.1.2) baslangi¢ sartindan elde edilen

problemin tek bir ¢ozimi

x(n) :[ﬁa(i)xoj (3.1.4)

i=n,

olup (3.1.1)-(3.1.2) baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ziimii

x(n) :[ﬁa(i)Jxo+nZi(ﬁ a(i)jg(r) (3.1.5)

i=ng r=ny \i=r+1
dir.

3.2. ikinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri

a,, a, reel sabit katsayilar1 ve a, =0 olmak Uzere; ikinci basamaktan sabit katsayili lineer

homojen
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X(n+2)+ax(n+1)+a,x(n)=0 (3.2.1)
fark denklemini g6z 6niline alalim. X" big¢iminde bir ¢6zim bu denklem icin aranirsa,
A +ai+a,=0 (3.2.2)

yazabiliriz. Bu denkleme (3.2.1) in karakteristik denklemi denir. (3.2.2) denkleminin %, ve
%, koklerine karekteristik kokler denir. (3.2.1) homojen fark denkleminin genel ¢ozumi

K., &, koklerine bagl kalarak ti¢ farkli durumda hesaplanur.

Durum 1. %, ve &, kokleri reel ve birbirinden farkli ise, o halde {],x}} ciimlesi (3.2.1)

denkleminin bir temel ctimlesi olur. Buradan (3.2.1) in genel ¢ozimdi
X(n) = CA] +C,A)

seklindedir; burada c, ve c, keyfi sabitlerdir.

Durum 2. X, =X, =% olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin bir temel ctimlesi {K”,n?&”}

olur ve genel ¢6zim
x(n) = (¢, +¢c,n)R"

dir; burada c, ve c, denklemin keyfi sabitleridir.

Durum 3. X, =a+if ve X, =a—if olmak Uzere; burada «,fe R ve S+#0 dir. Bu

durumda (3.2.1) in bir temel ciimlesi {r" cosn@,r"sinng} dir. Ayn zamanda
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r=\Ja?+p% 0= tan‘l(ﬁ)
(04

dir ve (3.2.1) in genel ¢6zimi
X(n) =c,r" cosné +c,r"sinng
veya
x(n) = Ar" cos(né — f3)
seklinde elde edilir; burada c;, c,, A ve B keyfi sabitlerdir.

3.3. k. Basamaktan Lineer Fark Denklemleri

Tanmim 3.3.1: K yinci basamaktan lineer sabit katsayili homojen
X(n+k)+ax(n+k-1)+..+ax(n)=0 (3.3.1)

fark denklemi formundadir; burada a,,i=12,...,k, katsayilar1 reel sabitler olup a, =0 dir.

Ikinci basamaktan lineer ve sabit katsayili homojen denklemde oldugu gibi (3.3.1)

denkleminin A" seklinde bir ¢6ziimii aranirsa,
A +ait+..+a =0 (3.3.2)

denklemi elde edilir. Bu denkleme karekteristik denklem ve denklemin koklerine de
karekteristik kokler adi verilir. (3.3.1) fark denkleminin ¢6zim kimeleri karekteristik

koklere bagl olarak kolaylikla hesaplanabilir.
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Tammm 3.3.2: Birinci basamaktan k boyutlu lineer homojen ve homojen olmayan fark

denklem sistemleri sirasiyla,

x(n+1) = A(n)x(n),

x(n+1) = A(n)x(n) + f (n)

(3.3.3)

(3.3.4)

seklinde tanimlanirlar; n bagimsiz degisken ve X(n) = (x,(n), X,(n), ..., X, (n))" bilinmeyen

vektor degerli fonksiyondur; A(n) =(a;(n)), kxk, n>n, icin singller olmayan katsay1

matrisi ve f(n)=(f,(n), f,(n),..., f.(n))" bir kolon matrisidir. Ayrica (3.3.3) veya (3.3.4)

sisteminin x(n,) = X, sart1 ile beraber ele alinmasina bir baslangi¢ deger problemi denir ve

boyle bir problemin ¢o6zimi  x(n)=x(n,n,,%,) seklinde gosterilir;

Xy = (X0 X0, %) Verilmis bir sabit vektordiir.

Teorem 3.3.1: Her bir x, € R* ve n, e N igin

x(n+1) = A(M)x(n) , X(ny) =%,

baslangi¢ deger probleminin tek bir x(n) = x(n,n,,X,) ¢dziimii vardir.
ispat: (3.3.5) den
n=n, icin x(n, +1,ny,%,) = A(n,)x(ny) = A(Ny) %, ;
n=n,+1icin x(n, +2,n,,%,) = A(n, +1)x(n, +1) = A(n, +DA(N,)%,;
n=n,+2 icin x(n,+3,n,,%,) = A(N, +2)X(n, +2) = A(n, + 2) A(n, +1) A(ny) X,

ve bu bicimde isleme devam edersek,

burada

(3.3.5)
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X(n, +Nn—ny, Ny, %) = A(N, +n—n, —1)...A(n, +1) A(n,y) X,
veya
X(n, Ny, X,) = A(nN=1)...A(n, +1) A(ny) X,

elde edilir. Bu ise,

ﬁA(i) _{A(n ~1)A(n-2)...A(n, +1)A(n,), n > no}

I,n=n,

i=n,

olmak Uzere;

X(n,ny, %) :[ﬁ A(i)jx0 (3.3.6)

i=ny

biciminde yazilabilir. BOylece (3.3.5) probleminin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim
(3.3.6) seklinde olur.

Tanim 3.3.3: n>n, icin ¢(n),#,(n),..., 4 (n) fonksiyonlar1 tanimli olsunlar. Her n>n, >0

icin,
ca(n)+c,é,(n)+...+c4 (n)=0 (3.3.7)

olacak sekilde c,C,,...,.C, sabit katsayilarmin hepsi sifirdan farkli ise, bu durumda
{#(n).,(N),....4(N)} clmlesine n>n, Uzerinde lineer bagimiidur denir. (3.3.7) denklemi

icin her n>n, i¢in yalniz ve yalniz ¢, =c, =...=C, =0 halinde saglaniyor ise, 0 halde
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{#().4,(N),....4(N)} clmlesine n>n, Uzerinde lineer bagimsizdwr denir; burada
$(n) = (¢ (n), 8 (N),, 4 (M) 1=1,2,....k dur.

Sonu¢ 3.1.1: ®(n) kolonlar1 (3.3.3) iin ¢oziim kiimelerinden meydana gelen k xk tipinde

bir matris olmak Uzere, ®(n)

®d(n+1) = A(n)d(n) (3.3.8)

matris fark denkleminin bir ¢cézimaddr.

Ispat: (3.3.3) Un ¢ (n),4,(n),.... 4 (n) ¢ozimleri igin

®(n) = (4(n), #,(n),.... 4 (n))

matrisi g6z Oniine alindig1 zaman,

D(n+1) = (A(N)#(n), A(n)¢,(n),..., A(n)¢ ()
@(n+1) = A()(4(n), &, (n)..... 4 (n))

d(n+1) = A(n)d(n)
elde edilir. O halde; ®(n), (3.3.8) denklemini saglar.
Tamm 3.3.4: ®(n), n=>n, i¢in singuler olmayan bir matris olmak tzere (3.3.8) denklemini
saglasm. O halde, ®(n)=(4(n),#(N),....4 (n)) seklinde ele aliman matrise (3.3.3)
sisteminin bir temel matrisi denir ve {¢1(n),¢2(n),...,¢K(n)} cumlesine de (3.3.3) sisteminin

bir temel ¢cozumler clmlesi denir; burada ¢ (n),#,(n),...,4.(n), (3.3.3) tn n>n, Uzerinde

lineer bagimsiz ¢oziimleridir.

Teorem 3.3.2: (Sistem icin sabitlerin degisimi formuli)

x(n+1) = A(n)x(n)+ f(n) , x(n,) =X, (3.3.9)

21



baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimi

X(n, Ny, X,) = (N, ny)X, + nf:q)(n, r+1)f(r)

r=n,

veya acik bir bigimde,

i=ny r=ny \i=r+1

x(N, Ny, %) = (ﬁ A(i)]XO + ni(ﬁ A(i)jf (r)

dir; burada ®(n), (3.3.3) un bir temel matrisidir.

Ispat: (3.3.9) sisteminin bir 6zel ¢6ziimd,

X,(n,n,,0) = nf:CD(n, r+1)f(r)

r=n,

olmak Gzere (3.3.9) probleminin tek ¢6zimd,
x(n,ng, %) = @(n,ny) %, + X, (n,ny, 0)

dir.

Sonug 3.3.1: Sabit bir A matrisi ele alindigi zaman (3.3.9) un tek bir ¢6zimi

n-1
X(N,Ng, %) = A"X + D AT (r)

r=ng

dir.

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

Uyari 3.3.1: k yinc1 basamaktan skaler bir denklem, mutlaka birinci basamaktan k boyutlu

bir sisteme esdegerdir. Bunun i¢in kK yinc1 basamaktan lineer skaler
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y(n+k)+c,(n)y(n+k -1 +...+c (n)y(n) = f(n) (3.3.13)

denklemini ele alalim ve

x(0) = y(0), X, (0) = Y(+1), (M) = y(n+2), .o x (N = y(+k-)  (3:3.14)

doniistimiinii segelim. Bu doniisiim (3.3.13) denklemine uygulanirsa,
X (N+1) = x,(n),

Xz(n +1) = X3(n)!
(3.3.15)

.Xk—l(n +1) =X (n)1

X (n+1) ==, (n)x (n) = ¢, (N)X,(n) —...=¢,(N)x, (n) + f (n)

sistemi elde edilir. (3.3.15) sisteminin sahip oldugu ¢0zim,

(x,(n), X, (), .., % (n))
seklinde sirali k lidir. (3.3.14) doniisiimii nedeniyle (3.3.13) skaler denklemine karsilik

gelen ¢cozimi y(n) =x,(n) dir. Tam tersi y(n), (3.3.13) un bir ¢6ztimu olursa, bu durumda

(3.3.15) sistemine karsilik gelen ¢6zUmi

(y(n),y(n+1),y(n+2)....,y(n+k -1))

dir. Ote yandan (3.3.15) sistemi
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0 1 0 0
0 0 1 0 0
A(n) = : : : : 0 | (3.3.16)
0 0 0 0 1
_Ck(n) _Ck—l(n) _Ckfz(n) _Ckfa(n) _Cl(n)
ve
X,(n) 0
X, (Nn) 0
x(n)=| x;(n) |, B(n)=|0
.Xk(n) f(n)
olsun.
x(n+1) = A(n)x(n) + B(n) (3.3.17)

biciminde bir matris-vektor seklinde yazilabilir. Ozel olarak f(n)=0 ve ¢ (n)=c,, 1<i<k

sabit ise, 0 halde sabit katsayili

x(n+1) = Ax(n) (3.3.18)

homojen sistemi bulunur. Boylece A matrisinin 6zdegerleri ile k yinc1 basamaktan sabit

katsayil1 skaler

y(n+k)+cy(n+k-1)+...+c,y(n)=0 (3.3.19)

homojen denkleminin karekteristik kokleri ayni sayilardir. Yani A matrisinin karekteristik
denklemi, (3.3.19) denkleminin

Arc A+ +c A+c, =0
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karekteristik denklemine esittir.

3.4. Sabit Katsayili Lineer Homojen Sistemler

Bu kisimda n>n; icin tanimli k bilinmeyenli k denklemden olusan sabit katsayili lineer

homojen
Xl(n +1) = allxl(n) +a,X, (n) o+ X (n)’

X,(n+1) =a,x (n) +a,X,(n) +...+a,X,(n),

X, (n+1) =a,%(n)+a,,%X,(n)+...+a,X.(n)

fark denklem sistemi ele alinmaktadir; sistemin bilinmeyenleri x, (n), X,(n), ..., x,(n) olup

1<i, j<k, a; katsayilar1 verilen reel sabitlerdir. BOyle bir sistem daima

x(n+1) = Ax(n), n=n, (3.4.1)

biciminde vektér-matris formu yazilabilir; burada A=(a;), kxk boyutlu reel singiler

olmayan bir matris ve x(n) = ((x,(n), X,(n),..., X, (N))" dir. (3.4.1) sisteminin

X(n,) = X%, (3.4.2)
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiiniin
x(n,ny, X,) = A"X, (3.4.3)
biciminde oldugunu biliyoruz. Burada A’ =1, kxk tipinde birim matrisidir.
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C6zUmiin bulunabilmesi esas olarak A" matrisinin hesabina baglidir. Putzer Algoritmasi ve
Jordan kanonik formu gibi yontemler bulunmaktadir. Bunun igin 6ncelikle asagidaki tanimi

bilmek gerekir.

Tamm 3.4.1: Bir A=(a;), kxk reel matrisini ele alalim.

AS =R& (3.4.4)
olacak bigimde sifirdan farkli bir £ € C* vektdrii varsa, & sayisia A nin bir 6zdegeri ve &
vektoriine ise A nin bir 6zvektdrii denir; C*, k boyutlu kompleks uzaydir. (3.4.4) esitligi
esdeger olarak

(A—&I)E=0 (3.4.5)

bigiminde yazilabilir. Bu denklemin sifirdan farkli bir ¢cozimine sahip olmasi igin gerek ve

yeter sart
det(A—%l1)=0 (3.4.6)
veya acik olarak,
p(R) =i +ai ' +a,x’+..+a_Kk+a =0 (3.4.7)
dir.

(4.3.6) ya da (4.3.7) denklemi A nin karekteristik denklemi olarak bilinir. Karekteristik
denklemin % kokleri daima A matrisinin 6zdegerleridir. A matrisinin 6zdegerleri

R, R,,... KA, ise, 0 halde (3.4.7) denklemi
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p(%) =H(K—7L ) (3.4.8)

seklinde yazilabilir ( 6zdegerlerin hepsi veya bir kismi birbirine esit olabilir).

3.5. Vektor Fark Denklemleri

Tamm 3.5.1: k boyutlu
x(n+1) = f(n,x(n)), x(ny) =X, (3.5.1)

vektor fark denklemi ele alalim. Burada xeR*, f: Nx R* — R* olmak lizere f(n,x)
fonksiyonu x degiskenine gore sirekli ve x, e R*, verilmis bir sabit vektordiir. (3.5.1)

denkleminde f(n,x(n))= f(x(n)) ise o0 zaman (3.5.1) denklemine otonom denklem denir.

Her ne Zve N pozitif bir tamsayisi olmak tizere;
f(n+N,x)= f(n,x)

ise f(n,x) fonksiyonuna n ye gore periyodiktir denir.

Tamm 3.5.2: Her n>n, igin f(n,x")=x" esitligini saglayan x" e R *noktasina (3.5.1)
denklemine bir denge noktas: ya da sabit ¢oziimii denir. Ozel olarak x" =0 denge noktas1

artik sifir ¢oziimii olur; yani x(n) =0 dir. X" =0 ise;

y(n) =x(n)-x"

dontisimii yardimiyla (3.5.1) denklemi
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y(n+1) = f(n,y(n)+x)-x"=g(n, y(n)) (35.2)

denklemine indirgenir. Bu denklem y(n)=0 ¢06ziimiine sahiptir, yani (3.5.1) in sifirdan

farkli x =x" sabit ¢6zimi (3.5.2) nin sifir ¢oziimiine karsiliktir. Bundan dolay1 bazi
dokimanlarda genelligi bozmadigi i¢in sifirdan farkli bir denge noktasi yerine orjin noktasi

ele alinir.

Tamm 3.5.3: R* Uzerinde bir norm asagidaki ozellikleri saglayan bir | |:R* —>%
fonksiyonudur:

a) |x|=0,vxe R,

b) || =0<x=(0,0....,0),

c) |lex| =[c||x]. Yce R vevxeR*

d) [x+y[ <X+l vy € .

Bazi norm 6rnekleri sunlardir; x e R igin,

Oklid normu :||x|| = \/xf +XC X
Maksimum norm: [|X|| = {max,..., |%]},

L normu: || X|| = %[+ [X,| +...+[X,| -

Tanim 3.5.4: Verilen bir £>0 igin on - XH < ¢ oldugu zaman

Hx(n,no,xo)—x*

<g Nh=n, >0,

olacak bi¢imde bir & =05(¢g,n,) >0 sayist var ise X* denge noktasina kararlidir denir.

0 =06(¢) ise X* denge noktasina diizgiin kararhidur denir.

Tanmm 3.5.5: HXO - XH < u oldugu zaman
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lim(n,ny, x,) = X
n—oo

olacak sekilde bir x = u(n,) sayis1 varsa X* denge noktasia atraktiftir(cekicidir) denir.
Eger u, n, dan bagimsiz ise, o zaman X" denge noktasi diizgiin atraktif denge noktast adini

alir. Baska bir deyisle her £ >0 ve her n, >0 igin HXO - XH < p oldugu zaman

Hx(n,no,xo)—x*H<g, n=n,+N

olacak bigcimde x>0 ve N =N(g) >0 sayilar1 var ise 0 halde x* a diizgiin atraktif denge

noktas: denir.

Tamim 3.5.6: Kararli ve atraktif olan denge noktasina asimptotik kararlidir denir. Diizgiin

kararli ve diizgiin atraktif olan bir denge noktasina ise diizgiin asimptotik kararlidir denir.

3.6. k. Basamaktan Skaler Lineer Homojen Denklemler

Bu kisimda k.basamaktan skaler lineer sabit katsayili homojen,
x(n+k)+cx(n+k - +c,x(n+k-2)+...+¢c,x(n) =0 (3.6.1)

fark denklemi ele alinmaktadir; burada c; ifadeleri reel sabitler olup ¢, # 0 dir. Buna iligkin

karekteristik polinom
c(R) =R +c A+, P+ 4, (3.6.2)

dir.

Teorem 3.6.1: (3.6.1) in sifir ¢oziimlerinin asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

(3.6.2) nin her y karekteristik koku icin |y| <1 olmasidir. Ayrica (3.6.1) in sifir ¢oziimiiniin
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kararli olmasi i¢in ise gerek ve yeter sart , | ,u| =1 esitligini saglayan 4« lar basit olmak tizere
| ,u| <1 dir. Diger taraftan | ,u| =1 olacak bigimde katli karekteristik kokler var ise, 0 halde
(3.6.1) in sifir ¢éztiimii kararsizdir.

Simdi (3.6.1) in karekteristik koklerinin birim ¢ember i¢inde kalmasini saglayan
Schur-Cohn kriterini ifade etmek icin 6nce asagidaki tanimi verelim:
Tammm 3.6.1: Bir A=(g;) matrisinin i¢ matrisleri, ilk ve son satirlariyla ilk ve son

stitunlariin ve 0 matrisin kendisinin atilmasiyla ardisik olarak elde edilen matrislerin timi
olarak bulunur. Biitiin i¢ matrislerin determinantlarinin hepsi pozitif olan bir A matrisine
pozitif i¢ matrislidir denir. Ornek verecek olursak asagidaki matrislerin i¢ matrisleri

yanlarinda gosterilmistir:

8, ap ag
a, 8, a, | matrisininic matrisi kendisive (a,),
a31 a32 a33 3x3
8, & &3
a, a, a, a a, a
2 T2 T T2 matrisinin ic matrisi kendisi ve[ % 23]
331 332 aﬁs a34 asz a33 2x2

4x4
dir.

Teorem 3.6.2: (Schur-Cohn Kriteri) (3.6.2) karekteristik polinomunun sahip oldugu biitiin
stfirlarinin birim ¢emberin i¢ bolgesinde kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin

saglanmasidir:

() p()>0
(i) (-)“p(-1)>0
(iiii) (k —1) x (k 1) tirindeki

1 o -~ 0 O o 0 - 0 p
P, 1 ... 0 0 0 0 P P
A=l : A = = : : :
Pes P 10 0 P - Py Ps
P2 Pes = B 1 P Pea 0 P P,
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matrisler pozitif i¢ matrislidir.

Schur-Cohn kriteri dogal olarak asimptotik kararlilik i¢in bir kriter niteligindedir.

Ornek 3.6.1:

X(n+2)+ px(n+1)+ p,x(n)=0 (3.6.3)

denklemini g6z 6niuine alalim. Bunun karekteristik polinomu

P(u) = 1 + pu+p,

dir. Schur-Cohn kriterine gore (3.6.3) iin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik kararli olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar

0<1l+p+p,, O0<l-p+p, O0<l+p,<2
dir. Bu sartlar;

|p|<1+p,<2 (3.6.4)

biciminde 6zetlenebilir.

Ornek 3.6.2: Uglincli basamaktan homojen

x(n+3)+ px(n+2)+ p,x(n+1) + px(n)=0 (3.6.5)

fark denklemini ele alalim. Bu denkleme iligskin karekteristik polinomu

P(u) = 1° + Py’ + Pyt + Py

dir. Teorem 3.6.2 den (3.6.5) denkleminin asimptotik kararlilig1 igin gerek ve yeter sartlar

p(l):]-"' P+ P+ p3>0
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(-D°p(-D) =—(-1+ p,— p,+ P;) =1—p,+ P, — ;>0

A

|22 =

10}(0
+
p, 1 P;

(o e

dir. Bu kosullar diizenlenirse;

bulunur.

Ps
P,

Ps
P,

|

1
P+ Ps

1
pl_ p3

Ps
1+p,

—Ps
1-p,

|p1+ ps|<:|-+ p, ve |p2_ p3p1|<1_ p:f

>0;

>0

3.7. Birinci Basamaktan Lineer Olmayan Otonom Fark Denklemleri

Bu bolimde birinci basamaktan bir boyutlu otonom fark

x(n+1) = f(x(n))

(3.7.1)

denkleminin sahip oldugu denge noktalari igin kararlilik kriterlerinden s6z edilecektir.

Teorem 3.7.1: X', (3.7.1) denkleminin sahip oldugu denge noktasi olsun; burada f, X’

noktasini i¢eren bir agik aralikta siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. O halde asagidaki

ifadeler saglanir:

)] ()

(i) f(x)

<1 ise, x* asimptotik kararlidur;

>1 ise, X" kararsizdir.
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Ispat: (i) ‘f '(x")

<M <1 olsun. Bu durumda her x € J igin | f '(x)| <M <1 olacak sckilde

X" noktasini igeren bir J = (X" —n, X" +7) araligi vardir. x(0) e J igin

‘x(l)— X"

=|f (x(@) - f(x)

dir. Ortalama deger teoreminden

| £ (x(0)) - f(x")

=|f (O)|[x©@) -x’

olacak bicimde x(0)ile x* arasinda bir & sayis1 vardir. Buradan

| F(x(0))-x

<M ‘X(O)—X*

ve dolayisiyla

‘x(l) X

<M [x(0)-x’ (3.7.2)

dir. (3.7.2) esitsizliginden ve M <1 esitsizliginden , x(1) degerinin x(0) degerine gore x°
denge noktasina daha yakin oldugu gortliir. Sonucgta, x(1) € J dir. Ayn1 bi¢imde devam
edilirse, timevarim yontemiyle

‘x(n)—x* <M"

x(0) - x”

bulunur. Bir &£>0 icin 5=ﬁ olmak (izere ‘X(O)—X*

<o iken her nxn; igin
‘X(n) - X*‘ < ¢ saglanir. Bu da kararlilig: ifade eder. Ayrica Iim‘x(n) - X*‘ =0 oldugundan

limx(n) =x" dir. O halde x* asimptotik kararlidur.

N—o0

(i) | f'(x)

>M >1 olsun. f' nin siirekliliginden dolay1 her x € J igin
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>M >1 olacak bicimde x* noktasini kapsayan J =(X"—a, X" +«) aralik vardir.

|f1(x)
x(0) € J i¢in

‘x(l)— X"

=| f (x(0)) - f(x")

olup benzer bigimde ortalama deger teoreminden

| £ (x(0)) - X'| = M|x(0) - x*
bulunur. Bundan sonra
‘x(l) -x|=M ‘X(O) —x
ve timevarimdan
‘x(n)— X*|>M"x(0)—x"

hesaplanir. Bdylece ‘X(O) —Xx"|< & iken M >1 oldugunda ‘X(n) - X*‘ < ¢ olacak sekilde bir

0 >0 sayisi elde edilemez. Dolayisiyla X" denge noktasi kararsizdir.

Teorem 3.7.1 den ‘f '(x")|=1olmasi1 halinde X" denge noktasinin kararlilig1 hakkinda bir

bilgi sOylenemez. Bundan dolay1 ‘f '(x7) =-1 durumlari igin sirasiyla

=1 ve |f'(x)

asagidaki teoremler goz oniine aliabilir.

Teorem 3.7.2: x*, (3.7.1) denkleminin bir denge noktasi olmak tizere f'(x*)=1 olsun. O

halde, asagidakiler saglanir:

f"(x") #0 ise, x* denge noktasi kararsizdir;

f"(x")=0ve f"(x")>0 ise, X" denge noktas1 kararsizdir;
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f"(x")=0ve f"(x") <0 ise, x* denge noktasi asimptotik kararlidir.

Teorem 3.7.3: (3.6.1) in x* denge noktasi i¢in f'(Xx") =—1 olsun. Ayrica f fonksiyonunun

Schwarzian tirevi

5t (= L0 _3[ ') T
f'x) 2| f'(x)

ile gosterilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

Sf(x") <0 ise, x* asimptotik kararhdir;

Sf (x") >0 ise, x* kararsizdir.

3.8. Lineerlestirme Yontemi

Lineer olmayan bir fark denklem sistemi
x(n+1) = A(n)x(n) + f (n,x(n)) (3.8.1)

olsun; burada A(n), kxKk tipinde her n igin singtler olmayan bir matrisve f :NxG —> R

¥, G R siirekli bir fonksiyondur. (3.8.1) e iliskin lineer sistem

y(n+1) = A(n)y(n) (38.2)
dir. (3.8.1) sistemi,
x(n+1) = g(n, x(n)) (3.8.3)

seklinde lineer olmayan bir denklemin lineerlestirilmesi esnasinda meydana ¢ikar; burada

g:NxG >R, G R, bir x* denge noktasinda tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Kisaca

X"=0 ve ayrica her n dogal sayist i¢cin g(n,0)=0 olsun. Lineerlestirme yontemini
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aciklamak igin (3.8.3) sisteminin goz oniine alahm. ¢ =(g,,d,,....d,)" nin Jakobiyen

matrisi
99,(n,0) 09,(n,0)  2g,(n,0)
0X, oX, OX,
a9,(n,0) 4g,(n,0) ag,(n,0)
ag(n, x) og(n,0) e
= = 0 OX OX
8X | x=0 @X Xl : 2 ‘ k
a9,(n,0) 4g9,(n,0)  ag,(n0)
o0X, 0%, OX,
dir. Yine kisaca w =g'(n,0) olsun.
X
D — A ve 1(n,x) = g(n,%) - AMX(N)

alinirsa, (3.8.3) sistemi (3.8.1) bigiminde yazilmig olur. (3.8.3) sisteminin 6nemli bir 6zel

durumu

x(n+1) = g(x(n)) (3.8.4)

otonom sistemidir. Bu otonom sistem,

x(n+1) = Ax(n) + f (x(n)) (3.8.5)

biciminde yazilabilir; burada A= g'(0) Jakobiyen matris ve f(x)=g(x)—Ax dir. g, 0

noktasinda tiirevlenebilir oldugundan, X|| — 0 olmasi halinde g(x)=0(x) (yani, her £>0

icin |X| < & olmast durumunda | f (x)| < &|x| olacak bigimde bir § >0 vardir) veya esdeger

olarak

lim M =0 dir
L |
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4. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde kullanacagimiz bilgiler [45] den yararlanilarak verilmistir.

Tamm 4.1: Birinci mertebeden fark denklemi icin,

X = T(X) (4.1.1)

bir denge ¢oziimii fark denkleminin x~ sabit ¢cozimudir, yani, tatmin edici bir ¢6ziim

X = f(x) (4.1.2)

esitliginden elde edilir. Biri X,,, =F(X,) yinci dereceden sistem icin, bir denge ¢6zimi

olan X~ fark sistemi icin sabit bir ¢6zimdr:

X =F(X"). (4.1.3)

(4.1.2) veya (4.1.3) denklemlerini saglayan sabit ¢ozlimlere sabit noktalar da denir.

Asagidaki iki boyutlu sistemde

XI+1 = f (Xt! yt)

Yer = 9(X% Vo)
denge noktast (X', y") dir. f (X, X, %) =0 formunda daha yiiksek mertebeden bir fark
denklemi igin bir denge ¢ozimii f(x',...,x,Xx)=0 denklemini saglayan X "¢Oziimudiir.

Eger x, baslangic degeri verilmisse ¢Oziim, baslangi¢ degeri olan X, cinsinden ifade

edilebilir. Yani x, = f(x,) ve x,=f(f(x))= f2(x,) dan,
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X = F(F (T (%)) = F1 (%))

yazilir, burada Ust simge t, x, baslangic degerinden baslayan zaman adimlarinin veya

yinelemelerin sayisini temsil eder. (4.1.1) fark denkleminin ¢ozumleri periyodik davranis

sergileyebilir.

Tamim 4.2: (4.1.1) fark denkleminin m>1 periyodunun bir periyodik ¢ozim
i=12,...m-1icin f"(x))=x ve f'(x)=x

saglayan gercek degerli bir x; coziimiidir.

*

Bir m-donguisu {XI, X;,. X } noktalarinin bir kiimesidir; burada her k =1,2,...,m i¢in

X, m periyodunun periyodik bir gozimidar. {x;, f(x),... f™*(x)} kimesinex, m
periyodik yorungesi denir.

Birinci mertebeden X,,=F(X,) sisteminde m periyodunun bir periyodik ¢ozim
i=1,2,...,m-1 icin F"(X,;)=X, ve F'(X;)#X, saglayan gercek degerli bir X,
vektbridr. Bir m-dongisii {X;, X;, ..., X} bir dizi vekttrler kimesidir; burada her X,
m periyodunun bir periyodik ¢oziimidir. {X;, f(X;),... f™(X;)} cimlesi X; n

periyodik yoriingesi olarak adlandirilir.

Tanim 4.3: Herhangi ¢ >0 i¢in & >0 kabul edelim. ‘xo—x*‘<5 olsun. (4.1.1) in bir denge

¢Ozimi eger varsa, asagidaki durumlarda bu ¢ézim lokal olarak kararlidir;
vV t>0icin ‘xt—x*‘z‘ft(xo)—x*‘<a
Eger X~ kararli degilse kararsiz olarak adlandirilir. Her ‘XO - X*‘ <y igin
limx =lim f(x,) =x
t—o X—>0
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olacak sekilde » >0 varsa x~ denge ¢oziimii lokal olarak gekicidir. x~ denge ¢6ziimii lokal

kararli ve lokal ¢ekici ise lokal asimptotik kararlidir denir.

4.1. Birinci Dereceden Sistemlerde Kararhihk

Birinci mertebeden fark denklemleri sisteminin denge noktasinin lokal asimptotik

kararlihigim1 dogrulamak igin basit bir kriter saglariz. Iki boyutlu birinci mertebeden fark

sistemin (x*,y*) denge noktasinin lokal olarak asimptotik kararli olmasi igin kriterler

tiiretilmistir.

Xo = F (X0 ¥0)
(4.1.4)

Yin = g(x’[’ yt)

sisteminin kararlilik sonucunu belirtmeden dnce sistem lineerlestirilebilir. (X*, y*) denge

noktasini igeren agik bir kiimede f ve g’ nin ikinci mertebeden surekli kismi tiirevleri
oldugunu varsayryoruz. Daha sonra f(x',y’) fonksiyonunu icin Taylor seri acilimi

uygulanirsa

o OEOGYD) o YY)
f(x,y)—f(x,y)+—ax (x ><)+—ay (y-y)

2 * o * 2 *ox *
Loy ) (x=x) Ty )y-y)
ox* 2! oy? 2!

yazilir. Burada notasyon

of (x,y) _ ot (x )|
X ox |<x,y):(x*,y*)

olarak kullanilmistir. u=X—-X" ve v=y—Yy olmak iizere f —x" yaklasik olarak lineerdir:
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FRULEERITE

e oy OFOCY)
f(X,Y)~f(X,y)+—aX (x—x Y

A DIICHDN
OX oy

=X

g fonksiyonu igin benzer bir yaklasim

90, y) , 99(xY)
OX oy

gxy) =y +

olarak yazilabilir. Sistem (4.1.4) iin u, =X, —X ve V,=Y,—Y ile (x,y") denge civarinda

lineerlestirilmesi

Xt+l = ‘JXt

tarafindan verilir. Burada X, = (u,,v,)" veJ, (x",y") noktasinda degerlendirilen (f,g)"

nin Jakobiyen matrisidir:

oa(,y) of(x,y)

3 OX oy
ag(xX,y) ag(xX,y) |
OX oy

Simdi sonuglanir ki denge noktasinin lokal asimptotik kararliligini belirleme kriteri f ve g
fonksiyonlarinin x ve y de birinci mertebeden surekli kismi tiirevlere sahip olmasidir.
Jakobiyen matris J nin 6zdegerleri, lineer olmayan sistemin lokal kararliligini belirler.

Ozdegerler |,ui|<1 i sagliyorsa (spektral yarigap p(J)<1) 0 zaman !imJt =0 dir. J
Jakobiyen matrisi (a;) ile gosterilsin, burada  a; elemanlari denge noktasinda

degerlendirilen f veya g nin kismi tiirevlerini temsil eder. Jakobiyen matrisinin J = (&;)

O0zdegerleri
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=0

det(J —ul)=0 yada det=(a11_lu a; J

8y Ap—H

dan elde edilir ki basitlestirilmis bir bigimde karekteristik denklem;

,uz - (au + 8.22)/1 +ay,8y, — 8,3, =0
ya da
1o —iz(I)u+det(J)=0

olarak yazilir.

Teorem 4.1.1: f(x,y) ve g(x,y) fonksiyonlarmin (x",y") noktasmi iceren R° bir agik

aralikta x ve Yy de siirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip oldugunu varsayalim. O
zaman dogrusal olmayan sistemin denge noktas1 (X', y’), (4.1.4) sisteminde degerlendirilen
Jakobiyen matrisinin 6z degerleri | yi| <1 esitsizligini sagliyorsa, lokal asimptotik kararlidir.

Esdeger olarak,
iz(J)<1l+det(J)<2 (4.1.5)

olmalidir. Baz1 | ,ui| >1 ise denge noktasi kararsizdir. Yani asagidaki li¢ esitsizlikten biri

saglanmalidir.
iz(J)>1+det(d), iz(J)<-1-det(J) yada det(J)>1. (4.1.6)

Birinci mertebeden sistemler veya daha yuksek mertebeden fark denklemleri i¢in lokal

kararlilik kriterleri, lineerlestirilmis sistemin davranisina baglidir. n denklemden olusan

birinci mertebeden bir sistem diisiinelim: X (t) = (X (t), X, (t), ..., X, ()",
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X (t+1) = F(X (1), 4.1.7)

olmak tzere F=(f, f,, ..., f)", f =f(x,%,..x), i=12..,n (4.1.7) sisteminin X"
civarinda bir dengeye sahip oldugunu diisiinelim. Eger U, = X, — X ise, (4.1.7) sisteminin

X civarinda lineerlestirilmis sistemi,

JU

t+

olarak yazilabilir. Burada J, X~ de degerlendirilen Jakobiyen matrisidir;

XY X)X
oX, OX, oX,
of,(X7) of,(X) of,(X7)
J=| ox 0X, oX,

of,(X7) o, (X)) . a(X)
oX, OX, oX,

X" in lokal asimptotik kararlilig1 Jakobiyen matrisinin dzdegerlerine baglhdir, bu da X i
iceren bir bolgedeki kismi tiirevlerin varligina baglidir. Bu nedenle X~ in lokal asimptotik
kararliligr icin X igeren agik bir kiimede f. in kismi tlirevlerinin siirekliligini gerektirir.
Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri karekteristik denklemin ¢oztmleridir:

det(J — ul) =0.

Ozdegerler asagidaki n’ ninci dereceden karekteristik polinomun sifirlaridir;
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p(u) = p" +au" +a,u"? ++a, (4.1.8)

(4.1.8) deki katsayilar reeldir ¢linkii f, fonksiyonlar: reel degerlidir. n=2 i¢in a =—iz(J)
ve a, =det(J) reeldir.
Lemma 4.1: [23,33] F(u) = 4* +Bu+C reel katsayilara sahip ikinci dereceden bir polinom

ve u, ve u, bu polinomun kokleri oldugunu varsayalim. O zaman asagidakiler gecerlidir:

1. |m|<lve|w|<leF(-1)>0,F@)>0veC<1. (Bu durumda denge noktas: lokal

asimptotik kararlidir.)

2. py=-1ve|w|#1<F(-1)=0,veB=0,2. ( Bu durumda flip catallanma meydana

gelebilir.)
3., 4,€C, |4|=1ve|w,|=1<B*-4C<0veC=1. (Bu durumda Neimark-sacker

catallanmas1 meydana gelebilir.

4.2. ileri Euler Yontemi

Birinci mertebeden diferansiyel denklemi géz 6niine alalim:

X (1) =g(t, x(1), x(t,)=x, .t <t<h. (4.2.1)

[t,,b] araligmi N esit alt araliga bolelim. h=(b—-t;)/ N ifadesine her alt araligin
biiyilikliigline bu yontemin adim biiyiikliigii denir. Bu adim boyutu t,,t,,t,,...,t, diiglimlerini
tanimlar, burada t,=t+ jh. Euler in yontemi kullanilirsa  x'(t) yaklasik olarak

(x(t+h)—=x(t))/ h olarak ifade edilir. Bu durumda (4.4) denklemi

X(t+h) =x(t)+hg(t, x(t)) (4.2.2) ifade

edilebilir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

5.1. Doymus Ve Kitle Eylemi Insidans Oranlarina Bagh Salgin Hastalik Modellerinin

Tedavi ile Analizi

Salgin hastaliklarin dinamiklerini incelemek uygulamali matematik i¢in 6nemli bir
arastirma konusu olmakla beraber insan sagligina etki eden salginlarin 6nlenmesinde ve
Olim oranlarmin azaltilmasinda 6nemi biyiiktir. Gunluk hayatta karsilastigimiz bir
problemi anlamak, agiklamak ve problemi ¢oziimlemek igin matematiksel modeli ayrintili
bir sekilde analiz etmemiz gerekir. Dogru hesaplanan ve analiz edilen model bize salginin
biiytikliigiine veya etkisine gore salginin seyri hakkinda dogru tedavi yontemlerine sahip
olmamiza izin verir. Salgin hastaliklarin modellenmesi degisimin siirekli ya da kesikli
olmasina gore degisecektir. Degisimin siirekli olmasi durumunda diferansiyel denklem
modelleri kullanmak daha uygundur. Siirekli zaman hastalik modellerinin analizi birgok
arastirmaci tarafindan yapilmistir [17,18,23,30,42,44]. Ote yandan degisimin kesikli olmasi
durumunda modelleme icin fark denklemleri kullanmak daha uygun olacaktir
[14,18,28,30,33-38,41,42,45].

Wang [42] asagidaki modelin analizini yaparak tedavi kapasitesinin biiytikliigiine gore

catallanmanin var oldugunu gostermistir:

9 A_ds- sl

dt

di

E=i$l—(d+7/+5)l—T(l). (5.1)
dR

I +T()=dR
pratd (1)

(5.1) deki ilk iki denklem R degiskeninden bagimsiz oldugundan

d—S: A—dS - ASI
dt

(5.2)

(;—![zlSI —(d+y+e)l=T(I)

indirgenmis modeli ele almak yeterlidir. ASI Kitle eylem insidans oranina bagli olan bu

modelde ASI /1+«al doymus insidans alinirsa modifiye edilmis modelimizi
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dS ASI

—=A-dS-
dt 1+ al
(5.3)
dl  ASI
—= —(d =Tl
dt 1l+al (d+r+e) ()

olarak yazabiliriz. Buradaki amacimiz, T(1)=kl, 0<1 <1, tedavi fonksiyonuna bagl

(5.2) ve (5.3) siirekli SIR salgin modellerini ileri Euler yéntemi ile fark zamanli modellere

dontistiirerek modellerin dinamiklerini incelemek ve bu dinamikleri karsilagtirmaktir.

dSs §S,.-S da L. -1 .
z=d+y+¢ almarak —~—2 1t ve —~-2__t jle ayniklastirilmis (5.2) ve (5.3
4 ™ 5 m 5 yriklas s (5.2) ve (5.3)
sistemi
S, =S +5(A—dS,—48l,)
(5.4)
I, =1, +5(AS,1, —zl,—Kl,)
ve
AS |
S, =9S,+0(A-dS, - LL)
1+al,
(5.5)

A8,
=l +6G 00 -2l K1)

t
ile ifade edilir. S ; duyarli (hassas); hastaligi kapmamis ancak hastaligi kapmaya elverisli
bireyler, 1 ; bulasmis (enfekte); hastaligi kapmis ve baskalarina da hastaligi bulastiran
bireyler ve R ; hastaliga sahip olup iyilesen bireylerdir. Sistemdeki parametre tanimlari ise
asagidaki tablo ile sunulur:

Tablo 5.1. Parametrelerin Epidemiyojik Anlamlar

Parametreler | Epidemiyolojik Anlam

A Dogum yoluyla poptilasyona eklenen bireyler

A Enfeksiyon katsayisi

d Popiilasyondaki dogal 6liim oran1

e Enfekte bireylerin dogal iyilesme orani

& Hastaliga bagli 6liim orant

o Enfekte olanlarin tedavisinde bir gecikme olmasinin etkisinin boyutu
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flerleyen boliimlerde 6ncelikle (5.4) modeline doymus insidans oran1 eklenerek doymus
insidans oranina bagli salgin hastalik modeli (5.5) elde edilecek sonra (5.4) modeline g6¢
parametreleri eklenerek gog igeren salgin hastalik modeli (5.6) elde edilerek daha sonra
(5.4), (5.5) ve (5.6) salgin hastalik modellerinin denge noktalarinin varlig1 arastirilarak
pozitif denge noktasi i¢in kararlilik ve c¢atallanma analizleri yapilacaktir. Teorik
sonuclarimizi dogrulayan sayisal 6rnekler verilecektir. Sistemimize ait grafikler popiilasyon

davranisini tanimlamak i¢in sunulur.

5.2. Tedavi Ile Kitle-Eylem Insidans Oranina Bagh (5.4) SIR Salgin Modelinin Analizi

Bu b6lim (5.4) sisteminin denge noktalarinin varligi, pozitif denge noktasinin kararligi
ve catallanma sartlarini verir. O halde (5.4) salgin modeli i¢in asagidaki teoremlere sahip
oluruz.

A A - k+z Al-d(k+2)
Teorem 5.2.1: (5.4) modeli (S*,0)=(—,0) ve (5% 1")= ,
(5.4) (S7,0) (O| ) ( )=( 7 Kz 2)

) olacak

sekilde iki denge noktasina sahiptir.

Ispat: Tanim 4.1 den agiktir.

Teorem 5.2.2: A, >d >0 saglansin. (S%,17)=( :
k+z A (k+2)4

dinamikligi ile ilgili asagidakiler dogrudur:

L M(Ak+2)’ —AL)

2 (k1) < d olmak Uzere;
+(k+z

5 < AL _|4d(k+2)° + AM(AK+2)° + A1)
(k+2)(AM—d(k+2) (k+2)2(d(k+2) - AL)?

saglanirsa denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

i.2. B=-2+ k&I—A #0,2 olmak Uizere 6 = 2(k+2) # 0,2 durumunda flip ¢atallanma vardir.
+2
2
i.3. 0< A< M ve o A ise Neimark-Sacker c¢atallanma vardir.

T (k+2)(Al—d(k+2))
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Ispat: (5.4) sisteminden hareketle;
F=S +5(A-dS—ASI)
G=1+061(AS-2-k)
alalim. F ve G fonksiyonlar1 yardimiyla,
JG) :(1 52: 0 1+5(/1?—Sz—k)J

elde ederiz. (S, |*):(kJrZ Al-d(k+2)

A (k+2)A4

Jakobiyen matrisi

OAA
(s I*)_J(k+z M—(k+z)d)_ 1_k+z —ok+2)
’ A (k+2)A AL—(k+2)d
o(———) 1

kK+z

olarak bulunur. Buradan;

OAA OLA

F(u)=p° —(2—(m))ﬂ+1—(m)+52(M—d(k+Z))

karakteristik polinomuna ulasiriz. Boylece F (1), F (—1) ve C icin;

F1)=-5°(d(k +2)—- A1)

(K+2)— (4—(d(k +2))5% + AS(=2+ (k + 2)5) A

FED)= kK+z

_(k+2z)—d(k+2)?6%+ AS(-1+(k +2)5)A
- k+z

C

formlarina ulasiriz. Lemma 4.1 deki sartlar degerlendirilerek sonuglara kolayca ulasilir.

) pozitif denge noktasinda degerlendirilen
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5.3. Tedavi ile Doymus Insidans Oranina Bagh SIR Salgin Modelinin Analizi

Bu bolim (5.5) sisteminin pozitif denge noktasinin varligi, kararlig1 ve catallanma

sartlarini verir. O halde (5.5) salgin modeli i¢in asagidaki teoremlere sahip oluruz.

k+z+aA —d(k+2z)+ A1
da+4 "(k+2)(da+A)

Teorem 5.3.1: (5.5) sistemi (S*,O):(EA,O) ve (S, 17)=( )

olacak sekilde iki denge noktasina sahiptir.
Ispat: Denge noktamiz (S*,1") olsun. (5.5) sisteminde S,,=S,=S* ve I ,=1=1"

yazilirsa ¢oztimler elde edilir. (Tanim 4.1 e bakiniz)

Teorem 5.3.2:

—d(k+2)’ad(-2+d0) +(4+(k + 2+ aA) - 2(d + k+ 2)adA-d(k+ 2)(k +2—aA)d)) A+ Ad(-2+ (k +2)5) A?
(k+z+aA)L

>0

1 e d
k+z da+A4 dk+z)-A1

2
olmak Uzere O<A<@ ve o0< saglanirsa (5.5)

sisteminin denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
Ispat: (5.5) sistemi gdzoniine alarak;

f :S+5(A—d8—ﬂ)
1+al
g=I +5(/1—S|—zl —kI)
l+al

alalim. Burada Jakobiyen matrisi:

14+ 6(—d - Al ) 5( aASl __ AS
35, 1) = 1+l Q+al)” 1+al
o S alSl S
1+0(-k—-z- =+
1+ al Q+al)” 1+al
dir. (S7, I’“)=(k+z+0{A —d(k+2) +M) denge noktasinda degerlendirilen Jakobiyen

da+4 " (k+2)(da+A1)

matrisi
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K+2z+ Ala—dda—d5A) _(k+2)’5(da+4)

IS 1) = K+z+aA (k+z+aA)A
’ _o(d(k+z)—- A1) d(k+2)*0a+(k+z+aA-SaAk+12)1
K+z+aA (k+z+aA)A

olarak elde edilir. Jakobiyen matrisinin karekteristik polinomu;

—d(k+2)°0a+(-2(k+z+aA)+(d +Kk +2)ad A) A + ASA? B

F(u) = 12
() =p" K+z+ah)i

N (k+z+aA-(d+k+2)adA-dk+2)(k+z-aA)5*)A
(k+z+aM)A

N —d(k +2)*Sa(-1+dJ) + Ad(—1+ (k + 2)5) A?
(k+z+aA)A

bulunmus olur. Lemma 4.1 deki sartlardan hareketle lokal kararlilik sartlarina ulasilir.

5.4. Tedavi Ile Go¢ Iceren SIR Salgin Hastalik Modelinin Analizi

Burada (5.4) modeline go¢ parametreleri eklenecektir. pS; duyarl bireylere yapilan
goc, ql; enfekte bireylere yapilan go¢ olmak tizere hem duyarli bireylere hem de hastalikli

bireylerin go¢ almasina dayanan bir SIR salgin modeli asagidaki gibidir:

S, =S, +6(A—dS,— A4Sl + pS,)
(5.6)
I, =1, +0(AS |, —zI, =Kl +ql,).

Gog etkisinin sistemi nasil etkiledigini gérmek i¢in dncelikle tedavi iceren go¢ almayan
modelin (5.4) Un analizi ile go¢ alan model (5.6) nin dinamiklerini inceleyip, her iki model
karsilastirilacaktir. Bolim boyunca yapilan analizlerde kullanilan temel kavramlar igin

gerekli olan bazi ¢alismalari referans olarak verebiliriz [39,40,45].
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5.4.1. Lokal kararhhk
Model (5.6) nin iki tane denge noktasina (S*,O):(di,O) ve
-p

(S5, 1M = (k +2-9 AM+(p-d)(k+z- q)) sahip oldugunu goriiriiz. Simdi pozitif denge

A (k+z-0q)4
noktas1 (S*,17) = (k 279 : Al+(p—d)k+2 _q)) nin lokal asimptotik kararlilik sartlarini
A (k+z-qg)4

inceleyelim.

f(S)=S+0(A-dS—ASl + pS)
g(l)=1+06(ASI —zl =kl +ql)

alalim. Boylece biz asagidaki Jakobiyen matrisini yazabiliriz:

J(S,,):(fs(s,n f.(s,l))

[1+5(—d—/1l +p) -5AS j
gs(S. 1) g,(S.1) '

oAl 1+6(AS—z—-k+Q)

(S5, 17 = (k +z-9 , AL+ (p=d)(k+z- q)) pozitif denge noktasi civarinda degerlendirilen
A (k+z-q)4

Jakobiyen matrisini,
_ OLA
k+z-q Al+(p-d)k+z-0q), k+z-q

R e D A+ (k+z-g)(p-d),
k+z-q

-o(k+z-q)

J(

olarak elde ederiz. Burada

det(J):l—k&A +0°AA+5%(p-d)(k+2-q)
ve
i2(3)=2- A
k+z-q

dir. O halde Jakobiyen matrise karsilik gelen karakteristik polinom asagidaki forma sahiptir:
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OAA OAA

Ju+1-

+0°(AL+(p-d)k+2-0q))
k+z-q k+z-q

F(u)=u"~(2~

ve bu polinomun kokleri:

2
y1=1—ﬂ—§ (ﬁj —4AA+4d(k +2)
2(k+z) 2\\k+z

2
u, =1- oal +é (ﬂj -4 A+4d(k +2)
2(k+z) 2\\k+z

olarak bulunur. Denge noktasinin kararliligr i¢cin bu iki 6zdegerin biiyiikliiklerinin 1’den
kiiciik kalmasi gerekir. Model (5.6) nin kararliligin1 analiz etmek amaciyla parametreler

tizerindeki kosullar1 belirlemek icin, ilk olarak asagidaki kosullardan yaralanacagiz:

|1u| <1ve|w,| <1< F(1)>0,F(-1)>0veC <1.

Kosul 1.
2 - AL y
FO>0=FQ=0(AMA+(p-d)(k+z—q)>0 ise " q>d—p>0 saglanmak
+2—
zorundadir.
Kosul 2.
2 2
F(-1)>0 < F(-1) = A4k+z2-0)—-20AlA+5°(LAAk+z—-q)+(k+z—q)°(p—d)) 20
k+z—q
esitsizligi ¢oziiliirse
5 < AA 422 R -16AA(Kk +2-)° ~16(k + 2-q)*(p—d)
YU2AK+z-q)+(k+z2-9)*(p-d) 2(AA+(k+z-q)(p-d))

veya
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IA +J4ﬁAﬁ4ﬁzAw+z—qf—1ak+z—m%p—d)

0.
2” AAK+z-q)+(k+z-q)*(p-d) 2(AA+(k+z-q)(p—-d))
saglanmalidir.
Kosul 3.
2 2
CclesCo (k+z-0g)-0AA+6°(AAKk+z—-q)+(k+z—-0qg)°(p—-d)) <1 esitsizlii
k+z-—q
cozllurse

AL
o<
(k+z—g)(AL+(p-d)k+z-0q))

sartin1 elde ederiz. Boylece denge noktasinin lokal kararliligi igin asagidaki teoreme sahip

oluruz.

2
>d — p>0 saglansin. AGESE? — 4 RR) <

Teorem 5.4.1:
k+z—q 4+(Kk+z-q)’

d

ve

5o A _\/4(d—p)(k+z—q)3+A/’L(—4(k+z—q)2+M)
(k+z-q)(At+(p-d)(k+2-q)) (k+z-0)*((p-d)(k+2-0q)+A2)’

sartlar1 saglanirsa model (5.6) nin pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

5.4.2. Flip catallanma analizi

B+#0,2 ve F(-1)=0oldugunda flip ¢atallanmanin olusabilecegini biliyoruz. Burada
B =-iz(J),C =det(J) oldugundan, ¢atallanmanin meydana gelebilmesi icin gerekli sartlart

degerlendirecegiz.

Kosul 1. F(-1)=0 dan biz

5 AA 42 A -16AA(k +2-q)* -16(k + 2 —q)°(p—d)
l_;tA(kJrz—q)+(k+z—q)2(p—d) 2(AA+(k+z—-q)(p-d))

ve

52



5 AA N JAA2 A2 —16 Ak +2 —q)? —16(k +2—)*(p—d)
2_/1A(k+z—q)+(k+z—q)z(p—d) 2(AA+(k+z—-q)(p-d)) '

koklerini elde ederiz.
Kosul 2. B#0 sartindan biz

PRy ve_iz(1) 0 52 2KF220)
+2—q AA

B =—iz(J)=~(2-

ifadesine ulasiriz.

Kosul 3. Son olarak B#2 sartin1 g6z 6ntine alarak

AR ) e—iz(d) 22 o2 2KF2=0)
+2—( AA

B =—iz(J)=~(2-

kosulunu elde ederiz. Boylece denge noktasinin flip ¢atallanmasi i¢in asagidaki teoreme sahip

oluruz.

Teorem 5.4.2:

5 AA 42PN -16AAK +2-0)* ~16(k + z—g)*(p—d)
b AAK+z-q)+(k+z2-q)°(p—d) 2(AA+(k+z-q)(p—d))

5 _ AA +\/4/12A2—16/1A(k+z—q)2—16(k+z—q)3(p—d)
2 AAKk+z-q)+(k+z-9)*(p—d) 2(AA+(k+z—-q)(p—d))

) ¢M ve o ¢M sartlar1 saglanirsa model (5.6) flip catallanmaya

AA AA
sahiptir.

5.4.3. Neimark-Sacker catallanmasimin analizi

B=-iz(J) ve C=det(J) olmak (izere catallanma analizi B*-4C <0 ve C=1

oldugunda Neimark-Sacker c¢atallanmanin olusabilecegini biliyoruz. Simdi bu sartlar1 ele

alalim:
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Kosul 1. B? —4C <0 durumunu degerlendirelim.

S*AQ?
B?-4C = —_— —45%(AL+(p—d)(k+2—-Qq)) <0 esitsizligi ¢oziiliirse
(k+z-q)
—q)? q\2
0<A<HKFZZA" g g  AAKEZ=0) AL o elde edilir.

Ak+z-0q)°

Kosul 2. C=1 den hareketle;
OAA

C=det(J)=1- " +0%(AL+(p—d)(k+2-q)) =1 durumu gozoniine alinirsa
AL

o= elde edilir.
(k+z-q)(AM+(p-d)(k+z-0q))

Sonug olarak pozitif denge noktasinda elde edilen § degeri icin Neimark-Sacker

catallanma olabilecegi goriiliir. Bu sartlar asagidaki teoremle tek bir sekilde ifade edilebilir.

AL(4(k+z-0q)° —AQ)

Teorem 54.3: 0< A<
Ak+z-0q)°

ve 0<dc< olmak Uzere

4k +z—q)°
A

5o AL
(k+z-a)(AM+(p-d)(k+z-q))

ise model (5.6) Neimark-Sacker catallanmaya

sahiptir.

5.5. Kaos Kontrol

Bu bélimde (5.4) ve (5.6) sistemlerinde ortaya ¢ikan kaosu kontrol etmek i¢in kaos

kontrol yontemini kullanacagiz.

5.5.1. (5.4) Modeli i¢in kaos kontrol analizi

(5.4) sistemin denetleyicisini asagidaki gibi tanimlariz:
S, =S, +5(A-dS, —/ISIt)+Ut

I, =1, +5(AS1, —zI,—Kl,)

t+1
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Burada U, =-p,(S,—S")—p,(I, —1") dir. Bu sistemin pozitif denge noktasindaki

Jakobiyen matrisi

AL
35 1y =gz AMokrady g P Ok+2)-p
TN kea | M- (k+2)d
S(——F—) 1
K+z

dir ve Jakobiyen matris aracilig1 ile elde ettigimiz karakteristik denklem;

Al-d(k+2)

oAL oA
F(ﬂ)zﬂz—(Z—m— P)p+l=— = p+6°(AM—d(k +2))+3p,( 17

)

olarak yazilabilir. 4, ve A, bu karakteristik denklemin 6zdegerleri ve o halde biz

oAL

bt Iy =2= 00y Ve gy =57 (A= d(k+2)) + o, (A D))

k+z

esitliklerine sahip oluruz. Burada 44, =1, 4, =1, A, =-1 denklemlerini ¢ézmeliyiz.

A, =det(J) =1= |1=—5;M— p, + (AL —d(K+2))+ 5 p,(
+7

Al—-d(k+2)
K+z )

A=l=1, 252(M—d(k+z))+5p2(W),
k+z
ve
A=-1=1, =4—2k5;Aj—2p1+52(M—d(k+z))+5pz(w)
+

k+z

dir.

Boylece 1,1, ve |, dogrular elde edilir. 1,1, ve I, ile sinirlanan bélge, biiyiikligii 1°

den kiiciik olan kararli 6zdegerleri verir.
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5.5.2. (5.6) Modeli i¢in kaos kontrol analizi

(5.6) sistemin denetleyicisini asagidaki gibi tanimlariz:

Spa =S, +6(A—dS, — 2SI, + pS, ) +U,

l,,, =1, +5(AS,1, -zl — kI, +ql,)

t+1

Burada U, =-p,(S,—S")—p,(I,—1") olmak lzere bir kontrol kuvvetidir. Bu sistemin

pozitif denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

M
k+z-q Al+(p-d)(k+z-q), k+z-q
A (k+z-0)4 | A+ (p-d)(k+2-0)
k+z-q )

_pl _5(k+Z_Q)_p2
J(

J(

dir. Jakobiyen matris araciligi ile elde etti§imiz karakteristik denklem

F(u) = 1* —iz(J) +det(J) olmak lizere;

. oAL
J)=2- _
2(J) k+z—q P
det(0) =122 p 4 52 (A + (p-d)(k + 2- ) + 5p, (MR- D220,
k+z-q k+z-q

dir. 4, ve A, bu karakteristik denklemin 6zdegerleri ve A4, =1, 4, =1, 4 =-1 sartlarinin

saglanmastyla

AL A+ (p-d)(k+z-
= py 57 (A2 (p- )k 2-) +ap, P B0
+2-( k+z-q

Aﬂ+(p—ka+z—q%
k+z-q

l, =" (Ad+(p-d)(k +2-0))+3p,(

e 52(M+(p—d)(k+z—q))+5p2(M+(p‘d)(k+Z—q))
*z-4 k+z-q

|3:4_2p1_k

l,,1, ve |, ile dogrular elde edilir. 1,1, ve I ile sinirlanan bdlge, biiyiikligi 1’ den kugtik

olan kararl 6zdegerleri verir.
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6. NUMERIK SIMULASYONLAR

Sistemdeki parametre degerlerine bagli olarak teorik sonuglarimizi dogrulamak igin bu
bolimde niimerik drnekler verecegiz. Matematiksel yazilim programi [33] kullanarak zaman

serisi, faz ve c¢atallanma grafiklerini sunariz. (TUm ornekler S, =x, ve | =y, alinarak

yazilmustir.)

Sekil (6.1-(a)) grafiginde uygun parametre degerleri ile sistem (5.4) tin lokal asimptotik
kararli (& =0.365) oldugunu goriirken sekil (6.1-(b)) grafiginde § degeri arttirildiginda
sistemin kararsiz (&6 =0.4>0.3665) oldugunu goriiriiz. Ayn1 parametre degerleri ile sekil
(6.2-(a)) ve sekil (6.2-(b)) de (5.4) sisteminin faz portreleridir. Sekil (6.3) te ise sistemin flip

2(k+2) 1

catallanma grafigini sunariz. ¢ = 4 # 0,2 olmak Uzere 6 =0.3665 degerinde flip

catallanma ortaya ¢ikmaktadir. Daha sonra sekil (6.4) sistemin denge noktasinin Neimark-
Sacker catallanmasinin varligin1 gosterir. Sekil (6.5) ve sekil (6.6) de SIR salgin
modellerimize ayni degerler vererek grafikleri inceledigimizde doymus insidans ekledigimiz
(5.5) modelinin daha cabuk Kararliliga ulastigin1 sdyleyebiliriz. Bu da doymus insidansin
kararliliga etkisini gosterir. Sekil (6.7-(a)) grafigi sistem (6.5) in lokal asimptotik kararl
oldugunu gosterirken sekil (6.7-(b)) grafigi de sistemin kararsiz davranisini ortaya koyar.
Sekil (6.7-(a)) popiilasyona eklenen go¢ sayisinin dogal 6liim oranindan kiigiik olmasi

durumunda ( p < d ) elde ettigimiz davranis iken sekil (6.7-(b)) ise populasyona eklenen go¢
sayisinin dogal 6liim oranindan biiyiik olmasi durumunda ( p > d ) elde edilen davranis olur.
Sekil (6.8-(a)) ve sekil (6.8-(b)) ise sirasiyla p<d ve p>d durumundaki faz portrelerini

sunar. Sekil (6.11-(a)) ve sekil (6.11-(b)) bize sistem (5.6) ve (6.6) nin flip catallanmaya
sahip oldugunu gosterirken (6.12-(a)) ve (6.12-(b)) sekilleri de Neimark-sacker

catallanmaya sahip oldugunu gosterir.
Ornek 6.1: A=3;1=1k=0.2;z2=0.3;d =0.1 parametre degetleri ile sistem (5.4) (i,

Xp1 = X, +6(3-0.1x, —1X,Y, )
Yo =Y, +0Y,(1X, —0.3-0.2)

(6.1)

seklinde yazabiliriz. Sunulan grafikler sistem (5.4) (in dinamik davranigini gosterir.
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Sekil  61-(a). A=3d=015k=02z=0341=L5=0365 ve (X, Y,)=(2.10.9)
parametre degerleri ile (6.1) sisteminin zaman serisi grafigi
Sekil 6.1-(b). A=3,d=0.5k=02,2=03;4=16=0.4 ve (X,,Y,)=(21,0.9)  parametre

degerleri ile (6.1) sistemin zaman serisi grafigi
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(@) (b)

Sekil 6.2-(a). A=3;d=0.1k=0.2,2=0.31=15=0.365 ve (X, Y,)=(2.1,0.9) parametre
degerleri ile (6.1) sisteminin faz grafigi
Sekil 6.2-(b). A=3,d=015k=0.2,z=031=L0=04 ve (X, Y,)=(2.1,0.9) parametre

degerleri ile (6.1) sisteminin faz grafigi
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Sekil6.3. A=3;d =0.k=0.2;2=0.3;4=1,6 =0.3665 ve

(XO, yo) =(0.1,0.1) parametre degerleri ile (6.1) sisteminin flip ¢atallanma grafigi

Ornek 6.2: A=3;1=1k=1z=1d=0.1,0<5<0.53 parametre degerleri ile (5.4)

sistemimiz

Xy = X, +6(3-0.1x, —1x, Y, )
(6.2)
Yo =Yn Tt 5yn (lxn _1_1)

olarak yazilabilir. Sistem (5.4) (n dinamik davranisi i¢in asagidaki grafik elde edilir.

2.4

>
2.2 1
2.0 :q&:;

18

1.6

144 Um— o

10
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Sekil 6.4. A=3;d =01k =1,z =1,1=15=0.535 ve (X,, Y,) = (2.1,0.9)

parametre degerleri ile (6.2) sisteminin Neimark-Sacker ¢atallanma grafigi
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Ornek 6.3: A= E;/l =1k=0.5z=0.5;d =0.1,6 =1, =0.1 parametre degerleri ile (5.4)

ve (5.5) sistemimiz

Xo = X, +1(%—0.1xn —1xnynJ
You =Y, +1y,(1x, - 0.5-0.5)

ve

Xy, )

X, =X, +1(1—0.1xn -
2 1+0.1y,

Ixy
= —|—1 rNn-n s —0.5 _0-5
yn+1 yn (1+ Olyn yn yn)

(6.3)

(6.4)

olarak yazilabilir. (5.4) ve (5.5) sistemlerinin dinamik davranisi i¢in asagidaki grafikler elde

edilir.

n
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Sekil 6.5. A= %;/I =1k=05z=05d=0.16=1 parametre degerleri

ile (XO, yo) =(L,2) baslangi¢ degeri ile (6.3) sisteminin zaman serisi grafigi
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Sekil 6.6. A= %;/1 =1k =0.5;2=0.5;d =0.1,6 =1 a = 0.1 parametre
degerleri ile (Xo, yO) =(1,2) baslangi¢ degeri ile (6.4) sisteminin zaman serisi grafigi

Ornek 6.4: A=3;1=1k=0.2;2=0.3;q=0.1,d =0.13; p=0.01 parametre degerleri ile
sistem (5.6) y1

Xpq = X, +6(3-0.1x, —1x,y, +0.01x, )

(6.5)
You =Y, +0Y,(1x,-0.3-0.2+0.1)
seklinde yazabiliriz. Sistem (5.6) in dinamik davranisi i¢in asagidaki grafikler elde
edilir.
11'.11"
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(a) (b)
Sekil  6.7-(a). A=3d=01k=0.2,z=031=1p=0.059=0.1, 0=0289 e
(XO, yo) = (2.1, 0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin zaman serisi grafigi
Sekil 6.7-(b). A=3d=0.1k=0.2,z=031=Lp=0.059=0.1 ve 6=0.32

(XO, yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin zaman serisi grafigi
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Sekil 6.8-(a). A=3;d =0.,k=0.2,z=0.3,4=1p=0.09=0.1 6=0.29 (X,, Y,) =(2.1,0.9)
parametre degerleri ile (6.5) sisteminin faz grafigi
Sekil 6.8-(b). A=3;d =0.1k=0.2,2=0.3,4=1p=0.059=0.1 5§=0.35 (X,, ¥,) =(2.1,0.9)

parametre degerleri ile (6.5) sisteminin faz grafigi

Ornek 6.5: A=31=1k=0.22=0.3;0=0.1,d =0.1; p =0.2 parametre degerleri ile
sistem (5.6) y1

Xy = X, +6(3-0.1x, —1x,y, +0.2x,)
(6.6)
yn+1 = yn +5yn (1Xn _03_02+01)

seklinde yazabiliriz. Sistem (5.6) in dinamik davranisi i¢in asagidaki grafikler elde edilir.
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Sekil  6.9-(a). A=3d=01k=0.2;z=034=1p=0.2,0=0.1 ve 6 =0.287

(XO, yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin zaman serisi grafigi
Sekil 6.9-(b). A=3d=01k=02,z=0341=1p=0.2,0=0.1 ve 6=031

(XO, yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin zaman serisi grafigi
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Sekil 6.10-(a). A=3,d=015k=0.2;2=0.34=1p=0.2,0=0.1, 0=0.29

(%o, o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin faz grafigi
Sekil  6.10-(b). A=3d=01k=0.2,2z=0.34=1p=0.2,0=0.1, 5=0.35

(%, ¥o) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin faz grafigi
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(a) (b)
Sekil 6.11-(a) A=3d=0.1k=02,z=0.31=1p=0.05,9=0.1, 0<6<0.35
(XO, yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.5) sisteminin flip ¢atallanma grafigi
Sekil 6.11-(b). A=3d=01k=02z=031=1p=0.2,0=0.1, 0<6<0.32

, =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin flip ¢atallanma grafigi
X0 Yo p < p grafig
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(a) (b)
Sekil 6.12-@). A=3d=0.21k=1z=11=Lp=0.0Lg=0.1 0<5<0.555=0.5581
(Xos Yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri (6.5) sisteminin Neimark-sacker catallanma grafigi
Sekil 6.12-(b). A=3,d=0.1k=1z=11=1p=02,g=0.1 0<56<05 6=0.4949 e

(XO, yo) =(2.1,0.9) parametre degerleri ile (6.6) sisteminin Neimark-sacker ¢atallanma grafigi
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Ornek 6.6: A=3;1=1k=1z=1d =0.1,6 =0.52 parametre degerleri ile (5.4) sisteminin

kaos kontrol dogrulari

|, =—1.58288—p, —0.728p,

|, =0.75712-0.728p,

|, =3.19172-2p,—0.728p,

olarak elde edilir. Sekil 6.13 elde edilen dogrularin ayn1 diizlemdeki kesisim grafiklerini

Verir.
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Sekil 6.13. A=3,d =0.Lk=Lz=11=106=0.52 parametre degerleri ile (5.4) sisteminin kaos kontrol

grafigi

65



Ornek 6.7: A=3d=0.1k=1z=11=1p=0.01,9=0.1 parametre degerleri ve 5=0.5

almirsa (5.6) sisteminin kaos kontrol dogrulari
I, =-0.08222 — p, +0.74245p,
I, =0.70725+0.74245p,

|, =3.12835—2p, +0.74245p,

olarak elde edilir. Sekil 6.14 elde edilen dogrularin ayn1 diizlemdeki kesisim grafiklerini

verir

-2

-4

Sekil 6.14. A=3d=01k=Lz=11=1 p= 0.0l;q =0.16=05 parametre degerleri ile (5.6)

sisteminin kaos kontrol grafig
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda oncelikle [35] de verilen (5.1) siirekli zaman modeline karsilik
gelen fark zamanli modelin dinamik davranisini inceliyoruz. Adim boyutunun ( ayriklastirma
parametresi) & ile gosterilmek tizere fark denklem sistemi leri Euler metodu uygulanarak
elde edilmistir. (5.1) sisteminin denge noktalari, denge noktalarinin lokal kararliligi, flip ve
Neimark-Sacker ¢atallanmalarin varlig1 analitik olarak verilmistir. Benzer islemler doymus
insidansa sahip (5.2) modeline de uygulanmistir. Daha sonrasinda (5.1) modeline gog etkisi
eklenerek (5.3) modeli olusturulur ve bu gog igeren (5.3) modelinin dinamikleri incelenir. Son
olarak, elde edilen teorik sonuglar1 desteklemek i¢in niimerik simiilasyonlara yer verilir. Ayrik
zamanl sistemlerin analitik sonuglarmi destekleyen sayisal similasyonlar verilerek zengin
dinamik davranislar sunulmustur.

Sekil (6.7-(a)) ve sekil (6.7-(b)) incelendiginde (5.1) sistemine farkli oranlarda gog
parametresi eklenmesi sistemin kararliligin1 azalticit yonde etkisinin oldugu agiktir. Dikkat
edilirse sirastyla gé¢ almayan ve gog¢ alan sistem i¢in 6 =0.365 ve o =0.289degerleri
hesaplanan degerlerdir. Sekil (6.11-(a)) sekil (6.11-(b)) g6z Oniine alinirsa gog
parametrelerinin sistemi daha hizli flip ¢atallanmaya gétiirdiigiinii gormekteyiz. Sekil (6.12-
(@) ve sekil (6.12-(b)) karsilastirildiginda ise farkli go¢ etkisinin sistemin Neimark-Sacker
catallanmasin1  geciktirdigi sonucuna ulasiriz. Sekil (6.7-(a)) ve sekil (6.9-(a))
karsilastirlldiginda duyarli bireylere eklenen gog¢ etkisi sistemin kararliligini azalttigini
gormekteyiz. Sonug olarak sekil (6.11-(a)) ve sekil (6.11-(b)) duyarli bireylere eklenen gog
say1st arttik¢a flip gatallanmanin gecikecegini gosterirken sekil (6.12-(a)) ve sekil (6.12-(b))
ise Neimark-sacker ¢atallanmasinin hizlanacagini1 gosterir.

Salgin hastaliklarin analizini yapmak insan sagligini tehdit eden faktorleri gbz Oniine
almak demektir. Insam1 etkileyen tiim durumlar yasadigimiz siirece devam edecektir. Daha
sonra yapilacak g¢alismalar i¢in analizi yapilan modellere asilama parametresi eklenerek
model analizi yapilabilecegi gibi doymus insidansa bir go¢ parametresi eklenerek de model

analizi yapilabilir. Modellerin dinamikleri karsilastirilabilir.
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