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OZET

Anahtar kelimeler: Disoriented Diyagramlar, Disoriented Kavsak, Halkalanma Saysi,
Tam Burulma, Parantez Polinomu, Jones Polinomu.

Bu tezde, yonlendirilmis diigiim ve halka diyagramlarinin bir genellestirmesi olan
disoriented diiglim teorisi tizerine ¢alisilmistir. Disoriented diiglim, Altintas tarafindan
ortaya atilan yeni bir kavramdir. Bu tezde Altintag’in calismasi [1] takip edilerek,
disoriented diigiim, disoriented halka ve disoriented kavsak kavramlar1 tanitilarak
asagidaki calismalar yapilmistir.

l. Disoriented diyagramlar i¢in invaryant ve klasik yonlendirilmis diigtimler
icin Reidemeister hareketlerin bir genisletmesi olan diyagramatik
hareketler verimistir. Bu hareketler biitiin disoriented invaryantlarini ortaya
cikarmada temel yontem olarak kullanilamaktadir. Herhangi bir kavramin
bir disoriented diiglim ve halka invaryanti oldugunu ispatlamak icin bu
kavramin disoriented diyagramlar i¢in genisletilmis Reidemeister
hareketleri altindaki davraniglari incelenmistir.

2. Disoriented halkalar i¢in halkalanma sayis1 tanimlanmis ve halkalanma
sayisinin disoriented halkanin bir invaryanti oldugunun ispati verilmistir.
Klasik halkalanma sayisinin bu yeni halkalanma sayisinin bir 6zel durumu
oldugu goriilmiistiir. Boylece disoriented diigiim ve halkalar i¢in bir sayisal
invaryant elde edilmis ve bu sonu¢ dogrultusunda agiklayici drnekler ele
alinmustir.

3. Disoriented diigiim ve halkalar i¢in bir sayisal deger olan tam burulma
kavrami tanimlanmig ve tam burulmanin disoriented diigiimler i¢in regiiler
izotopinin bir invaryanti oldugu ispatlanmistir. Tam burulma her ne kadar
disoriented diiglimiin kusatan izotopi invaryant1 olmasa da bir diigiimiin
biitliin disoriented diyagramlarinin tam burulma sayilarinin esit oldugu
gosterilmistir.

4. Disoriented diigiim ve halkalar i¢in parantez polinomu, Jones Polinomu
gibi tek degiskenli polinom invaryantlari, yonlendirilmis diigiimler icin
kullanilan modellerle tanimlanmistir. Disoriented diigiimler i¢in polinom
invaryant1 olan ve tam Jones polinomu adi verilen yeni bir polinom, tam
burulma kavrami kullanilarak tanimlanmis ve bu yeni polinomun
disoriented diigiimlerin bir invaryant1 oldugu ispatlanmistir. Ayrica, bazi az
kavsakli digtimlerin polinomlar1 hesaplanmaigtir.



ON SINGLE VARIABLE DISORIENTED KNOT POLYNOMIALS

SUMMARY

Keywords: Disoriented Diagrams, Disoriented Crossing, Linking Number, Complete
Writhe, Bracket Polynomial, Jones Polynomial.

In this thesis, it was studied on oriented knot theory. Directed knot is a new concept
introduced by Altintas. In this thesis, pursuing the work of Altintas [1], by introducing
the concepts of disoriented knot, disoriented link and disoriented crossing, the
following studies are executed.

1.

Reidemeister movements for classic oriented knots which are invariant for
disoriented diagrams diagrammatic movements with an extension are given.
These movements are used as the basic method to reveal all disoriented
invariants. In order to prove that any concept is a disoriented knot and link
invariance, the behaviors of this concept under extended Reidemeister
movements for disoriented diagrams are examined.

Linking number is defined for disoriented links and it is proved that the number
of linking is an invariant of the disoriented link. It has been observed that the
number of classic linking is a special case of this new linking number. Thus, a
numerical invariant is obtained for disoriented knots and links, and explanatory
examples are discussed in line with this result.

The concept of complete writhe, a numerical value for disoriented knots and
links, has been defined and proved to be an invariant of regular isotopy for
disoriented knots and links. Although complete writhe is not the encompassing
isotopy invariant of the disoriented knot, it is shown that the full torsion
numbers of all disoriented diagrams of a knot are equal.

Univariate polynomial invariants such as the bracket polynomials, the Jones
Polynomials for disoriented knots and links are defined by models used for
oriented knots. A new polynomial called the full Jones polynomial, which is a
polynomial invariant for disoriented knots, has been identified using the
concept of complete writhe, and this new polynomial has been proven to be an
invariance of disoriented knots. In addition, polynomials of some low crossing
knots are calculated.

vi



BOLUM 1. GIRIS

Bu calismada disoriented (yoniinii sasirmig) diiglim konusuna bir giris yapildi.
Disoriented kavsak, disoriented diigiim ve halka kavramlar tamitildi ve diigiim
teorisindeki bazi temel kavram ve invaryantlar disoriented diigiim diyagramlarina nasil

genellestirilecegi lizerine ¢alisildi.

Diigtimler ile ilgili calismalar 19. yiizyilda baslamistir. 1833 yilinda Alman
matematik¢i C.F. Gauss ile baslayan diigiim teorisi ile ilgili calismalar geliserek ve
farkli bilim dallariyla iligkilendirilerek devam etmektedir. Diigiim teorisindeki
caligmalarin ¢ogu, diigiim invaryantlarmi (degismezlik) bulma, bu invaryantlar
1s181inda diigim ve halkanin smiflandirma (tipini belirleme) problemi ile ilgilidir.
Simdiye kadar diiglimle ile ilgili 6nemli diyagramatik, sayisal, grupsal ve polinom
invaryantlar tanimlanmistir. Diigiim ve halka i¢in baglantili toplam, orgii temsili,
Seifert ylizeyleri ve Raidemester hareketleri gibi 6nemli diyagramatik caligmalar
yapildi. Raidemester hareketler diigiim ve halka invaryantlarinin bulunmasinda temel
yontem olarak kullanilmaktadir [2, 3]. Bir diiglimiin veya halkanin bilesen sayisi,
kavsak noktalarinin minimum sayisi, koprii sayisi, diigiimlenme sayisi, halkalanma
sayisi, renklenme sayisi1 gibi sayisal invaryantlari; diiglim grubu, homotopi grubu,
homoloji gurubu gibi grupsal invaryantlar [4,5,6]; Alexander [7], Jones [8], Homfly
[9], Kauffman [10-14] vb. polinom invaryantlar1 vardir.

Diiglim grubunu hesaplamak i¢in 1905 yilinda W. Wirtinger ve 1914 yilinda M. Dehn
tarafindan ortaya konulmus iki yontem vardir [15]. Bu yontemler kullanilarak ciddi
siniflandirmalar  yapilmustir. Ornegin; tor diigiimleri gruplarma gore tamamen
siiflandirilmigtir. 1928 yilinda Alexander, diiglim diyagraminin her bir kavsag igin

bir denklem yazmis ve bdylece biitiin kavsaklar i¢in elde edilen denklem sisteminin



katsayilar matrisinin determinantinin bir Laurent polinomu oldugunu gérmiistiir [7].
Alexander polinomu birka¢ istisna hari¢ diigiim tipini belirleyen O6nemli bir
invaryanttir. 1930 yilinda F. Frankl ve L. Pontrjagin [16] tarafindan ileri siiriilen “Her
diigim bir yonlendirilebilir ylizeyin siiridir.” iddias1 1934 yilinda H. Seifert
tarafindan ispatlandiktan sonra Alexander polinomu ve bir diiglimiin isareti gibi

invaryantlar, Seifert matrislerinden tiiretilmistir [3].

Bu dogrultuda devam eden diiglimle ile ilgili arastirmalar, R.H. Fox’un ¢aligsmalari ile
ivme kazanmustir [17-20]. 1963 yilinda Fox’un R. H. Crowell ile birlikte yazdig1 bir
kitapta diiglim grubunun bagintilar1 lizerinden ‘“‘serbest tlirev” adi verilen yeni bir
kavram gelistirilmis ve bu kavramdan yararlanilarak Alexander polinomunun
hesaplanmasi i¢in yeni bir yontem verilmistir [21]. 1970 yilinda J.H. Conway bir skein
bagintisin1 saglayan yeni bir polinom tanimlamistir [22]. Bu polinom, Alexander
polinomunun basgka bir versiyonudur ve literatiirde Alexander-Conway polinomu
olarak adlandirilir. 80’li yillarin ortalarina kadar diigiim ile ilgili yeni polinom
invaryantlar bulunamamigtir. 1985 yilinda V. F. R. Jones, von Neuman cebiri
kullanarak Alexander polinomundan tamamen farkli olan yeni bir yonlendirilmis
diiglim polinomu kesfetmistir [8]. Cebirsel yonden, Jones kendi polinomu ile statik
mekanigin Potths modeli arasinda yakin bir iligki oldugunu goéstermistir [23]. Jones un
bu bulusu sayesinde diigiim teorisindeki teorik calismalar degisik bilim dallarina
uygulanmis ve bunlarin ¢oziimii ile yan c¢alisma alanlar1 olusturulmustur. Boylece
diiglim teorisi; graf teorisi, istatiksel mekanik, kuantum fizigi, kimya ve biyoloji gibi
alanlarla iligkilendirilmistir. Kisa bir zaman dilimi i¢inde Jones polinomu degisik
modellerle tanimlanmis ve Jones polinomundan genellestirilen yeni polinom
invaryantlar (degismez) bulunmustur. Bunlarin en 6nemlisi 1987°‘de bulunan ve
yonlendirilmis diiglim diyagramlarinin bir invaryant1 olan Homfly polinomudur [9].
Ayni yillarda Ozellikle L. H. Kauffman tarafindan yonlendirilmemis digtiim

diyagramlari i¢in polinom invaryatlar tanimlanmistir [10-14].

Gliniimiizde Alexander, Alexander-Conway, Jones ve Homfly ile adlandirilan

yonlendirilmis diiglim polinomlar1 ve BLM/Ho polinomu [24,25], parantez polinomu,



normalize edilmis parantez polinomu, Kauffman L—polinomu ve F—polinomu ile
adlandirilan yonlendirilmemis diigiim polinomlar: vardir. Ayrica I. Altintas tarafindan,
parantez polinomundan farkli, regiiler izotopi invaryanti olan tek degiskenli bir G—
polinomu ve G— polinomunun normalize edilmis durumu olan bir N—polinomu
tanimlanip onlarin bazi Ozellikleri verilmistir [26,27]. N-—polinomu, Jones
polinomunun bir yonlendirilmis durum modelidir. HOMFLY polinomu; Alexander,
Alexander-Conway ve Jones polinomlarinin bir genellemesidir. Normalize edilmis
parantez polinomu, Jones polinomunu saglar. L—polinomu, parantez polinomunun ve

F—polinomu, Jones polinomu ile BLM/Ho polinomunun bir genellemesidir.

Gliniimiizde bir taraftan diigiin teorisinin diger alanlara uygulamalar iizerine ¢ok
sayida caligmalar yapilmakta [28-38] v.d., diger taraftan diiglim teorisini genellemeleri
lizerine arastirmalar yapilmaktadir. Bu baglamdaki en 6nemli caligma Kauffman
tarafindan ortaya atilan ve gelistirilen virtual diglim teorisi [39-42], cok sayida

arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir.

Diigiim teorisinin bir diger genellemesi olan disoriented diigim teorisi 2018 yilinda
Altintag [1] tarafindan ortaya atildi. Altintas, klasik diiglim teorisinde olmayan
disoriented kavsak kavramini tanimladi ve bu kavram ekseninde diiglim teorisinin bazi
temel kavramlarim1 yeniden tanimladi. Disoriented diigiim ve halka diyagramlar,
Jones [8] ve HOMFLY [9] gibi yonlendirilmis diiglim ve halka polinomlari, skein
bagintilar1 ile hesaplanirken ortaya c¢ikmaktadir. Bir yonlendirilmis digtim
diyagraminin kavsagi, Kauffman’in parantez modelini [11-14] kullanarak ayirdiginda
olusan iki diyagramdan biri disoriented diyagramdir. Klasik diigiim ve halka
diyagramlar1 siifi sadece yonlendirilmis ve yonlendirilmemis diyagramlar
icerdiginden bu sinifta disoriented diyagramlar yoktur. Bu calismada disoriented
diyagramlar da diiglin sinifina dahil edilerek klasik diigiim sinifi genisletilecektir.
Bunun i¢in disoriented diyagram ve disoriented kavsak kavramlarinin tanimi verilerek
disoriented diiglim ve halka kavrami tanitilmaktadir. Boylece yonlendirilebilir diigiim
ve halkalar i¢in bilinen bazi temel kavramlar disorientation dikkate alinarak yeniden

tanimlanmakta ve yonlendirilebilir diyagramlar i¢in bilinen kavramlar disoriented



diyagramlar ic¢in tanimlanan kavramlarin 6zel halleri oldugu goriilmektedir. Klasik
diigiim ve halka teorisinde temel 6l¢ii Reidemeister hareketleridir. Yani bir kavramin
diiglim invaryant1 olmasi i¢in Reidemeister hareketleri altindaki davranisi incelenir.
Eger Reidemeister hareketleri saglanirsa bu kavram diiglimiin bir invaryant1 olur.
Bir¢cok klasik diiglim invaryant1 disoriented diigiim ve halkalar i¢in invaryant
olmadigindan, klasik Reidemeister hareketlerini disoriented diyagramlar igin
genellestirilmesi gerekir. Disorented Reidemeister hareketleri klasik diigiim teorisinde

olmayan yeni hareketler igermektedir.

Bu tezde disoriented Reidemeister hareketleri, disoriented diiglimiin invaryantlarini
belirlemede temel yontem olarak kullanildi. Ele alinan biitiin kavramlarin disoriented
Reidemeister hareketleri altindaki davraniglari incelenerek disoriented diiglimiin

invaryanti olup olmadigina karar verildi.

Burada disoriented halka diyagramlari i¢in halkalanma sayis1 yeniden tanimlanmakta
ve halkalanma sayisinin halkanin bir invaryanti oldugu disoriented Reidemeister
hareketleri altindaki davranigi incelenerek ispatlandi. Ayrica disoriented halka
diyagramlari i¢in regiiler izotop invaryant olmayan klasik burulma yerine tam burulma
adinda yeni bir kavram tanitildi. Disoriented halka diyagramlari i¢in tam burulma
vasitastyla elde edilen normallestirilmis parantez polinomu (Jones Polinomu) halkanin

bir invaryanti oldugu ispatlanmaktadir.

Bu tez asagidaki sekilde organize edildi. 2. Boliimde diger bdliimlere 6n bilgi olacak

sekilde klasik diigiim teorisinin bazi temel tanimlar1 ve teoremleri verilmektedir.

Ucgiincii boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda disoriented diigiim ve halka
diyagramlari, disoriented kavsak ve disoriented diigiim ve halka tanimlar
verilmektedir. Bu boliimde ayrica disoriented Reidemeister Hareketleri ¢izilmekte
hakkinda kisa agiklayici bilgi verilmektedir. ikinci ve iigiincii kisimlar baz1 sayisal
invaryantlar1 icermektedir. Ikinci kisimda disoriented halka diyagramlar1 igin
halkalanma sayist tanimlanmakta, halkalanma sayisinin halkanin bir invaryanti

oldugunu ispatlanmakta ve iki ornek verilmektedir. Ugiincii kistmda disoriented



diigiim ve halka diyagramlari i¢in tam burulma adinda yeni bir kavram tanitilmakta ve
disoriented diyagramlar i¢in tam burulmanin RII ve RIII disoriented Reidemeister
hareketleri altindaki davraniglar1 incelenmektedir. Bir diiglimiim biitiin disoriented

diyagramlarinin tam burulma sayisinin ayni oldugu ispatlanmaktadir.

Dérdiincii boliim, disoriented diigiim ve halka diyagramlari i¢in parantez polinomu [5-
9] ve Jones Polinomu’nun bir kritigini sunmaktadir. Parantez polinomu, bir diiglimiin
(veya halkanin) disoriented diyagramlar ic¢in genellestirilmektedir. Boylece, dogal
olarak normallestirilmis parantez polinomu da disoriented diiglim ve halka
diyagramlari i¢in genellestirmektedir. Normallestirilmis parantez polinomu (Jones
Polinomu) yonlendirilmis diiglim diyagramlar1 i¢in birinci Reidemeister hareketi
altinda invaryant oldugundan, disoriented diyagramlar icin regiller izotop
invaryantlarindan daha kuvvetlidir. Ancak Jones Polinomu, disoriented diyagramlar
tizerindeki her hareket altinda invaryant degildir. Bu sebeple disoriented diigiim ve
halka diyagramlar1 i¢in invaryant degildir. Bu boéliimde tam burulmayr kullanarak
disoriented diigiim ve halka diyagramlar1 i¢in Jones Polinomu’nu yeniden
tanimlanmaktadir. Tam Jones Polinomu olarak adlandirilan bu polinom, disoriented
diyagramlar tizerindeki tiim hareketler altinda invaryanttir. Boylece o bir diigiim ve
halka invaryantidir. Ustelik bir diigiimiin her disoriented diyagraminin tam Jones
Polinomu diiglimiin orijinal Jones polinomuna esittir. Bu boliimiin son kismi birkag

ornek icermektedir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak klasik diigiim teorisinin bazi temel
kavramlar verilmektedir. Bu kisimda yer verilen temel kavramlar ve diiglim teorisi ile

ilgili diger kavramlar i¢in [43-46] kaynaklar1 incelenebilir.

2.1 Diigiim ve Halka

Tamm 2.1.1. [43] X ve Y iki Hausdorff uzay1 olsun. Eger f =X — f(X) bir

homeomorfizm ise = X — Y doniislimiine bir gdmme denir.

Tanim 2.1.2.[10-13] §' = {(x,y) x*+y’=Lx,yeR } birim gemberinin R’ uzayina
veya S° =R’ U{OO} uzayma gomiilmesine bir diigim denir. n € N tane diigiimiin

ayrik birlesimine halka denir.

Tamm 2.1.3. p:S3 - S3,p(x,v,2) = (x,y,0) ile tanimlanan fonksiyona izdiisiim

fonksiyonu denir.

Eger K, S3 icinde bir diigiim ise, K diigiimiiniin p izdiisiim fonksiyonu altindaki
resmi, p(K), K nin xoy — diizlemindeki izdtsiimiidiir [44]. K poligonal bir diigiim

ise yani K bir liggenin goriintiisii ise, p(K) diizlemsel bir poligonudur.

Tamm 2.1.4. [43, 44] K,S3 uzaymnda bir diigiim ve p, yukarida gecen izdiisiim
fonksiyonu olsun. a € p(K) i¢in p~1(a) N K n tane (n > 1) noktadan ibaret ise, a
noktasima p (K) nin bir n katli noktasi denir. Eger n = 2 ise, a noktasina kavsak noktasi

(gegit noktasi, ¢ift katli nokta) denir.



Bir gecit noktasi, K diiglimiine ait tam iki noktanin resmi olup, bu iki noktadan z

koordinat1 daha biiylik olana iist gecit noktasi ve digerine alt gec¢it noktas1 denir.

Tamm 2.1.5. [43-44]. K bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger asagidaki
sartlar saglanirsa p(K) degerine K diigimiiniin regiiler izdiisimi denir. Eger p(K)

izdligiimii regiiler ise, K diigiimiine uzayda regiiler pozisyondadir denir.

1. p(K) nmn kath noktalar1 sadece sonlu sayida gegit noktasidir,
2. Higbir gecit noktas1 K diigiimiine ait bir kdse noktasinin p altinda goriintiisii

degildir.

Regiiler pozisyonda bulunan bir K diigiimi ile bire > 0 reel sayis1 verilsin. K
diiglimiiniin her alt gecit noktasindan uzaklig1 € dan kiiciik olan noktalarin kiimesi A
ise, p(K — A) kiimesine K diigiimiiniin normal diyagramu kisaca diiglim diyagrami denir
[45,46]. Boylece K diiglimiiniin normal diyagrami ayrik yay pargalarindan (veya dogru

pargalarindan) olusur.

Tamm 2.1.6. [43,44]. Eger bir diiglimiin iizerine veya bir halkanin her bir birleseninin
tizerine bir ok konularak yon verilmis ise diiglim yonlendirilmis diiglim veya halkaya
yonlendirilmis halka denir. Yonlendirilmis kavsaklarin isaretleri Sekil 2.1.°de

gosterildigi gibi 1 ile belirtilir.

A X

e=+1 e=-1

Sekil 2.1. Kavsak igaretleri



Tamm 2.1.7. [43]. Bir diigiim diyagraminin kavsaklarini alt {ist ederek veya isaretini

degistirerek elde edilen diyagrama diigiimiin ayna goriintiisii denir.

Tamm 2.1.8. [43] K ve L, S® uzayma yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger h(K) =
L olacak sekilde yonlendirilmeyi koruyan bir h:S3® — S® homeomorfizmi varsa

K digiimii L diiglimiine denktir denir.
Iki diigiimiin denkligi tanimi; S3 igindeki diigiimler kiimesi {izerinde bir denklik
bagintis1 verir. Bu baginti s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarma ayirir. Her

denklik sinifina bir diigiim tipi denir. Denk iki diiglim, ayn1 diigiim tipindendir.

Yonlendirilmis bir ¢gember ile ayni tipte olan bir diiglime diiglimlenmemis (asikar)

diigiim denir. Halkalanmamis halkaya ise asikar halka denir.

Diigiimlerin denkligi Sekil 2.2.’de ¢izilen diyagram hareketlerinin (Reidemeister

hareketleri) {i¢ tipi ve onlarin tersleri ile iiretilir [11,39].

S e S

Sekil 2.2. Reidemeister hareketleri



I. Tip hareket bir burulmus egri ekleyerek veya ¢ikararak, II. Tip hareket iki ardisik
alttan veya lstten kavsagi ekleyerek veya ¢ikararak, III. Tip hareket licgen hareketi

olarak elde edilir.

Sonlu sayida Reidemeister hareketin uygulanmasi ile diyagramlari birbirine doniisen
digiimler denktir. II. ve III. Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina
regiiler izotopi denir. Biitiin Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina

da kusatan izotopi denir.
2.2. Baz1 Diigiim Invaryantlar

Tamm 2.2.1. [44,46] Bir K diigiimiiniin herhangi bir diyagramindaki kavsaklarin
minimum sayisina diigiimiin kavsak sayis1 denir ve ¢(K) ile gosterilir. Kavsak sayis1

diiglimiin bir invaryantidir.

Tamm 2.2.2. [43-44] Bir halka diyagraminin bir yay1 iizerinde bir nokta se¢ildiginde
ve diyagram etrafinda dolasarak ayni noktaya doniildiiglinde gecit noktalarinin
kavsaklanmasi ile olusan belirlenen her bir tam devire halkanin bir bileseni denir. Bu
tanima gore tek bilesenli bir halkaya bir diigim denir. Sekil 2.3.’te bir ii¢ bilesenli bir
halka ¢izilmistir.

Y/

Sekil 2.3. Bilesen sayisi li¢ olan bir halka
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Tamm 2.2.3. [46] Bilesenleri a ve [ olan bir halka verilsin. a3, bu iki bilesenin

ortak kavsaklarinin kiimesi olmak iizere o ile 3 bilesenlerinin halkalanma sayis1

lk(a,ﬂ)=l > &(p)

2 peanf

ile tanimlanir. Burada 5( p), p ile gosterilen kavsagin isaretidir ve toplam biitiin p

kavsaklari iizerinden alinmistir.

Tanim 2.2.4. [46] Bir diigim veya halkanin biitiin kavsaklarmin isaretlerinin

toplamina burulma sayis1 denir.

Ornek 2.2.5. Sekil 2.4.’de ¢izilen halkanin halkalanma sayis1 1 ve burulma sayisi
5°dir.

2 S

Sekil 2.4. Iki bilesenli bir halka
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2.3. Bazi Polinom Invaryantlar

Tanim 2.3.1.[11,12] K bir halka diyagrami olsun. [K ] el [A,B, d ] , K halkasini temsil

eden bir polinomu gostersin. Parantez polinomu adi verilen bu polinom asagidaki

aksiyomlar1 saglar.

L [K.]=A[K,]+ B[K.]

[K_]=B[K,]+4[K, ]

2. [0]=58, [OK]=3[K]

Burada K, K , K, K, Sekil 2.5 de cizilen diyagramlar ve O, sifir kavsakli asikar

diigiimdiir.

Parantez polinomu B=A"ve §=—A4"— A" ile regiiler izotopinin bir invaryantidir.

Bu durumda Bir diigiimiin D regiiler diyagrami i¢in parantez polinomu

(D)=2.(D[$)8""

toplami olarak yazilabilir.

KX 0 X

Sekil 2.5. Kavsaklar ve ayirmalar
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Tanmm 2.3.2.[11-12] [K ] , K bir halka diyagraminin regiiler izotopinin invaryanti olan

parantez  polinomu ve w(K ), K halkasinin  burulma sayist  olsun.

—W(K)[

fK (A) = (_A3)

Normallestirilmis polinom, halkanin bir kusatan izotopi invaryantidir.

K ] polinomuna normallestirilmis parantez polinomu denir.

Tamm 2.3.3. [3] K bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. Asagidaki aksiyomlari
saglayan Jt degiskenli Laurent polinomuna Jones polinomu denir ve Vj (t) ile

gosterilir.

L. ', (t)+tV, ()= (t% " )VK0 ()
2. Vy(1)=1

3. V,(¢), bir kusatan izotopi invaryantidir.

Teorem 2.3.4. [11,12] K bir halka diyagrami, V, (t) onun Jones polinomu ve f, (A)

onun normallestirilmis parantez polinomu olsun. Bu durumda f; (t_l/ 4) =V, (t) olur.



BOLUM 3. DISORIENTED HALKALARI

Bir diigiim, bir ¢emberin ii¢ boyutlu R’ (veya S’) uzayna bir gdémiilmesidir.
Yonlendirilmis bir diigiim, bir diiglim diyagraminin yon verilmis halidir. Gomme ile
ilgili gercekleri goz Oniine alarak, yonlendirilmis bir diiglimii {i¢ boyutlu uzayda bir
yonlendirilmis ¢emberin bir gomiilmesi olarak tanimlamak miimkiindiir. Bu béliimde

benzer sekilde disoriented diigiim tanimi yapilmistir.

3.1. Disoriented Diigiim ve Halkalar

Tanmm 3.1.1. [1] Bir disoriented ¢ember, iizerinde iki nokta se¢ilen ve bu iki nokta
arasindaki her bir yaya bir yonlendirme verilen bir ¢gemberdir. Yaylardan birinin

yonlendirmesi, digerinin yonlendirmesinin tersidir.

Birkag basit disoriented diyagram, onlarin yer degistirmeleri ve bir disoriented ¢ember
Sekil 3.1.’de cizilmistir. Sekil 3.1.’deki temel indirgeme hareketi basit bir ilmek
tizerindeki ardisik iki parganin elenmesine karsilik gelir. Dikkat edilmelidir ki bir
ilmek boyunca disoriented parcalarin ¢arpimi bir yonlendirilebilir egrinin varligina
imkan verir. Ancak ardigik zig-zag carpimlarda buna izin verilmez. Zig-zaglar virtual
diiglim ve halkalarda ortaya ¢ikmaktadir. Bu tezde klasik diigiim ve halka diyagramlari
tizerinde ¢alisildigindan zig-zag ile karsilagilmaz. Bu yiizden disoriented diigiim veya

halka diyagramimi kolaylikla ¢izebilmek i¢in ~“~._~"~ diyagram yerine

diyagrami kullanilacaktir. Boylece disoriented bir egri, yonlendirilmis bir egriyle
degistirilebilir. Disoriented yapilandirmalar, yer degistirmeler ve disoriented iliskiler

hakkinda detayl bilgi i¢in [8,9,14-16] kaynaklarina bakiniz.
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Sekil 3.1. Basit disoriented diyagramlar ve yer degistirmeler

Tamm 3.1.2. [1] Bir disoriented diigiim, bir disoriented ¢cemberin R’ (veya S°)
uzayina bir gomiilmesidir. k-bilesenli bir disoriented halka £ tane ¢cemberin ayrik
birlesimlerinin R’ uzayina bir gémiilmesidir ki burada ¢emberlerin en az biri
disorienteddir. R’ uzayimnda bir disoriented diigiimden digerinin elde edildigi bir

deformasyon varsa bu disoriented diigiimler denktir.

R’ uzayinda bir K disoriented diigiimiin (veya halka) izdiisimii n(K)<=R? olur.

Burada m, z ekseni boyunca xy-diizlemine izdiistimdiir. n(K) izdiistimiiniin herhangi

bir noktasmin ters goriintiisii K diigiimiiniin bir veya iki noktadan ibaret ise bu

izdiisiime, regiiler izdlisiim denir.

K diigiimiiniin regiiler izdiigiimii iizerinde ona karsilik gelen D disoriented diyagram
tanimlanabilir. Bu diyagram, kavsaklarinin iistgecit ve altgegit yaylarini belirlemek
icin kavsaklarin (Diigiim diyagraminda 6n goriintiisii iki noktadan ibarettir) kiigiik bir

komsulugumda iki ge¢idinden birini kii¢lik parcasini ihmal ederek elde edilir.

Tamm 3.1.3. [1] Bir K disoriented diigiimiin bir kavsaginin listgecit ve altgecit yaylar
z1t yonlendirmelere sahip ise bu kavsaga disoriented kavsak denir. Bagka bir deyisle,
A1 ve 4>, gdmiilmesi K olan disoriented ¢emberin iki yay1 olsun. Eger K diigiimiiniin
bir kavsagin iistgecit ve altgecit yaylarindan biri 41 ve digeri 4> ise bu kavsaga

disoriented kavsak denir. K disoriented diiglimiiniin bir kavsag1 disoriented degilse, o
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kavsaga yonlendirilmis kavsak denir. O halde bir yonlendirilmis diigliim, sifir

disoriented kavsakli bir disoriented diiglimdiir. Sekil 3.3.’de ¢izilmistir.

Tanmm3.1.4.[1] L, K, ve K, gibi iki bilesenli bir halka olsun. K, ve K, bilesenlerini
her ikisinden de bir disorientation segilsin. Gommesi K, olan disoriented ¢emberin iki
yaymi A; ve A’ ile, Gémmesi K, olan disoriented ¢emberin iki yay1 A} ve A? ile

gosterilsin. L halkasiin herhangi bir kavsagi icin asagidakilerden biri saglaniyorsa bu

kavsaga disoriented kavsak denir.

1. Kavsagin altgegit ve listgecit yaylarindan biri A] ve digeri A} veya A3,

2. Kavsagm altgegit ve tistgegit yaylarindan biri A7 ve digeri A} veya A} .

Diger durumlarda kavsaga yonlendirilmistir kavsak denir.

Uyar 3.1.5. Ikiden fazla bilesene sahip halkalar i¢in disoriented kavsak benzer sekilde

tanimlanmaktadir.

Bir yonlendirilmis kavsagin tistgecit ve altgecidi, bir disoriented kavsagin iistgecit ve
altgecidiyle ayni olmasina ragmen, isaretleri ayni degildir. Boylece disoriented kavsak
yerine yonlendirilmis kavsak alinamaz. Yo6nlendirilmis ve disoriented kavsaklar Sekil

3.2.°de ¢izilmistir.

A 4
—_—— _—
A 4 4
—_—— | ——— —_—
T 4 4
b
——————s—> _—

Sekil 3.2. Disoriented ve yonlendirilmis kavsaklar



PRPE

Sekil 3.3. Sag el yonca yapraginin disoriented diyagramlari

Disoriented diyagramlar tizerindeki Reidemeister Hareketleri, yonlendirilmis diigiim
ve halka diyagramlarinin Reidemeister Hareketlerini geneller. Sekil 3.4., 3.5., 3.6.’da
disoriented diyagramlar iizerindeki Reidemeister Hareketleri gosterilmistir. Burada
yonlendirilmis diyagramlarin II. ve III. tip Reidemeister hareketleri disoriented
diyagramlar i¢in genisletilmistir. Disoriented diyagramlar i¢in tip I Reidemeister
hareketine yeni bir disoriented burulma hareketi eklenmistir. Bu hareketlerin ve bu
hareketlerin terslerinin sonlu bir dizisi ile birbirine doniistiiriilebilen disoriented

diiglim ve halka diyagramlar1 denk olarak adlandirilir [1].

Io I Iy
\ \ >
O pe)

I r I

Sekil 3.4. Disoriented diyagramlar i¢in diizlemsel ve birinci Reidemeister hareketleri
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) )
Y X
¥Y WX
XX
NVI/ &

KM WK
HEH R
NN KK

Sekil 3.6. Disoriented diyagramlar i¢in ii¢lincii Reidemeister hareketleri

Sekil 3.4., 3.5 ve 3.6.’da ¢izilen Reidemesiter hareketlerinin denkligi agsagidaki gibi

listelenebilir.
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Diizlemsel hareketler : Ij <> 1, I} <> I,
RIhareketi: 1< 1
RI'hareketi : I' <> I,
Rllhareketleri : i€{0,1,2} i¢in J; <> K,, J! <> K,
L, oK, LK,
RIlI hareketleri : i€{0,1,2} i¢in T, <> S,, T' <> S/, T"<> S/

Uyan 3. 1. 6. Sekil 4. 6.’da ¢izilen diyagramlarin yaylarin yonlendirilmesine ait farkl

secenekler olabilir.

Tanimm 3.1.7. RII ve RIII hareketleri (ve diizlemsel hareketler) tarafindan iiretilen
denklik bagintisina regiiler izotopi; RI, RII, RIII hareketleri tarafindan tiretilen denklik
bagintisina kusatan izotopi; disoriented diyagramlar iizerindeki Sekil 3.4., 3.5. ve

3.6.”daki hareketler tarafindan iiretilen denklik bagintisina tam kusatan izotopi denir.

Yonlendirilmis bir diyagramda disoriented kavsak bulunmadigindan, tam kusatan
izotopi, yonlendirilmis diyagramlarda kusatan izotopiye denktir. Ancak disoriented
diigim ve halka diyagramlarinda tam kusatan izotopi, kusatan izotopiden daha

kuvvetlidir.

3.2. Halkalanma Sayis1

Bu kisimda, disoriented halkalar i¢in halkalanma sayis1 tanimlanmis ve disoriented

halkanin halkalanma sayisinin bir invaryant oldugu ispatlanmastir.

Tanmm 3.2.1. [1] L, K, ve K, gibi iki bilesenli bir disoriented halka olsun. L

halkasinin halkalanma sayist,
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formiilii ile tanimlanir. Burada K, MK,, K, ile K, bilesenlerinin ortak kavsak

kiimesini gosterir. Ik toplam K, MK, nin yénlendirilmis kavsaklari iizerinden
yapilirken, ikinci toplam K, MK, nin disoriented kavsaklari lizerinden yapilir. 8(0)

ve 8(d) sirastyla K, MK, ye ait olan yonlendirilmis ve disoriented kavsagin isaretini

gosterir.

Asagidaki teorem, bir halkanin biitiin disoriented diyagramlarimin halkalanma

sayisinin esit oldugunu verir.

Teorem 3.2.2.lk(L) halkalanma sayis1, L halkasinin bir invaryantidir.

Ispat. D, iki bilesenli L halkasmin bir disoriented regiiler diyagrami ve D', L
halkasinin diger bir regiiler diyagrami olsun. Gerekirse D', Sekil 3.4., 3.5. ve 3.6.”daki
Reidemeister hareketleri ile D diyagramindan elde edebilir. Bu nedenle teoremi
ispatlamak i¢in her bir Reidemeister hareketini D diyagraminda gergeklestirildikten

sonra halkalanma sayisinin degismeden kaldigin1 gostermek yeterlidir.

RI hareketi: D diyagraminin RI hareketini saglayan kavsaklar1 ayni bilesene aittir.
Dolayisiyla RI hareketini uygulamak halkalanma sayisini etkilemez. Ayni sekilde RI'

hareketi de halkalanma sayisinin hesaplanmasini etkilemez.

RII Hareketi: RII hareketinin sadece Sekil 3.5.’teki Ji, J,, Lj ve L| durumlarmmn

halkalanma sayisina yaptig1 etkiyi inceleyelim. RII hareketinin kalan durumlari

benzer bir yolla incelenebilir. A ve B farkli bilesenlere aitse, D diyagramina uygulanan

RII hareketlerinin halkalanma sayis1 lizerinde etkisi vardir. Sekil 3.7. (a) ve (C)
durumlarinda c, kavsag: disoriented ve ¢, kavsagi yonlendirilmistir. Ayrica ¢, ve c,
kavsaklar1 ayni1 isarete sahiptir. Tanim 3.2.1. geregince a(cl)—s(cz) =0 elde edilir.

(b) ve (d) durumlarinda her iki kavsagin da disoriented oldugu agiktir. ¢, ve c,
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kavsaklari ters isaretli olduklarindan €(c,)+¢(c,)=0 olur. Bdylece her durumda

halkalanma sayis1 ikinci Reidemeister hareketleri altinda degismez.

CH IPICE
A B A B A B A B

C <
)3k (=3
A B A B A B A B

Sekil 3.7. Bazi ikinci Reidemeister hareketleri

RIII hareketi: Son olarak RIII hareketlerinin D iizerindeki etkisi gbz 6niine alinsin.

Sekil 3.6.’daki RIII hareketlerinin sadece T, ve S,, T, ve S, T ve S|, T, ve S,
halkalanma sayisina olan etkisini goz oniine alalim. Yani, sadece Sekil 3.8.deki c,,
c,c, ve ¢, ¢,, c¢; durumlarini inceleyelim. T, ve S, durumlarmin etkilerinin 6zdes

olmasi i¢in, asagidaki denklemleri goz ontinde bulundurmak gerekir.

Tim kavsaklar yonlendirilmis ya da disoriented ise,

olur. ¢, ve c; kavsaklarindan biri yonlendirilmisken, digeri disoriented ise veya c,

ve ¢, kavsaklarindan biri yonlendirilmisken digeri disoriented ise
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olur. ¢, ve c; kavsaklarindan biri yonlendirilmisken digeri disoriented ise ve ¢, ve

¢, kavsaklarindan biri yonlendirilmisken digeri disoriented ise

Eger 4, B ve C, Sekil 8'deki tek durum i¢in ayni bilesene aitse, halkalanma sayisi
etkilenmez. 4 durumunun, B ve C durumlarindan farkli bilesene ait oldugunu

varsayalim. Bu durumda halkalanma sayis1 tizerinde etkisi olan pargalar ¢,, ¢, ve c;,
¢, kavsaklarinin isaretlerinin toplamidir. (a) durumunda kavsaklar yonlendirilmis

oldugundan Tanim 3.2.1. geregince,

e(c;) +e(c,) = &(c;) +&(ch)

elde edilir. (b) durumunda c; kavsagi disoriented ve digerleri yonlendirilmis

oldugundan

e(c,) +e(c,) = &(c;) —&(c})

esitligi mevcuttur. (¢) durumunda c; kavsagi yonlendirilmis ve digerleri disoriented

oldugundan

e(c;) +g(c,) =&(c;) —&(c))

elde edilir. (d) durumunda ¢, ve ¢, kavsaklar1 disoriented ve digerleri yonlendirilmis

oldugundan

e(c,) —e(c,) = &(cy) —&(c))



22

yazilir. Bdylece, toplamlarin hicbiri halkalanma sayisinda herhangi bir degisiklige
neden olmaz. Diger durumlar (yani 4, B ve C durumlarinin ait oldugu bilesenler i¢in
cesitli olasiliklar) benzer yolla diisiiniilebilir. RIII hareketinin kalan durumlar1 benzer

yolla incelenebilir. Boylece RIII hareketi uyguladiginda halkalanma sayis1 degismez.

¥ \ 7 A
Cz/\ C3<(—aZC2 \/‘C"l Cz/\ C3£>) € Ci

V) / k! /
A B C A B C A B C B C

Sekil 3.8. Bazi disoriented {i¢iincii Reidemeister hareketleri

Uyan 3.2.3. Simdi L halkasinn K ,K,,...,K  gibi n bileseni olsun. i< j sartini
saglayan K; ve K, bilesenleri i¢in 1<i,j<n olacak sekilde halkalanma sayisinin
genisletilmesi lk(L) = lk(Ki,Kj) olarak tanimlanabilir. Bu yaklagim n(n—l)/2 adet
halkalanma sayis1 verir. Bunlarin toplamlari

k(L)= Y Ik(K.K;)

1<i,j<n

K halkasinin toplam halkalanma sayis1 olarak adlandirilir. Toplam halkalanma

sayisinin K halkasinin bir invaryanti oldugu yukaridaki teoreme benzer seklide

ispatlanabilir.

Uyarn 3.2.4. Disoriented halkalanma sayisi, disorientation se¢imi ne olursa olsun her
zaman yoOnlendirilmis halkalanma sayisina esittir. Ger¢ekten, yonlendirilmis kavsagin

isareti disoriented yapilarak degistirilirse, halkalanma sayisini1 tanimlayan toplamda o

isaret tekrar degisecektir.
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Ornek 3.2.5. L, Sekil 3.9.’daki herhangi bir asikar (halkalanmamus) disoriented halka

diyagrami olsun. (a) durumunda zit isaretli iki yonlendirilmis kavsak bulunur. Yani,

8(0) =0 olur. (b) ve (¢) durumlarinda ayni isaretli disoriented bir kavsak ve
yonlendirilmis bir kavsak vardir. Yani, €(0)—¢(d)=0 olur. (d) durumunda z1t isaretli

iki disoriented kavsak bulunur. Yani, €(d)=0 olur. Bdylece her durumda 1k(L)=0

elde edilir.

Ornek 3.2.6. L, Sekil 3.10.’daki iki halkanin herhangi bir diyagrami olsun. (a)

durumunda ayni isarete sahip iki yonlendirilmis kavsak bulunur. Yani, € (0) =2 olur.

(b) ve (c) durumlarinda zit isaretlere sahip yonlendirilmis ve disoriented birer kavsak

bulunur. Boylece |g (0)- g(d)| =2 olur. (d) durumunda negatif isarete sahip iki
disoriented kavsak bulunur. Yani €(d)=-2 ve |s(o) - 8(d)| =2 olur. Sonug olarak

her durumda lk(L)=1 elde edilir.

W @@
Q@ Q@ ©

Sekil 3.9. Disoriented asikar halka Sekil 3.10. Iki bilesenli Disoriented

diyagramlari halka diyagramlar1

3.3. Burulma

Bir diiglimiin (veya halkanin) bir D regiiler diyagraminin klasik burulmasi olan w (D)

D diyagrammin tim kavsaklarinin isaretlerinin toplamidir (Tanim 2.2.4.).
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Burulmanin bu tanimi, bir diigiimiin D disoriented diyagramina uyarlanabilir. Klasik
burulma, diiglimiin bir invaryanti degildir. Bununla beraber regiiler izotop
yonlendirilmis diiglim diyagramlar1 ayn1 burulmaya sahiptir [13]. Klasik burulmanin
disoriented diyagramlar i¢in RII ve RIII altinda invaryant olmadig1 kolayca anlasilir.

Simdi halka veya diiglimiin disoriented diyagrami i¢in tam burulma adi verilen yeni
bir burulma tanimi verilmis ve bir diiglimiin disoriented biitiin diyagramlarinin tam

burulmalarinin esit oldugu ispatlanmistir.

Tamm 3.3.1. [1] D, K diigiimiiniin (veya halkasinin) disoriented regiiler diyagranu

olsun. D diyagraminin tam burulmasi cw (D) ,

formiilii ile tanimlanir. Burada ilk toplam D diyagraminin yonlendirilmis kavsaklari
tizerinden ve ikinci toplam onun disoriented kavsaklar1 tizerinden yapilir. 8(0) ve
8(d) sirastyla D diyagraminin yonlendirilmis ve disoriented kavsaginin isaretini

gosterir.

Teorem 3.3.2. D disoriented diyagraminin cw (D) tam burulmasi, bir regiiler izotop

invaryantidir.

Ispat. Teorem 3.2.2.’de sadece halkaya ait kavsaklar iizerinde ¢alisilmisti. Teorem

3.2 °nin ispati, D disoriented diyagraminin biitiin kavsaklarma uygulanirsa, RII ve

RIII hareketlerinin halkalanma sayis1 itizerindeki etkilerinin cw(D)tam burulma

tizerindeki etkileri ile ayn1 oldugunu gérmek kolaydir.

D disoriented diyagraminin CW(D) tam burulmasi RI ve RI' hareketleri altinda

invaryant degildir. Yine de asagidaki teorem gecerlidir.
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Teorem 3.3.3. Asikar olmayan diiglimiin (veya halkanin) biitiin disoriented

diyagramlarinin tam burulmalar1 aynidir.

Ispat. K, n kavsakli asikdr olmayan diigiim (veya halka) olsun. K diigiimiiniin

yOnlendirilmis bir diyagrammi D, ile gosterelim. CW(DO) =k, keZ olsun. k,, D,
diyagramindaki pozitif isaretli kavsaklarin isaretlerinin toplami ve k,, negatif isaretli

kavsaklarin igaretlerinin toplami1 olsun. Bu durumda

ow(D,) =k =k, +k,

elde edilir. D,, bir disoriented kavsaga sahip disoriented diyagram olsun. Disoriented

kavsagin isareti negatifse tam burulma tanimindan

cw(D,)=(k,—-1)+k,+1=k

disoriented kavsagin isareti pozitifse

cw(D,) =k, +(k, +1)-1=k

Benzer olarak D_, m disoriented kavsaga sahip disoriented diyagrami gostersin.
Burada D, diyagramimin disoriented kavsaklarinin isaretlerinin toplami m i¢in

m <k . m pozitifse

cw(D,, )=k, +(k,+m)-m=k

ve m negatifse

cw(D,,)=(k,—m)+k, +m=k
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olur. Bdylece K diigiimiiniin her disoriented diyagrami i¢in cw(D)=k, keZ

bulunur.

Uyan 3.3.4. Teorem 3.3.3.’lin ispatindan, herhangi bir disorientationun tam

burulmasinin yonlendirilmis diyagramin klasik burulmaya esit oldugu anlasilir.

Asagidaki ornekte gosterildigi gibi bir diiglimiin her disoriented diyagrami farkli

burulmaya sahip olmasina ragmen tam burulmalar1 aynidir.

Ornek 3.3.5. Sekil 3.3.teki sag el yonca yapragi diigiimiiniin disoriented

diyagramlarinin burulmalar1 w (D0 ) =3, w (D1) =1, w (D3) =—-3 olmasina ragmen

tam burulmalar1 ew (D;) =3, 1€{0,1,2,3} olur.



BOLUM 4. DISORIENTED POLINOM iNVARYANTLAR

Bu boéliimde, disoriented diigiim ve halkalar i¢in parantez polinomunu ve
normallestirilmis parantez polinomu verilmistir. Parantez polinomunun disoriented
diigiimler icin regiiler izotop invaryant oldugu ancak normallestirilmis parantez

polinomunun disoriented diiglim ve halkalar i¢in invaryant olmadigi gosterilmistir.

Normallestirilmis parantez polinomunun disoriented diigiimiin bir invaryant1 olmasi
i¢in orijinal normallestirilmis parantez polinomu, RI' hareketi gz 6niine alinarak, tam
normallestirilmis parantez polinomu veya tam Jones polinomu adiyla yeniden
tanimlanmaktadir. Tam normallestirilmis polinomu invaryantinin insasi parantez
polinomunun disoriented toplama ile baglar. Bu demektir ki her bolgesel ayirma Sekil
3.11.’de gosterildigi gibi ya yonlendirilmis ayirma ya da disoriented ayirmadir. Bu

ayirmalar ile ilgili ayrintili bilgi [39]- [40] ¢calismalarinda mevcuttur.

4.1. Genisletilmis Parantez Polinom Modeli

Parantez polinom modeli (Tanim 2.3.1.), yonlendirilmis bir diigiim veya halka

diyagramina genisletilerek.

(K,)=A{K,)+A"(K,)

(K)=A"(K,)+A(K,) (4.1)

§=-A’-A", (OUD)=5(D)
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seklinde yazilabilir. Burada K,, K_, K, ve K Sekil 4.1 de ¢izilen diyagramlardir.
O diigiimlenmemis diiglimiin yonlendirilmis diyagramini, D ydnlendirilmis diigiim

veya halka diyagramini ve LI ayrik birlesimi gosterir.

\K/> %‘/ DK 0< \:'/<m

Sekil 4.1. Kavsaklar ve ayirmalar

Bu model, disoriented diigiim ve halka diyagraminda hem yonlendirilmis hem de
disoriented kavsaklar i¢in de kullanilabilir. Disoriented diigiim ve halka diyagramlar
icin (4.1.) modelinden elde edilen polinom, genisletilmis parantez polinomu olarak

adlandirilir.

Klasik parantez polinomunda oldugu gibi genisletilmis parantez polinoma karsilik

gelen disoriented durum, toplam modelinde

(D)=2.(D[$)8""

S

bi¢ciminde yazilir [1]. Burada S, D disoriented diyagraminin hem yonlendirilmis hem

de disoriented parantez durumlari iizerinden ilerlemektedir. <D| S> , kose agirliklarinin

normal ¢arpimi ve |S, S durumundaki ¢cember sayisin1 gosterir.

Teorem 4.1.1. Genisletilmis parantez polinomu, disoriented diigiim ve halka

diyagramlari i¢in regiiler izotopinin bir invaryantidir.

Ispat. Teoremi ispatlamak icin (4.1.) modelinin, disoriented diyagramlar iizerinde RII
ve RIII hareketleri altindaki davranislarini incelemek gerekir. Burada (4.1.) modelinin

Sekil 3.5.”de ¢izilen RII hareketlerinden J' ve J| diyagramlar ile Sekil 3.6.”da ¢izilen
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RIII hareketlerinden 7' ve 7, hareketleri altindaki davranislar incelenmistir. Diger

hareketler altindaki davraniglar1 da benzer sekilde yapilir. (4.1) modelini J'
diyagramina uygulayalim. Sekil 4.2.’den

(J) = (4 + 47 + KK, ) +(K,) =(K,)
elde edilir. Benzer sekilde (4.1.) modeli J| diyagramina uygulandiginda Sekil 4.2.”den
(J)) = (A4 + A7 + SKKD) +(Kg) =(K;)

elde edilir Boylece (4.1) modeli disoriented diigiim ve halkalar i¢in ikinci Reidemeister

hareketleri altinda invaryant kalir. RIII hareketlerinden 7" ve 7;' hareketleri altindaki
invaryanthik Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 iin analizinden ¢ikar. Gergekten ([ K )=(K_ I,)

ve 6 =—A" — A7 almdiginda Sekil 4.4. ve Sekil 4.5. den
(T"y = ATY + 24K+ A (R)y+ A (S)y =(T)

bulunur. Boylece genisletilmis parantez polinomu disoriented diigiim ve halkalar i¢in

regiiler izotopinin bir invaryantir.

/

Sekil 4.2. Bir disoriented RII hareketinin parantez durum modeli

s

(} = A

?\/+A2\/+\O/+
N e SN
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Sekil 4.3. Bir ters yonlii disoriented RII hareketinin parantez durum modeli

\ )Y w) (+A \H\A(

+A™ Xm/\(ﬂ\ /\<+A O

Sekil 4.4. Bir disoriented RIII hareketinin parantez durum modeli

\ﬁ :A>X+A1 :\9\/+ A1X+A3>><
XX K

Sekil 4.5. Bir disoriented RIII hareketinin parantez durum modeli

Genisletilmis parantez polinomu, disoriented diiglim ve halka diyagramlari i¢in RI ve
RI' hareketinin bir invaryant1 degildir. Bu hareketler altindaki davranis1 asagidaki

onermede incelenmektedir.

Onerme 4.1.2. 1, I,, ' ve I, Sekil 3.4.’te verilen diyagramlar olmak {izere,

(1) =(-A%)(1,) ve (I')=(-A")(1,) olur.

Ispat. Sekil 4.6.”dan (1) = (Ad+A™)(1,)=(-A")(1,) ve
(I'y= (A‘1 + AS)(IJ = (—A3 )<11> oldugu kolayca gériiliir. Burada I ve I ifadelerinin

birbirleri ile zit isaretli olduguna dikkat edilmelidir.
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b/_ A \C>/+ AT NS

1 A4
b/:A*V+A O

Sekil 4.6. RI ve RI' hareketlerinin parantez durum modeli

Genigletilmis parantez polinomu, RI" hareketi hari¢ biitlin yonlendirilmis ve
disoriented hareketleri i¢in klasik diiglimlerde oldugu gibi normallestirilebilir (Bakiniz

Tanim 2.3.2.). Tam tanimi asagidaki gibidir.

Tamm 4.1.3. D bir disoriented diigiim veya halka diyagrami ve <D>, onun parantez

polinomu olsun. Bu durumda diyagramin burulma sayis1 ile normallestirilen polinomu

fo(4)=(-2)""(D)
ile tamimlanir.

Uyan 4.14. f, (A) polinomun RI" hareketi altindaki davranisi hari¢ diger hareketler

altindaki davraniglar1 yonlendirilmis durumun aynisidir. Bu, son kisimda verilen
orneklerden de rahatlikla gortilebilir. Bundan dolay1 yukaridaki tanima Kauffman [5-
9] tarafindan verilen normallestirilmis parantez polinomunun disoriented diiglim ve
halka diyagramlarina bir genisletilmesi olarak bakilabilir. Boylece Teorem 2.3.4.°te

oldugu gibi D disoriented diiglim ve halka diyagramlar icin genisletilmis Jones

polinomu ¥, (¢),
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esitligi ile tanimlanir. Orijinal Jones polinomu, disoriented halkalar i¢in invaryant
degildir. Ciinkii bu polinom RI' hareketi altinda invaryant degildir. Bakiniz Ornek
4.2.5.

4.2. Tam Normallestirilmis Polinom

Bu kisimda, disoriented diiglim ve halka diyagramlari i¢cin normallestirilmis parantez
polinomu tam burulma ile yeniden tanimlanmistir. Buna tam normallestirilmis
polinom adi verilmis ve tam normallestirilmis polinomun disoriented diiglim ve halka

diyagramlarinin biitiin hareketleri altinda invaryant oldugu gosterilmistir.

Tamm 4.2.1. [1] Bir K diigiimiiniin veya halkanin bir D disoriented diyagram1 i¢in

asagidaki formiille birT, e Z| A,A™" | polinomu tanimlayalim.
K p y
To(4) = (-4°)*")(D)

Burada cw (D) , D disoriented diyagramimin tam burulmasidir. 7, polinomuna tam

normallestirilmis polinom denir.

Teorem 4.2.2. Tam normallestirilmis polinom, disoriented diiglim ve halka

diyagramlari i¢in bir tam kusatan izotop invaryantidir.

Ispat. CW(D) regiiler izotopinin bir invaryanti oldugundan (—A3 )_CW(D) ve <D>
regiiler izotopinin invaryantidir. Bu demektir ki 7, regiiler izotopinin bir
invaryantidir. Boylece 7, polinomunun disoriented diyagramlardaki RI ve RI'

hareketi altinda invaryant oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in Sekil 3.4 de

cizilen I, I', I, ve I, diyagramlarini ele alalim. cw (I) = 8(0) - s(d) =1-0=1 ve
cw(I)=0—(-1)=1  oldugundan ve boylece cw(I)=1+cw(l,) ve

cw (I')=1+cw(I,) olur. Buradan
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T(A) = (=) ") = (LYW (ALY =)L) = T, (4),

T (A)= (=AY = (=AY D (AL = (4" = T, (4).
olur ve ispat tamamlanir.

Asagidaki onermede, (K), f, ve T, polinomlarmm ayna gorintiisii altindaki

davranisi verilmektedir.

Onerme 4.2.3. K', bir K disoriented diigiim ve halkasinin kavsaklarmin gegitlerinin

alt iist edilmesiyle elde edilen ayna gériintiisii olsun. Bu durumda (K Y(4) =(K)(4™")

[ (A)= [ (A7) ve T.(A)=T(4") olur.

Ispat. ispat (K), f, ve T, polinomlarinin tanimlarindaki biitiin kavsaklarda 4 ile

A" degiskenlerin yer degistirmesinden ¢ikar.

Asagidaki teorem gosterir ki, 7, polinomu degisken degisimi ile orijinal Jones
polinomudur. Bu polinomu disoriented diigiim ve halka diyagramlar1 tam Jones

polinomu olarak adlandiracagiz ve 7, ile gosterecegiz.

Teorem 4.2.4. 7, tam normallestirilmis polinom, %, tam Jones polinomunu saglar.

Yani T (t_m) =7 (t) olur.

Ispat. Genisletilmis parantez polinomunun (4.1) modelinden asagidaki esitlikleri elde
ederiz.

AK )= A(K )= (4" = A7 KK,) (4.2)

ANK,)~AK )= (47 - A'XK,) (4.3)
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eow(K))=cw alinirsa, ew(K,)=cw+1, em(K )=cw—-1 ve eow(K )=-cw elde

ederiz. Buradan a =(—4’) ile (4.2) esitligini
Aa " (K y—A"a ™ (K y=(A"-A4)a " (K,)
biciminde yazilir. Boylece

Aaaf(lw+l)<K+> _ A—laaf(tw—l) <K7> — (AZ _A—Z )a—tw<K0>

—A'T, +A7T, =(A = A7)T, .

Eger (4.3) esitliginden (K )= A(K )—A(K,) (veya (K )=A(K )—A(K,))

esitligi kullanilirsa
A(K Y- AK Y= (4" -1)}K,).
elde edilir. Benzer sekilde,

Aa™(K)—Ada (K y=(A*-Da " (K,)

—AT, + AT, =(4"-DT, .

bulunur. Bu son esitligin her iki tarafi 4~ carpilirsa
—A'T, +A7T, =(A-A7)T, .

elde edilir. Bu esitlikte 4 =¢""* alirsa

T, —iT, = =T,

bulunur.
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Bu, Jones polinomunun birinci aksiyomunun saglandiginin ispatidir. Diger aksiyomlar
(bkz. Tanim 2.3.3.) 7, polinomunun karsilik gelen aksiyomlari ile aynidir. Boylece

teorem ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.5. O, ve O,, Sekil 4.7.’de gizilen bir kavsakli diigiimlenmemis diigiimiin

sirasiyla yonlendirilmis ve disoriented diyagramlarini gostersin. Bu durumda,

<01> = _A3 ) <02> = _A73 )
fo, =(=4)(0) =1, fo, =(=4)"%(0) = 4°,
T, =(-4)"(0) =1, T, =(=4)"*(0,) =1

A=t""ile Vo, =l.ve V, = t~ olmasina ragmen 7, ()= Yo, (1)=1 elde edilir.

(<O (<D

Sekil 4.7. Bir kavsakli yonlendirilmis ve disoriented diigiimlenmemis diigiim diyagrami

Ornek 4.2.5. Sekil 3.3.’teki sag el yonca yapraginin disoriented diyagramlari igin

(D)=A7-47-4°,  i€{0,1,2,3},

fo = (4)" (D)= At + 4" - a,

fDl _ Az +A—6 _A—IO _ Aé(A-4 +A'12 _A—lﬁ),
sz _ AS +1 —A'4 :AIZ(A-4 +A'12 _A-l()),

fD3 :AM +A6 -A2 _ AlS(A-4 +A'12 _A-l()).

A=t" ile,



vV, =t+t -t

<

VD, — Py P (t + 4 —t4),
V,, =t7 +1-t=t7(t+1-1"),
V03 =R g R 1 =2 (t + 4 —t4).

T, =T, =(~4") " (D)= A+ 4 =47 ve 9, =141 — 1.

i

bulunur.
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BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, disoriented diigiim teorisine bir giris yapilmis ve Reidemeister Hareketleri,
halkalanma sayisi, burulma, parantez polinomu ve Jones Polinomunun disoriented
diigiim ve halka diyagramlarma nasil uyarlanacagi lizerinde durulmustur. Calisma
disorientation kavrami iizerine dayandirilmistir. Klasik diiglim teorisinde olmayan
disoriented kavsak ve tam burulma gibi yeni kavramlar tanitilmistir. Disoriented

diigiim ve halka diyagramlari i¢in Jones polinomu tanimlanmugtir.

Disoriented diigiim teorisinde iki degiskenli polinom invaryantlari, disoriented
diyagramlar i¢in Gauss diyagramlar ve Gauss kodlari, sinirli bir disoriented diigiim

olan ylizeyler gibi ¢alisilabilecek bir¢cok kavram mevcuttur.

Bu tezin bu fikirler lizerine gelecekte yapilacak calismalar i¢in temel olusturabilecegi

diistiniilmektedir.
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