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OZET

Dig elektrik alamin yoklugurnda doymus bir ferroelektrik rijid kristalde
polarizasyon, p birim vektér alam ve Pp kristalin karakteristik bir sabiti
olmak {izere P=Pyp vektorel alam ile ifade edilir. Gozlemler boyle bir du-
rumdaki kristalde olugan Weiss bolgelerinde polarizasyon vektériniin parga
parca sabit kaldigini gostermektedir. Ferroelektrik kristallerde olugan
Weiss bolgeleri arasindaki bélge duvarlarinin dizlemsel oldugu gosterilmigtir

[3].

Kristalin sinir ylizeyi, ylizeye teget olan polarizasyon vektorund tagiya-
bilen diizlemsel ytlizeylerin birlesiminden olugmuyorsa Weiss bolgelerinin si-
nira kadar genigleyemeyecegi agiktir. Bu yluzden kristalin keyfi bir gekli
igin polarizasyon vektoriiniin boyunun sabit olmasina karsin dogrultusunun
sirekli olarak degisebildigini kabul ettigimiz, kristalin sinirina yakin ince bir
tabaka oldugunu varsaydik. Bu tabaka i¢indeki polarizasyon vektoriiniin
Weiss bolgelerindeki parga parga sabit duruma asimptotik olarak gecigini
saglayacak icteki sinir egrisini veren ifadenin asimptotik agchmindaki sifirina
dereceden terimi verecek olan lineer olmayan bir diferansiyel denklem elde
ettik. Sonugta ornek olarak simin dairesel olan bir kristali aldigimizda sinir
tabakasinda olugacak durumu inceledik.
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SUMMARY

THE SOLUTION OF BOUNDARY LAYER EQUATIONS IN
THE UNIAXIAL CRYSTAL

1. Introduction

If a dielectric crystal can get a very high level of a polarization up to
saturation point with the application of very low level of electric fields than
it is named as ferroelectric material.

In a ferroelectric crystal, even in the absence of external fields, its state
of electric polarization is described by a vectorial field P=Pyp where P is
a characteristic scalar of the crsytal and p is a differentiable vector field of
unit magnitude. The latter is piecewise constant in almost all the volume
D of the crystal except in thin layers across which it varies from one con-
stant direction to another. In general, the regions D,, a = 1,2,---,m in
which P is constant (Weiss domains) have at least one microscopic dimen-
sion (a few hundred microns) with other dimensions comparable to those
of crystal whereas the transition layers (domain walls) have a tickness of a
few microns. The theoretical justification of this complex distribution is
found in the combined effects of three factors: the electric energy due to
the anisotropy of the crystal, dipole-dipole exchange quantum forces and
the form of the crystal. The presence of an external field can only modify
the weight of the effects of these three factors on the distribution of the
domains. From a classical viewpoint one takes the first two factors into
account by associating to the crystal an energy e(p, Vp) per unit polar-
ization and per unit volume in which the contribution due to the presence
of Vp is significant only for very large of |Vp||. Then the equilibrium
equations become the extremals of a functional expressing the total energy
of the crystal in the presence of external field. These equations are in
general so complex that it is very difficult to deduce some general results
from them and little information on the distributions of the domains or on
the energy contained in a transition layer was obtained only by resorting to
rather drastic approximations. Finally, when the forms of the domains are
known their dimensions are determined by imposing that total energy be an
absolute minimum. .

In order to obtain a description sufficiently accurate but also to simplify
the situation illustrated above, we suggest in the present work to substitude
the domain walls by surfaces of discontinuity Sy, 6 =1,2,---,q for p and to
take into account the energy contained in a transition layer with a surface
energy e,(n,p~,p7T) depending a priori on the orientation of the normal n
of Sy with respect to crystallographic axes and on the constant vectors p in
two domains adjacent to the domain wall under consideration. However in
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addition to this surface energy we still go on to consider an energy per unit
polarization and per unit volume of the crystal depending on Vp besides p.

In fact, expect for very particular forms of D associated with the symmetry
class of the ferroelectric crystal, the satisfaction of the boundary conditions
on 0D may require the formation of small regions adherent to the external
walls in the ferroelectric crystal where the polarization field is not uniform.
The equilibrium configuration of a rigid ferroelectric crystal in the presence
of an external field is then derived by imposing the requirement that the total
energy becomes stationary with respect to varitions of the polarization and
electric fields as well as the surfaces S; which engender the Weiss domains
under the constraints that p is a unit vector and the volume of each domains
remains constant.

Starting from equations so obtained we are able to prove that the do-
main walls in the interior of D are necessarily plane and the resultant electric
field in each domain is uniform. Moreover, it is straightforward to see that
if p verifies the equation e ,(p) = A(p) = Ap (X is real), that is to say, if p
is, in a sense, an eigenvector of the operator A then electric and polariza-
tion fields have the same direction in each Weiss domain. Otherwise, if p
is not such an eigenvector the two fields have different directions. If there
is no external electric field p proves tobe necessarily an eigenvector of the
p-gradient of the polarization energy of anisotropy. = These results are in
perfect agreement with experiments since it is verified that the distribution
of domains in absence of an external field is modified with the presence of
the latter. The external field causes either to increase the volume of the
domains in which the polarization vector is directed along the external field
(weak fields) or to rotate the polarization in domains where it is not directed
along the external field without increasing their volume (strong fields).

2. Basic Equations

For a ferroelectric crystal the total energy is given by the functional
below [3]. :

.7:=/ Poe(p,Vp)dv-i-lEo/ ¢,i9,:dv
D 2 R3

q
_PO/ ¢,ipid'0 + ZPO/ e,(n,p_,p"‘)da (1)
D

b=1 S

It is assumed that the ferroelectric crystal has m Weiss domains D,,
a = 1,2,---,m. The boundaries that seperates these domains are
Sy, b = 1,2,---,q. The surface energy in a very small domain around
a boundary seperating two Weiss domains is e;(n,p~,p*) and if depends
on the unit normal n of the S, and the constant p’s of both domains. Also,
e(p, Vp) is the internal energy density of the crystal, ¢ is the electric po-
tential, n is the unit normal of a boundary S, or the outher normal of
the boundary 8D of D selected apropriately, p~ and p¥ ‘are the values of
the polarization when passing from one side to the other around the Weiss
boundaries and €p is the dielectric constant of the vacum.
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This functional is investigated with a new variational principle by

A.ROMANO and E.S.UHUBI [3] and the corresponding local field equa-
tions, boundary and jump conditions are obtained as,

€p: — (e;]’i,j ),j ~¢i+Api=0,

in D, (2,a ~b)
€¢,ii — Popii =0,
ijni + Popini = 0,

“0[4.ilni + Popin on 0D © (8,a-0)
epi;nj =0,

[eo bi— Pypi|ni =0, on Sy (4)

where A(x) is a Lagrange multiplier.

Because the polarization field is a piecewise constant in the Weiss do-
mains Eg.(2,a-b)-(4) simplify very much for these domains.

e)pl' - ¢,Z + AZJ'L = 07
¢,ii = 07

leod,s — Popiln; =0, on Sy (6)

in D, (5,a — b)

Also electric field in a Weiss domain can only be a constant field. For
this reason it is shown that the boundaries seperating Weiss domains can
only be planes, [3].

3. The structure of the Weiss Domains in the Absence of Electric Field

In the absence of an external electric field and also if an electric field
induced by the variation of the piecewise constant polarization field is not
exist equations (2,a-b),(3,a-b) and (4) take the following simpler forms.

e p: = —Ap;, in D, (7
pini=0  ondD (8)
pilni=0  on Sy : (9)

If the boundary surface of the crystal is not made up the union of planar
surfaces which can carry an admissible polarization vector it is obvious that
internal Weiss domains cannot be extended up to the boundary. Therefore
for an arbitrary shape of crystal we are compelled to consider a thin layer ad-
jacent to the boundary of the crystal in which the polarization vector cannot
be assumed anymore to be piecewise uniform. We expect that the solution
for the polarization vector in this layer D approaches constant states which
are prevalent in the interior parts of the crystal at places sufficently far from
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the boundary dD. However the polarization field must vary very rapidly
from these constant states to a field which is tangent to the boundary.
Hence in a very thin boundary layer adjacent to the boundary we have to
assume that polarization gradients are very large but in the rest of Dy it
approaches asymptotically to a piecewise constant state.

4. The Solutions in Boundary Layer

The ferroelectric crystal that we deal with is barium titanate (BaTiO3)
of which the one and only polarization axis is the easiest to find. The energy
of the crystal in the first approximation is taken as follows

e = 22 [at(PPT) 48 (P — (b-p)")] (10)

We will st‘ucfy in z — z plane (py = 0).  The energy of the crystal is
taken as follow :

Py

e = ? {a ((p:c,z)z + (Pa:,é)2 + (pz,a:)2 + (Pz,z)2) + :Bpi} (11)

pi+pi=1 (12)

For this purpose many parametrizations are experimented. But even
though considerable effort are spent, because of the scarseness of the number
of the unknown field variables, unfortunately a suitable solution that satisfy
all the boundary conditions could not be found. Then it is observed that
the extra unknown, arised when an electric potential is considered inside
this layer close to the boundary, overcome this difficulty. In this case the
local field equation that we use in the thin layer are,

e:Pl‘ - (e).pt',j),j - (}S,i + Apz = 07

in Dy, (13,a — b)
€0¢,ii — Popi,i = 0,
And the boundary conditions become,
e .n; =0,
it on 0D (14,0 — b)

pin; =0,

In addition, on the boundary between this layer and the neighbouring
Weiss domain, the jump condition,

€o[@,i]ni + Popin; = 0,

on 0D (15,0 — b)
€p:; =0,
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leod,i — Popi]iii =0, on Sy (16)
must also be satified. The following conditions must be valid everywhere

lpl=1, [¢]=0.

Let_us_define a generalized curvilinear coordinate frame in the thin
layer. Position of a point on the plane is defined in this coordinate frame

> r(z!,z?) = ro(z?) + z'n(2?) . (17

The base vectors and the matrix from of the metric tensor are given as

g1 = n(z?) (18)
- (-3
1 0

lgi;] = , (1_%)2 (20)

In this. coordinate frame the equations (13,a-b) become for : = 1,2

1 2 1
Pl,u + ‘——_‘rzP] 22t —_1—1’2,2 - _“‘Pl,l
DR = =
(1-%) AT AT
. zl
-EIP 1 1 1 p(1—2—p—) 2
) 2(1—2)31) e ‘g)zp (-2 e
p - p > p >
1
= n(,u+nz2)p] — K (1 - %) nyt.p’ (21)
1 zlp 3
P2,11+<_‘ﬁ1’2,22+ , ’ : 31’2,2 ] _ & p2,1
1-2) o (1-2) p( - =)
) ) P
2 p
_——T—‘,‘g—plﬂ_'_ , 4p1
_z! 2 (1_ =z
P(-2) 7 e(-3)
Y z!p? (L—— ipi) r
2
Ny oy (F e
i(i-5)  »#(-%) (-2)
K
= h’,(,u + tz2)p2 - (———;-—nztzpl . (22)
=
P
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1 1 z'p
11+ —————5b2 — NP1 é -
o(1-%)" (-3

E-3)

P .
——E—O‘i p1,1+p2,z—p( - zl)pl+p2 (1 'ox,)p2 =0 (23)

P

where the dimensionless quantities ¢ = 2! /h and 1 = 2%/L are used. We
also define a scale parameter that is assumed to be very small

e=h/LK1.

Using this parameter and defining p! = eP,p? = @ and ¢ = 2@, the
following asymptotic expansions are considered,

P(Eme) = Y € Pu(é,n)
n=0

QEmie) =) €"Qu(&,n)
n=0

(I)(éa n 6) = Z en@n(f’ 77) *

n=0

At the end, the zeroth order solutions of P, ) and & that satisfy the
boundary and the jump conditions,

Py(n) = A(n)

Qo = F1
Do(&,m) = MA(n)¢

where M = PyL/¢.

The curve 2! = d(z?; ¢) that seperates the boundary layer and a Weiss
domain is found by considering conditions (16), '

After the non-dimensionalizing are done, the equation of the inside
boundary curve, that gives way to pass a Weiss domain in which p = Fk is
a unit vector field is obtained by using an asymptotic expansion in the form
6(n,€) = bo(n) + €61(n) + - --

bo |1+ ———-—tza' = +n, (24)
-%



is found, in the same manner, for the unit vector field p = Fi

ts

(1-%)

S |14+

=+n, (25)

is found,

The solution of ®¢ is found as a constant by using the continuity con-
dition [¢] = 0 on the separating boundary curve z! = d(z?;¢),

=C

zl=d(z?;e)

@0

similar to the constant field inside.

C
Bo(¢,m) = MA(n)6(n) = C = A(n) = e
is found.
Then the solution of ®q
_~ €

is found.
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BOLUM 1
GIRIS

1.1 ELEKTRODINAMIGIN TANIMI

Stirekli ortamlann elektrodinamigi sekil degistirebilir. cisimlerin elek-
tromanyetik alanlarla etkilesimiyle iligkili fiziksel bilimin bir brangidir.  Sekli
degistirilebilir cisimlerin kiitle ve ylkin stirekli dagihmina sahip bir stirekli
ortam olacag diglniliir. Elektromanyetik slirekli ortam teorisi gekil de-
gistirmelerle, hareketlerle, gerilmelerle ve dig yiklerin cisim tzerine uygula-
malariin cisimde ortaya gikardig elektromanyetik alanlarn belirlenmesiyle
ilgilenir.  Dig yiikler mekaniksel temelli (yani, "kuvvetler, kuvvet ciftleri,
cisim ylizeyi uzerinde meydana gelmis zorlamalar, sicaklik ve diger degi-
simlerden meydana gelmis baglangic ve sinir kogullan) veya elektromanyetik
temelli (yani elektrik, manyetik ve akim alanlan) olabilir. Bu caligma ger-
' cevesinde yalniz rijid kristalleri ve zamana bagh olmayan alanlan gézoniine

alacak, manyetik etkileri de tiimiiyle ihmal edecegiz.
1.2 DIELEKTRIK MALZEME

Ideal bir dielektrik, serbest yiike sahip olmayan (g5 = 0) ve bu ytizden
de tam olarak diizgiin akim gegcisini engelleyen elektromanyetik bir malze-
medir. Bununla birlikte elektriksel olarak nétr olmalarma ragmen, biitiin
dielektrikler gekirdek ve elektron gibi yiiklii pargaciklardan meydana gelen
molekiillerden olugur. Bu parcaciklar genellikle elektrik alanin varhgindan
etkilenirler. Elektrik iletmezler, fakat cisim icinde bulunan dipoller elek-
trik alan dogrultusunda yoénelirler ve net bir dipol moment olugtururlar.

Dielektrik malzemelere bu yiizden polarize edilebilen malzemeler de denir

[1].



1.3 POLARIZASYON

Polarizasyon (kutuplanma), pozitif yiliklerin negatif yiiklere gore relatif
yerdegistirmesidir. Maddenin belirli sabit bir hacminin degil, en kiicik
pargaciginm 6zelliklerini gosterir. Bir dielektrik malzemenin en 6nemli mik-

roskopik parametresidir.

Bir dielektrigin polarizasyonunun fiziksel kargihg: maddenin ¢ok fazla
sayidaki yiiklii pargaciklarimn uzaydaki ihmal edilebilecek kadar kiigiik yer-
degistirmeleri olarak gosterilebilir.

Polarizasyon malzemenin dielektrik davramg ytizinden tg¢ ayrik se-
bepten meydana gelebilir. Birincisi, atom pargaciginin elektronik yigim bir
elektrik alana maruz kaldiginda cekirdegine nazaran kayabilir. Bu duruma

sebep olan etkiye "elektronik polarizasyon” denir.

Ikincisi, molekiiler yap: z1t yiiklii iyonlarin diizenlenmesinden kaynak-
lanabilir (Bu z1t yikli iyonlar, elektrik alanin etkisi altinda denge nokta-

larindan kayabilen iyonlardir). Buna ”iyonik polarizasyon” denir.

Son olarak, molekiil elektrik alanin olmamas: halinde bile rastgele olarak
yonlendirilmig stirekli elektrik dipol’e sahip olan atomlarin diizenlenmesin-
den meydana gelebilir. Bir elektrik alanin varhig, net polarizasyona ne-
den olan daimi molekiiler dipollerin kismi yonelimine sebep olur. Bu olaya

"yonsel (dongiisel) polarizasyon” denir.

P¢ : k = c (elektron), k = ¢ (iyon) ve k = 0 (yonelimli) bu ii¢ polariza-
syon kaynagindan meydana gelen « molekiilii i¢indeki birim hacim bagina

dipole momenti olsun.
P =P P4 P (L.1)

seklinde cisim iginde olusan toplam polarizasyon alam ifade edilir.

Buzémeklerden anlagilacag gibi polarizasyonun olug nedeni ne olursa
olsun genelinde polarizasyon vektori elektrik alanin bir fonksiyonudur, yani
P="P(E) yazlabilir. Genel olarak bu iligki lineer olmayan bir iligkidir.
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Ancak elektrik alan giddeti ¢ok biiyilik degilse polarizasyon ile elektrik alan:

arasindaki bagint: lineer olarak alinabilir :

P; = a;;E; (veya izotrop halde P = oE). (1.2)

Burada «;;, ikinci mertebeden bir tansor olup dielektrik katsay: tansora
olarak bilinir. Malzeme izotrop ise, yani her dogrultudaki 6zelligi aym ise,

-a;; = ad;; bigiminde yazilabilir ve a katsayisina dielektrik sabiti adi verilir.

Bu iligkiyi dielektrik yerdegistirme vektéri taniminda yerine koyacak
olursak
D=P+ 60E=(a+60)E=6E (13)

elde ederiz. Burada

€o: Vakumun gecirgenligi

0:0Ortamin dielektrik permitivitesi olarak tamimlanmigtir.

Buna gore elektrostatikte, dielektrik malzemenin i¢ noktalarinda gegerli

olan Maxwell denklemleri genel olarak

D = P(E) + ¢E (1.4)
V-D=0 | (1.5)

VxE=0 (1.6)

seklinde ifade edilir.
1.4 FERROELEKTRIK MALZEMELERE KISA BiR BAKIS

Bir dielektrik kristalde birim hacim bagina P polarizasyonu maddenin
yapisina bagh olarak dig elektrik alamn bir fonksiyonudur. ok gliglii bir
elektrik alan oldugunda, P sabit bir degere gider ve bu durumda dielek-
trigin- doygunluga ¢ok yakin oldugunu sdyleyebiliriz, ¢iinkii hemen hemen
biitin molekiller dipoller E tarafindan y6nlendirilmiglerdir. Ozellikle de

eger dielektrik malzeme izotrop ise P, E ’ye paraleldir.
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Bir dielektrik kristalde eger polarizasyonun g¢ok yiiksek degerleri (yani
doygunluga karsi gelen degerleri), cok diigiik elektrik alanlarin uygulan-
masiyla saglamyorsa (sek.1’de egri 1), bu ferroelektrik kristal olarak isim-
lendirilir. Buna ek olarak, doygunluga ulasildiktan sonra E ’yi azaltirsak,
polarizasyon egri 2 ile iligkili olan degerleri alir ve zorlama alani olarak ad-
landirilan bir —FE, z1t alanim uyguladigimizda sifira azalir. E ’nin deger-
lerini tekrar arttirdigimizda, egri 3 ile iligkili degerleri buluruz. Bu 1,2,3

egrilerinin kiimesi bir histerezis egrisini (loop) gosterir.

Sekil 1.1. Histerezis egrisi

Ferroelektrik kristalin bu diizensiz davrams:1 polarizasyonun ”domain”
yapisinda bulunmak zorundadir. Daha da kesin olarak, hatta dig elek-
trik alanlann yoklugunda, bir ferroelektrik kristalde polarizasyon P=PF,p
vektorel alam ile gosteribilir. Burada Py kristalin karakteristik bir sabiti ve
p birim vekt6r alamicir.  Doygun ve dis alan etkisinde olmayan bir ferroelek-
trik kristalde bu alan, bir sabit do§;1‘ultudén digerine gecerken degistigi ince
tabakalarda harig, kristalin hemen hemen tiimiinde parca parca sabittir.
Genelde, iginde p ’nin sabit oldugu (Weiss bolgeleri) Dy,a = 1,2,---,m

bolgeleri enaz bir mikroskopik boyuta (birkag yliz mikron) sahiptir. Buna
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ek olarak, iletim tabakalarimin (domain duvarlarinin) birkag mikron kahnlig
vardir. Bu kangk dagilunin teorik gegerliligi i¢ unsurun birlesik etkisin-
den kaynaklanir : kristalin anizotropisinden meydana gelmis elektrik ener-
jisi, dipol-dipol kuantum kuvvetleri takas: ve kristalin formudur. Dig alanin
varligs ”domain”lerin dagilimu {izerinde bu ii¢ unsurun etkilerinin agirhgim
sadece diizenleyebilir [2].



BOLUM 2
TEMEL DENKLEMLER

2.1 FERROELEKTRIK KRIiSTALIN ALAN DENKLEMLERININ,
SINIR VE SIGRAMA KOSULLARININ YAPISI

R? "in bir D acik bolgesini dolduran ve dig elektrik alanin etkisinde
olmayan bir ferroelektrik kristal gozoniine alalim. Bu kristalde, elektrik
polarizasyon durumunun P=P,;p vektorel alam ile tammlandigini varsayi-
yoruz. Burada Py kristalin karakteristik bir sabiti olan doygunluk polari-
zasyonu ve p birim siddetli, tiiretilebilir bir vektor alanidir ([p| = 1). P po-
larizasyon vektori, sabit bir dogrultudan digerine degistigi ince tabakalarda
(ki. bundan kasit Weiss bélgelerinin duvarlanim olugturan ince tabakalardir)
hari¢ kristalin D hacminin hemen hemen her yerinde parga parga sabit bir
vektordiir. Kisaca kristalin Weiss bélgeleri iginde P polarizasyon alaninin
parca parca sabit oldugunu séyleyebiliriz. Ferroelektrik kristaldeki'topla,m
enerjiyi gosteren fonksiyonel agagidaki gibidir [3]:

1
.7-'=/ Poe(p,Vp)dv+—eo/ $,id,idv
D 2 R3

q
—Po/ ¢ ipidv + ZPO
D

b=1

/ e,,(n,p‘,p"')da . (2.1)

Sy

Ferroelektrik kristalde m tane Weiss bolgesinin var oldugunu kabul
ediyor ve bunlann D,, a = 1,2,---,m ile gosteriyoruz. Bunlarin birbir-
leri arasindaki duvarlar bolge duvarlan olup Ss, b =1,2,---,¢q ylizeyleri ile
gosterilmektedir. e,(n,p~,p*) bolge duvarina ¢ok yakin olan iki bélgede
kristalin kristalografik eksenlerine gére olugan, Sj 'nin n normalinin yéne-
limine ve sabit p vektdrlerine bagh olan ylizey enerjisidir. e = e(p,Vp)
kristalin serbest enerjisi, ¢ elektrik potansiyel, n , uygun secilmis, Sp’nin ya
da D’nin simir olan dD'nin chg normali, pt ve p~ degerleri p’nin Weiss du-

varlarinin her iki yaminda aldigi degerlerdir, ¢p vakumun dielektrik sabitidir.
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Bu fonksiyonele dayanan yeni bir varyasyonel prensiple A. ROMANO ve
E.S. SUHUBI [3] tarafindan sistemin yerel alan denklemleri, simir ve sigrama
kosullar: asagidaki gibi bulunmugtur :

espt' - (e;pt',j ),J - ¢1i + Apz = 0 3

D, da (2.2,a — b)
€0®,ii — Popii =0,
€old,iln; + Popin; =0,

ol i+ Fo 8D de (2.3,a — b)
epi, i =0,

leod,i = Popi]ni =0, Sy de (2.4)

Burada A(x), |p(x)| = 1 kogulundan kaynaklanan Lagrange carpanidr.

Weiss bolgelerinde polarizasyon alaninin sabit oldugunu bildigimize gore
(2.2), (2.3) ve (2.4) denklemleri Weiss bolgeleri i¢in biiyiik miktarda basit-
lesecektir. Ancak tezin konusu olan kristalin keyfi gekli igin polarizasyon
alaminin parca parga sabit oldugu kogulunu tim cisim i¢in uygulamak biraz
“agagida kolaylikla gorebilecegimiz gibi imkansizdir. Bu durumda simirdan
iceride olugmug Weiss bolgelerine diizgiin bir gecis saglamak i¢in polarizas-
yon alaminm tiniform olmadigi, malzemenin smirina yakm ince bolgelerinin
goziikecegi tahmin edilebilir. Bu bélgelerde alan denklemlerini biitiin genel-
likleriyle uygulamak gerekecektir.

Oncelikle Weiss bolgelerinde alan denklemlerin yapisim kisaca ozetle-
yelim [3]. Polarizasyon vektdrii cisim icinde her yerde doyguhluéa ulagmig
oldugundan boyu Weiss bolgeleri i¢inde sabittir. Bu ise polarizasyon grad-
yannn Weiss bolgelerinin biitiin birlegimlerinde sifir oldugu anlamina gelir.
Bu durumda Weiss bolgelerindeki alan denklemlerimiz ve Weiss bolge du-
varlarindaki sigrama kogullan agagidaki gibi olur :

e)Pi —¢)Z+Apz=07
$:=0,
[eod,i — Popilni =0, - Sy de ‘ (2.6)

D, da (2.5,a — b)

| A(x) Lagrange g¢arpam her bir bolge icin genelde farkli bir fonksiyon-
dur. (2.5,a) 'dan kolayca |

Bi = Api+ep, (2.7)
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yazabiliriz. e p;, pile belirlenen sabit bir vektordiir. (2.7) ’nin diverjansim
alir ve (2.5,b) 'yi kullamrsak,

)\,ipi =0 (28)

oldugunu hemen goriiriz. Buradan Lagrange ¢arpanimin her bir Weiss bal-
gesi icinde sadece sabit olabilecegi kolayca gériiliir. (2.7) ifadesi integre
edilirse herhangi bir Weiss bolgesindeki elektrik potansiyelini g6yle ifade e-

deriz :

_ |y @ _Oe
¢a, - [)\api + ap(a)

]a:,-+ba. a=1,2,---,m (2.9)
Buradan da goriilecegi gibi Weiss bolgesi iginde izin verilebilir elektrik
alanm sadece sabit bir alan olabilir. Ancak bu alamin dogrultusu kristalin
anizotropi sinifina bagh olan polarizasyon alaminin yoniinden farkhdir. I-
ceride olugan sabit elektrik alan nedeniyle Weiss bolgelerinin duvarlarimin
sadece diizlemsel olabilecegi gosterilmigtir [3]. Weiss bolgelerinin dagihim-
lariyla ilgili problemin ¢éziimii ise tek degildir. Bunu kristalin enerji fonksi-
yonelinin bir¢ok minimuma izin vermesi gergegini hesaba katarak aciklariz.
Gergek ¢oziim ise (2.1) fonksiyonelini mutlak minimum yapan uygun sabit-

lerin bir kiumesiyle agikca iligkilidir.

2.2 ELEKTRIK ALANIN YOKLUGUNDA WEISS BOLGELERININ
YAPISI

Dig elektrik alanin olmamasi durumunda P=P,p polarizasyon alani
Weiss bolgelerinin her birinde sabit bir vektordiir. Bu bize polarizasyon
gradyamnin biitiin Weiss bolgelerinin birlegiminde sifir oldugunu ifade eder.
Ayrica her bir Weiss bolgesinde bulunan sabit polarizasyon vektorlerinin
dagilimn ile indiiklenmis olan elektrik alamn olmadifh bir durumda (2.2,a)

denklemi agagidaki yapiya indirgenir [3] :
ep;i = —ADi , D, da (2.10)
Bu denklemin anlamim daha iyi kavrayabilmek amaciyla

e.p: = Aij(p)pi (2.11)
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yazalim. Burada A genellikle lineer olmayan, matris degerli bir opera.ﬁiir-

diir. Bu durumda (2.10) denklemi,
[Ai;(p) + A6is]p; = 0 (2.12)

geklinde ifade edilebilir. Genelde bu ifade tam olarak bir 6zdeger problemi
tanmimlamaz. Sadece e enerjisinin, p 'nin kuadratik bir fonksiyonu oldugu
bir kristal i¢in aligilmig bir 6zdeger problemidir diyebiliriz.

Bu denklem Weiss bolgelerinin her birinde polarizasyon vektoriiniin, A
operatoriniin sadece genellegtirilmis 6zvektori olabilecegini ve o Bélgedeki
Lagrange garpammn zit igaretli genellegtirilmig bir 6zdegere egit olmas: ge-
rektigini s6yler. Yani boyle bir durum ancak i¢ enerjisi boyle gercel, ge-
nellestirilmis 6zdeger ve 6zvektorlerin varhéma. olanak veren ferroelektrik
kristaller igin soz konusu olabilir. Gergekten geneldé lineer olmayan yapis:
nedeniyle (2.12) denkleminin ancak 6zel kristaller i¢in genel ¢oziimler vere-
bilecegi agiktir.

Weiss bolgelerini ayiran bolge duvarlar iizerinde polarizasyon vektorleri,

agagidaki sigrama kogulunu saglamalidir :

[pilni =0 Sy de

Bu denklem bize Weiss bdlge duvarlarmn yalmz regle yiizeyler olabile-
cegini soyler. Bolge duvarlarindan gegen elektrik potansiyelin siirekliligini
kullanamiyacagimizdan boélge duvarlarimin yalmzca diizlemsel yuzeyler ola-
bilecegini gostermek mimkiin degildir. Ancak ¢ok zayif bir elektrik alan
altinda bile Weiss duvarlarmin diizlemsel formlarmi koruduklarina dikkat
edersek bundan boyle duvarlarn elektrik alanmn yoklugunda da diizlemsel

kalacagin varsayabiliriz.



BOLUM 3
SINIR TABAKASINDAKI ¢OZUM

3.1 FERROELEKTRIK KRISTALIN SINIR TABAKASINDA P VE ¢
ALAN BUYUKLUKLERININ YAKLASIK HESAPLANMASI

Problemimizde ilgilendigimiz ferroelektrik kristal en kolay polarizasyon
ekseni bulunan barium titanate (BaTiO;) gibi tek eksenli bir kristaldir.
Kristalin enerjisi ilk yaklagimda asagidaki gibi yazilabilir [3]:

e = % [t PPT] 4+ 8 (jpP - (b -p)?)] - 3.1)

. Burada P = Vp olarak ahnmigtir. p ve Vp cinsinden bu kuadratik
ifade h enine izotropi ekseni etrafindaki koordinat doniigimleri altinda in-
varyant kalir. h enine izotropi eksenini koordinat takimmmizin z- ekseniyle

cakigtinrsak bu durumda kristalin enerjisi su yapida olur :

e= % {a[(VPo)® +(Vpy) + (V)] + B0z + 7))} - (3:2)

Diizlemsel bir problemi gézoniine ahrsak (p, = 0) (z,z) diizleminde

kristalin enerjisi su yapida olur :
' P
e= S {a(Pe)’ +@re) + () + (0:2)°) +6P2} (33)

pi+pi=1. (3.4)

\

Ferroelektrik kristalde elektrik alanm olmadif: durumda (3.3) enerji
ifadesini (2.2,a-b) denklemlerinde kullanarak elde ettigimiz alan denklem-
lerimiz agagidaki yapidadir :

2, = (B4 2
Vipe = (a + Poa) Pz
N

Vip, = —p,
b Poat”

(3.5,a —b)
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Pzz+ Pz =0. (3.6)
(2.3,a) denkleminde kullanarak elde ettigimiz simr kogullar: ise
Pzl + Pz,2Nz =0
Dz,zNz + Pz,2nz =0 (3.7,a—b—¢)
Pznz +penz =0
geklindedir.

Bir dikdoértgen kristal gsek. 3.1 i¢in bu alan denklemlerini ve sinir kogulla-
ri kullanarak Weiss bélgelerinin yapisim incelersek [3]. Weiss bélgelerinde

p’nin gradyanimn sifir oldugunu da gézéninde bulundurarak

—PyBpz = Apx

3.8,a—b
Ap, =0 ( )

denklemleri elde edilir. Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi p’ye gore kuad-
ratik bir yapiya sahip olan enerji fonksiyonumuz igin (3.8,a-b) denklemleri
kristal i¢in aligitlmig bir 6zdeger problemidir. Buradan kolayca

A=0, p:=Fl, p:=0; A=-FRf, p.=F1, p.=0 (3.9)
seklinde 6zdeger ve dzvektorler bulunur. (3.7,¢) smur kogulu kullanilirsa,
pz =0 z =0,[; Gzerinde ve p,=0 =z =0,[izerinde (3.10)

elde edilir. Hemen gortilecegi gibi bu tip bir kristalde simir tabakas:
olugsmaz ve Weiss bolgeleri gek.3.1’deki gibidir. Bu durumda (2.4) denkle-

minin bolge duvarlar tzerinde saglandigim kolayca gosterebiliriz.

4
— — — —
4!
AR RN
]
ok | U U
jo— o) 'l .

Sekil 3.1. Tek eksenli bir kristalde Weiss bolgelerinin yapis:
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Sek.3.1 de gorillen d parametresi her bir Weiss bolgesi i¢in tanimli olan
fakat kolayca belirlenemeyen bir parametredir. d parametresini (2.1) deki
enerji fonksiyonunun minimumundan buluruz. Ama bu fonksiyonelin tek

bir minimumu olmadigindan Weiss bolgelerinin tek bir diziligi yoktur.

Bir ferroelektrik kristal igin simir ylizeyi, izin verilebilen polarizasyon
vektorunt tagiyabilen dizlemsel ylizeylerin birlesiminden olugmuyorsa igteki
Weiss bolgelerinin sinira kadar genisleyemeyecegi agiktir. Bu ytlizden kris-
talin keyfi bir gekli i¢in, bir olglide deneysel verilere dayanarak, kristalin
siirma yakin ince oldugunu varsaydigimiz bir tabaka iginde polarizasyon
vektériiniin boyunun sabit olmasina karsin dogrultusunun siirekli degise-
bildigini kabul etmiemiz zorunlu olur. Dy ile gbsterecegimiz bu tabakada
polarizasyon vektorl igin ¢oziimiin JD suurindan yeterince uzak yerlerde
kristalin i¢ kisumlarinda gegerli olan sabit durumlara yaklagmasim bekle-
riz. Dy smir tabakasinda polarizasyon alami bu sabit durumlarda sinira
teget olan bir alana ¢ok hizh olarak degigmelidir. Bu yiizden ince smr
tabakasinda polarizasyon gradyamnin gok biiyiik olmas: beklenmelidir. Bu
tabaka igindeki polarizasyon vektort igte komsu oldugu Weiss bolgesindeki
ya z— ya da z— eksenine paralel sabit bir polarizasyon vektoriine yakla-
sir.  Yapacagimiz bu ¢aligmammn amaci bu gegig bolgesindeki durumu ilk ve
mumkiin en basit yaklagikta ele alarak boyle bir tabakanin varolabilecegini

gostermektir.

oD

s

\N =X

Sekil 3.2. Sinin egrisel olan ferroelektrik kristal

Ik 6nce kristalin iginde her yerde elektrik alanin sifir oldugu varsayacak

ve suur ve sigrama kogullarim saglatabilmek icin gozoniine alacagimiz ince
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simir tabakasi iginde gegerli genel alan denklemlerini,

ep; —(€p;;) ., +Api =0,
# = (Ees) ; + 0 Dy de (3.11,a — b)

Pii = 07
geklinde kabul edecegiz.

Deride ayrntili olarak gorecegimiz gibi bu denklemleri uygun bir gekilde
boyutsuzlagtirirsak, kiigik bir e parametresi igeren denklemleri elde ede-
riz. Bu denklemleri, yine ileride gorecegimiz sinira teget ve simira dik bir
genellegtirilmis koordinat takiminda ifade edip bir pertiirbasyon yotemiyle
yaklagik olarak ¢ozmeyi denedik. Yaklagik simr tabakas: denklemlerini dnce
kristal sinirindaki

it =0 oD de (3.12,a — b)
pin; =0, '
siir kogullarini saglatarak ¢ozmeye galigtik. Bu smur kogullarim ve |p| =1
kogulunu saglayan ¢éziimii birgok degisik olgekleme iglemleri yaparak ve simr
tabakas: degigimi i¢in oldukga karmagik bir fbnksiyonel kabul ederek aradik.

Sonugta ¢ok emek harcamamza karsin bilinmeyen alan biiyiukliklerinin
sayisiun yetersizligi nedeniyle bu sinir kogullarini saglatabilecegimiz uygun
¢ozlimler bulunamayacag: gergeklendi. Simira yakin bu ince tabakada bir
elektrik potansiyelin olugtugu gozoniine alindiginda ortaya cikan ek bilin-
meyenin bu sorunu ortadan kaldirabilecegi gozlendi. Bu bizi énceden de
digindigiumiz fakat basitlik amaciyla denklemlerimize katmadan ¢éziim
aramak istedigimiz bir potansiyel ifadesini hesaba katmamz gerektigi sonu-
cuna gotirdi.  Dolayisila ikinci denememizde yalmz simr tabakasina ka-
patilmig bir elektrik alanin, dolayisiyla elektrik potansiyelinin var oldugunu
kabul ettik.

Bu durumda ince tabakada kullanacagumz yerel alan denklemlerimiz

e;l’i - (C:Pi;j )’j - ¢,Z + Api = O’

Dy de (3.13,a — b)
€09,ii — Popi,i =0,
olur. Smirda saglanmasi gereken kogullar ise
eo[@,i]ni + Popin; =0,
194 z 0D de (3.14,a - b)

ep:,;Ni =0,
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geklindedir.

Ayrica bu tabaka ile komsgusu olan bir Weiss bolgesi arasindaki simir

uzerinde

[e0d,i — Popilni =0 (3.15)

sigrama kogulu gerceklenmelidir. Burada @ birim vektoru sinir tabakasinin
bir Weiss bolgesine komsgu olan simir egrisinin normalidir. Her yerde sag-

latmamiz gereken

lpl=1 _ - (3.16)

kisit1 ile bir ara ylzey tizerinde saglanmas: gereken, elektrik potansiyelinin

strekliligini ifade eden *

[4] =0 . (317)

kisitim1 da kullanmak zorundayiz.

Sinir tabakas: i¢inde alan denklemlerini inceleyebilmek i¢in bu ince ta-
bakadaki herhangi bir noktay: kristalin simr egrisinin yay uzunluguna ve bu
egriye uzakhigina bagh olarak ifade ederek bir egrisel ortogonal koordinat
takim tamimladik. Sir egrisinin é,érilik yarigapinin yeter derecede biiyik
oldugunu kabul edersek ince tabaka iginde herhangi bir noktay: tamimlayan
koordinatlarin yerel olarak tekliklerinin bozulmasiu onlemis oluruz. Bu
koordinat takim gsek. 3.3 te g('isten'lmigtif, Burada z!, bir noktanin sinira
normal vektor dogrultusundaki, 2, ise aym noktamn sir tizerindeki sabit

bir n‘okt&ya sinir boyunca uzakhgin, t(z?), sinir egrisine teget birim vektori,

-

* Arayiizde bir ¢ift tabaka yik dagihmi olusumu 6ngoriilebildigi takdirde
bu kisit gevsetilebilir.



- 15—

n(z?), suur egrisinin asal normal vektoriind, gostermektedir.

Sekil 3.3. Simra bagh egrisel koordinat takim
Diizlemde ga.l@acéénmzdan dizlemdeki bir P noktasimin yerini gimdi
asagidaki gibi ifade edebiliriz :

r(z!,z?) = ro(z?) + z'n(2?) . (3.18)

Bu gekilde tanimlamig oldugumuz genellestirilmis egrisel koordinatlarn

baz vektorleri bilindigi gibi [4]

o
8= 5o

ifadesinden bulunur. Buna goére (3.18) ’den baz vektorleri olarak,

_Or  Org | Ox'm) o,
81= 921 = B2t + ozl n(z") (3.19)
ve or 9o  9(«'n) d
g = 8r2  9x? + Oz =t+z dz?

elde edilir. Normalin yay uzunluguna gore tirevi [5]

dn 1

—— =t

dx? p

olduguna gore sonugta

ol
g1=mn g= (1 - f—) t (3.20)
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bulunur. Burada p = p(z?) smir egrisinin egrilik yarigapidir.

gi; = 8i-g; metrik tansériimiiziin ve tersinin matris geklinde gosterilimi

1 0
l9:] = 2
7o (-9)
(3.21)
[1 0
[¢7] = .
NGO

olur. Buradan kargit baz vektorleri de
g =g"g;
veya

1 t

gl=n, g'=-—==
x
(1-%)

bulunur. (3.1) de goziiken biiylikliikleri hesapladigimizda P buytkligi

P=Vp= pl;kgk ®gl = Pklgk ®gla

op' [
P =ppp = — L
K= Phk = Bk M {km}p
olarak hesaplanan ikinci mertebeden bir tansérdiir. Buna gore,

PP7 = Pk;mpk;n

dir. Dolayisiyla
tr [PPT] :z = gknpn;mgmlpk;l
olur ve enerji yogunlugu (3.1) bagmntismna gére

. .
e =_2_0 [0{ gknpn;m!]mlpk;z + ,B(pkpk _ hmpmhnpn)] (322)

olarak ifade edilic. Enerji fonksiy611u p ve Vp ye gore tiretilirse sirasiyla
e pi = BPo{pi — hihmp™}

A .7
epi; = aPop;;



-17-
bulunur. Elektrik potansiyelinin gradyam ise
Vé =98 = b8

seklindedir. Bu tiirevler kontravaryant bilegenler cinsinden alan denklem-

lerimizde yerine konuldugunda
BPy(p* — B hmp™) — aPopi;j i~ ;97 +2p" =0 (3.23)

veya
Pl +78,397 = 6L+ p)p’ — KR hunp™

sonucuna varilir. Burada

1 g - Ax)
= == =2 2
T By k=, p(x) A5, (3.24)
biiytikliiklerini tanimlacik. Bu denklemleri z = 1,2 icin agik olarak yazarsak
sirasiyla
P 4P, +més = w1+ p)pt — shi(hap' + hop?) - (3.25)
1 2
pz; 1 +p2; ot 7¢29%% = k(1 + p)p* — kh*(h1p' + hop?) (3.26)

elde edilir. (3.13,)) denkleminin ifadesi,

2 T . Vde ol (o) —bim s — ij
V=V.Vo=g' Db = 6 = (b a{ L })
oldugundan
-
;i — —EP:i =0 (3.27)
€o .

geklindedir. (3.14,a-b) siur kogullan egrisel koordinatlarda

pm =0
, 0D de - (3.28,a — b)
eo[d,i|ni + Pop'n; =0,

geklinde ifade edilir. (3.23) denkleminde g6ziiken Laplasyenin egrisel koor-
dinat takimimizdaki ifadesi :

ml __ .m kl _ Kkl m n m
p il =P k9 =9 ((p ;k)’l—'pm;n{kl}+pn;k{nl}>
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seklindedir. p™.;, tli¢lincii mertebe tansoriiniin agik ifadesi

m n 2 . m
pm;kl = pm,kl + {k } P + {kn}p N {kl}p n + {nl}pn;k (329)

olarak verilir.

Goriildigu gibi ifadelerimizde agik olarak ikinci tiir Christoffel sembol-
leri goziikliyor. Bunlan koordinat takimimiza gore asagidaki bagintidan
hesaplayabiliriz [4] :

- m 1
g" Bk = {kl} = '2-9""‘(91"»,1 + Gin,k — Gki,n) (3.30)

Buna gore sectigimiz egrisel koordinat takimimiz igin ikinei tiir Christof-

fel sembolleri

1] 1 1
{ } = -y”(gn 1+ 911,1 — 911, 1) = 2.(]11 1

11
1 _1 1( " _ )= 1
12 2!] gi1,2 T 921,1 — 912,1 2911 2
1
{22} 11(921 2+ 921,2 — g22,1) = “("!]21 2 — g22,1)
2 22 1 22 2
11 99 (912,1 + 912,1 — 911,2) = g ( g12,1 — 911,2)
2 22 1
{12} (912,2 + 922,1 — G12,2) = 29 gzz 1

2] _ 1, _1 5
{22} = 29 (9222 + 9222 — 922,2) = 29 9222

geklinde bulunur. Burada goziiken metrik tansorlerin kismi tiirevleri aga-

gidaki gibi hesaplanabilir :

1\ 2] 1
922,1 =—a—1 [(1-£-> =—?- (1_m_>
Oz p/ | P P
gm‘aﬁf[(l“p') =25 (1-%)
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Burada p = d—dfg’yi gostermektedir ve diger tiirevler sifirdir. Buna gore

ikinei tiir Christoffel sembollerinin sifirdan farkh bilegenleri

SEHHCHIEHES
el =2y 02y

p

e LG e

P

olarak bulunur. Daha sonra ikinci tir Christoffel sembollerinin turevleri

agagidaki gibi hesaplanabilir :

(1) o=\ o1
22§, Ozl |p p/1 P

SR N CPN A Y Y S
022 T p?
32 .p p J p p

- " .
{2} 9 [ o T (2—%)
22, 0x% | 2 __L) B 2(_5‘_) 2

2 G ( 3 I Ul p3( —%)
Burada iistteki noktalar 22 degiskenine gore adi tiirevleri gostermektedir.

Kovaryant tiirev ifadesinin
k k ‘ k m
py=p -+ P (3.31)

ile verildigini biliyoruz.
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Hesapladigimz bu buyiiklukleri kullanarak pl;1 L agagidaki gibi hesap-

1 2 1 1
1 .1 .1 1 1 2

1 _ .1
Pu1=P o

1
pl; 1 = gllpl;ll =p1,11 . (3’32)

lands :

p'.”, asajrdaki gibidir :

1 2 1
Pl;zz = (P];z),Z —Pl;l {22} —Pl;z{zz} +P2;2 {22}
2 z! 1 z!
1 2 1

227 p p/)" % p p) !

z'p 1 14 _# ( "’1) 2
———DP =P ——=\(1-2—|p

2 (1 _z\" Z 2
P (1 p) p p p

2 1
= 5P 2+ : Pla— : Py
z! ( .__3:_) 1_3:_)
(1-%) PN T P
. — oz
z'p 1 1 1 p(l 2”) 2
- ) 21 3P 2 ) " b — ) o1 Y A
O T O LT Oy
(3.33)

pz;l1 agagidaki gibidir :

2
P2;11 = (Pz;l),l _P2;1{21}
2

= P2,11 - _—z‘,_—'PZ,l

1
P2; 1° g11p2_;11 =P2,11 -7 ~\P.a- (3.34)
D



- 921~

p2;22 agagidaki gibidir :
i1 2
2 _ (.2 .2 .2
p 522 = (p ;2):2 p ;1{22} p ;2{22}

Prizlaaf TP\ 22

zlp

= P2,22 + —2—-zl—‘P2,z . P e
A-%) " o(1-%)

1 z! p
VAN P
' 2

p P z)
p (1— zp)
1:2 z!
+ zp _ sP (2— P) 2
,02( _ﬁ) p3(1_£)2 i
p P
2
Pz; 9 = 9221)2;22
1 zlp 2
= 2p2,22+ 3p2,2 - 3p1,2
1 1 1
(-2) " ~(-2) " (-3)
1 .
1 P2,1 + P - 4pl
— x
p<l P) P (1” )
1 .I:lp.z (2__ z )
+ = AN Pl 42 (3.35)

(3.23) denkleminde. géziiken h birim vektorii ile belirlenen enine izotropi
ekseni z- ekseni olarak secildiginden, tek eksenli ferroelektrik kristalimiz igin
h =k olur. Buna gore (3.25) ve (3.26) da goziiken ifadeler agagidaki
gekilde belirlenebilir :

Burada

yazabiliriz. Dolayisiyla

kl =k-g1_=k-n=n,

1 1
kz.—_k-gz:k-(l—?—)t:(l—f—)t,
P p
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olarak kovaryant bilesenler bulunur. Hemen goriilecegi gibi n,(z?) ve ¢,(z?)

* siur egrisinin asal birim normali ile birim teget vektoriinin z dogrultusun-

daki bilegenleridir. = Bunlan kullanarak kontravaryant bilegenler igin

kn — knlg"lﬂ

veya

R1hap' + hlhop? = Elkip! + k! kg p?

ifadeleri bulunur. B('Sylec_e

2.1 ! 2
=n,"p + (1 — ——) Nytzp
) p
ve

h2hyp! + h2hyp? = E2kip! + k2 kop?

2tz
_n"—pl +tz2p
1— 2
(1-%)

2

seklinde elde edilir. Sinr egrisi {izerinde

nj]=1 = ngl+n,2=1

tj=1 = 2 +t%=1

oldugunu da hatirda tutmahiyiz.

Biitiin bu ifadeleri (3.25) ve (3.26) yerel alan denklemlerine yerlegtirip

¢ikan terimleri diizenledigimizde

¢ =1igin
1 2 . 2 1
Pt 7P 22t NP2 NP
(1-2)" " (%) e(-%)
z'p 1 1 1 p(1—2—,;1-) 2
- 3P 2 3P — )

Wl
= k(p + na)p' — K (1 - %) nyt.p? .
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1 =2 igin

2 1
P,11+—_1—2P 22 +

2 p
- ) 3p1,2+ : 41’l
(1-5) " (-39
1.2 z
31»5 TP ( _7) 2 T
+ , ” 3 X o\ P+ " 50,2
(1-2) (%) (1-2)
=1<;(,u+tx2)p2—( zl)nztzp
Iy

denklemlerini buluruz. Benzer gekilde (3.27) denklemi de

1 1 z1p
$11+ ————5b22— —F—— £
P (1 -

b —
1) 2 )’ 1
(-%) ;) e(-%)
P, 1 zlp
el VRS P 7+ v
° p(1-2)" (-3

geklinde ifade edilebilir. (3.28,a) denklemiyle verdigimiz

pl..n? =0 0D tizerinde
i3 )
simir kosulunda

n= gl

ani 0D tzerinde n! = 1, n?2 = 0 oldupunu gdzéninde tutarsak
¥y : ) g g

Pil =0

bulunur. Bu kovaryant titrevleri i = 1,2 i¢in agikga ifade edersek

1 =1 i¢in
ph =p, =0, 0D {zerinde

) ’

(3.37)

. (3.38)

(3.39)
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=2 igin
2
2 2
P =p1+ {21}1) .
) 1 . o (3.40)
=p5— ——p° =0, 0D Hizerinde
oe(i-%)
P

esitlikleri elde edilir. (3.28,b) denklemi ise su hale gelir.

€o[$,1] + Pyp' =0, 8Dde (3.41)

Siur tabakas: ile Weiss bolgesi arasindaki smir tizerinde (3.15) sigrama
kogulu, Weiss bélgesinde polarizasyon vektoriniin sadece FFPoi ve FFPk ve

potansiyelin ¢ = C gibi bir sabit oldugunu gézoninde tutarsak
eo¢,,~ﬂi — Popi@t F Pyng = 0 veya € ¢,,-ﬁi - Pop,-ﬁi FPn.,=0 (3.42)

geklindedir.

p vektoriiniin boyu 1 oldugundan
Pl = gijp'y’ = (') + g2(@*)’ = 1

yam
1

@)+ (1 - %)2 ()% =1 (3.43)

bagintis: saglanmalidir.

Bdylece siur tabakas: iginde kullanacagimz alan denklemleri ile gerekli
siir ve sigrama kogullarimi ortaya gikarmig olduk.  Bu denklemleri € = %:—,

2 »e .. .. . ~
n = % doniigtimleriyle boyutsuzlagtiracagiz. Burada

h .
= — 1
¢ L<<

ile ¢ok kiigitk oldugunu varsaydiginmz bir parametre tammladik. L suur
egrisine iligkin bir karakteristik uzunluk, h ise simir tabakasim karakterize

 eden hentiz belirsiz bir uzunluktur.

R(n) = e—%——)— ~1
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ile de simr egrisinin boyutsuz egrilik yarigap: tanimlanmaktadir.  (3.36)
denklemini bu dénifigiimler altinda boyutsuzlagtirdigimizda

1 9%p! 1 92! 2 Op?

e A +
h? 9£2 2 9n? 0
3 Lz(l_G%) n LzR(1_e ) 7
1 Op! ELR op! 1 1

R e) % pm (o) T pRe ()

R (1-2e& 78
— ( R)2p2+;-6? —'h:(/l.‘l'nz ) 5(1—6%) '(lztzp2
L2R? (1 - e%) ‘

elde edilir. Alan biyiikliikleri arasinda uygun bir kuplaj saglayabilmek
amaciyla p! = eP, p? = Q yazalim. Bu durumda tabaka i¢inde ilk adimda
0P e o*P 2¢? oQ “e2 oP

“oe2 + (1—5-%)2 on? +R(1—e%)—é—7l_—R(l—e%)F£—

Py 3 T 2R (1 -2e5
B e éR oP € p_ ( R)Q—-I-ETL

R2(1—e ) an Rz(l—e%)z R2(1—e§)

= kL (u +n,2)P — ExL? (1 - e%) n.t.Q

9¢
9

denklemine variriz.
1 £
—_——E ~ 1 + E-R + ..
=

agilim e% < 1 oldugundan yakinsaktir. Bu agilimi kullanarak agagidaki

" denklemi kolayca elde ederiz :

2 2
9P Lo <1+2e£+ )?—Iz-}-ge (1+e£+-~)262

_og? R on? R On
€ £ 0P S¢R' é oP
_E(1+ER+ ) %€ R (1+36R+ ) an
¢? 3 eR' £ 3
~ <1+2e§+ )P—ﬁ<l—{2e§) <1+2e§+°")Q
9 _ 2,2, 2 2 £
+ L'r—a—g =€ Lk(pp+n°)P —el’k |1 — ‘% n.t.Q (3.44)



- 96—

Benzer gekilde (3.37) denklemini bu déniiglimler altinda boyutsuzlagtirdi-
gmizda

1 9*p? + 1 9%p? héR! op*
2 A2 2 3
h? O¢ 12 (l—e%) on? L3R2.(1—67%) on
2 ap! 3 ap? R

IR (1-ef) O hLR(1-cf) % " om (1_6%)411‘

helrr  WER®(2-ef)
2R2 (1- e%).s R3L3 (1 _ e%)4

K
= k(g + t.2)p? — ———nst.p'
1 i)

—€
R
elde edilir. p! = eP, p? = Q tamum ile bu denklem
8%Q €2 8%Q SER' 0Q
oz T 2oz T 330
(1 — e%) ! R? (1 — e%) d
26 0P 3e aQ eR'
T eV O R(1-e8) O o
R(l—ei) ’7 R(l—e—) Rz(l—e—fi)
2
¢ " R (2 - 6%) Lt 0¢
+ R" - - + 35
R? (1 - ei) R (1 — eﬁ) (1 — e—}%) ]
312,
=Lk +t.2)Q — eLx n,t; P

gekline indirgenir. Yine seri agihimlar kullanihirsa,

29, & (1+2e—£—+---) FQ R <1+3 LI >@

67 R a2 TR R an
26 £ OP 3¢ € oQ
R (1+3€R+ )67)—R<1+€R+ )ae
SR ¢ oy (i o€ 8¢

+ = =2 (1+4e§ -°°)P+€LT<1+2€§+"')5‘7;

. 12 '
+;§(1+3e-}%+ ){R” 1;(2—e%>(1+e%+---)}Q

= L%k(u+1.2)Q — L% (1 + e% +-- ) n;t,P (3.45)
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sonucu bulunur. Béylece pertiirbasyon parametresine bagh (3.44) ve (3.45)

kismi tiirevli diferansiyel denklemleri elde edilmis olur. Burada goziiken

R'(n) ve R"(n) ifadeleri agagidaki gibi tammlanmgtar :

, ldp 1 dp dz? _ a2
Em=13, =Iaa =~ )

dp dz?
dz? dn

R'(n) = —(p) == ( %)

Ote yandan (3.38) denklemini boyutsuzlagtirdigimizda

189 1 %% 1 3 hER! 8
h? 02 ;Lz (1_6%)2 87]2 LLR (l—e%) o€ L3R2. (1—6%)3 On
Py | 10p*  18p? 1 X héR! 2
— et - + =0
hot "L LR(1-c£) LR (1—eE)
R R

elde edilir. p! = eP, p? = Q alirsak bu denklem

2 2
g—g+e2 (1+2e—%+- )%—;(1+e%+---) g?

R ¢ 3¢ Py dP  8Q
(1+3R+ > e2L{a€+——-}—.

R? o e
Py &L ¢ fR’ '

geklini alir. (3.39) ve (3.40) denkleminin boyutsuzlagtirilmas: ile

coP_,  OF

1T _ 1 _ = — —
p i1 =p 1= h aé' 06 0, 6D de (3.47)

£=0

ve (3.40) denkleminin boyutsuzlagtirilmas: ile

€ '3 ‘
—§<1+e§+---)Q
¢=0

9Q

sinmir kogullan elde edilir.
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Simdi (3.41) denklemini boyutsuzlagtirahm. 9dD’nin diginda elektrik
alan: sifir, dolayisiyla potansiyel sabit oldugundan

19¢ Po ,

T, eop =0, 0D de
veya

6¢ ID()LE2

% e P =0, ‘ 0D de

yazilabilir. ¢ ile P arasinda kuplaj saglayabilmek i¢in potansiyel fonksiyo-
nun yapisim1 ¢ = e2® geklinde seger ve M sabitini M = %QOL olarak tamm-

larsak

0P
6—6' - MP - 0, 6D cle
veya
o2 _ mp , ODde (3.49)
€ =0

elde edilir.

(3.43) denklemi boyutsuzlagtirildiginda
21\ -
~€2P2+(1—7> Q2=1

veya

§

< Q* +¢é (P2 + EZ—Q2> =1 (3.50) -

2_. ——
Q -2ER

elde edilir. Simdi

P(¢,ny¢) = Z € Pu(&m)

n=0

Q& me) =) € Qulé,m)

n=0

B(E,me) =) €"Eulé,n)

n=0
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asimptotik agilimlarim gdzoniine alir ve ilk énce (3.50) denkleminde bu

agilimlan kullamirsak

(Qo +€Qq +---)? —26%((20 +eQq +-- )%+
2 .
62{(P°+€P1+"')2+R3(Qo+eQ1+°")2}=1

Q§—1+e<2QoQ1 —2%@%) +--.=0
elde edilir. € cinsinden aym dereceden terimlerin katsayilarim sifirlarsak

€: Q=1 =Q =71 (3.51)

3

¢ 2Q0Qi—2eQ8 =0 = Q: = (3.52)

......................

sonucuna varilir.

(3.44) denkleminde e cinsinden birinci dereceden terimlere kadar alimr

ve
1 1
pa',a%ie) = G+ —patp t oo

asimptotik agilun: kullanihirsa

PP € (0Q 0P R 2
il 2" — — — = =
352+R( T RQ>+ B 4 e

elde edilir. Burada p;(z!,z?) fonksiyonlan icin £! = 0 civarnda, yani simr
egrisi civarinda gegerli olan p;(z?, %) = wio(n) + epar (n)f +- Taylor
agilimim (3 53) te kullamirsak

1
pi(z', 2% €) =6—2N10(7)) + = (p20(m) + Ep11(m)) + H3o(n)
+ Euaa(n) + Epaa(n) + -
vazabiliriz. Bu ifadeleri kullamirsak

2
e : % =w?Py (3.54)
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elde edilir.  Burada w?(n) = L%sku1e olarak tammlanmgtir.  Yukan-

daki ikinei mertebeden kismi diferansiyel denklemin ¢oztimi

FPo(€,m) = A(n) cosh(wf) + B(n) sinh(w¢) (3.55)

¢ozimii elde edilir. Bu durumda P; agagidaki denklemi saglar.

9P, 1[.0Q 0P R
v, @A 11,0Q 9B R
e Y52 e R

= L?*k(p10Py + p11Pol + paoPo — m2t:Qo) (3.56)

......................

= L%k(p1 +epn + 2(us +12)+--)Q — & L%k (1 + e—}% +-- ) n t;P

= Lzlﬁ(ﬂlo + e(p20 + p116) + -+ )Q — e L%k (1 -+ e% +-- ) Nt P(3.57)
bulunur. ¢° mertebesinde gegerli olan denklem
5?Q,
e : ag" = w?Qq (3.58)

olur. = Ikinci mertebeden bu kismi diferansiyel denklemin ¢éziimi ise

Qo(€,1) = C(n) cosh(wé) + D(n) sinh(wé) (3.59)

gikar. (3.51)'den Qo = F1 olacagim bulmustuk. Buna gére w =0 ve
C(n)=F1 olmahdir. Bu durumda Py(€,7n) ¢bziimi

Po(n) = A(n) (3.60)
sekline indirgenir. @ ise

el: L S0 T20000Q + LPkp20Qo + LPun Qot (3.61)



- 31—

denklemini saglar. (3.46) denkleminde asimptotik agilimlar ve ¢ = €2®
kullanilirsa

920 OP 0Q e 0%

5 - (_"ag + _Bn> ~ gt =0 (3.62)
bulunur. €® mertebesinde gecerli olan denklem
029, oP, , 9Q

0. O _m( 228 =0 '

e (BE + 67;) 0 (3.63)

olur. %’20— ve %Qni kismi tlirevleri sifir oldugundan basitge

2%,
5ez 0 (3.64)
elde édilir. Bunun ¢oziimii
Bo(¢,m) = E(n)E + F(n) (3.65)

seklindedir. Bu ¢dziim [¢] = 0 siireklilik kogulunu € = 0 da saglamal yani
¢ —¢7 =0 =4¢"=0

ve

=0
£=0

(B +e®F +---)

yani

=0 = F(n) =0
g=0
olmahdir. Ayrica (3.49) kisatim kullanirsalk

€: of

0%,

5| = MPyle=o

£=0

E(n) = MA(n)

elde edilir. Sonugta .
Bo(&,m) = MA®m)E (3.66)

seklinde bir ¢6ziim elde edilir.

Boylece P, Q ve @ ’nin sifirma dereceden ¢oziumlerini elde ettik.

Kristalde aldigimmz simir tabakasinda. elde ettigimiz polarizasyon alam ve
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potansiyelin i¢ kisunlarda gecerli olan sabit yapiya asimptotik olarak gecigini

saglayayacak olan smr tabakasimn i¢ s veren egrinin z! = d(22;¢)

seklindeki denklemini bulmak igin (3.15) kisitinin egrisel koordinat takimin-

daki ifadesini kullanacagz :

p = Fk icin

[eod,jg" — Pop'i = 0
eVo-n—Pp-nFPk-n=0
€ ¢,jgijﬁi - Popiﬁi FPh7,=0

€06,19" 1 + €06,29% M2 — Po(p' 71 + p’72) F Poma, =0

1 P P
¢ + ————5 22 — ;-02(1)17771 +p'me) F ;f‘ﬁz =0

d
(1-2)
denklemi elde edilir.

Benzer gekilde p = i igin

€0V¢‘E—Pop‘ﬁ:FPoi-ﬁ=0

€0$,19"' M + €04,29°*7z — Po(p' M1 + p°72) F Pom, =0

1 P, P,
¢ + ———5 ¢ — —602(1’1751 +p') F E—:ﬁz =0

69

(3.67)

(3.68)

denklemi elde edilir. Bu denklemlerde g6ziiken sinir tabakasinin bir Weiss

bolgesine komgu sirmim birim normal vektorinit hesaplamahyiz. Bu siur

tabakas: ylizeyinin denklemini

fz',z%e) = z! —d(z*€) =0
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geklinde tamimlayabiliriz. Yizeyin normali bilindigi gibi

VI
V1]

n=
geklinde ifade edilir. Dolayisiyla
i)
Vf= 3153% =g —dg’ =g + Mg’

ve

(@)

.. Of O
IVf? = 9”67];5{; =gl +g®(d) =1+

yazilabileceginden bu ara yiizlin normalini

=

(1-¢)
seklinde ifade edebiliriz. Normalin bilegenleri
Al 1 _ d
ny = I—V—f—l g = —-I—V—ﬂ.-

olduguna gore normalin z ve z dogrultusundaki bilegenleri

ﬁ-k:h‘z=(7zz— d'd tz) Vl

(1_;) [V £l
e a1
S B (G-29)7) VA

geklindedir. Bunlar (3.67) denkleminde kullamrsak
1 d'
S~
V£ d
VAl (1-¢)

q:_M_(n,__i'__t,‘)=o
IVFIL \ (1_%) i

[V £] ile sadele§£irdi§;imizde ‘

M
5.2 — I—"fﬂf(P1 ~ d'p?)

$1— (ijdlz)—ﬂﬁ,z - ]‘—If’"(P1 —dp’)F % (nz — (1 f%) tz) =0

P
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elde edilir. Simir egrisini agagidaki gekilde yazabiliriz :
' d(z*;€) = L§(n; €)

d'(%;€) = o(n; )
ve yukaridaki denklemi rboyutsuzla:}hnrsak

2 0% 25 0 M M 6
e T (eP-§ il _ t 0
FoE T Laogyron Lo COF ( [ )

elde edilir. Burada aym mertebeden terimleri toparlarsak

s 6 0% o
M{éQ:Fnz:l:———(l_ﬁ) }+€<66 MP)J_r =0

8(n; €) = bo(n) + e>51 (m)+ -+ seklindeki asimptotik agilimmi ve
11 d 61/R
~ =
t-% (0-%) @-%)

acilimini kullanirsak

e : M{ﬁ.oQg:Fnz:I: %o tz}=0

buradan
i,

4+ =
- %

lineer olmayan diferansiyel denklemi elde edilir. Ayni iglem (3.68) denklemi

bo |1 = +n, (3.70)

=z

igin yapilirsa
1 d M

_ 1 g2
IVfIqS’1 |vf|(1_%)2¢’2 IVfIL(p ¥

|V f| ile sadelestirdigimizde

dl

1 — ~(1—_—%)5¢,2 - %(P] —d'p*) F % (nz - -(-—%’-gtz) =0
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elde edilir ve boyutsuzlastirma iglemi yapilirsa

€2 0% 26 0 M . M )
—————2————( —5Q)4=—(z— >=0

h o L(1-L)" on L (1-

3_<I>_ 26 0

¢

(—I—J-;—?-a—n'—M(EP-—(SQ):FM (nz

i

R

_6—- )
R

Burada ayn1 mertebeden terimleri toparlarsak

M{SQ;nzitlié—_) }+.s(a(I>

5 MP)+---=O

elde edilir.

boyutsuz denklemi elde edilir

Ayni iglemler (3.68) igin yapilirsa

0

: 6
€ M{doQoq:nzﬂ:(:I.—_o-_(s—g—)-tz}:O

R
elde edilir.

Buradan da

: t
o |14+ —25
[ ey

lineer olmayan diferansiyel denklemi elde edilir

=dn,

(3.71)

2! = d(z?; €) sin tizerindeki [¢] = 0 siireklilik kosulunu kullanahm

Burada Weiss bolgeleri iginde potansiyelin her yerde C gibi bir sabit degere
sahip oldugunu gozoniunde bulundurarak

=0 = ¢"—-9¢" =
veya
- E€d-C=0 -
elde edilir. Burada C = €C geklinde alinirsa
® — C=0
eide edilir.

z! = d(z?;€) de
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burada sifirinci dereceden terim alinirsa

@0'=C

zl=d(z2;e)

elde edilir.

Pota.nsiyeiin bu sir tabakasinda igteki sabit duruma yaklagtig gozle-
nir. (3.66) da bu kullanmildiginda

C
MAm¥m)=C =  A(n)= M50
bulunur. Bu durumda ®¢ ¢éztimu
Sa(em) = Cyts (3.72)

olarak bulunmug olur.

’

3.2 ORNEK PROBLEM : Smir1 Dairesel Olan Ferroelektrik Kristalin

Incelenmesi

z =acosf

z=agasinf

2

dairenin parametrik denklemi ve 2% + 2?2 = a? dairenin analitik denklemi

geklindedir. Egrisel koordinat takimimizda bir noktanin yer vektorunii
r(z!,z?) = ro(2®) + z'n(z?)

geklinde ifade ederiz. Egrinin yay uzunlugu,

2 2 9 dz\? dz\ 2 2
ds®* = dz* +dz* = ¥7} +E€-'d0

ds = Va2 sin? 6 + a2 cos? 6df

ds= [ adf

o
o e



2
s=af = 0= A
a a
geklindedir. Baz vektorlerimiz,
dr
z
ve :
_dr ) z! .
82= 2 = p

seklindedir.
. . o ostewe 11 . « s .
Dairenin egriligi 5 = ; dir. Yzey denklemimizi,
f(z,2) =a®+ 22 —ad®> =0
Yiizeyin birim normal ve birim teget vektort asagi-

seklinde ifade ederiz.

daki gibidir.
Vf _ 2z1 + 2zk :L',_I_ik

TV T VaEr a2 a " a

a

z? z?
n = cos i + sinfk = cos (——) i+ sin (:) k

a

z? z? |
t'= —sinfi + cos 6k = —sin (—) i+ cos (—) k
a
z— ekseni dogrultusundaki normal ve teget bilesenler

72
n-k=n,= sin~<—) =sinf
2 ,

2
z
t, = cos (——) = cos

t-k
a

geklindedir. Boyutsuzlagtinlms egrilik yaricapr R(n) = 1 dir.

Daire i¢in (3.70) diferansiyel denkleminin negatif isaretli olanmin ifadesi

agagidaki yaprdadir :

8o [1 - (1°°Sg )] = —sind (3.73)
5, |



-38-

diferansiyel denklemi gesitli degisken dénuigtimleri yapilarak agagidaki gibi
cozlilerek :

5(1—1°"ji) =—sinf S=1-u() é=—-u

. cos§\ . usinb
uwl|l-— =sinf = Uv=—-—-0
u u — cos @

‘t = cosf du = duﬁ = sm9d
T L 49T dt de dt
du _ v 1 , 1t
dt u—1t 1—-% u u—v vzv
- —' = 1 1 _ t '
v vl 1—v s T I 2
1 oty l1—-v, 1 dt
v(1l —v) vz’ v | Tt ( Ldv = T
_ t
logv —v=1logt—logC; = ve ™’ =—
Cy
t - t ¢
—e T = — v =(C
ue Cl ue 1
= (1- 68l = ¢ (3.74)

seklinde lineer olmayan bir denklem elde edildi. Buradaki C; sabiti her bir
Weiss bolgesinde farkli degerler alabilen bir integrasyon sabiti olup baglangg
noktasmda sumr tabakasimin kahnligim gésterir. (3.73) diferansiyel denkle-
mi 0 < 8 < 7/6 igin 6(0) = 0.5, 6(0). = 0.7, 6o(0) = 0.9 ve 6,(0) =
baglangic degerleri icin ¢oziilmiis ve grafik olarak gekil 3.4 te verilmigtir.
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Sekil 3.4. Igteki simr tabakasindaki degisim



SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde kristalin keyfi bir gekli igin, kristalin simirina yakin ince bir
tabaka oldugu varsayildi.. Problem dizlemsel halde z- z dizlemi icinde
kalarak incelendi. Sinir tabakas: iginde alan denklemlerini inceleyebilmek
igin simir tabakasindaki herhangi bir noktay: kristalin simir egrisinin yay
uzunluguna bagli olarak ifade ederek bir egrisel koordinat takimi tanimladi.
En genel alan denklemleri, sinir ve sigrama kosullann bu koordinat takimina
gore ifade edildi.  Ince simr tabakasim karakterize eden bir uzunluk olan
h parametresinin sinir egrisine iligkin bir uzunluk olan L’ye oram olarak cok
kii¢lik oldugunu varsaydigimiz bir € parametresi tamimladi.  Sinir tabakas:
denklemlerini boyutsuzlagtirarak e pertiirbasyon parametresine bagh kismi
tirevli diferansiyel denklemler elde edildi. Bu denklemler, sinir ve sigrama
kogullarini saglayacak gekilde goziilerek igteki her bir Weiss bolgesi ile simir

tabakasim ayiran egrinin denklemi lineer olmayan bir yapida bulundu.

h ve kristalin bir karakteristik sabiti olan Ppin bulunmas: icin, icteki
siir tabakasini veren egrinin denklemi, (2.1) enerji fonksiyoneline koyularak
fonksiyoneli minimum yapanv' degerlerin bulunmas: gerekir. Bu fonksiyo-
nelin minimumu birden fazla olabileceginden A igin tek bir deger bulun-
mayacaktir. Yani ferroelektrik kristalin bu minimum degerlere gére ¢esitli

yapilanmalan olacaktir.

Bu ¢ahgmanin devaimm olarak onerilebilecek bir konu bu smr tabakasin:
¢ boyutlu uzayda incelemek olacaktir. Bu durumda simir ta;,baka.smda.ki bir
" noktay1 yiizeyin bir takim biiyiikliiklerine bagh olarak ifade edip problemi
gozmeye g¢aligabiliriz.

Kismi tirevli diferansiyel denklemlerimizde goziiken « ve B fiziksel bii-
yiikliikleri arasinda bir mertebe bagintis1 aragtirihp varsa bir singiiler per-

tiirbasyon elde edilerek, daha, iyi ¢oziimlerin bulunacag umulmaktadir.



[4]

(5]
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