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OZET

Yiksek Lisans Tezi

TEK MERTEBEDEN DAGILIMLI SAPMA ARGUMENTLI
NEUTRAL DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN SALINIM SONUCLARI

Mine SARIGUL

Tokat Gaziosmanpasa Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman : Prof. Dr. Ercan TUNC
Ocak 2025, 48 sayfa

Bu tez caligmasinda, dagilimhi sapma argiimanlarina sahip tek mertebeli neutral
diferensiyel denklem simifinin tiim c¢oziimlerinin salinimi i¢in yeni yeter sartlar
olugturulmustur. Sonuclarin uygulanabilirligini gosteren ornekler verilerek daha

fazla aragtirma icin bazi onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Salinim, karsilagtirma, tek mertebe, neutral diferensiyel

denklemler.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

OSCILLATION RESULTS FOR ODD-ORDER NEUTRAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH DISTRIBUTED DEVIATING ARGUMENTS

Mine SARIGUL

Tokat Gaziosmanpaga University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Ercan TUNC
January, 2025, 48 pages

New sufficient conditions for the oscillation of all solutions to a class of odd-order
differential equations with distributed deviating arguments are established. Severeal
examples are also included to illustrate the results and some suggestions for further

research are given.

Keywords: Oscillation, comparison, odd—order, neutral differential equations.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Aciklamalar
Reel sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi
Negatif olmayan tam sayilar kiimesi
Rasyonel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Eta
Theta
Vartheta
Kappa
Lambda
Pi
Rho
Sigma
Tau
Phi
Varphi
Psi
Upsilon
Mu



1. GIRIS

Doga bilimlerinde karsilagilan problemlere genellikle adi ya da kismi diferensiyel
denklemlerle matematiksel modeller atanir. Uygulamali alanlarda bir sistemin
matematiksel modelini olugtururken, sistemin gelecekteki davranmiginin yalnizca
bagimsiz degiskenin bir degerine bagh olarak ve ge¢misten bagimsiz oldugu kabul
edilir. Ancak daha derinlemesine bir inceleme yapildiginda, bu yaklagimin yalmzca
ilk bir tahmin oldugu ve daha gercek¢i bir modelin, sistemin ge¢misine dair bir
hafizay1 (en azindan bir kismim) igermesi gerektigi anlagilir. Hatta baz sistemlerin
gecmisle iligkisiz oldugu varsayimi, modelin anlamini kaybettirir. Bu nedenle, sapma
argiimanli diferensiyel denklemlerin teorik olarak incelenmesi kaginilmaz bir
durumdur. Diferensiyel denklemlerde sapma argiimanlarinin bu o6zellikleri uzun
zamandir bilinse de, ilgili teorinin detayli olarak geligtirilmesi son yillarda

gerceklegmigtir. (Hale, 1977).

Zaman gecikmeli sistemler teorisi, son donemlerde biiyiik bir ilgiyle incelenmektedir
ve bilimsel alanlardaki uygulamalar1 géz ontinde bulunduruldugunda, uygulamali
matematigin énemli bir dalin1 olugturur. Fonksiyonel diferensiyel denklemler (sapma
argiimentli diferensiyel denklemler) ile tamimlanan bu alan, bagiml degisken ve
tiirevlerinin bagimsiz degiskenin farkli degerlerine bagli olarak ortaya c¢iktigi
problemlere odaklanir. Bu tiir denklemlerin, XVIII. ytzyilin baglarindan itibaren
Johann Bernoulli ve Leonhard Euler gibi 6ncii matematikgiler tarafindan incelendigi

bilinmektedir.

Diferensiyel denklemlerde kalitatif teori, denklemin agik ¢o6ziimlerini bulmadan
¢ozlimlerin 6zelliklerinin incelenmesini ifade eder. Bir adi diferensiyel denklemin
analitik c¢oziimlerini elde etmek genellikle miimkiin degildir. Bunun yam sira,
fonksiyonel diferensiyel denklemler, kismi diferensiyel denklemler, fraksiyonel (kesirli
mertebeden) diferensiyel denklemler ve integro-diferensiyel denklemler gibi
denklemlerin  ¢ozlimlerinin ~ bulunmasi daha karmagik sorunlar1 giindeme
getirmektedir. Bu nedenle, ¢oziim analitik olarak bulunamadiginda, ¢oziimlerin

davraniglar1 hakkinda bilgi edinmek, uygulamalarda olduk¢a onemlidir. Salinim



teorisi de, denklemleri bu yontemle inceleyerek, sonsuzun bir komgulugunda
¢oziimlerin davraniglar1 hakkinda bilgi saglamak acisindan bu alanda 6nemli bir

yer tutar.

Salinim teorisinin ortaya cikisi, Sturm’un diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
ozelliklerini (6rnegin sifir noktalarimin sayisi, sifir noktalar1 arasindaki uzaklik,
¢oziimiin igaret degisiklikleri, ¢oziimiin siirlihigi, sifirlarin kiimesinin st sinirinin
olup olmamasi vb.) ¢oziimiin kendisinden ziyade dogrudan denklemin kendisinden
tiiretme fikriyle baglamigtir. Sturm, bu yaklagimi ikinci mertebeden lineer denklemler
iizerinde yaptig1 calismasiyla gelistirmistir. Bu fikir, giintimiizde fonksiyonel, kismi,
kesirli mertebeden diferensiyel denklemler ve integro-diferensiyel denklemler gibi
uygulamali matematigin neredeyse tiim alanlarinda uygulanmakta olup, bu konular

giderek artan bir ilgiyle aragtirilmaktadir. (Hale, 1977).

Bu tez calismasinda, benzer bir yaklagimla tek mertebeden neutral

(@) + pa(r () + [ alt (@l ) =0, (10.)

fonksiyonel diferensiyel denklemi g6z oniine alinacaktir.

Tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. [lk béliimde, caligilan konuya dair
genel bilgiler sunulmustur. Ikinci boliimde ise, oncelikle fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin tanimi ve siniflandirmasi yapilmig ardindan, tek mertebeden neutral
diferensiyel denklemler i¢in salinim sonuclari sunulmustur. Son olarak, neutral
denklemlerin salimmlihigiyla ilgili literatiirde yer alan ve caligmamiza yon veren

onemli bazi sonuglar 6zetlenmigtir.

Uciincii boliim, tez caligmasinin ana bulgularina odaklanmaktadir. Ilk olarak, ele
alinan problem tanitilmig ve ilgili denklemlerde yer alan fonksiyonlarin hangi
varsayimlar altinda tamimlandigi agiklanmigtir.  Ardindan, sonuclarin ispatinda
kullanilan bazi1 6nciil lemmalarin ispatlari sunulmustur. Son olarak, s6z konusu
neutral denklemin tiim coziimlerinin salinimli olmasini saglayan yeterli kogullar,
ispatlariyla birlikte verilmisgtir. Elde edilen sonuclarin uygulanabilirligi ve cok

yonliiliigii, orneklerle desteklenerek aciklanmigtir.

2



Doérdiinctt (son) boélimde, tgtinct bolimde elde edilen sonuglardan farkl olarak,
neutral diferensiyel denklemler tizerine yapilabilecek yeni ¢calismalar i¢in birkag 6érnek

sunulmus ve ¢oziilmesi gereken acik problemler belirtilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, fonksiyonel diferensiyel denklemlerin genel teorisi hakkinda tez boyunca
kullanilacak genel bilgiler 1tizerinde durulacaktir. Fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin tanim ve siniflandirmasi yapilarak tek mertebeden neutral diferensiyel
denklemler igin salinim sonuclar1 gosterilecektir. Ayrica fonksiyonel diferensiyel

denklemler iizerine literatiirde mevcut olan sonuglar 6zet olarak sunulacaktir.

2.1. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler

Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevleri, bagimsiz degiskenin
(argtiment) farkh degerlerine bagh olarak ortaya gikiyorsa bu tiir denklemlere sapma
argtimentli diferensiyel denklemler (differential equations with deviating arguments)
veya fonksiyonel diferensiyel denklemler (functional differential equations) denir

(Zafer, 1992).

Sapma argtimentli diferensiyel denklemler, birgok fiziksel, biyolojik ve miithendislik
problemlerinde karsimiza cikar. Ornegin, bir biyolojik popiilasyon modelinde,
popiilasyonun biiyiime hizinin yalnizca anlik durumuna degil, gecmisteki biiytime
hizlarima da baglh olabilecegi durumlar olabilir. Bu tiir denklemlerle caligmak,
zamanla degigsen stireclerdeki gecikme, bellek etkisi veya tarihsel bagimliliklar:

modellemek igin oldukg¢a kullanighdir (Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Doga bilimlerinde ortaya c¢ikan problemlere matematiksel model olarak bir adi ya
da kismi diferensiyel denklem karsilik gelir ve uygulamalarda ortaya ¢ikan bir ¢ok
sistemin matematik modeli olusturulurken, sistemin gelecekteki davraniginin
gecmisten bagimsiz olarak, bagimsiz degigkenin tek bir degerine bagl bicimde ortaya
giktigr varsayilir. Buna karsilik, daha rafine bir analiz yapilirsa, bu fikrin gercek
duruma sadece bir ilk yaklagim oldugu ve bir sisteme karsilik gelecek modelin daha
gergek¢i olmast igin, ge¢gmis hafizay1 da (en azindan belirli bir kismini) icermesinin
gerekli oldugu ortaya cikar. Ustelik bazi problemlere karsihik gelen sistemlerin
gecmisle baginin olmadigini diisiinmek modeli anlamsiz hale getirir. Bu yiizden de
sapma argiimentli diferensiyel denklemlerin teorik olarak incelenmesi kaginilmazdir.

Diferensiyel denklemlerde sapma argiimentlerinin bu 6zellikleri uzun siiredir biliniyor

4



olmasina ragmen, ilgili teorinin ayrintili olarak gelistirilmesi son yillarda

gerceklesmistir.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tirevi, bagimsiz degiskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ve en yiiksek
mertebeden tiirevde goriilen bu argiiment, denklemde goriillen diger tim
argiimentlerden daha kiiciik degilse, bu denklemlere gecikmeli (delay, retarded)
diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).

213 — 4
2" (t
(t) + et +1

'(t—11) +sintx(t —e) =0
ve
2" (t) + 52" (t — 4) + VB3x(t — 37) = ¥ In 2t

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler, sistemin anlik durumunun yani sira ge¢gmisteki
durumlarina da dayanarak evrim gosterdigi durumlari modellemek i¢in kullanilir.
Ozellikle biyolojik, miihendislik ve fiziksel sistemlerde, bir degiskenin gelecekteki
degeri, gecmisteki bazi degerlerden etkilenebilir. Bu tiir denklemler, sistemin
dinamigini daha dogru bir sekilde temsil etmek icin énemlidir. Ornek olarak, bir
popiilasyon dinamigi modelinde, bir tiirtin iiremesi sadece mevcut popiilasyona degil,
ornegin, beslenme durumuna veya cevresel faktorlere bagl olarak, gecmisteki
popiilasyona da bagh olabilir (El'sgol’ts ve Norkin, 1973; Hale, 1977; Kolmanovskii
ve Myshkis, 1999).

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tirevi, bagimsiz degiskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ve en yiiksek
mertebeden tiirevde goriilen bu argiiment, denklemde goriillen diger tiim
argiimentlerden daha biiyiik degilse, bu tiir denklemlere ileri tipten (advanced)
diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).
2" (t) = 2" (3t) + L (t + 3) — sint
24 t4 91

>



ve

t
2" (t) = a <t+g> +tf?x(t+57r) —tt =3t +11

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Bu tiir denklemler, geleneksel diferensiyel denklemlerden (6rnegin, klasik diferensiyel
denklemler) farkli olarak, ¢oztiim siireglerinde daha fazla 'gegmigten gelecege" bir
modelleme yaparak, gelecekteki olasi durumlar1 tahmin etmeye yonelik giiclii bir

arag saglar.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiliksek mertebeden
tirevi, bagimsiz degiskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ise ve denklem,
en yiiksek mertebeden tiirevde goriilen bu argiimentten daha kii¢iik ve daha biiyiik
argiimentler igeriyorsa, bu tip denklemlere karma tipten (mixed) diferensiyel denklem

denir (Zafer, 1992).
2" (t) = (sint)z(t)7) — 21a(t + 27) + V't
20 () = (t + 3)2(t — 12) + (Int)a’(t + 2v/3)

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer karma diferensiyel denklemdir.

Karma (mixed) tip diferensiyel denklemler, ge¢mis ve gelecege dair verileri igeren
denklemler olarak 6nemli bir yere sahiptir. Bu tir denklemler, fiziksel, biyolojik,
ekonomik ve miithendisliksel sistemlerin karmasik dinamiklerini modellemek igin
genis bir uygulama yelpazesi sunar. Ornegin biyolojik modellerde, popiilasyon
biiyiikligi ge¢mis (gegmisteki dogum ve 6liim oranlari) ve gelecekteki (gelecekteki
cevresel degisiklikler) verilerin birlegtirilerek modelleme yapilabilir. Yine karma tip
diferensiyel denklemler, ekonomik verilerin ge¢mis ve gelecekteki -etkileriyle
sistemlerin nasil evrilecegini modellemek icin kullamlabilir. Ornegin, bir yatirim

portfoyiiniin performansi, gegmis yatirim kararlari ve gelecekteki ekonomik tahminler

6



tizerinden hesaplanabilir (Edelstein-Keshet, 2005; El’sgol’ts ve Norkin, 1973; Hale,
1977; Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tlrevi, hem sapma argiimentine bagli hem de sapma argiimentine bagli olmadan
ortaya c¢ikiyorsa, bu tir denklemlere nétral veya neutral diferensiyel denklem denir
(Zafer, 1992).

5
" (t) + t—3x'" (t/2) = x(t — m) + cosht

ve
2" (t)+ (£ +t)2" (t+3m) +x(t —7°) =2t — 5t — 1

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer neutral diferensiyel denklemdir.

Neutral diferensiyel denklemler sistemlerin karmasik davraniglarini modellemek icin
gliclii bir aractir. Bu tiir denklemler, bir sistemin ge¢mis ve gelecekteki dinamiklerinin
birbirini nasil etkileyebilecegini arastirirken kullamilir.  Ozellikle, farkh zaman
dilimlerinde etkilegimlerin oldugu, yani bir sistemin ge¢mis ve gelecekteki durumu
arasindaki etkilegsimin énemli oldugu durumlar i¢in uygundur. Dalga hareketlerinin,
gevre kosullarinin etkisiyle zaman i¢inde evrimini modellemek i¢in nétral diferensiyel
denklemler kullanilir. Ornegin, bir su dalgasinin yayilmasi, hem gecmisteki dalga
yiksekligi hem de gelecekteki cevresel faktorlerden etkilenebilir. Bir bagka acidan
ekonomik sistemlerdeki karmagik dinamikler, ge¢mis piyasa verileri ve gelecekteki
ekonomik tahminlerle modellenebilir. Ozellikle finansal piyasalarda, yatirim kararlar
gegmis verilere ve gelecekteki egilimlere dayali olarak almir (El'sgol’ts ve Norkin,

1973; Hale, 1977; Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).



2.2. Tek Mertebeden Neutral Diferensiyel Denklemlerle Ilgili Salinim

Sonuglari

Bu kisimda, tek mertebeden diferensiyel denklemler tizerine literatiirde mevcut olan
bazi énemli salinim sonuglar1 tanitilacaktir. Genel olarak bir diferensiyel denklemin
agikar olmayan bir ¢oziimiiniin sifirlarimin kiimesi tistten sinirli degilse, yani bu
agikar olmayan ¢oziim keyfi sayida yeterince biiyiik sifir yerlerine sahipse, bu ¢oziime
salimimli ¢oziim, aksi takdirde salinimsiz ¢oziim adi verilir. Eger bir diferensiyel
denklemin bitiin ¢oziimleri salinim yapiyorsa bu denklemin kendisine salinimh

denklem denir (Agarwal ve ark., 2004).

Tang, Li, Agarwal ve Bohner, tek mertebeden ileri tipten

() (= 2)") +a(e)" (7)) =0 (2.2.1)

diferensiyel denkleminin salimimliligr ve asimptotik davranis igin,
(i) a ve 8 sayilar, iki pozitif tek tam sayinin orani ve 5 > «;

(i) 7 : [to, 00) — R fonksiyonu, pozitif degerli stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon
ve
/ r=Y(s)ds < oo, r'(t) > 0;
to
(iii) q, 7 : [to,00) — R) siirekli fonksiyonlar, ¢(t) > 0, 7(t) > ¢ ve 7 azalmayan bir
fonksiyon;

sartlar altinda agsagidaki sahmim sonuglarini elde etmigtir (Tang ve ark., 2012).

Teorem 2.2.1. n > 3 bir tek say1 olsun ve

/: e L(ln) /noo Q(S)dS] " dn = oo (2.2.2)

saglansin. Ayrica, A\g € (0, 1) sabiti igin birinci mertebeden

n—1 B
o0+ o0 gy ) #7000 =0




diferensiyel denklemi salimimh olacak sekilde, 6(t) < ¢ ve lim;_, 6(t) = oo sartlarim

saglayan, azalmayan, strekli bir § : [ty,00) — R fonksiyonu var olsun. Eger,

w@):ilmrlm@ﬁk

olmak tizere, A; € (0,1) sabiti i¢in, birinci mertebeden

B8
() = q(t) (mg);“uww») H9(2(1)) = 0

diferensiyel denklemi salmiml ise, bu takdirde (2.2.1) denkleminin her z(t) ¢6ziimi
ya salmimhidir ya da t — oo iken asimptotik olarak sifira yakinsar (Tang ve ark.,

2012).

Sonug 2.2.2. n > 3 bir tek say1 ve a = [ olsun. Ayrica (2.2.2) saglansin ve

t n—1(g))* n—1N°
lim inf/ 4(s) (0" (5)) ds > u
t=oo  J5(t) r(4(s)) e
olacak gekilde, (¢) < t ve lim; ., 6(t) = oo sartlarin saglayan, azalmayan, siirekli
bir § : [tg, 00) — R fonksiyonu var olsun. Eger,

nmmTﬂmW%%wmmf@>

t—o00 t

(n—2)1)"

e

saglaniyorsa, bu takdirde (2.2.1) denkleminin her z(¢) ¢dziimii ya salmimhdir ya da

t — oo iken asimptotik olarak sifira yakinsar (Tang ve ark., 2012).

Sonug 2.2.3. n > 3 bir tek say1 ve a < f olsun. Ayrica (2.2.2) saglansin, 6(t) < ¢
ve limy o, d(t) = oo sartlarim saglayan, azalmayan, siirekli tirevlenebilir bir ¢ :

[to, 00) — R fonksiyonu var olsun. Dahasi,

/ : —
@'(t) >0 ve lim o(t) = oo,



ve

5"_1(t) ﬁ _@(t)
qt) 7m0y ) €
lim inf Q (Tl/ (5(t)))
t—o00 (p’(t)

olacak gekilde stirekli tiirevlenebilir bir ¢ : [tg, 00) — R fonksiyonu var olsun. Eger,

>0

B

((n—2))

(&

7(t)

liminf [ q(s)(7"(s)u(r(s))) ds >

t—o00 t

ya da

[ ats) (72 )(r(s)) ds = oo

to
saglaniyorsa, bu takdirde (2.2.1) denkleminin her z(¢) ¢6zlimii ya salimmhdir ya da

t — oo iken asimptotik olarak sifira yakinsar (Tang ve ark., 2012).

Ornek 2.2.4. t > 1 icin, iiciincii mertebeden ileri tipten
(eta:”(t))/ +4e22(t4+1) =0 (2.2.3)

diferensiyel denklemini goz 6ntine alalim. 6(¢) = ¢ — 1 olsun. Sonug 2.2.2’in butiin
sartlarinin saglandigr kolaylikla gosterilebilir. Bu yiizden de (2.2.3) denkleminin
her ¢oziimii ya salimmhdir ya da ¢t — oo iken asimptotik olarak sifira yakinsar.
Gergekten de z(t) = e 2 fonksiyonu, (2.2.3) denkleminin béyle bir ¢oziimiidir (Tang
ve ark., 2012).

Simdi, tek mertebeden neutral diferensiyel denklemler i¢in verilen salinim teoremleri
tizerinde duracagiz. [ pozitif tek tam sayilarin bir oran1 ve n > 3 bir tek dogal say1

olmak ftizere, tek mertebeden
y () + q)P (7)) =0, t>ty>0, (2.2.4)

diferensiyel denklemini

neutral terimi ile birlikte goz 6niine alan Grace ve Jadlovska, (2.2.4) denkleminin

¢oziimlerinin kalitatif davraniglarini incelerken,

(ci) p,q: [to,00) — [0,00) reel degerli siirekli fonksiyonlar ve 0 < p(t) < 1;

10



(cii) 0,7 : [tp,00) — R ile tamml stirekli tirevlenebilir fonksiyonlar, o(t) < ¢,

7(t) < t, o ve T kesin artan fonksiyonlar ve

firg o(t) = iz 7(8) = oo

(ciii) h(t) := o7 (7(t)) < t, B'(t) > 0 ve limy_,o h(t) = 0o

sartlar altinda agagidaki salimm kriterlerini elde etmistir (Grace ve Jadlovska,

2018).

Teorem 2.2.5. (ci) — (ciii) sartlarn saglansin ve kabul edelim ki 7(t) < g(t) <
t ve limy_,o g(t) = oo olacak sekilde stirekli tirevlenebilir ve artmayan bir g :

[to, 00) — (0, 00) fonksiyonu var olsun. Eger bazi ¢q, ¢y € (0, 1) degerleri igin, birinci

mertebeden
c B
X'(t) + ( = 1)!7"—1@)) 4O XP(r(t) =0, (2.25)
n—1 B
v+ (0T sy e o 226

Z@)+(uﬁ?mﬁﬂdavﬁ(Ampingk>ZWMﬁ):0’ (2.2.7)

gecikmeli diferensiyel denklemleri salimml ise, (2.2.4) denkleminin biitiin ¢oziimleri

de salimmhdir (Grace ve Jadlovskd, 2018).

Sonug 2.2.6. (ci)—(ciii) sartlar saglansin ve 8 = 1 olsun. Ayrica 7(t) < g(t) < tve
lim; _,, g(t) = oo olacak sekilde stirekli tiirevlenebilir ve artmayan bir g : [ty, 00) —

(0, 00) fonksiyonu var olsun. Eger,

lim inf t 7" (s)q(s)ds > (n - 1)!, (2.2.8)

t—o00 'r(t) e

11



lim inf /gt (g(s) — 7(s))" q(s)ds > (n=1) (2.2.9)

—00

ve

. t < q(u) (n —2)!
liinf [ b @A S s > (2.2.10)

saglaniyorsa, (2.2.4) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmhidir (Grace ve Jadlovska,

2018).

Sonug 2.2.7. (ci) — (ciii) sartlart saglansin ve 5 € (0,1) olsun. Ayrica 7(t) <
g(t) <t ve limy ., g(t) = oo olacak gekilde siirekli tiirevlenebilir ve artmayan bir

g : [to, 00) — (0, 00) fonksiyonu var olsun. Eger,

/too 2D (5)q(s)ds = oo, (2.2.11)
/t:o(g(s) —7(5))P" Yg(s)ds = 0o (2.2.12)
/whwka/wqgomms:aa (2.2.13)
to s pP(h(u))

saglaniyorsa, (2.2.4) denkleminin biitiin ¢6ztimleri salimimhdir (Grace ve Jadlovska,

2018).
Agagida, (2.2.4) denklemi i¢in bir diger salimim sonucu sunulmustur.

Teorem 2.2.8. (ci) — (ciii) sartlar saglansin ve 3 € (0, 1) olsun. Eger,

oo n—1)!, =1 ise
timsup (700 [ g()ds) > Do C 2214)
t—00 t 0, diger durumlarda
t n—1)!, =1 ise
limsup [ (7(t) — 7(s))* ™ Vg(s)ds > ( ) b (2.2.15)
t—oo Jr(t) 0, diger durumlarda

12



ve

t n—2 — B n — 2)! =1 ise
—— (h (s)(h (1) h(s))) d8>{< I T

t—oo  Jh( p(h(s)) 0, diger durumlarda

saglaniyorsa, (2.2.4) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmhdir (Grace ve Jadlovska,

2018).

Ornek 2.2.9. n bir tek dogal say1, p € (0,1) ve \/o < 1 olacak bigimde A, o € (0, 1)

i¢in, Euler tipi neutral gecikmeli

«

@ﬂ)-naﬂwnmﬁ+wxu@»:o, £>1 (2.2.17)

diferensiyel denklemini goz 6ntine alahm. (ci) — (ciii) sartlar saglandigr kolaylikla
gosterilebilir. g € (A, 1) ve k € (A\/0,1) igin g(t) ~ gt ve k(t) ~ kt ile tanimlayalim.

Bu takdirde, eger

)\"flodnl > (n—1)!
A e

— 1)
(g — )x)”‘lodn1 > (n— 1)
g e

ve

p

g

a(Aylzna (n—1)(n—2)!

- >
A e
saglaniyorsa, Sonug 2.2.6’dan, (2.2.17) denkleminin biitiin ¢oztimleri salinimlidir

(Grace ve Jadlovska, 2018).

Diger taraftan, A. Muhib, I. Dassios, D. Baleanu, S. S. Santra ve O. Moaaz, tek
mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin salimim ve asimptotik davranigimi

aragtirirken, n > 3 olmak iizere, ileri tipten

(a) (6 )") + a0 ((6(0))) =0 (2:218)

fonksiyonel diferensiyel denklemini ve ¥(t) = ¥(t) + p(t)(7(t)) ile tanimh olmak

lizere, neutral tipten

(o) (9 10)") + a7 (w(6(0) =0 (2219)
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diferensiyel denklemini
(ml) & tek tam sayilarm bir orani;
(m2) ¢,p: [to,00) — (0,00) ile tammh siirekli fonksiyonlar ve 0 < p(t) < 1;

(m3) a,7,¢ : [to,00) — R ile tammh siirekli ttrevlenebilir fonksiyonlar, a(t) > 0,

a(t) >0, 7(t) <t <ot) ve

fim 7(0) = oo

(m4) f : R — R ile tammh siirekli bir fonksiyon, k bir reel sabit olmak tizere

f() = k™ ve

t 1
t — oo iken m(t) ::/t alT(s)ds%oo
0

sartlar altinda incelemis ve agagidaki sonuglar elde etmigtir (Muhib ve ark., 2021).

Burada yazimda kolaylik olmasi acisindan, {hm(t)}oo_o stirekli fonksiyonlarin bir

dizisi olmak tizere

ho(t) = kW (1), k € (0,1) bir sabit

Sn—?

Kk o0
plrt1)/s d =0.1.2, ...
2)‘ /t m (S> al/){(S) 87 m ) ) b )

hm+1 (t) - ho(t) + (n _

Ko

vt = 7ot (“) (1= woten) o

ve

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.2.10. Kabul edelim ki
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olmak tlzere

(n—2)!
(fi—l- 1)(/4-1-1)/.%

1 /oo Sn—ZT(n—i—l)/n(S)
t

d
al/ﬁ(s) 5>

lim inf

minf x s (2.2.20)

ve

/t:o Swal/i(s) (/OO q(U)du> s = oo (2.2.21)

sartlar1 saglansin. Bu takdirde (2.2.18) denkleminin her salmimsiz ¢ (t) ¢oziimii igin

fr vt =0
kalir (Muhib ve ark., 2021).
Teorem 2.2.11. Eger
.1 oo gn 2l /R (g) (n—2)!
ve
/ s"20(s)ds = oo (2.2.23)
to

kaliyorsa, bu takdirde (2.2.19) denkleminin her salinimsiz ¢ (t) ¢éztimi igin

lim ¢(t) =0

t—o00

kalir (Muhib ve ark., 2021).

Teorem 2.2.12. Kabul edelim ki (¢) fonksiyonu (2.2.19) denkleminin salinimsiz

bir ¢6ztimii olsun ve (2.2.23) saglansin. Eger baz k € (0, 1) degerleri i¢in

Afmw(ﬂQY%O—pw@D”

k t n—2
X exp ( " . h,%)/“(s)s)ds> dt =00, m=0,1,... (2.2.24)

al/s(s
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ise, bu takdirde
lim ¢(t) =0

t—o00

kalir (Muhib ve ark., 2021).

Teorem 2.2.13. Kabul edelim ki (¢) fonksiyonu (2.2.19) denkleminin salinimsiz

bir ¢oziimi olsun ve (2.2.23) saglansin. Eger baz1 k € (0,1) ve h,,(t) degerleri igin

tm(n—l)

li k B (t M 2.2.25
imsup k—s—hn(t) > ((n = 1)) (2.2.25)
ise, bu takdirde

Jim (#) =0

kalir (Muhib ve ark., 2021).

Ornek 2.2.14. Uciincii mertebeden

(tw"(£)*) + %w?’(%) =0 (2.2.26)

ile verilen diferensiyel denklem, ¢ > % icin Teorem 2.2.10’in bitiin sartlarini

sagladigindan, gg > % i¢in (2.2.26) denkleminin her salinimsiz ¢éziimi asimptotik

olarak sifira yakinsar (Muhib ve ark., 2021).

Ornek 2.2.15. pg ve o reel sabitler, go > 0, A € (0,1) ve @ > 1 olmak iizere

(72wt + moen)) ")+ o =0 (22.27)

ile verilen ti¢lincti mertebeden neutral diferensiyel denklem, Teorem 2.2.11’in biitiin
sartlarmi sagladigindan, (2.2.27) denkleminin her salimimsiz ¢oziimi ¢ — oo iken

asimptotik olarak sifira yakinsar (Muhib ve ark., 2021).
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3. SALINIM TEOREMLERI

3.1. Tek Mertebeden Dagilimli Sapma Argiimentli Neutral Diferensiyel

Denklemler I¢in Salinim Sonuclar:

Bu bolimde, t >ty > 0,0 < a < b < 0o, n > 3 bir tek dogal sayi, 8 pozitif tek
tam sayilarin bir oran1 ve 0 < § < 1 olmak ftizere, tek mertebeden dagiliml sapma

argiimentli neutral

(a(0) + p)a(r ()™ + [ alt, 12 G(t, )i = 0 (311)

diferensiyel denklemi gz oniine alinacaktir. Bu boliim boyunca, tekrar belirtmeye

ihtiya¢ duymaksizin

(i) p: [to,00) — R stirekli bir fonksiyon, p(t) > 1 ve yeterince biiyiik ¢ degerleri

igin p(t) # 1;

(i) g : [to,o0) % [a,b] — [0,00) strekli ve [t,,00) X [a,b], t, > to formundaki

herhangi bir aralik tizerinde q(t, p) 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon;

(iii) 7 : [to,00) — R stirekli ve kesin artan bir fonksiyon, t > 7(t) ve

Jin 0) = o
(iv) ¢ : [to, 00) X [a, b] — R siirekli ve ikinci degigkenine gore artmayan bir fonksiyon
ve

lim ¢(t, ) = 00, p € la,b].
sartlarinin saglandigi kabul edilecektir.

(3.1.1) neutral diferensiyel denkleminin bir ¢oziimt ile, t, € [tg, +00) olmak tizere
[ts, +00) Uzerinde x(t) + p(t)z(7(t)) € C™([ts,00),R) ozelligine sahip ve (3.1.1)
denklemini saglayan stirekli bir = : [t,,00) — R fonksiyonu anlagilmalidir. Ayrica,
(3.1.1) denkleminin g6z 6ntine alman her z(t) ¢éztimiiniin saga dogru strdurilebilir

ve agikar olmayan bir ¢6ztim oldugu, yani z(t) ¢dziimiiniin biitin [t,, co) araliginda



taniml ve

sup{|z(t)| : ¢t > T} >0, her T >t, i¢in
oldugu kabul edilecektir.

(3.1.1) denkleminin bu sekildeki agikar olmayan bir x(f) ¢ozimi, eger [t.,o0)
araliginda keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara sahip ise, yani her bir ¢; € [t,, 00)
icin z(t3) = 0 olacak gekilde bir ¢y > t; varsa bu ¢éztime salimimh ¢oziim denir.
Aksi taktirde salmimsiz ¢oziim adim alir. Diger bir deyigle z(t) ¢6ziimi nihai
olarak tek igsaretli ise bu ¢oziime salinimsiz ¢oziim denir. Eger (3.1.1) denkleminin
butiin ¢oziimleri salimiml ise denklemin kendisine salimmhdir (salinimli denklem)

ad1 verilir.

Neutral diferensiyel denklemler, bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tiirevinin, hem sapma argiimentine bagl olmadan hem de bir veya daha fazla
gecikmeli ya da ileri tipten sapma argiimentiyle denklemde yer aldig1 diferensiyel
denklemlerdir. Birgok bilimsel kaynagin (6rn., (Gyori ve Ladas, 1991) monografide
belirtildigi gibi) ifade ettigi tizere, bu tiir denklemler teorik 6énemlerinin yani sira
doga bilimleri ve teknoloji alanlarmda bircok uygulama alanina sahiptir. Ornegin,
kayipsiz iletim hatlar igeren aglarda (kayipsiz iletim hatlarimin anahtar devreleri
birbirine baglamak i¢in kullanildig: yiiksek hizh bilgisayarlarda oldugu gibi), elastik
bir cubuga bagl titresen kiitlelerin incelenmesinde ve baz1 varyasyon problemlerinde
Euler denklemi olarak ortaya c¢ikarlar. Neutral diferensiyel denklemlerin genis
uygulama alanlarimmi ayrintilh  olarak incelemek i¢in Hale’in monografisine

bagvurulabilir (Hale, 1977).

Mgili literatiir gdzden gecirilirse, dagilimh sapma argiimanlari icermeyen {iciincii veya
daha yiiksek tek mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin farkli simiflar igin
¢oziimlerin salinimli davraniginin birgok matematik¢inin dikkatini ¢ektigi ve bircok
ilging sonu¢ sunuldugu ortaya ¢ikmaktadir. Bu konu iizerine yapilan bazi tipik
sonuglar i¢in (Baculikova ve Dzurina, 2010, 2012; Chatzarakis ve ark., 2019a,b; Das,
1994; Dzurina J., Grace S. R. ve Jadlovska 1.; Z. Dosla ve Liska P., 2016; Grace
ve ark., 2012; Grace ve ark., 2019; Graef ve ark., 2017; Grace ve Jadlovska, 2018;
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Graef ve ark., 2002; Graef J. R., 1. Jadlovskéa ve E. Tung; Li T. ve Rogovchenko Yu.
V., 2014; Li ve Thandapani, 2011; Mihalikova ve Kostikova, 2009; Saker ve Graef,
2012; Sun ve Hassan, 2015; Sahin, 2025; Thandapani ve ark., 2014; Tung ve ark.,
2021) gahgmalar1 ve bu ¢aligmalarda bulunan kitap ve makaleler okuyucuya kaynak

olabilir.

Ancak, dagihmh sapma argiimanlarina sahip ftclincii veya daha yilksek tek
mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin farkli siniflarina ait ¢oziimlerin salimim
davranig1 iizerine nispeten daha az sayida caligma yapilmistir, ve konu tizerindeki
calismalarin ¢ogu siirhi neutral katsayili denklemlere odaklanmigtir. Yani —1 <
po < p(t) <0,0 < p(t) <po <1, ve/veya 0 < p(t) < pp < oo durumlar dikkate
alimarak (bkz. (Candan, 2010; Grace ve ark., 2016; Hassan ve Grace, 2014; Qin ve
ark., 2013; Tian ve ark., 2015; Zhang ve ark., 2012) makaleleri) salimm sonuglari
elde edilmigtir. Neutral katsayr fonksiyonunun tstten sinirsiz oldugu diferansiyel
denklemler hakkinda ise ¢ok az calisma yayimlanmigtir, bkz. {i¢iincii mertebeden

diferansiyel denklemler i¢in (Sun ve Zhao, 2019; Sun ve ark., 2022; Tung, 2017).

Bildigimiz kadariyla, (3.1.1) tipindeki tistten sinirsiz neutral katsay1 fonksiyonlar
iceren tek mertebeden (n > 3) diferensiyel denklemler i¢in, yani t — oo iken p(t) —
oo durumu icin higbir salinim sonucunun olmadigr goriinmektedir. Literatiirdeki
bu boglugun motivasyonuyla, tez ¢aligmamizin amaci (3.1.1) denkleminin salinim
davramginin galigmasim baglatmak ve yalmzca ¢t — oo iken p(t) — oo durumuna
degil, ayn1 zamanda p(t) nin smirh bir fonksiyon oldugu durumda da uygulanabilecek
yeni sonuglar elde etmektir. Burada ele alinan denklem nispeten basit oldugundan,
burada elde edilen sonuclari daha genel salinim sonuglar1 elde etmek icin sinirsiz
neutral katsayili daha genel diferensiyel denklemlere genigletmek miimkiindiir. Bu
nedenle, mevcut caligmanin sinirsiz neutral katsayili ve dagilimli sapma argiimanlarina
sahip tek mertebeden diferensiyel denklemler i¢in salinim teorisindeki boslugu kismen

dolduracagi umulmaktadir.

Okuyucuya kolaylik olmasi acisindan, 7! ifadesi 7'nun ters fonksiyonunu gostermek
tizere, k € (0,1) icin

2(t) := a(t) + p(H)x(7 (1)),
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01(t) == 6(t,0),  do(t) :=6(t,a), (J'(t))4 := max(0,0'(t)),

b b
0(t) :Z/a q(t, p)pr(o(t, p))dp,  ve  ga(t) :Z/a q(t, p)p2(@(t, p))dp
notasyonlar1 kullanilacaktir.

Ana sonuglarim ispatinda kullanilacak olan

(v) oyle bir t, > ty noktas: ve k € (0,1) sabiti vardir ki, her ¢ > ¢, i¢in

N L
<T<t)> e <1 (3.1.2)

saglanir;

ek hipotezine ihtiyag duyulmaktadir. Ayrica (v) hipotezindeki (3.1.2) sartinin p; (¢)

fonksiyonunun negatif olmamasini garanti ettigine dikkat edilmelidir.

Tez ¢aligmasi boyunca, tiim fonksiyonel egitsizliklerin yeterince biiyiik her ¢ igin
gegerli oldugu kabul edilecektir. Ayrica genellikten 6diin vermeden, eger x(t) fonksiyonu
(3.1.1) denkleminin bir ¢éziimiiyse, —z(t) fonksiyonu da bir ¢éziim oldugundan,

(3.1.1) denkleminin yalnizca pozitif ¢oziimleriyle ilgilenilecektir.
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3.2.  Ana Sonuglar

Ana sonuglarimizin ispatinda kullanilacak olan asagidaki yardimci lemmalarla

baglayalim.

Lemma 3.2.1. (Philos, 1984, Lemma 1) f : [T,00) — (0,00) fonksiyonu n-inci
mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f(t) fonksiyonu da [T, 00)
araliginda nonpozitif, ayrica 7" > T igin [T", co0) araliginda 6zdes olarak sifir olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde T* > T" olacak sekilde 6yle bir [T*, 00) araligi ve
n + ¢ tek say1 olacak gekilde [0,n — 1] arahginda 6yle bir ¢ tam sayis1 vardir ki,

t € [T, 00) igin

j=4,....n—1oldugunda (=) f9It) > 0,

i=1,...,0—1vel>1oldugunda fOt) > 0

kalir.

Lemma 3.2.2. (Philos, 1984, Lemma 2) Kabul edelim ki f(¢) fonksiyonu Lemma
3.2.1’de oldugu gibi tammmlansin ve T* > T" > ¢, degerleri de Lemma 3.2.1°de f(t)
fonksiyonu igin belirlenen degerler olsun. Eger lim; ., f(t) # 0ise, 0 < A < 1 olacak
bigimdeki her A sabiti i¢in, dyle bir 7** > T™* /X vardir ki, her t > T** igin

ft) = D (1)

(n—1)!
saglanir.

Lemma 3.2.3. (Baculikovd ve Dzurina, 2013, Lemma 1) Kabul edelim ki f(¢)
fonksiyonu 7% > T" > t, i¢in Lemma 3.2.1'de oldugu gibi tanmimlansin ve ¢ > 1
degeri de Lemma 3.2.1’de f(t) fonksiyonu i¢in belirlenen deger olsun. Bu durumda
T** > T* olacak sekilde dyle bir [T** c0) araligr vardir ki, her x € (0,1) sabiti ve

t > T* icin

(3.2.1)

kalir.
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Lemma 3.2.4. Kabul edelim ki z(¢) fonksiyonu, her t > ¢; € [ty, 00) i¢in (3.1.1)

denkleminin nihai pozitif bir ¢oziimu olsun. Bu taktirde her ¢ > 5 i¢in
2(t) >0, 2(t)>0, 2'(t)>0, 2Vt)y>0, 2"() <0, (3.2.2)

ya da
(=1)29() >0, j=0,1,2,---,n—1, ve 2™(t) <0 (3.2.3)

olacak sekilde bir to > t; vardir. Ayrica eger (3.2.2) saglanirsa, her x € (0, 1) sabiti

i¢in 6yle bir ¢, > ty vardir ki

t /
<t(f_<13/ﬁ> <0, t>t, (3.2.4)

kalir.

Ispat. Kabul edelim ki z(¢) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin salinim yapmayan bir
¢Oztimi olsun. Genelligi bozmaksizin, her ¢ > ¢, i¢in x(t) > 0 ve x(7(¢)) > 0 olacak
sekilde bir t; € [ty,00) ve x(o(t, 1)) > 0 olacak sekilde bir (¢, u) € [t1,00) X [a,d]
vardir. Bu durumda z(t) = z(t) + p(t)z(7(¢)) > 0 ve (3.1.1) denkleminden

20(e) = — [ gtt, ) (9(6, 1) < 0

oldugu kolaylikla goriilebilir. Lemma 3.2.1°den, 6yle bir ty > ¢y ve £ € {0,2,4,...,n—

1} ¢ift tam sayis1 vardir ki, her ¢ > ¢, igin

j=4,...,n—1, icn (1)U >0

¢>1 oldugundai=1,...,/—1 igin z(i)(t) >0
kalir. Buradan, ¢ > 2 i¢in (3.2.2) ve ¢ > 0 i¢in (3.2.3) ifadeleri elde edilir.

Simdi, kabul edelim ki her ¢ > t5 i¢in (3.2.2) saglansin. Bu durumda (n—1) > ¢ > 2
oldugundan, (3.2.1) goz 6ntine alinirsa, 6yle bir ¢, > t5 vardir ki her x € (0, 1) sabiti

ve her t > t, icin




ve buradan da

tn=1)/K Kktm—1)/r+1 <0 for ¢ > tn,

( 2(t) )lzmtz’(t)—(n—l)z(t)

elde edilir. Yani (3.2.4) saglanir ve ispat tamamlanir.

3.3. Temel Sonucglar

Tez ¢alismamizin bu boliiminde, (3.1.1) denkleminin biitiin ¢éztimlerinin saliniml

olmasini garanti eden bazi yeni teoremler verilecektir.

Teorem 3.3.1. (i)-(v) sartlarmin saglandigini ve her t > ¢ igin ¢o(t) < n(t) < 7(¢)
olacak gekilde siirekli bir 7 : [tg, 00) — R fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim.
Eger,

B
Y1)+ (9" (D) (9(1) = 0. (33.1)

((n— D))

ve

Tt D - AP el ) =0 (332)

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemleri salinimli olacak gekilde bir 0 <

w'(t) +

A1 < 1 sabiti varsa, bu takdirde (3.1.1) denkleminin biittiin ¢dziimleri salinimhdur.

Ispat. Aksine kabul edelim ki 2(t) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin salmim yapmayan
bir ¢éziimi olsun. Genelligi bozmaksizin, her ¢t > ¢; icin x (t) > 0, = (7(t)) > 0 ve
(t,p) € [t1,00) X [a,b] igin z(¢(t, 1)) > 0 olacak gekilde bir ¢; € [ty, 00) vardir. Bu
durumda,

2(t) = x(t) + p(t)(r(t))

fonksiyonu ¢t > t; olacak bigimdeki her ¢ > ¢4 i¢in (3.2.2) ya da (3.2.3) durumlarindan

birini saglar. z(¢)nin tanimidan

L -1 —z(r!
o) = gy 0T O) = )]
> A1) ! ) (333)
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oldugu goriiliir.  (i74) sartindan, 7'nun ters fonksiyonu olan 77! fonksiyonu da
artandir, tistelik ¢+ < 771(¢) oldugu goriiliir. Buradan da,

-1 —1/—1

T () <7 (17 (1)) (3.3.4)
esitsizligine varilir.

Once (3.2.2) durumunu goz éniine alahm. Bu durumda, her ¢ > ¢, igin (3.2.4)

saglanacak gekilde t,, € [t2,00) vardir. (3.2.4) ve (3.3.4) esitsizliklerinden

(e  0) M G )
(7_1(t))(n—1)/n (3.3.5)

2 (r ) <
elde edilir. (3.3.5) ifadesi (3.3.3) i¢inde kullanilirsa, her ¢ > t; igin
z(t) > pi(t)z(77(t)) (3.3.6)

elde edilir. lim;_,,, ¢(t, 1) = 0o oldugundan, Oyle bir t3 > ¢, segilebilir ki her ¢ > t3
icin @(t, u) > t, kalir. Bu yiizden de (3.3.6) ifadesinden, her ¢ > ¢3 igin

(¢, 1)) = pr((t, 1) 2(m~ (0(L, 1)),

ve dolayisiyla t4 > t3 olacak bicimdeki her t > t4 icin

22($(t, 1) = PV (o(t, 1)) (Tt 1)) = pa((t, )27 (77N (0(E ) (3:3.7)

elde edilir. (3.3.7) esitsizligi (3.1.1) denklemi iginde kullanilirsa

2000+ [ aft w006, 10) (@) du <0 (338)

diferensiyel esitsizligi elde edilir. 7(¢) ve z(t) fonksiyonlar1 artan ve ¢(t, i) fonksiyonu

da p degigkenine gore artmayan oldugundan, (3.3.8) ifadesinden her t > ¢, igin

00+ ottt ) # (7 6(0) <0
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ya da
Z() + ()2 (g(t) <0 (3.3.9)

yazilabilir. lim; . 2(t) # 0 oldugundan, Lemma 3.2.2 kullanilirsa, her A € (0, 1)

i¢in, oyle bir t\ > t4 vardir ki

A

T

"L mD(), ¢ >ty dcin (3.3.10)

kalir. lim; o, g(t) = oo oldugundan, her ¢ > ¢5 i¢in g(t) > t, olacak sekilde t5 > ¢,

secilebilir. Dolayisiyla, (3.3.10) esitsizliginden, her t > t5 igin

z2(g(t) = gt ()" (g(1) (3.3.11)

(n—1)!

yazilabilir. (3.3.11) egitsizligi (3.3.9) i¢inde kullanilirsa, her ¢ > t5 igin

B

(n) Bn=1)(4) (5(n=1) ’
00+ () a0s 0 () <o (33.12)
sonucuna varihr. (3.3.12) ifadesinde y(t) = z("~Y(¢) olarak tammlanirsa, y(t)

fonksiyonunun her A € (0, 1) igin, birinci mertebeden
B

YO+ a0 9l0) <0 (33.13)

((n =17 B

gecikmeli diferensiyel egitsizliginin pozitif bir ¢oziimi oldugu goriiliir. Bu ytizden
de ( Philos, 1981, Theorem 1) kullanilirsa, her A € (0,1) i¢in (3.3.1) diferensiyel
denklemi de pozitif bir ¢éziime sahip olur ki, bu da (3.3.1) denkleminin salinimh

olmasi ile geligir.

Simdi (3.2.3) durumunu goz 6niine alahm. Bu durumda, 2/(¢) < 0 oldugu kullanilirsa,
(3.3.4) ifadesinden
27 @) = 2(r 7N (7)) (3.3.14)

oldugu goriliir. (3.3.14) esitsizligi (3.3.3) iginde kullamlirsa, her ¢ > ¢, igin
w(t) = pa(t)2(r7 (1)),
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ve buradan da, t3 > t5 olacak bigimdeki her ¢ > t3 i¢in

22(0(t, 1)) = ph(6(t, )2 (771 (6(t, 1)) = pa(b(t, 1)) 2" (7 (@t ), (3.3.15)

elde edilir. (3.3.15) ifadesi (3.1.1) denkleminde yerine yazilirsa, her ¢ > t4 igin

() + ()2 (M) <0 (3.3.16)

diferensiyel esitsizligi saglanir. j = 0,1,2,--- ,n—1icin (=1)720)(¢) > 0 ve 2™ (1) <

0 oldugundan, t, < u < v icin

2(u) > %z("l)(v) (3.3.17)

oldugu kolaylikla goriilebilir. ¢o(t) < n(t) ve 7(t) artan oldugundan, 771(¢s(t))

IA

774 n(t)), yani h(t) < £(t) sonucuna varihr. (3.3.17) esitsizliginde u = h(t) ve
v = &(t) dersek, her t > t, igin

h(t)) > 3.
<((0) > S0 (3319
elde edilir. (3.3.18) esitsizligi (3.3.16) ifadesinde kullanilirsa, her ¢ > ¢, i¢in
1
(1) 4+ —————qo(t) [€(t) — R(£)]P ) (2D b < 3.
200) + g0 6O —AOPT U@ <0 (3319)
sonucuna varihr. (3.3.16) ifadesinde w(t) = z~Y(¢) olarak tanmimlamrsa, w(t)
fonksiyonunun, birinci mertebeden gecikmeli
W)+ —— (1) [6(5) — (B W E(1) < 0 (3.3.20)
((n —1)1)7 N

diferensiyel esitsizliginin pozitif bir ¢dziimii oldugu goriiliir. Ispatin geri kalan kism,
(3.2.2) durumunun ispatina tamamen benzer oldugundan ayrintilara yer verilmemistir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemlerin salinimi i¢in, iyi bilinmektedir

ki, ¥, 0 € C([ty,0),R), ¥(t) >0, o(t) < t, ve lim;, 0(t) = oo olmak tzere, eger

lim inf t P(s)ds > 1, (3.3.21)
t—o0 o(t) e
ise
Z'(t) + )z (o(t)) =0 (3.3.22)

denklemi sahmimhdir ( Koplatadze ve Chanturiya, 1982). Buna gore, Teorem 3.3.1

kullanilarak asagidaki salinim sonucu elde edilir.

Sonug 3.3.2. (i)-(v) sartlarmin saglandiginmi, § = 1 oldugunu ve her t > ty igin
Pa(t) < m(t) < 7(t) olacak sekilde siirekli bir 1 : [ty,00) — R fonksiyonunun var

oldugunu kabul edelim. Eger,

t —1)!
lim inf /g(t) qi(s)g" ' (s)ds > (n . ok (3.3.23)
ve
t —1)!
lim inf e @ (s) [€(s) — h(s)]" " ds > (n . ) (3.3.24)

ise, bu taktirde (3.1.1) denklemi salinimhdir.

Ispat. (3.3.23) ifadesinden,

t —1)!
liginf)\l/ q1(s)g"*(s)ds > (n—1)

q(t) €

olacak gekilde pozitif bir A\; € (0, 1) sabiti segilebilir. Burada (3.3.21) and (3.3.22)
gbz Ontine alinarak ve Teorem 3.3.1 kullanilarak, Sonu¢ 3.3.2’in hiikiimleri direkt

olarak elde edilir.

Sonug 3.3.3. (i)-(v) sartlarimin saglandigimi, § < 1 oldugunu ve her t > ty igin
oo(t) < m(t) < 7(t) olacak sekilde siirekli bir n : [tg,00) — R fonksiyonunun var

oldugunu kabul edelim. Eger,

[ ag V@it = oo (3.3.25)

to
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ve

/ T @) E@) = h()]P "V dt = oo, (3.3.26)

to

ise, bu taktirde (3.1.1) denklemi salinimhdir.

Ispat. Aksine kabul edelim ki 2(t) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin salmim yapmayan
bir ¢éziimu olsun. Genelligi bozmaksizin, her ¢t > ¢ icin x (t) > 0, = (7(t)) > 0 ve
(t,u) € [t1,00) X [a,b] igin x(o(t, 1)) > 0 olacak sekilde bir ¢, € [tg, 00) vardir.
Teorem 3.3.1’in ispatinda izlenen yol aynen tekrar edilirse, her ¢t > t5 i¢in (3.3.13) ve
her ¢ > t4 i¢in (3.3.20) ifadelerine ulagilir. ¢(t) <t ve y(¢) fonksiyonunun da pozitif

ve azalan oldugu kullanilirsa, (3.3.13) esitsizliginin

y'(t) + Mi\ﬁl)!)gql(t)gﬁ("l)(t)yﬁ(t) <0

ya da
/ B
0+ T O <o e

formunu aldigy goriilir. (3.3.27) ifadesi ¢5'ten t’ye kadar integrallenirse

¢ _ B 1-8
/t5 0(s)g?" VD (s)ds < ((n 3 1)!> y11 _(;5) < oo ast— oo,

elde edilir ki bu sonug (3.3.25) ile celisir. Ispatin geriye kalan kismi £(t) < t oldugu
(3.3.20) esitsizligi kullanilarak kolaylikla elde edilebilir. Ayrintilara yer verilmemistir.

Simdi, ¢(t, p) fonksiyonunun ilk degigkenine yani t’ye gore azalmayan oldugu kabulii

altinda, asagidaki salinim sonucu verilecektir.

Teorem 3.3.4. Kabul edelim ki (7)-(v) sartlar: saglansin, her ¢ > t¢ igin ¢o(t) < 7(¢)
ve ¢(t, u) fonksiyonu da ilk degiskenine gore azalmayan olsun. Ayrica kabul edelim

ki, her £ > 0 icin

‘ s B(n—1)/x n— ONELB((5 (s )2
liiriigp ; lé(s)ql(s) <g()> ! 4)\2!;(”1()(51;(?) ) ds =00, (3.3.28)
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kalacak sekilde pozitif bir § € C'([tg, 00), R) fonksiyonu var olsun ve

t -, if g =
fimsup [ 02(5) [1(6) ~ h()" " ds > -1 ifs=1, (3.3.20)

tmvoo Jh{t — 0, if B <1

saglansin. Bu taktirde (3.1.1) denkleminin biitiin ¢éziimleri salimmhdir.

Ispat. Aksine kabul edelim ki 2(t) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin salmim yapmayan
bir ¢éziimi olsun. Genelligi bozmaksizin, her ¢t > ¢; icin x (t) > 0, = (7(t)) > 0 ve
(t,u) € [t1,00) X [a,b] igin z(¢(t, 1)) > 0 olacak sekilde bir ¢; € [ty, 00) vardir. Bu
durumda, 6yle bir ¢ > t; bulunabilir ki, her ¢ > ¢, i¢in z fonksiyonu (3.2.2) ya da

(3.2.3) durumlarindan birini saglar.

Kabul edelim ki (3.2.2) saglansin. Teorem 3.3.1in ispatindaki yol izlenirse, her t > t4

i¢in tekrar (3.3.9) ifadesine ulagihir. Burada, ¢ > ¢4 i¢in

Z(n—l) (t)

w(t) =805

(3.3.30)
ile tanimhi Riccati doniigimini tammlayalim. (3.3.30) esitligi diferensiyellenir ve
(3.3.9) kullanilirsa,

2(g(t)) Z(H)z"D()

w(t) —d(t)q (t)T(t) - 55(75)25_1(’5)2T(t) (3.3.31)

elde edilir. lim;_,, 2/(t) # 0 oldugundan, Lemma 3.2.2’den dolay1, 0 < A < 1 olacak

bi¢imdeki her A\ degeri icin oyle bir ¢y > t, vardir ki, her ¢t > ¢, i¢in

A
(n—2)!

Z(t) > 220 (p) (3.3.32)

kalir. 2"~ (¢)'nin [ty, 00) {izerinde pozitif ve azalan oldugu kullanilarak, her t > 3
icin

D) < ¢ (3.3.33)
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kalacak gekilde bir ¢ > 0 sabiti ve t3 > to vardir. (3.3.33) ifadesi t3'den t’ye kadar

n — 1 defa ardigik olarak integrallenirse, t > t4 € [t3,00) ve k > 0 igin
2(t) < k™! (3.3.34)

elde edilir. z(t)/t"~V/% artmayan ((3.2.4)e bkz.) ve g(t) < t oldugundan,

2(9() o <g(t)>("1)/n (3.3.35)

t

elde edilir. (3.3.32), (3.3.34) ve (3.3.35) ifadeleri (3.3.31) iginde kullanilirsa, her

t >ty icin

/ B(n—1)/k B(n—1)—1
w0 < G0~ smin (40) - A 63330

oldugu gortiliir. Bu son esitsizlik, w’ya gore kareye tamamlanirsa,

(3.3.37)

g<t>>ﬂ<"‘”/“ L (= WP (@ (1))
t t

w'(t) < —0(t)q.(t) ( AN =1=15(¢)

bulunur. (3.3.37) esitsizligi ¢,'ten t’ye kadar integrallenirse

‘ s B(n—1)/x n— INELB((5 (s )2
/t4 [(5<S)q1(8) (9()>  (n=2)P(((s)+) ds < w(ty),

s 4N\BsP—D=15(s)
sonucuna varilir ki bu da (3.3.28) ile gelisir.

Simdi (3.2.3) durumunu goz 6niine alalim. Teorem 3.3.1’in ispatinda izlenen yol
tekrar edilirse, her t > ¢4 i¢in tekrar (3.3.16) ve (3.3.17) ifadeleri elde edilir. (3.3.16)
ifadesi h(t)’den t’ye kadar integrallenirse,

2D (n(t)) > 42(5)2° (h(s))ds (3.3.38)
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elde edilir. ¢ fonksiyonunun ¢ degiskenine gore azalmayan oldugu kullanilarak, ¢ >

s >ty i¢in, (3.3.17) ifadesinden

oldugu goriiliir. Bu son esitsizlik (3.3.38) iginde kullanilirsa,

1- 1 t
5>

2 [ P () )~ T

2D (h(t))]

bulunur. ¢ — oo iken bu son esitsizligin her iki tarafinin lim sup’u alinirsa, (3.3.29)

ile geligki elde edilir. Bu celigki ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.5. Kabul edelim ki (¢)-(v) sartlar: saglansin, her ¢ > t, icin ¢o(t) < 7(¢)
ve ¢(t, 1) fonksiyonu da ilk degiskenine yani ¢’ye gore azalmayan olsun. Ayrica kabul

edelim ki, her £ > 0 i¢in

" B(n=1)/k _ '
lim sup [5(8)(]1(3) (g(j)> _ (n= DIOD)) ds = oo (3.3.39)

t—o00 to )\kjﬁ_lsﬁ(n—l)

ve (3.3.29) saglanacak sekilde pozitif bir § € C*([tg,00),R) fonksiyonu var olsun.

Bu takdirde (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salmimhdir.

Ispat. Aksine kabul edelim ki 2(t) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin salmim yapmayan
bir ¢oziimi olsun. Genelligi bozmaksizin, her ¢ > t; i¢in = (t) > 0, = (7(t)) > 0 ve
(t,u) € [t1,00) X [a,b] igin x(o(t, 1)) > 0 olacak sekilde bir ¢, € [tg, 00) vardir.
Bu durumda, 6yle bir t5 > ¢; bulunabilir ki, her ¢ > ¢, i¢in z fonksiyonu (3.2.2)
ya da (3.2.3) durumlarindan birini saglar. Eger (3.2.3) saglanirsa, Teorem 3.3.1’in
ispatinda oldugu gibi, (3.3.29) ile geligki elde edilir.

Kabul edelim ki (3.2.2) saglansin. Bu takdirde, her ¢ > t4 igin (3.3.31), (3.3.34)
ve (3.3.35) ifadeleri tekrar gegerlidir. (3.3.34) ve (3.3.35) sfadeleri (3.3.31) i¢inde
kullanilir ve (3.3.10) dikkate alinarak, her ¢ > ¢, i¢in

/ (n—1)/k
w’(t) < (n — 1)‘(5 (t))-i- _ 5(t)q1(t) (g(t)>ﬁ (3340)

\eB—1¢B(n—1) t
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oldugu goriliir. (3.3.40) esitsizligi t4’den t’ye kadar integre edilirse,

' s B(n—1)/x n— IS
[ [6<s>q1<s> ()7 DO s < e

)\kjﬁ_lsﬁ(”_l)

bulunur ki, bu sonug (3.3.39) ile geligir ve ispat tamamlanir.

Uyar1 3.3.6. Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar (iv) sart1 ile tammlanan ¢
fonksiyonunun ikinci degigskenine yani p’ye gore azalmayan olmasi durumunda da

gecerlidir. Bu durumda,

$1(t) == o(t,b) yerine ¢, (t) := (¢, a)

ve

Pa(t) == ¢(t,a) yerine ¢,(t) := ¢(t,b)
olarak tanmimlanmalidir.

Tez ¢aligmasi elde edilen sonuglarin uygulanabilirligini ve 6nemini gosteren agagidaki
ornekler ve uyarilar ile tamamlanacaktir. Ilk 6rnekte p fonksiyonu sabit secilerek
sinirli neutral terim igeren bir fonksiyonel diferensiyel denklem goz 6niine alinmig,
ikinci 6rnek ise t — oo iken p(t) — oo olacak sekilde neutral katsay: fonksiyonunun

iistten sinirsiz oldugu bir denklem igin verilmigtir.

Ornek 3.3.7. t > 6 i¢in, tek mertebeden

AYLLE t 1
2(t) + 2%z (2” + %“x (6 + u) dp =0 (3.3.41)

neutral denklemi verilsin. Bu denklemde p(t) = 22", q(t,u) = qou/t", = 1,
T(t) = t/2, ve ¢(t,u) = t/6 + 1/p oldugu gorilmektedir. Bu durumda (i) — (iv)

sartlarinin saglandigi ve
TOHt) =2t 7T (1) =4t g(t) = (£ +3)/3,

h(t)=(t+6)/3,n(t)=(t+4)/4ve&(t)=(t+4)/2
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olacagi kolaylikla gortlebilir. k = 1/2 segilirse

( t > (n=1)/k 1 B 1
7(t) pt) 4
elde edilir, yani (v) sarti1 da saglanir.
3 92 _ | 940 3¢0(22" — 1)
P(t) = Gz 22(t) = 55— ) = gy ve @) =

oldugundan, Sonug 3.3.2’den dolay1,

" N {22”+33”_3(n —1)! 23" 2(n — 1)!} 253" 2(n — 1)
0 X =

eln3 " (22 —1)eln2 | (220 —1)eln2
olmasi durumunda (3.3.41) denklemi salinimh olur.

Ornek 3.3.8. ¢t > 12 olmak tizere,

t " 2(]0# 3/5 t 1
t) +tx| = 4 -4+ —)dp=20 3.42
[:13( )+ x(Q)] * 1 13/5" 4 * I a (3:342)

denklemini inceleyelim. Bu denklemde p(t) = ¢, 7(t) =t/2, a =1, b =2, q(t,n) =
qop/t3°, @(t, 1) = t/4+1/u ve 8 = 3/5 oldugu goriilmektedir. (i) — (iv) sartlarinin

saglandig ve
o1(t) = (t+2)/4, (t) = (t+4)/4, 77 t)=2t 7' (77(1)) =4,

gt) = (t+2)/2, h() = (t+4)/2, n(t) = (t+3)/3. &) = (2t+6)/3

oldugu kolaylkla goriilebilir. x = 2/3 alimirsa,

N 82
Q@) p(t) t =3

oldugu goriliir, yani (v) sart1 da saglanir. Ayrica

5 47 5¢oIn7/4

47qoIn7/4
n() > o p0) > o ) > "R T T

Ve ()= S
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bulunur. §(¢) = t segilerek (3.3.28) sartinin saglandigi ve ayrica direkt bir hesaplama
ile (3.3.29) sartimin da saglandigy goriilebilir. Bu yiizden de Teorem 3.3.4’den dolayn,

(3.3.42) denkleminin butiin ¢oziimleri salimmhdir.

Not 3.3.9. Bu boliimde sunulan sonuclar ”Differential Equations & Applications”
dergisinde "Oscillation criteria for odd-order neutral differential equations with
distributed deviating arguments” basiligiyla bilimsel arastirma makalesi olarak

yayimlanmigtir ( Tung ve Sarigiil, 2023).
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde, tez calismasinda elde edilen ana sonuclara ek olarak, elde edilebilecek

yeni sonuglar ve bazi agik problemler notlar halinde verilecektir.

4.1. Tartigsma ve Sonug

Uyar1 4.1.1. Bu tez calismasinda sunulan salimim sonuglari, n > 3 bir tek dogal
say1, r € C ([tg, 00), (0,00)), v pozitif tek tam sayilarin bir orani, ve diger fonksiyonlar

bu ¢alismada tanimlandigi gibi olmak tizere

/OO YY) dt = oo

to

ya da
/ Y (t)dt < oo,
to

sartlar1 altinda, tek mertebeden

(r() (2" Ve +/ (t, )’ ((t, p))dp = 0,

neutral diferensiyel denklemine genisletilebilir.

Uyar:1 4.1.2. (3.1.1) denkleminin salimim davramgini, yeterince biiytik ¢ degerleri
icin p(t) < —1 ve p(t) # —1 sartlarn altinda incelemek oldukea ilging bir aragtirma
konusu olabilir. Bir diger aragtirma problemi de x = 1 i¢cin Lemma 3.2.4’iin uygun
bir varyanti elde edilerek, (3.1.1) denkleminin katsay fonksiyonlarimin uygun sartlari
altinda, elde edilen kriterleri daha da iyilestirecek ve basitlestirecek yeni salinim
sonuglar1 elde etmektir. Buna benzer bir problem n = 3 igin (Graef ve ark.,
2021b) tarafindan incelenmis, ve (Jadlovské ve ark., 2021) tarafindan ayni yontem

genellegtirilmigtir.



KAYNAKLAR

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2001. Oscillation criteria for certain
nth order differential equations with deviating arguments. J. Math. Anal.
Appl., 37, 601-622.

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2002. Oscillation Theory for Second
Order Linear, Half-Linear, Superlinear and Sublinear Dynamic Equations.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Agarwal, R.P., Grace, S.R. ve O’Regan, D., 2003. The oscillation of certain
higher-order functional differential equations. Math. Comput. Modelling,
37, 705-728.

Agarwal, R.P., Bohner, M. ve Li, W.-T., 2004. Nonoscillation and Oscillation
Theory for Functional Differential Equations. Marcel Dekker Inc., New
York.

Baculikova, B. ve Dzurina, J., 2010. Oscillation of third-order neutral differential
equations. Math. Comput. Model., 52, 215-226.

Baculikova, B. ve Dzurina, J., 2012. Oscillation theorems for higher order neutral
differential equations. Appl. Math. Comput., 219, 3769-3778.

Baculikova, B. ve Dzurina, J., 2013. On certain inequalities and their applications
in the oscillation theory. Adv. Differ. Equ., 213, Article ID 165, 1-8.

Bolat, Y. ve Ak, O., 2004. Oscillatory behaviour of higher order neutral type
nonlinear forced differential equation with oscillating coefficients. J. Math.
Anal. Appl., 290(1), 302-309.

Candan, T., 2010. Oscillation of solutions for odd-order neutral functional
differential equations. Electron. J. Differ. Equ., 2010(23), 1-10.

Chatzarakis, G. E., Dzurina, J., ve Jadlovska, I., 2019a. Oscillatory properties
of third-order neutral delay differential equations with noncanonical operators.
Mathematics, 7(12), 1-12.

Chatzarakis, G. E., Grace, S. R., Jadlovska, 1., Li, T. ve Tung, E., 2019b.
Oscillation criteria for third-order Emden—Fowler differential equations
with unbounded neutral coefficients. Complexity, 2019, Article ID 5691758,
1-7.

Das, P., 1994. Oscillation criteria for odd order neutral equations. J. Math.
Anal.Appl., 188, 245-257.

Dzurina J., Grace S. R. ve Jadlovska I., 2019. On nonexistence of Kneser
solutions of third-order neutral delay di®erential equations. Appl. Math.
Lett.,88(2019), 193-200.

Dosla, 7. ve Liska, P., 2016. Comparison theorems for third-order neutral
differential equations. Electron. J. Differ. Equ., 2016, No. 38, 1-13.

Edelstein-Keshet, L., 2005. Mathematical Models in Biology. Classics in Applied
Mathematics Series. STAM.

El'sgol’ts, L. E. ve Norkin, S. B., 1973. Introduction to the Theory andApplication
of Differential Equations with Deviating Arguments. Mathematics in Science
and Engineering, New York.



Grace, S. R., Graef, J. R. ve El-Beltagy, M. A., 2012. On the oscillation of third
order neutral delay dynamic equations on time scales. Comput. Math. Appl.,
63, 775-782.

Grace, S. R., Graef, J. R. ve Tung, E., 2019. Oscillatory behaviour of third order
nonlinear diferential equations with a nonlinear nonpositive neutral term.
J. Taibah Univ. Sci., 13, 704-710.

Grace, S. R., Graef, J. R. ve Tung, E., 2016. Oscillatory behavior of a third order
neutral dynamic equation with distributed delays. Electron. J. Qual. Theory
Differ. Equ., 2016, No 14, 1-14.

Graef, J. R., Tung, E. ve Grace, S. R., 2017. Oscillatory and asymptotic behavior
of a third-order nonlinear neutral differential equation. Opuscula Math.,37(6),
839-852.

Grace S. R. ve Jadlovska, I., 2018. Oscillatory behavior of odd-order nonlinear
differential equations with a nonpositive neutral term. Dynam. Syst. Appl.,
27 (2018), 125-136.

Graef, J. R., Grace, S. R. ve Tung, E., 2019. Oscillatory behavior of even order
nonlinear differential equations with a sublinear neutral term. Opuscula
Math., 39(1), 39-47.

Graef, J. R., Savithri R. ve Thandapani, E., 2012. Oscillatory properties of
third order neutral delay differential equations, Proceedings of the Fourth
International Conference on Dynamical Systems and Differential Equations.
May 24-27, 2002, Wilmington, NC, USA, 342-350.

Graef, J. R., Ozdemir, O., Kaymaz, A. ve Tunc, E., 2021a. Oscillation of damped
second-order linear mixed neutral differential equations. Monatsh. Math.,
194, 85-104.

Graef, J. R., Jadlovska, I. ve Tung, E., 2021b. Sharp asymptotic results for
third-order linear delay differential equations. J. Appl. Anal. Comput., 11,
2459-2472.

Graef, J. R., Jadlovska, 1. ve E. Tung, 2022. New oscillation criteria for odd-order
neutral differential equations. Nonlinear Stud., 29 (2022), 347-357.

Gyori, 1. ve Ladas, G., 1991. Oscillation Theory of Delay Differential Equations
with Applications. Clarendon Press, Oxford.

Hale, J. K., 1971. Functional Differential Equations, Springer-Verlag, New York.

Hale, J. K., 1977. Theory of Functional Differential Equations. Springer-Verlag,
New York.

Hardy, G. H., Littlewood, J. E. ve Polya, G., 1988. Inequalities. Reprint of the
1952 edition, Cambridge University Press, Cambridge.
Hassan, T. S. ve Grace, S. R., 2014. Oscillation criteria for third order neutral

nonlinear dynamic equations with distributed deviating arguments on time
scales. Tatra Mt. Math. Publ., 61, 141-161.
Jadlovska, 1., Chatzarakis, G. E., Dzurina, J. ve Grace, S. R., 2021. On

sharp oscillation criteria for general third-order delay differential equations.
Mathematics, 9, No. 14, 1-18.

Kolmanovskii, V. ve Myshkis, A., 1999. Introduction to the Theory and Applications
of Functional Differential Equations. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

37



Koplatadze, R. G. ve Chanturiya, T. A., 1982. Oscillating and monotone solutions
of first-order differential equations with deviating argument. Differ. Uravn.,
18 (1982), 1463-1465 (in Russian).

Ladde, G.S., Lakshmikantham, V. ve Zhang, B.G., 1987. Oscillation Theory of
Differential Equations with Deviating Arguments. Marcel Dekker Inc., New
York.

Li, T. ve Rogovchenko, Yu. V., 2014. Asymptotic behavior of higher-order
quasilinear neutral differential equations. Abstr. Appl. Anal., 2014 (2014),
Article ID 395368, 1-11.

Li, T. ve Thandapani, E., 2011. Oscillation of solutions to odd-order nonlinear
neutral functional differential equations. Electron. J. Differ. Equ., 2011(2011),
No. 23, 1-12.

Mihalikova, B. ve Kostikova, E., 2009. Boundedness and oscillation of third order
neutral differential equations. Tatra Mt. Math. Publ., 43, 137-144.

Muhib, A., Dassios, 1., Baleanu, D., Santra, S. S. ve Moaaz, O., 2021. Odd-order
differential equations with deviating arguments: asymptomatic behavior and
oscillation. Mathematical Biosciences and Engineering, 19(2), 1411-1425.

Philos Ch. G., 1981. On the existence of nonoscillatory solutions tending to zero
at oo for differential equations with positive delays. Arch.Math.(Basel), 36
168-178.

Philos, Ch. G., 1984. Some comparison criteria in oscillation theory. J. Austral.
Math. Soc. (Series A), 36, 176-186.

Philos, Ch. G., 1989. Oscillation theorems for linear differential equations of
second order. Arch. Math., 53, 482-492.

Qin, G., Huang, C., Xie, Y. ve Wen, F., 2013. Asymptotic behavior for third—order
quasi-linear differential equations. Adv. Differ. Equ., 2013 (2013), Article
ID 305, 1-8.

Saker, S. H. ve Graef, J. R., 2012. Oscillation of third-order nonlinear neutral
functional dynamic equations on time scales. Dynam. Syst. Appl., 21 (2012),
583-606.

Sun, Y. ve Hassan, T. S., 2015. Comparison criteria for odd order forced nonlinear
functional neutral dynamic equations. Appl. Math. Comput.251 (2015),
387-395.

Sun, Y. ve Zhao, Y., 2019. Oscillatory behavior of third—order neutral delay
differential equations with distributed deviating arguments. J. Inequal. Appl.,
2019, Article ID 207, 1-16.

Sun, Y., Zhao, Y. ve Xie, Q., 2022. Oscillation criteria for third-order neutral
differential equations with unbounded neutral coefficients and distributed
deviating arguments. Turk. J. Math., 46, 1099-1112.

Sahin, S., 2025. Novel oscillation conditions for second—order damped differential
equations with bounded and unbounded neutral terms. Journal of
Mathematics, 2025, Article ID 450408, 8 pp.

Tang, S., Li, T., Agarwal, R. P. ve Bohner, M., 2012. Oscillation of odd-order
half-linear advanced differential equations. Communications in Applied
Analysis, 16(3), 349-358.

38



Thandapani, E., Padmavathy, S. ve Pinelas, S., 2014. Oscillation criteria for odd
order nonlinear differential equations with advanced and delayed arguments.
Electron. J. Differ. Equ., 2014, No. 174, 1-13.

Tian, Y., Cai, Y., Fu, Y. ve Li, T., 2015. Oscillation and asymptotic behavior of
third order neutral differential equations with distributed deviating arguments.
Adv. Differ. Equ., 2015, Article ID 267, 1-14.

Tung, E., 2017. Oscillatory and asymptotic behavior of third-order neutral
diferential equations with distributed deviating arguments. Electron. J.
Differ. Equ., 2017, No. 16, 1-12.

Tung, E., Sahin, S., Graef, J. R. ve Pinelas, S., 2021. New oscillation criteria
for third-order differential equations with bounded and unbounded neutral
coefficients. Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., 2021, No.46, 1-13.

Tung, E. ve Sarigiil, M., 2023. Oscillation criteria for odd—order neutral differential
equations with distributed deviating arguments. Differ., Equ. Appl., 15(2),
147-160.

Zafer, A., 1992. Oscillatory and nonoscillatory properties of solutions of functional
differential equations and difference equations. Ph.D. Thesis, Iowa State
University, Ames, lowa.

Zhang, Q., Gao, L. ve Yu, Y., 2012. Oscillation criteria for third-order neutral
differential equations with continuously distributed delay. Appl. Math.
Lett., 25, 1514-1519.

39



