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OZET

Bu ¢aligmada sicakligin zamana gore tiirevine bagli termoelastik mikromorfik ortamlarda

biinye denklemleri incelenmistir. Calisma bes bolimden olugsmaktadr.

Birinci béliimde konuya kisa bir giris yapilmstir. Ikinci bélimde mikromorfik teoriye ait
kinematik ve gekildegistirme verilmis, tek degerli sekildegistirme alanin varlig: ig¢in uygunluk

kosullar sekildegistirme tansérleri lizerinde uygulanmstir.

Uclincii boliimde mikromorfik teoriye ait temel denklemlerin maddesel ve uzaysal formlar

ifade edilmistir,

Dérdiincii béliimde, sicaklifin zamana gére tiirevine bagli termoelastik mikromorfik
ortamin bagli biinye fonksiyonlar: tanimlanmus, entropi esitsizliginin koydugu kisitlamalardan
blinye denklemleri elde edilmigtir. Ortamin izotrop olmasi, elastik ve homojen olmast halleri
i¢in biinye denklemleri gikarilmustir. Calismanin sonunda lineer teori incelenmis, biinye

denklemlerinin lineerlestirilmis ifadesi elde edildikten sonra alan denklemleri verilmistir.
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ABSTRACT

In this study , the constitutive equations of thermoelastic, micromorphic media which

depend on time-rate of temperature were considered. The text consists of five chapters.

In chapter one, a brief summary was given about the topic. The kinematics and
displacement of micromorphic theory were given and for the existence of single valued
continuous displacement field the compatibility conditions were imposed on deformation

tensors in chapter two.

In chapter three, for the micromorphic theory the basic equations in the form of material

and space were detemined.

In chapter four, for temperature-rate- dependent thermoelastic, micromorphic media, the
constitutive equations obtained and the constitutive equations were derived from the
restrictions due to entropy inequality. For the situations being isotropy, linear and
homogenous media, the constitutive equations deduced. At the end, the linear theory was
considered and after the linearized constitutive equations had been derived the field equations

were given.
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BOLUM BIR
GiRiS

Siirekli ortam mekanigi, yapisi siirekli kabul edilen cisimlerin dig etkiler altindaki
davramst ve hareketi ile ilgilenen bir fizik dalidir. Ortamin siirekli kabul edilmemesi
halinde teorinin basansiz kalmasi dogaldir. Klasik teoriyle ele alinmasi imkansiz gibi
goziiken gesitli problemler, bugiin, siirekli ortamlar mekaniginin ¢alisma konularim teskil
etmektedir. Bu caligmalar arasinda maddesel noktalarin kiigiik rijid dénmelerini gdzoniine
alan mikropolar teori ve maddesel noktalarin rijid d6nmelerinin  yamsira
sekildegistirmelerini de igeren mikromorfik teori gibi. Bu teoriler siirekli ortamlar
mekaniginin uygulama alanimi gézenekli malzemeler, taneli malzemeler, siispansiyonlar
(kam gibi), siv1 kristaller, polimerler, kompozit malzemeler, mikroskopik catlaklar ve
dislakasyonlar ihtiva eden katilar, tiirbiilansh akim halindeki akigkanlar, gibi ortamlara

genigletmistir.

Yerel teorilerde cisimler, maddesel noktalar toplulugu olarak kabul edilir. Her maddesel -
nokta, geometrik noktalar olarak g6z oniine alimp, ozellikleri, rijid ve sekil degistirme
yapabilen noktalarin &zellikleri kapsaminda ele alinir. Yerel teorilerin baglangicim tegkil
eden polar teorilerin temelleri, 20. ylizyilin baslanﬂda Cosserat kardeslerin [l 909] caligmast
ile atilmigtir. Cosserat kardesler, rijid bir cisme ait maddesel noktalarin her birine alt1
serbestlik derecesine sahip ticlii bir vektor sistemi teskil etmistir. Bu, maddesel noktalarin
rijid hareketinin yorumlanmasina biiyltk kolaylik getirir. Bu konudaki ¢aligmalarin
yogunlagmas: kirk yila yakin bir gecikme ile bagladign gériiliir. Ilk arastincilar olarak Grad
[1952] , Toupin [1962] ve [1964], Eringen [1962] sayilabilir.Bu ilk teoriler i¢ bagl
(Constrained) siirekli ortamlar olarak bilinir. Daha sonra Mindlin [1 964] mikro yapiyi
iceren elastisite teorisi , Green ve Rivlin [1 964] genel multipolar teoriyi ortaya koymuslar.
Polar teorinin &zellikle siv1 kristaller ve siispansiyonlarda deneylerle iistiiste diigen bagarils
sonuglar vermesi arastiricilart bu konuya hizla y6neltmigtir. Daha sonraki yillarda Eringen

[1967] , Eringen ve Kafadar [1976] ve Dost ve Tabarrok [1978] tarafindan termoelastik



mikropolar ortamlarda ivme dalga yayilmalarina ait galismalar kaynak olarak verilebilir.

Polar teori igersinde yer alan g&zenekli malzemeler konusunda Prevost [1980] , Diebels
[2000] , Gray ve Schreffer [2001] , tanecikli malzemeler konusunda ise Goodman ve
Cowin [1971] , Jenkins [1975] , Nunziato ve Walsh [1979] ve ¢ok fazli karigimlarin

siireklilik teorisi konusunda Wang ve Hutter [1999] kaynak olarak verilebilir.

Sicaklipin zamana gore tiirevine bagli termoelastik malzemeler,ilk olarak Miiller [1 971]
tarafindan ortaya konmugtur.Miiller, sicaklifin zamana gore tiirevini serbest biinye
degiskenlerine ekleyerek, entropi akisimin 1st akisina, mutlak sicaklik yerine sogukluk
fonksiyonu olarak adlandirdit bir fonksiyonla baglanmas: gerektigini s&ylemistir.
Sogukluk fonksiyonu yardimiyla yeni tanimladig1 entropi esitsizliginin blinye fonksiyonlar
lizerine koydugu kisitlamalardan biinye denklemi elde edilmis ve sogukluk fonksiyonunun
yalmz sicakhiga degil, sicakligin zamana gore tiirevine de bagli oldugunu géstermistir. Bu
calismada entropi kaynag1 ve entropi akisi, 1s1 kaynagi ve 1s1 akisina termodinamik sicaklik
olarak adlandirilan Green ve Lindsay [1972] ve Suhubi [1975] tarafindan geligtirilen bir
fonksiyon (Miiller’in sogukluk fonksiyonun tersi) ile baglanmig ve yeni entropi
esitsizliginin biinye fonksiyonlar tizerine getirdigi kisitlamalardan biinye denklemleri elde
edilmistir. Green ve Laws [1972] rijid cisim igin biinye denklemlerini, Suhubi ve Eringen
[1 973] viskoz akigkanlar igin 1s1 iletim denklemini ¢ikararak denklemin hiperbolik tipte

olabilecegini gostermiglerdir.

fkinci bolim, mikromorfik termoelastisite teorisinin tammum igermektedir. Once

mikromorfik teorinin kinematigi daha sonra da sekildegistirmeler verilmistir.

Ucgtincii boliim, mikromorfik ortamin temel aksiyomlar: ve temel denklemlerin maddesel
formlar1 verildikten sonra kiitlenin korunumu , momentumun degisimi, enerjinin korunumu
ve entropi yasasina ait diferansiyel ifadeleri verilmistir. Bu bélimiin sonunda temel

denklemlerin uzaysal formlan elde edilmistir.

Dérdiincii béliimde ise, sicakligin zamana gore tiirevine bagli mikromorfik termoelastik
ortamin biinye fonksiyonlar1 tamimlanarak ve klasik yolun izlenmesiyle entropi

esitsizliginin koydugu kisitlamalardan maddesel ve uzaysal formda biinye denklemleri elde

1.C. YOKSEKOCRETTV KURULD
BOKDRANTASYOR



edilmistir. Bagl biinye fonksiyonlarinin degiskenleri igerisine sicakliin zamana gore tiirevi
dahil edilerek elde edilen biinye denklemleri bu g¢aligmada yapilmistir. Mikromorfik
ortamin izotrop olmasi halinde, biinye denklemleri maddesel ve uzaysal formda verilmis ve
agik ifadeleri elde edilmistir. Uygulama olarak homojen sekildegistirme incelenmis ve

biinye denklemlerinin uzaysal formu elde edilmistir.

Bu béliimiin sonunda, teorinin bir biitlin olmast i¢in lineer teori incelenmis ve
mikromorfik ortama ait lineerlestirilmis biinye denklemleri ¢ikarilmis ve buradan alan

denklemleri elde edilmistir.



BOLUM iKi
KINEMATIK

2.1 Kinematik

Siirekli ortamlar mekanigi (polar olmayan) kinematik olarak X “ maddesel noktalarinin
bir ¢+ amndaki x* =x*(X,1) , (k=K=1,23) seklinde tammlanan hareketinin
arastinlmasina dayamir. Esas olarak, klasik mekaniginde amaglarindan biri bu hareketi

belirlemektir.

Klasik siirekli ortamlar mekaniginde hareket icin verilen bu déniigiim, mikromorfik
ortamlarin kinematiginin verilmesi i¢in yeterli degildir. Ciinkii mikromorfik ortamlarda
maddesel noktalarin dtelenmeler yaninda rijid dénmeler ve sekil degistirme yaptiklar: kabul
edilir. Burada esas olan maddesel noktalarin rijid dénmeleri ve sekil degistirmeleri klasik

mekanikte verilen hareket ifadesine nasil ekleneceklerdir. Dénmeler, maddesel noktanin

referans konumundan Otelenmesini gosteren  x* ()_( ,t) gibi bir ortogonal tansor ile
gosterilir. Referans konumuna gére maddesel noktanin dénmesine ait biiyiikliik i¢in (_?K ve
g"' maddesel ve uzaysal baz vektdrleri alinarak, == =X C_?K maddesel koordinat takiminda
X noktasindaki keyfi bir vektdr ve bu vektér maddesel nokta ile beraber rijid donme
yaparak, uzaysal konumda & = &* g vektoriine doniigtimiinden &* g = P (JY , t) =X g

yazilabilir. Burada y ortogonal doniistim olup dénmeyi belirler. z*, (X , t) déniistimiine

mikrohareket denilir ( Eringen , 1965 ).



Mikromorfik siirekli ortamin hareketi
x* = x*(x,1) @.1)
£ =25 X)EF kK=1,23 2.2)

déniigiimiiyle verilebilir. Cismin her noktasinda bu déniigiimlerin X% = X*(x,f) ve
x* =W¥, terslerinin oldugu kabul edilir. Hareket ve mikrohareket, tekil nokta ve egriler

diginda cismin tiim noktalarinda siirekli ve birinci mertebeden tiirevlerinin var oldugu kabul

edilir. Buradan g6z6niine alinan bir B bdlgesinin )_( eleman: i¢in ve her ¢ aninda
det(x*,.) >0 det g% >0 2.3)
yazilir. ( ) o = 67(67 koordinatlara gore kismi tiirevi gostermektedir.
FNS=6 NGt .4
(2.4) ifadesi kullarularak, (2.2)’den X ¢oziiliirse
25 =RX (x,1)&* (2.5)
elde edilir. (2.2)’nin maddesel tiirevini alip (2.5) kullanildiginda
AT (2.6)
elde edilir. Burada
v (e,r)= 74 N5 Q.7

jirasyon tansorii olarak adlandirilir.



(2.7)’den
ZkK = Vkl ZIK > NKI( = _vlk NKl (2.8
2.2 Sekil Degistirme

Mikromorfik ortamlardaki sekildegistirme Olgiimlerinden Eringen ve Suhubi [1964] ,
Kafadar ve Eringen [1 971]taraﬁndan verilen sekildegistirme Sl¢iimleri kullanilacaktir.

Ok Exk,K N ) Pir El’kk Xa =P » Liwm ENKkaL:M 2.9

Bu tlglimlere sirasiyla o mikrosekildegistirme tansorti ve I' bitkiilme tansorii denilir.
Burada ( :) koordinatlara gére toplam kovaryant tiirevi gostermektedir. y ortogonal ise

O, » Cosserat sekildegistirme tansoriine dzdestir.

P =Gu > Tiwr =—€aal (2.10)
Burada T, = %EKMN A

¢t =0 aninda cismin referans konumunda o, ve @, 'nin tersleri

-1 -1

o =%, M =RERY (2.11)

t=0 aninda G** (metrik tansére)’e esittir. Mikromorfik elastisite teorisi igin

olglimler

P =0k — Gy s Ex =Pk~ 0y (2.12)



Temel denklemlerin uzaysal formlarinin yazilmasinda uzaysal sekildegistirme

dlgiimlerine de gerek vardir. o, , @4, ve I'y,, 'den yararlanarak

-1
_ vk ek L
Cu =X X =R X 0k

-1

Su =NKk Ny =ZkKNL1 Prr, =S (2.13)

Vim = Xuar N5 8 = 2,5 RY, Ty
biiyiikliikleri tanimlanabilir.
Mikromorfik cismin hareketi yalmizca

D D D
— O =—0r =0, ——tFKlM =0 & (Ul;k—"lk)="(1k)=0 s Vi =0 (2.14)

Dt Dt

olmas: halinde rijid hareket olarak tanimlanir.

o,p ve I sekildegistirme tansorleri dnceden verildigi zaman (2.9) denklemleri x* ve

z* gibi alt: bilinmeyenli kirk iki adet birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklem teskil ederler. Burada tek degerli bir gekildegistirme alanimin varlig: i¢in aralarnda

bazi uygunluk sartlarimi saglamalan gerekir. o,¢ ve r ‘nin integre edilebilir olmasi i¢in

(maddesel noktalan igine alan basit bagimli bir bolgede) gerek ve yeter sartlar

a”Q(aPL;Q +0 T, )=0
PLCT S O U B 2.15)

¢KL;M —2ar", 0", =0



Bu denklemler sekildegistirme alaninin uygunluk sartlandir.Basit bagimli bir bélge igin

x* x Ve x* ¢, ’nin integre edilebilir olmas igin gerek ve yeter sartlar

K _ ok k Lk
X g =X 0k X kwt =X g

(2.15) ‘de ifade edilen uygunluk sartlanmn her birine ait hesaplamalar sirastyla;

(2.15), ifadesi igin

Op =X Ny, = xp =0y R
(2. 1 6)I , (2.17)’ye uygulamrsa

oy = Op W+ oy R =00, R +0p, RY,
Sag taraftaki her iki esitlik diizenlenirse

Lk Lk Lk Lk
Opg N —0gp R =0, R™p —0p Ry
_ Rk Rk
Oprg ~Ooup =0 N PR =0 N5 Ny
_ Rk Rk
O'PL:Q"O'QL;P"O'QRN. PR 0Ny N,
_ kR kR
Oprg ~O0rp O X Wi —0m B 7o Ry

O'PL;Q _O-QL:P =Oor 2% Ry —om NkR:Q R,
(2.19) “da son esitlikte diizenleme yapilarak

KPQ L kR L Y_ KP L LR _
£ (0',, 0 TOm :QN,‘)—S Q(O',, 0 +0pl Q)—O

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



(2.15), ifadesi i¢in
Pu =X kZu 'k =" (221)
(2.21), “nin toplam kovaryant tiirevi tegkil edilirse
ZkK;M = Prim x+ X“;M Pir (2.22)
Sekildegistirme tansoriiniin toplam kovaryant tiirevi alinirsa

Pum = ZkK;MZkL + ZkKZkL M

(2.23)
O =2+
(2.22) ve " =R*, p*, ifadelerinden yararlanarak
COKL-,M = ZkK-,M Npk ¢LP +Npk (DKP ZkL;M
¢KL-,M = FH_{M o' +T™, 0% (2.24)
¢KLM _oTPE oD =0
(2.15), ifadesi igin
FLMP = NLk Zka ZkM:P = FLMP NLI‘ (2.25)

(2.16), uygulamrsa

Zlfw:PQ = FLMP;Q NL,‘ + rLMP NLk:Q = I‘Lw;g NLk + FLMQ NLk:P (2.26)
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Esitligin her iki tarafi diizenlenirse

Thpo N —ThageN,* =T e R 5, —Thae R,
FLMP;Q “FLMQ;P = FLMQ NRI‘:P NR/: —FLMP NRI‘:P NRl:
Thpo =Thoe =Thrg 0% B Rk, =Ty 67, R R, (2.27)
FLMP;Q —FLMQ;P = FLRQ NR}: NMI‘ :P —FLRP NR]: NMk 0

FLMP;Q - LMQ;P =T LRQ I = FLRP FRMQ
£ (T g ~ T TR ) =0 (2.28)

elde edilir.
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BOLUM UG
TEMEL AKSIYOMLAR

3.1 Mikromorfik Ortamin Temel Aksiyomlar

¢ Kiitlenin Korunumu

e Mikroataletin Korunumu

e Momentumun Degisimi

e Momentumun Momentinin Degisimi
¢ Enerjinin Korunumu

e Entropi Esitsizligi

Siirekli ortam mekaniginde cisimlerin olusumuna bakilmaksizin fiziksel ilkeler, stire
gelen tiim olaylar igin gegerlidir. Fiziksel ilkelerin matematiksel ifadelerinin yaziminda iig
gosterimin  kullailmas1 yoluna gidilir. Integraller, diferansiyel denklemler (alan
denklemleri), siireklilik ve siireksizlik kosullan (fark denklemleri). Integral gdsterim, en
genel halde siirekli ortam degiskenlerini ve stireksizlik kogullarim ifade ederler. Burada
temel aksiyomlarin sekil degistirmemis ¥ hacimli, S ylizeyli bir B cisminin biitiini i¢in
gegerli olan integral formlar verilmistir. Daha sonra bu ifadelerin alan denklemleri elde
edilmistir (Kafadar&Eringen ,1976) . Mikromorfik ortama ait temel aksiyomlarin genel

ifadeleri;

-g;y _Lﬂ"dV’ —Sir'KdA}( - [Gar'=o0 (.1)

v-z

Integrallerde V-X ve S-3X gosterimleri, hacim ve ylizeyde tammh alan
biiytikliiklerinin integrallerinin siireksizlik diginda kalan kisimlarda alindifim belirtir.
7'alan biiyiikliiklerinin zamana bagli degisimini, ¢’ ylizey bilyiikliklerini, G’ kiitle

yogunlugunu gostermektedir.

1.C. YOKSEKOCRETIM KURULY
ON MERKEZ}
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Entropi esitsizligini tammlayan ifade, (3.1) denklemiyle ayn1 forma sahiptir. Yalniz, ( = )
esitlik yerine (=) kullanlir.

L [zav' - Joddy - [G'dv'=0 32)
dt V-z S~z V-z

Genel ifadelerin cismi olugturan maddesel noktalara uygulanabilmesi i¢in yerel diizeyde
karsiliklarinin elde edilmesi gerekir. (3.1) denkleminin maddesel nokta civarinda ifade

edilebilmesi i¢in ilk iki integral ifadesi siireksizlik terimlerini de igerecek sekilde yazilir.

J"dV’ j ——dV' j[zzU"‘]arA;< ' (3.3)

Jo¥ddy = [¢% gav' = [[r'* | ady (3.4)
V- z

S-Z

Genel biiyiikliik ifadelerine gére yerel korunum yasalar;

o _ ok _G'=0 V-3 iginde (3.5)
a
[¢% +2’U%|N, =0 % tizerinde (3.6)

(3.6) denkleminde [ ] isareti, stireksizlik ylizeyi {izerinde sigramalart géstermektedir.
Tekil ylizey tlizerindeki sigramalari da bu denklemlere ekleyebilmek ig¢in kendi birim

normali » dogrultusunda » hizi ile hareket eden bir o tekil ylizeyi diigiiniiliir. v,s,0 ve
n ‘in sekil degistirmemis B cismindeki goriintiileri sirasiyla V,S,Z ve N ile g6sterilir.

Mikromorfik malzemelerde siireksizligin oldugu kisimlarda 7#',7'%,G’ biiyiiklikleri
belirsizdir (Bear&Bachmat ,1991). Siireksizlikten kaynaklanan bu durumu hesaplamalara
dahil etmek igin bir ¢(X’) fonksiyonu tammlanmigtir. ¢(X') fonksiyonu malzemenin
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biitiinii i¢in tiiretilebilir bir fonksiyondur. (3.3) ve (3.4) denkleminde z’,7’ yerine ¢z’,¢7’

degerlerini yerlestirerek (3.5) ve (3.6) denklemleri kullanildiginda

-j—t [prav'= [p(e*, +G)av'+ [[pr* ] da; G.7)
pr'8dd, = ||g7'%y +d,. 75 )aAV' + || g% | dAy (3.8)
Jorsat = [(60s v v [loe"]

elde edilir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinden

fprcday + | (—¢;kf’x+¢G')dV'——g; [¢mav’ =0 (3.9)

S-Z V-Z y-x

Maddesel noktalar civarinda, genel biyliklikler yerine yerel cergevede gerekli
biiyiikliiklere dayali olarak korunum yasalarinin yazilabilmesi i¢in, maddesel noktalar
sistemini meydana getiren bir bolge ele alimir. Maddesel nokta ve civarini olusturan bu
bolgeler tizerinde alinacak integraller, maddesel noktalar i¢in yiizey ve hacim degiskenli
biiyiikliiklerin ortalama degerlerini ifade eder. Alt bolgelerin limit degerlerine bagh olarak

ylizey ve hacim integral ifadeleri ve ortalama degerleri;

(gr'*), day = lim, o' dd, (3.10)
7 sk
(¢z")av = lim [gmav’ (3.11)
iy

_Ortalama degerlere bagh olarak, X noktasinin yakin civarin tegkil eden X' maddesel
noktalanna (X’ = X +E) ait genel ifade

[{) e+ [(-ar +9G) 7L [ av =0 G1

S-z V- V-L



(3.12) denklemine (3.3) ve (3.4) denklemleri uygulanarak
(87), —~(Be7")+($G)=(9)) =0 V-T iginde
| (¢r'%), +U*(gn") [N =0 = uzerinde

¢ fonksiyonu kartezyen koordinatlarda

#(X)=B+B.X'¥

denklemi ile ifade edilir. Burada B ve B, sabitlerdir. ¢(X") ifadesini (3.13) ve .

(3.14)’de yerine koyup, B ve B, sabitleri sifira esit kiluur.
X +G-7=0 V~% icinde
[rK+UK7:]NK=O T izerinde

8+t =T+ GF -t =0  V-Z icinde

[r”‘ +7z"‘UK]NK =0 Y f{zerinde
Burada;
X = (r'K)z , G=(G) , w=(x")
& E(T’KEL)z , G* E(G'EL> , =#t= ﬂ'EL>

14

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(.17)

(3.18)
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3.2 Temel Denklemlerin Maddesel Formlar:

(3.18) © ki bityiikliiklere degerler vererek, sekil degistirmemis mikromorfik ortamlarin
alan denklemleri (Eringen,1976).

3.2.1 Kiitlenin Korunumu

Mikromorfik ortamin her bir X’ maddesel noktasi igin p, yogunlugu tanimlansin.

#'=py ; ©'%=G"=0 degerleri (3.18) de yerine konulursa;

z=(p)=py » 7° =(;E")= " (3.19)

yukaridaki biiytikliiklerin (3.16) ve (3.17)’de kullanilmasiyla kiitlenin korunumunun

yerel formu.

Po =0 V-3 iginde
(3.20)
[p.U% N, =0 S iizerinde
55 =0 ¥ -3% iginde
' (3.21)
loa U% |V =0 3 tzerinde

3.2.2 Mikroataletin Korunumu

Mikromorfik ortamin X' noktalan i¢in kiitle momenti biiytikliikleri
x'=plE ; 7' =G =0 (3.18)’de kullanilarak

r={pEY=p," , #*=(pEE")=p,I* (3.22)
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7% mikroatalet tansoriidiir. Mikroataletin korunumu asagidaki sekilde ifade edilir.

Pl =0 V-% iginde
(3.23)
[P UX|N, =0 = iizerinde

3.2.3 Momentumun Degisimi

Momentumun - zamanla degisimi cisme etki eden toplam kuvvete esittir. Her X’
noktasinda ~ momentum  vektdrl,  yiizey gerilimi ve  kiitle  kuvvetleri

pw' = polo+#xEX) , ¥5=T"%, G'=p,f ortalama degerleri ile ifade edilirse;

T=potpy Ak s wt = py o+ po I

X =<T'K>2 =Tk , TX =<TIK> (3.24)

z_KL =<TIKEL>2 ETKL , G=Pof , GL =pofL

(3.24) denklemi (3.16) ve (3.17)’de yerlerine koyarak kiitlenin korunumu ve
mikroataletin korunumu denklemlerini kullanarak momentumun degisimine ait denklemler

elde edilir.

X + po(f =0)=po% 2 =0 V-% icinde
(3.25)
| 7% +(py0+ po 2, ) US| N =0 S iizerinde
T’“;K+TL—TL+p0f"—(pol‘0+po;xl“)=0 V-X iginde
(3.26)

| 7% + (pb0+ pozi ) UX [Nc=0 = tzerinde
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3.2.4 Enerjinin Korunumu

X' maddesel noktast igin enerji yogunlugu 7’ = p{,(a’ + %u’ . u') olarak tanimlanmugtr.

Yizey ve hacim yogunluklann sirasiyla X=T% . 0+Q%+2'%  ve
G =pif'-v'+p'-h ile gosterilmektedir. Burada ¢, 0'%,2'% 1 ig enerji yogunluguy, 1s1
vektéril, ylizey i¢ enerjisi ve i enerji kaynagidir. X’ noktalarinin bagil konumda olduklan

esas maddesel noktaya gore hiz ifadeleri v’ = v+ 7,EZ* ve (3.18) denklemlerini kullanarak

1 . 1 .
T = poa+§pov-u+poxz1< 'U+§P01KLZKZL

X =T 0+T* . 3, +0% +2*

=T . v+T . 3, +0% +3¥ (3.27)
G =Pof'v+pofK &5+ poh
G* =PofL 'U+pofKL Hx
elde edilir. Burada
puf =(pf'ES) L pof ™ =(pf'E E)
ZK — <2/K>2 , QK A <Q1K>z (328)
TK <21K> ) Q‘K = <Q1K> , poh= <p6h>

(3.27) ifadelerini (3.16) ve (3.17) de yerine koyarak ve sonra (3.21), (3.22), (3.23), (3.25)
ve (3.26) ifadelerini kullanarak enerji korunumu

—py e+TE v +T%  jr +(T5 =T%) 2,

V-Z iginde
+Q%  +ZF  + pph=0 ¥

(3.29)
[T%.0+T" . 7, + 0% +2F

+(poe+%pou-u+poL;‘(L -u+—;-pOI“N;'(M -;‘(NJUK ]NK =0 3 f{izerinde

denklemleri ile ifade edilir.
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3.2.5 Entropi Yasasi

X' ile ilgili buyiklikler 7' = p,’ , 7% =8% , G =pyb’ olarak tammlanmigtir.
n’,S'%,b’ entropi yogunlugunu, yiizey entropi vektoriinii ve entropi kaynak siddetidir. Bu

biiyiikliiklerin ortalama deger ifadeleri;
pon=(pon) » S5 =(8) , pb=(pit) (3.30)
Entropi esitsizligine ait denklemler;
Pt =S¥k — b 20 V-% icinde
(3.31)
[ponUK+SK]NKSO ' I lzerinde
3.3 Temel Denklemlerin Uzaysal Formlar

Mikromorfik ortamin yerel alan denklemleri (Kafadar&Eringen, 1976). Kiitlenin

korunumunun maddesel formunu ifade eden (3.20) denklemi

(%—';—)+(pu");k =0 v-o iginde
(3.32)
[ p(u" -—u") ]n,, =0 o lizerinde
esdegerdir. Burada p = (pé)%K ve J = % ‘dir. I** maddesel mikroatalet tansorii
v
ve ZX =N¥, &* bagil konum vektoriiniin ters doniigiim ifadelerinden
poi* =(pigte')y 1M =ifRARY (333)

Burada i¥ uzaysal mikroatalet tansoriinii tammlar.
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Uzaysal formda mikroataletin korunumu;

o’ ) . : . -
(—a— +i% vm -y, iy} =0 v—o iginde
; .

(3.34)
ki r r »s .
[pz (u -u )]n,=0 o lizerinde
Dértytizli bir eleman tizerinde tammli gerilme vekt6rii ve bilesen ifadelerini kullanarak;

TXd4, =t*da, , da, =JX*, dd, (3.35)

Maddesel formda gerilme vektorii, (3.35) denklemleri kullamlarak agagidaki sekilde
ifade edilir.

T* =JXK,,‘ t* (3.36)
(3.36) ‘dan gerilme bilesenleri;
TH =gXx* % , T%=Uux Rft° (3.37)

TX ve T® ifadeleri (3.25) ve (3.26) ‘da yerlerine yerlestirilir, (J X~ ) =0,

p=p,J " ve p,X =0 kullanilarak momentumun degisimi ve momentumun momentinin

degisimi sirasiyla ;

t*,+p(f-0)=0 (3.38)

L RE + N X T T p fE - pI® g =0 (3.39)
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Burada

l:'l E—-lkm xl[. NLm;k +t1 —tk le XLJ‘ +J-l zlL TL

(3.40)
fl=rtr, =1 1
Bu ifadeleri kullanilarak (3.38)
t"’;k+t'—-t-'+p(f'—a'")=0 v-o iginde
(3.41)
[t"’ -—pa’(v’“ —u")]nk =0 o lizerinde
ile ifade edilebilir. &' uzaysal konumda spin atalet tansgriidiir.
Spin atalet tansdril agagidaki formda yazilir.
KM GKE o - m
o =i" N, yg =i (v,+v,vm) (3.42)
Burada v, =v,g’ ‘dir. (3.40) denkleminden T ifadesi
TX = J(F* -t )RS + T X5, + T 17 RE (3.43)

(3.36), (3.37), (3.43) ifadelerini (3.29) ‘da yerlerine koyarak ve Q% =J X*, ¢* ve

=¥ =J XX 0" ifadelerini kullanarak enerji korunumunun uzaysal formu elde edilir.

- pé+ttv, +1¥, +(f" —t")-vk +q*, +o*, +ph=0 v-o icinde

(3.44)

l:t" w+t? v, +g" + ot —p(£+%u-u+é—i”v, -vs)(v" —u")}nk =0 o tizerinde
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Son olarak da entropi ilkesine ait denklemin uzaysal formu yazilacak olursa;

pr—s,-pb20 v-o iginde
(3.45)
[pn(u" -ut )—s" ]nk 20 o lizerinde
Burada
SK=gx¥, s . t=ig,  , F=fg
=g ) ff=f"g, , d'=o"g, (3.46)
[_Id = f_lk
olarak tanimlanmislardir.

Mikromorfik malzemelerin biinye denklemlerinin olusturulmasinda kullamlan enerji
denklemi, mikromorfik teoriden dolay: yapi itibartyla klasik anlamdaki enerji denkleminden
farklilik gostermektedir. Denklem mikro sekildegistirmeyi de igermektedir. Mikromorfik
malzemelerin biinye denklemlerini elde etmek igin, enerji denklemi ve entropi esitsizligi
arasinda islemler gergeklestirilir. Mikromorfik ortam igin enerji denklemi ve entropi

esitsizligi ifadeleri
— P+ T 0 +T " gy + (T =T e + 0% + poh =0 (3.47)
_Pof7 - SK;K —peb20 ) (3.48)

Sicaklifin zamana gore tlirevine bagh termoelastik ortamlarda, sicakligin zamana goére

tiirevi biinye fonksiyonlarina serbest degisken olarak sokuldugunda, entropi esitsizligindeki
181 ve entropi arasindaki klasik bagint1 (b =g , 8:mutlak sicaklik) kullanildikga, entropi

esitsizligi, bilinye fonksiyonlarimin sicakhifin zamana gére tiirevinden bagimsizdir. Bu
nedenle entropi esitsizliginde bir degisiklik yapiimasi gerekmektedir. Bunun i¢in entropi
akis1 1s1 akisina @ mutlak sicaklik yerine bir ¢ biinye fonksiyonu yardimiyla baglamr
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(Suhubi , 1975). Bu galigmada g&zoniine alinan termoelastik mikromorfik ortamlar igin

entropi akisi ve entropi kaynaginin

SK = ‘(jx , p=" (3.49)

seklinde yazilabilecegi kabul edilir. Burada ¢ bir biinye fonksiyonu olup iizerine
$>0 , infg=0 (3.50)

kisitlamalar1 konur ve termodinamik denge halinde 8 = O =0, 8 mutlak sicakhiga
indirger. ¢ ‘ye termodinamik sicaklik denir. ¢ yardimiyla i¢ enerji ve entropi yogunluguna

bagli olarak termodinamik serbest enerji y

W=€—77¢ (3.51)

seklinde tamimlanir. (3.50) ve (3.51) ifadeleri entropi esitsizliginde kullanarak, 4 1s1

kaynag1 enerji denklemi yardimiyla yok edilirse entropi esitsizliginin maddesel formdaki

— ol +nd)+ T 5k o 7' oy (3.52)
TR, T Ty, 2 +%Q"¢;K >0 V-% iginde

Sekil degistirme tansorleri cinsinden entropi esitsizligi ise
— ol + 1)+ T 6 + T M Ty, + T %gb,@ + % 06,20 V-3 iginde (3.53)

ifade edilir.
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BOLUM DORT
BUNYE DENKLEMLERI

4.1 Biinye Denklemleri

Sicakligin zamana gore tiirevine bagli termoelastik mikromorfik malzemeler:

Mikromorfik bir malzemede (/_Y ,t) noktasindaki I_‘ gerilme tansordi, f ortalama
gerilme tansort, 77 gerilme momenti tansorii, QF 1s1 vektorii, £ i¢ enerji yogunlugu, 7
entropi yogunlugu,  termodinamik serbest enerji ve ¢ termodinamik sicaklik gibi bagh
biinye fonksiyonlar1 yalniz (z}’ ,t )’deki x* x sekildegistirme gradyam, y mikrohareket,
1% ¢, mikrohareketin gradyam, 6 sicakligl, 8, sicaklik gradyam ve 0 sicakligin zamana
gore tirevine baglidir® (Kafadar&Eringen, 1976). Objektivite ilkesi uygulandiktan sonra

biinye fonksiyonlar
7(x,t) =7 0,0, T.6,Grad6,6; X)
7 (x.t) =7 (0.0, T.6,Grad 0,6 ; x)
7 (x,t) =% (0,0,1,6,Grad0,6; X)
0(x.t)=0 0.0, 7.6,Grad6,6; ) @.1)
s\x.t) =4 l0,0,T,6,Grad 8,6 ; X)
nlx.t) =i (0.0, 7,6,Grad 0,6 x)
v X.t) =y (0,0, T.6,Grad 6,6 ; X
$(x.1) =4 0,0, T,0,Grad 6,6 X)

(1) Kafadar ve Eringen (1976) tarafindan verilen teori, bu ¢aligmada genellestirilmigtir.

YOKSEXOGRETIM AVKVIL
t:'oummon MERKEZL
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(3.53) entropi esitsizligindeki v,¢ ve ¢ . tiirevleri biinye fonksiyonlarinin tanimlari

yardimiyla zincir kurali uygulanarak, 6rnegin y,

gV W OV vy, VG (4.2)

— +
EEM 90y, O, M 030 08, " 96

Tiirevler (3.53) entropi esitsizliine yerlestirilip gerekli dlizenlemeler yapildiginda

(=3

i 9 1 . F d 1 x|,
=P v +7 4 “—TKL:IO'KL"po[ Y +n ? _ TKL]¢m
0

oy og | [5'// 6¢]-
- + ——TKM ——+n—=1|0
Po _arKLM n T P xim — Po n

-
oy 0 x 88 | [W 6¢} -
- + — 0 4.3
po—ag’K ﬂaH’K P0¢Q = Po 20 7769 (4.3)

1 « 0¢ 1 « 09 1 .« 04
+=QfF —— A +—05 ——on 1t i
y ) 20, Omi1:x) y o 20 Plar11:x) y o ar, NlLmk)

3, 1ok 0 1o 08
+¢Q 20°x T 59" 5 Cux ¢Q (ax") 0

(4.3) ifadesi biinye fonksiyonlar iginde bulunmayan Gy, @xr, Dirar> Tk > Paic s

| R 9“ «» @ ve 6., biyikliklerine gore lineerdir. Esitsizligin gerceklestirilebilmesi i¢in

bu bityiikliiklerin katsayilarimn sifir olmas: gereklidir.

Buradan

T8 = | Y 0P T =g | Y 0 (4.4)
0Py, 0Py

1% d¢ Oy o¢
TKM _ + K _ n—r_
po[ n ] 0 Po’f,: 26, 3 2,
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k(o 0 0
i (50'_%;0'[1”/1.:!(]"'6_(02“49[1«4/“]+5F;/%4“FN[W:K]J (4.5)

ML

) o¢ 06, 1 . 3p)
p°[aa+”aa] ¢Q —- 0« ¢Q(axf<j20

o¢
(ae 7 ae)

elde edilir.

Entropi esitsizligi f{izerine konulan kisitlamalardan termodinamik  sicaklik

fonksiyonlarina ait ifadeler

0" aii 0" aii,( 4 (4.6)
e
0~ al?fw + 0O al?Niw =0 (4.8)
oo

enerjinin korunumu ve entropi sonuglari (4.3) ifadesine gotiiriiliirse mikromorfik

termoelastik ortamlara ait biinye denklemleri maddesel formda

oz >
doy 0Py,

TR (4.10)
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O s 06 «
x 0% ox (0 5
= —— s E=X—-K— s = Q,B;X
=% Py = $=4(6.6;x)
e=o{3%)
00

Burada X gekil defistirmemis birim hacim bagina sekil degistirme enerjisi olup

termodinamik serbest enerjisine
%w=z(@@gaamag) (4.11)

seklinde baghdir.

Btiinye denklemlerinin uzaysal formlan

=2— =
0, X kXL
kim az k I, m
= X N 4.12
aI-'KLM K L Z M ( )
o
90,

Mikromorfik termoelastik ortamin izotrop olmasi halinde ZXgekil degistirme
fonksiyonunun o, sekil de§istirme tansérleri, r biikiilme tansorii ve Grad 8 sicaklik

gradyanina X = E(q, (o,I_‘, 8, Grad 8, 6 ;)_( ) seklinde olan baghligi, bu biiyiikliiklerin

yerine bunlarin eksen takimindan bafimsiz biytiklikkleri (invaryantlar) cinsinden



yazilabilir. Bu durumda X skaler fonksiyonu o, T tansorleri ile Grad @ mutlak sicaklik

vektdriiniin invaryantlarimin fonksiyonu olacaktir.

Bu biiyiikliiklerin tam ortogonal doniistim altindaki invaryantlani agafidaki tansor

carpimlarimin izleri olur (Spencer,1971 Tablo II ve IIT ). Invaryantlarin indis gdsterimi;

I, = A%«

I, =B*«

I, = D%

Iy =UKLULK
I,=A4"B,

I = AX D,

I, =U U, 4%«
I, =B*D,,

I, =U*U,, B«
I, =U%U,, D"«
L, =U"V,

I,, =A4%B,, D"«
I,=2Z%4,, B«
Io=2Z"4,, D"
I,=V*Z,,4%«
I1,=2B,, D"
Iy=V*Z, B"
I,=v%z, D"«
I, =G* 4,

I, =G*B, B"x
I, =U"U,,GY«
I, =A%B,G"«
I, =V*4,,G"«
I, =U*B,G"«
I, =U*"D,G"«

Iy = UKLVLMGMK

I, =A% 4,
15 =BKLBLK
Iy = D" Dy
I, =V,

I, =A4%B,,B"«
I, = AKLDWDMK
Lo =V*V, A"«
I, =B*D, D"k
L =V*V,, B«
Ly =V*V,, D"«

I,=U%Z,
Iy=U"A4,,B"«
I, =U"4,,D"x
I, =U%y,, A"«
I, =U%B,, D"
1,=U"v, B"«
I, =U%v,, D"
I, =UYV,,Z"
I, =G A4, 4"«
I, =G" Dy

I, =V*V,,G"«
I =A"D,G"«
I, =2%4,G"«
I, =V*B,G"«
L,=V*D,,G"
I,=U%Zz,G"

I, =A% 4, 4"«
I, =B*B, BY«
I,=D*D, D"«
I, = ZKLZLK

I, =B%4,, 4"«
I, =D%4,, 4%«
I, =2%Z7,,4"«
I, =D*B, B"«
I,=2%2,,B"«
I,=2%2,,D"«
I, =V%Z,
Ly=V*4,, B"
Io=V*4, D"«
1,=U%Z,,4%«
I,=V*B,, D"«
1,=U"2Z, BY«
I, =U%Z, D"«
1;4 =G*¢

I, = GKLBLK
I,=G"D, D"
I,=2%2,,G"«
I, =UY4,,GY«
Iy, =B*D, GY«
1,=2%B, G"«
I,=Z%D,,G"x
Ig = VKLZIMGMK

(4.13)
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Burada

a=3lore’) o Usle-o]
R N (@14
p=3{ore) o Ze3lee]

C_? =Grad@ ® Grad 8

Z=E(11,12,I3, ....... 1.,0,8 X ) seklinde yazilir. Ikinci dereceden yukari terimler

atilarak en az sayida invaryantla ¢alisilmistir. Aslinda invaryant sayisi ¢ok daha fazladir
(Spencer, 1971). Uzun biinye denklemleri ile ¢alismamin giigliigi yaninda pek yarar1 da
yoktur.

AU,BV,D,Z,Grad 9 tammlamas1 TX*, T*, T tansorleri ile Q 1s1 vektorii

ifadelerinde kullanildiginda

;o _ 05 _ 9% oF

+
0o, 0d, U,

- (4.15)

elde edilir, Burada 7% = ghyy 70 | Tk = 9%



¥ sekildegistirme fonksiyonu gdzdntine alinarak (4.15) ifadeleri, bilesenlerine gore

tiirevleri cinsinden

Burada « = ?E *dir.

o

4.2 Gerilme Biinye Denklemi

(4.16)

(4.16)’da gerilme biinye denkleminde invaryantlarin tiirevleri hesaplanirsa

ar,

L1 sk _%_ =24
o4, oA,
6114‘ =BIMBMK aIIS =2BLMAMK
04, 04y,
a118 =2DLMAMK aIl9 =ULMUMK
o4, 24,
oL _, oy _,
oA, o,
6134 = BU/IDMK a135 — BMIUMK
0Ay, 0Ay,

O 34% 4, "
0dy,

0l

= DX
04y,

0l

=yMy Kk
24y, M

oy _,
oy,

o,

% = By, ~

04y,

ol

B - pik
0dy,

(4.17)
oI,

___=DLMD K
0d,, M

aIZl =ZLMZ K
0y, M
6132
ad,,

=0

ol;,

04,

_plM~ X
=B"Z,
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Iy =pWy X
0y, Y

Oy _ gz
0dg, Y
0l _

0Ay,

ol

55 =GLK

od,,
ol,,

—& =G, ~

0Ag,
0l g

—8 gz K
0d,, M

(2678
8d,,

o, _
oU,

ol, _
oU,

ol

ol
Uy

ol

= VLK

ol
oU

0Ly

_____—-.=O
oU ,

6144 = BLMDMK
U

a]51 =ZLMD K
M

8U

a[39 _DLMV K 6140 =DLMZ K
8d,, M 0d,, M
6143 =VWZ K 6144 =O
8dy, M 8d,,
al, oLy _ 0
0Ay, 04y
Pse _ GM 4, + 423, <
0d,,
a165 =DLMG K a]66 =GLMU K
ddy, Mo od,, M
el _ 0 ol _ 0
04, 0d,,
o _ . o, _ 0
U, U,
—QIE—- = 0 61_16 = 0
g Uy
Oy _ U4, + 40, *
a‘[25 — UIMBMK +BLMUMK a]28
aZ]KL KL
ol = 7 ol =0
U, oU,,
oy -0 Ol =A4™p X
U, U, M
614] =VLMA K a142 =ZLMA .3
U, M 8l M
a]47 =VLMB K 6148 =ZLMB X
aU,, o U, M
ol _yMyg & Ol -0
U, M ol ,

al,,

=u*,*
04, M

ol,,
0A,,

ol;
04,

oI,
04,,
al

K
—6—7—=G"MVM

0d,,

ol _
04y,
oy _,
oU,,
oy _,
U,
oy _,

K
=U*p, *“+D™U,

0l ;5

—3 - 4B~

ou,,

ol

U,
ol
aU,,
ol

= VIMDMK

Uy,

ol
oU,,
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s _ywg, * 6y, ~ e _ Ues _
oUg, oU,, oU,
66566 — ALM GM K aazl]67 = O 66[1]68 = O 66570 = BLM GMK
KL KL KL XL
a173 =DLMGMK a176 =VI.MGMK a177 =ZWGMK
oU,, oU,, oU,,

Tirev ifadeleri gerilme biinye denkleminde yerine yerlestirilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa, 4,U,B,V,D,Z,G biyikliklerinin indisli formuna gére biinye denkleminin

ifadesi

TX = g 6% + 20,4 +3a,4™ 4, +22,,U +a,B* +a,,B* B, * (4.18)
+20,, B 4, +a,(D* +a,D*D,* +2a,, D" 4,"

+ e [U U, + U™ 4,5 + AU, )+ VM7, 40,242, *

+a,[U™ B, + BYU, J+ any[U™D,* +D™U,~ Jtay V™ +a,z*
+ay, BY D, + 0y (BHU, S + 4™ B, )+ ay BV, + @y, BY Z, "

+ay(DMU, S + 4% D, J+ @y DMV, S +auD™Z, +a U™V~ +V ™ 4,")
ran UM 2,5 + 2% 4,5 J+agV ™ 2, +auBY D, + 0V B, +a,Z™ B,
+a V™D,  +a,Z¥ D, +a VM Z,* +ayG* +2a,G* 4,,"

+ag UG, " +G™U, " J+ 2 B™ G, +asD™G,," +ay(G*U,~ +4™G,*)

K K K K K
+a GV, +a G2, S + 2, BMG, " +a,,D"G,* +a V™G, +a, 2™ G,

Gerilme tansoriiniin 4, (_J s 1_3, I_/, l_), g , q cinsinden indissiz halde yazim

T =a, I+2a, 4+3a, A"~ 20,, U+ a; B+ @y B +205 AB+ays Dty D’ (4.19)
+20, AD+ arp (U7 AU-U )t V' + 0y 2" -,{U B+ BU

~y\U D+ DU -0y V-0, Z+ 2y DB+ (B A-UB)-01, V B-a;, 2B

+03(D 4-U D)y, ¥ D=0 ZD+ @ U= 4V |+ aZU- AZ )y 2V
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+atyy DB=ay BV~ BZ=ay DV =y DZ+ ay ZV+ a5, G+ 2015 4G
-0, |GU+U G+ ay GB+a G D+ a0 4-UG)-a V G-aa ZG

i BG+a G D-a0, ¥ - GZ

Sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik kisimlanimn (4.14) ifadeleri (4.19)

denkleminde yerine koyarak gerilme tansorii ifadesi

r-a lraforo e 2aoraore)-a o7+ S alrer) (4:20)
+%al4(l_"+ I_‘T) (l:'+l:'r)+-;—a‘15(o‘+ O'T) (I‘+I“T)+—;—al6(?+qi)7)+%a”(g_w?rj (gf+ ?T)
o+ )45 Lo ool b-o'Ho-o"ller oo o o7

g
bk “2‘[‘”"” ][¢_¢ ]‘%“zs[L?"?T](F+F’)+(F+F’)[?-?T]]
_%azs[ o-o ] ¢+¢ <o+¢ ) [ GT] ]-%an[l_"—l_“r]—%an[?—?q

Lau(ore”) brrrta[ o) o) lo-o7] er) |

1

1
+4a201“

Lafrler e el (oo )ro - l(ore) |
el ) oo (ovo bl vl oo S]]

+3 | =d o-o"}-vo") [o-o"] ]*i““[w o]

rhay(ore") o)) bor | el oo

_i_aso(({wqfr)[I_‘—I:‘T]—~%a5,((€+¢ ) [co—fp ]+;l;ass[<f—?r] [I_"‘I:T]
|

- ?(?H{”)%%(?(qﬂ“qr)- [f_f—?’JQ)-é%[PFT] G -%ass[ff"?r]‘?

a0l )rtan 6 (oo )-Jaua -] 1an 6 oo |
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Gerilmenin biinye denkleminde, invaryantlar tekrar kullamldiginda o, Ve r

tansorleri ve G cinsinden de yazilabilir. Sicaklifin zamana gére tiirevine bagh mikromorfik

termoelastik izotrop ortamlarin maddesel formda gerilmenin biinye denklemi

T=H,I+Ho+H,o +H,T+H I +H o+ H o'+ B0+ o0 +o" o) (421)
+H80_'TGT+H9I:z""HmI:‘l:‘T"'Hn1:T1:‘+H121:‘T§T+H13¢2+H14(DQ’T
+H15¢T¢’+H16¢’T¢’T"'Hn?'F+HlsQ'FT+H19?'TF+H20qTI:T"'Hzl0'¢
+Hyop +Hyo p+ Hyyo' 9" + HyTo+ HyTo' + Hy T o+ Hyy Tl 0"

T T T T . T T
+HyTo+Hy o +Hy I o+ Hy, I ¢ +Hypo+Hy 9o +Hyp' o

Tr T T T T T

+Hy 9 o +Hy T+ Hyy ol +Hyyo I+ Hyo I +HyG+Hy oG
+Hyo' G +H,Got+HyGo'+ HyGT+H, GI"+ Hy(0-T7)G
+H49€?¢+Hsoc_?¢r+Hﬂ(¢—¢T)Cj

H katsayilannin ¢, ’lere gore agik ifadeleri

H, =¢q H, =(a2‘aw) H2=(a2+a10) (4.22)
1 1 1
H, =§(a13 —a3]) H, =E(a13"+a31) H; =5(al6 "a3z)
1 1 3
H6=§(al6+a32) H, =Z(3a3—al9) H8=Z(a3+al9)
1 ) 1,
H, =z(ax4 Ty — Ay "a47) Hy, =Z(al4 — Qg — 0y +a47)
1 1
H, =Z(a'14 —Qy + x5 —-a47) H, =Z(a14 + Q) Ty +a47)
1 1
H, =Z(a17 ta, -y "a51) H, =Z(a17 =0y —Qy +a51)
1 1
Hy =Z(a17 =0y tQy “aﬂ) Hi =Z( 17 T8y 2y +a51)
1 1
H, = Z(2als Qs — 035 —au) Hy =Z(2a15 = Qs — Qs +a“)
T.@mmocmmx

YN

vkuLy
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1 1
Hy = Z(zals + Qs + s — L) Hy = Z(zaIS + s + g5 + Q)
1 1
H,, =Z(2axs — Oy — 03 ’"au) H,, =Z(2axs — Oy — Uy +a42)
1 1
H, = Z(zaw Ty + Ay —a42) H,, = Z(zalx + Qg t 0y +a42)
1 1
H25=Z("azs+a35+a4|) stzz(azs“'ass“an)
1 1 1
H,, =Z(“azs+“35 ‘a«u) Hyg =Z(azs+azs+a41) Hy =“Z(a39+a4s)
1 1 1 ,
Hy, =Z(“a39 +a4s) Hy, =Z(a39 "a4s) H,, =Z(a39 +a4s)
1 1 1
H33=Z(‘azs+ass‘+a4z) H34=Z( 28'*'“33‘“42) H35=Z(‘azs+a’38 —a4z)
1 1
Hy, =Z(a23 + 0 +a4z) Hy =Z(a34 —Qy F 0 Ty — Ay '*'ass)
1 1
Hy =Z( 34— Oy — 0y Ty T "ass) Hy =Z(as4 +Q3 — Oy + Oy —Csp _ass)
1 1
H40=Z(a34+a37+a43+a44+a50+a53) Hy =as; H42=‘2‘(2a56“a6x"0-'66)
1 1 1
H43=§(2a56+a61+a66) H44=E(—a61+a66) H45=‘2‘(‘26x+a66)
1 1 1
Hy =§(a64 + 0y _a76) Hy, =“2‘(a64 +ay ”'am) H, =_§a67
1 1 1
Hy =—2—(a65+a73—a77) Hy, =—2-(a65+a73+a,7) Hy =“§aes

4.2.1 Gerilme Biinye Denkleminin Uzaysal Formu

Maddese! formdaki (4.18) T** gerilme biinye denkleminin uzaysal formu;

L p 0z
Py 00y,

xF N, (4.23)

seklinde ifade edilir.
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Sekil degistirmis konumdaki c,¢,y tansorlerinin simetrik ve antisimetrik pargalar

sirasiyla

1 1

ay =5(clk+ckl) > uk,=—2—(c,,‘-c,d)
1 1

by =§(71k +7u) ’ Vu =‘2‘(71k_7k1) (4.24)
1 1

dy ='2‘(§1k+§1d) > Zy =‘2‘(§1k _§k1)

seklinde yazilir ve maddesel formdaki 4,U, B,V,D,Z ve G ’nin uzaysal formdaki

a,b,d,u,v,z ve g cinsinden ifadeleri

=X X 9u > =X X Uy
BKL =XszlLbk[ , VKL = ZszlLvld (4.25)
DKL =ZkKZILdk1 ’ ZKL =kaZILZk1

Il igin, 5Kka,K N1.1 = NK”'t‘&mfspp.,:xk,.t{ NLI
=x* (N5 NN/
=c*s5,,0"

:ckl

(4.26)

o s KL _k o I ssLn\Km k T
I, icin; A7 x" N =R"K"a, x" (N,
Lk \ Km Ln g !
=x N"a, NN,

L km nl

=c"a,,0

= Ckmalm



K 4LM _k I _ao Moaskm L soM _m_k l
L igin; A, A7 xR, =N, "R, R RY a%x" N,
B Km noaM _mpaal s !

=x" (N"a,, R, "R, a" RN,

— km n _mpel
=c"a,,0",a"%d,

— phm, In
=c"a,,a

- LK _k I _ noln yokm k !
I dging U™ x" R, =KR"R"u, x" N,
_ Wk »Km Ln (o !

=c"™u, 6"

= c"”'u‘m

I,; igin; B™x* N,/ =c"b'n

1, igim; B,“B"x* R,/ =c"b,,b"
Is igin; A, B*x* R,/ =c"a,b"
I, igin;  DX¥x* N/ =c"d'n

I, igin; D, “D™x*  8,}'=c"d,,d"

. K M _k I _ L km In
Iy iginy A, D™'x" R, =c"a,d

. K K K
I, igin; (UM U™ +4,"U* +U,, A””)x",K N,/ =c"u, u" +c"a, u" +c"u,,a"

Ly igimy  V,“V™x* 8, =c*"y, V"

Iy iginy Z, Z™x* W, =c"z,, 2"

I, igin; (BMKULM +UMKBW)x"'K N,/ =c"b, u" +c"u,, b"
Iq igin; (DMKULM +U, <D™ )x"’K N,/ =c"d, u" +c"u,d"
L, igin; V™x* R/} =c"Va

I, igin, ZHx* R/ =c"z'm

L, igin; D, “B™x* X/ =c*"d,,b"

I, icin; (UMKBLM +B,, 4™ )x",,< N, =c"u, b" +cb,a"
L iginy V,,“B™x* 8, =c"v,,b"

KplM _k ! _ hn_ pln
Iy igin, Z\, " B™x" (N ' =c"z,b

36
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L, igin; (UMKDLM +DMKA“")x"K R, =c*"u, d" +c"d, a"
Iy, icin; VMKD"Mx"'K N/ =c*"v,,d"

I, igimy Z,“D"™x* R/ =c"z,d"

1,, igin; (VMKU“” +4, ™ )x"‘,( N,/ =c"v, u" +c"a, V"
1,, igin; (ZMKU"M +4, 5z )x",,( N/ =c"z,u" +c"a,,z"
I, iginy Z,,V™x* N/ ="z, 0"

1, igin; D, “B%x* R/ =c"d,b"

I, igim; B, V™x* N/ =c"p, "

Iy igin; B, Z™x* R/ =c"b,,z"

I, igimy D,V™x* 8/ =c"d, "

I, i¢in; D, Z"x* R, =c*"d,,z"

. . KyriM _k [ _ km In
Iy iginy Z), " Vx" (R =c"z,v

155 igin; GKka’K NL' - 6KMGMka'K NL, - NKm NMm XM,,, XL‘p gank’K NLI
=x* ROXM N, gPXE R/

— np 1
=C Coin8 Cp

I, icin; AMKGLMx"J< N,/ =N,"N"a, X" X" g x* N/
= xk’K NKmanmXM'pNMng,pXL” NLI

=c"a,c”g, c"

Iy, icin;

K ~IM KyrIlM { N
[V, 5G™ + G, U™ ket 8, = (R, "N, X XMP g +654G, " U™ )xt (8,
=y, c™g o + NN X, XY g PRI et R
=c"u,,c7g,c" +x* (NOX, WY 5, g XY N SMuTRE R

_ km pn r km np Ir
=c u,,c grpC +c C,.8 cp,u

KpIM k&1 _ qkm np Ir
Iy, iginy Gy" B x" (N, =c"c,,g7c,b
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I, igimy G,“D™x* &/ =c*"c,,g"c,d"

I, igin; (UMKG“” +G, 4™ )x",K 8, =c"u,,c”g,c" +c"c,,g"c,a"
I, igimy V,,G*x* R/ =c"’"v,,,,,c""g,pc”

Iy iginy Z,,“G*x* 8, =c*"z,,c7g, c"

L, i¢im; G,“ B x* W} =c*"c,g%c,b"

L, i¢im; G, D™ x* W, =c*"c,,g"c,d"

L igin; G, V™*x* R/} = c"'"c,,,,,g””cp,v”

.. K —IM Lk 1 _ L km np Ir
I, igin; G,,"Z""x" (8, =c"c,8%c,z

seklinde yazilabilirler.

Mikromorfik termoelastik izotrop cisimlerin biinye denkleminin indis formu

Y = [alc"’ +2a,c™a’ m +3a,c"a,,a" + 200U w + 3¢ et 70, 6" (427)
+2a,,c™a,, b" +a,c"d' m +a,cd,,d" +2a,c"a,,d"

+ay, (c"'"u,,mu’“ +ca, u" + c""’u,,,,,a“‘)+ v, V" +aty ez, 2"

+ Clyg (c"'"b,,,,,u"’ +cu, b" )+ Olag (c""'d,,mu"‘ +c"”'u,,,,,d"‘)+a3,c"'"v’m + 03" 2
+a,cd, b" +ay (c"”'u,,,,,b"‘ +c"’"b,,ma’")+ ™y, b

+Q5c"2,,b" +a3s(c’“"u"mdF" +c™d, a" )+ Oty ™V, d" + " 2,,d"

+ay, (c"’”v,,,,,u"‘ +c"”‘a,,,,,v’")+ e, (c""’z,,,,,z,tln +c"a, 2" )+ ez, V" +a,c™d,,b"
+a,c™b, V" 4@ c™b,, 2" +agyc™d, V" +a,c"d,, 2" +ay ¢z, V"

+ a5, 8"7C, +2a4c""a,,c” g c" + g u,,c” g c" +ag e, g%, b"
+agscc,,87c,d" +ag (c"”'u,,,,,c”"g,pc” +c""‘c,,,,,g"”cp,a")+ L
+agc™z,,cMg " +ayce,, g7, b" + e, g%c,d" +ace,, g% e, 2"

km np Ir
+a77c Com8 CP,Z]
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(4.27) denklemi sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik pargalan (4.24)

gOzoniine alinarak

= ;‘o—[alc“ +a,c” (c',,. +cm')+%a3c"’" (€ +Con N +™ )+ @™ (c‘m —cm') (4.28)
0

+%a16c"’" A +g,,,’)+%anc"’”(gm T G +g"‘)+%amc""(cm +ep N +6")
+%aw (™ (o = Con )™ =™ )+ ™ Cm + €)™ =™ )+ (G = o)™ + ™))
e 1 ) bl e )

+%a25 (" Com = Con )™ 7™ )+ 5 (e + 7)™ ™))

+%a23(ck’” Con = )6™ +6™ )+ €™ (G + S )" -C"'))+%%nck’" bn-7.")
+%a320"”’ ' —gm’)+%a346"”' o+ n Y™ +7")

+211—a35(ck'" Con = o) + 77 )56 (4 7 )" +c”’))+%a36c’”" Vn = Zm " +7")
+21Ia3’ckm (G =6 " +7"’)+%a38(c'°"(c,,m o)™+ 6" )+ ™ (G + G )™ +™))
+i-a39c"'" (. +¢”’)+;1{a406’”" Gom =S Y6 +5™)

R S A )

T R SRy PRl CREEE O —" ) 26" G =5 V" ")

+—3;asocm(gnm +mN" —7"’)+;l‘-an0"”' T "9'"1)'*‘%“5301@ (Gom =G ™ =7™)

km np 1 km pn r
+a55c Com8& cp +a56c cnm+cmn)c grpc

1 on 1
pn r km np [/ r km 1 rl
+5a61 (C (Cnm ""Cm”)C grpc +c Cim8 cpr(c "-c ))+5a64c cnmg"pcpr ’ +7 )
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1 km [/ l 1 ki p ] km n Ir rl
+5a656 cnmg"pcpr(g’+gr )+Ea66(c m(cnm ~Cmn)c ”gmc +c cnmg pcpr(c +cC ))

1 noon 1 . 1 " o
+_2_a67ckm(Ynm _7mn)cp grpc ' +5aﬁsckm(gnm _gmn)cp grpcrl +'2—a70ckmcnmg pcpr(},l +7 l)

+%anc"”cmg""cp, (" +§”)+%amc"’”cmg””cp,(7” —}'”)+%anck’”cmg"”cp, " -¢")

seklinde yazilir.

Gerilme biinye denklemi %, katsayilari( 4, ‘lerin fonksiyonu) cinsinden

4 = hyS* + et + yc*e, + e+ ey, + By + hcme ! (4.29)
+hc e m + b (c"”‘cmc"’ + c'””cm”ci" +c*"c " )+ by, ™
+ IV " + B Y ¥ ™+ a Yy " + P3C "G "+ 1y G "
+ s G ™ + Mg 56"+ e e,y " + gy ™ + Mg C ™
+hyyc " c,, 7" + PypC " Cpns™ + My e, 6™ + By e, 6" + By e, 6"
Nl TN Y W Py €Y ™ + g €™ + PogC*" ¥ ™
+ 1y €Y ™ + | ) Wl Al PayC G ™ + by "
+ Iy 6™ + g6 C" + B3y " By Gy + iy
+h e, y"™ + h“cb"c,,mg””cp' +hyc™e,,c”g e + hyce,,c7 g ¢
4 iy c, g e e + hsc¥c,,g"c " + e, 8¢, 7"
+ h47chncnmg”pcpr}’lr + hygc™ (}'mn ~ YV m )cpng;pcﬂ + h49ckmcnmgnpcprgrl

km np ir fam pn r
"'hsoc cnmg cprg +h51c (glrm—gnm)c grpc

Denklem (4.28) diizenlenirken, mikrogekildegistirme tansoriiniin uzaysal formda
transpozesine ait ligiincli dereceden ifadeler, Cayley-Hamilton teoremi uygulanarak ikinci
dereceye indirgenmislerdir. Cayley-Hamilton teoremine gére her matris, kendi karakteristik

denklemini saglar. Buna gére tiglincii dereceden bir matrise ait karakteristik denklem

6'3 - ll(c)Cz + IZ(L.)C - 13(‘.)1 =0 (430)
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seklinde ifade edilir. Karakteristik denklemin indis formu
c""’c,,mc'" -1y, c""'c’m + Iz(c) c¥ - 13(c)5“ =0 (4.31)

(4.31)’de tigiincii dereceden terimi esitligin sol tarafinda yalmz birakarak diger terimlere

gore ifade edilirse

CkmC”mCln = 1y Ckmclm _12(c) c +13(c)5ld (432)

(4.32) denklemi (4.28)’de kullamlarak, (4.29) denkleminin h, ‘lere gore ifadesi elde

edilmistir. Cayley-Hamilton teoremi diger biinye denklemleri i¢in de aym kogullar altinda

uygulanmigtir (Eringen , 1962)
Lineer olmayan ve kanigik teorilerde homojen hareket bir uygulama olarak ele almr.

Mikromorfik elastik ortamlarda homojen hareket Kafadar ve Eringen tarafindan
tammlanmigtir (Kafadar&Eringen , 1971) Bu tamum burada verilen mikromorfik teori igin

uygulanarak homojen hareket

e, =0  ,  xe=R'y ,  0=0X1) (4.33)
kabul edilerek kartezyen koordinatlar igin

x, = Ay ()X ¢ +,(t) ,  detd, %0 X = R (t) (4.34)

yazilabilir. 4., R, (d6nme tansdril) ve b, zamann fonksiyonudur. Sekildegistirme ve

biikiilme tansorleri homojen hareket ile gozoniine alinirsa

O =0 > O =Cxt > g =0

Cyn =0, Vi = (4.35)
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C ve ¢ Green ve Finger sekildegistirme tansérleridir.

(4.29) biinye denklemi, (4.35) ifadelerinin kullamlmasiyla gerilmenin biinye

denkleminin homojen formu

4 = p 5% e+ yetme,! + he'g,! + h(ce e + e, e +c""'c,,,,,c”') (4.36)
+ Py C " GG M€ G 6 BTG 6™ H B C G 6"+ iy 6™
"'l”‘zzckmcmgln "'hzsckmcnmgnl +h24ckmcnmgln +h33"km§mncnl +h34ckm§mncln
+hyyc* e "+ Py g e+ Byt e + By " +h4,c’°"c,,,,,g”"cp1

km pn vl km pn r km np r km np ir
+hyeme,,c™ g, c" +hye e, g, c" +hyce,,8%c,c” TheT e, 87,

kem " km b km rl
+h49c cnmgnpcprg +h506 cnmg”pcprg " +hSIc (gmn —gnm)cp"grpc
ile ifade edilir.

Daha ileri bir 6zel hal olarak, ortamun elastik oldugu kabul edilirse grad 8 =0, yani
g =0.Buhalde

4 =1, 6% + e + e, + b m + By, + by + B, (4.37)
+ e + (c"'"cm,,c”' +cc,,c" + e, c” )+ he™y v + by "

P it ™+ €Y ™+ s C G ™+ €T G ™+ 5O ™

+ I G + By e,y + Mgy ™ + gy ™ + By e, 7"

+ Ry " 6™ + By e + By 6™+ Iy € C ™ + PysC Y ™

+ Py Y ™ + Py €Y ™ + PagC ™Y i€ + Mo Y 6™ + By €Y 6™

+ halckm}’nmgm + hszckmynmgln + hasckmgmncnl + h34cm§mncm + hsscmg,.mcnl

+h36ckmgnmcln +h37clmgmn}’nl +h38ckmgmnyln +h39ckmgnm7nl +h4ockmgnm},ln
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Gerilme biinye denkleminin uzaysal formunda kullanilan /4, katsayilarinin A ,’ler

cinsinden

B, =£{_1_(
Po 3

hss = _p—Hss

h4z =£H42

0

1

I, —51112 +—2—I,3JH8]

=L

Po

[Ho —%(112 —JZ)H,,]

(4.38)



hso =£Hso

0

olarak tanimlanmiglardir.

4.3 Ortalama Gerilmenin Biinye Denklemi
or, al,
oDy, 0Zy,

T* ortalama gerilme biinye denklemini elde etmek igin (4.17)’ye benzer iglemlerle

= ox =262

T KL = 2
Oy,

invaryantlarin ¢, sekildegistirme tansériine gore tiirevleri teskil edilir.

a17 =5KL
oDy,
a116 = ALK
oDy,
oy _,
0Dy,
a[24 = BLMB K
aDKL' Y
a130 = ZLMZ K
dD,, M
oy _,
oD,
6142 - 0
D,
a146 = ZLMB K
8Dy, o
aISl _ ULMZ K
- M

0Dy,
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(4.39)

=0 (4.40)

S

=B _yuy &

—H = yMp ~

_61_3=2DLK il9—=3DWDMK o,
aD KL KL aD KL
Oy _puy x4 4p O
D, aD,,
Oy _ pu Oy _puwp k,.p™p, K
8D, oD,

5127 =0 alzs =U"MU K 6]29
Dy, oD, M dD,,
oy _, oy _, al,,
oDy, 8D, dD,,
O _guy Oly _yuiy x Oy
8Dy, M 8D, M dD,,
s _g Oy _yuwp x Ol
0D, 8Dy, M dD,,
0l — 0l =0 al,
Dy, aD,, aD,,
aISZ =VLMZMK a‘[53 ___0 a159
Dy, 0Dy, aD,,

j K
=zZMy,
—yMp ¥
- M

=Uuy,*



aaéﬁo =GLMDMK +DLMGMK 6611)63 =0
Ay _ Oly _guwp ¥ % _g
oD, oD, Y oDy,
61_74=GWV K ﬂﬁ_:GWZ X Ol =0
8Dy, ¥ oD, " oDy,
o, _, o, _, o, _,
0Z 0Zy, 0Zy,
a‘[16 =0 _all_7=0 alls =0
EZKL aZKL aZKL
-‘?-1-2'—=ZWAM"+AWZM" Oy _y
0Z, 0Zy,
Olu _g Oy _gup K, gy K
0Z,, Oy, " 4
%ﬂ) ﬂ:Z“”D KypMz X
0Z,, 0Zy, Y 4
Oy _yu Oy _ g _ quip,
Z,, 0Zy, Zy, "
ﬂ=o _a_l_4°_=AWD X %:AWU K
oz, 0Zy, o 0Zy "
ol =0 2]_45_=0 %:BLMD K
0Z,, 0z, 0Z,, Y
Zy o 0Z,, 0Z,, .
a]i=UWV K Ol =0 _6_I£=0
8Zy, a 0Zy, 0Zy,
—:é“ =Z¥G, " +6"“z,* —:‘Z{“ =0

KL KL

Ol

6143 _ALMV K
- M

0Z,,

04
oz,

a152 _DLMV K
- M

8Z,,

a‘[68 =ALMG K
M

0Z,,
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6169 =0 6172 :BLMG K 6173 =O 6174 =O
M

0Zy, 0Zy, 0Zy, 0Zy

a‘[75 = DLMGMK a'[?? = GLMUMK 6178 =G[MVMK

0Zy, 0Z, 0Z,,

(4.40) tiirev ifadeleri (4.39)’da kullamlirsa, ortalama gerilme biinye denkleminin

maddesel formda indis g6sterimi

T =2[a,6" +22,D* +3a,D* D,/ —20,Z* + 4™ +22,D"" 4,,X (4.41)
ra A 4,5 — o, (2% 4,5 + 4™ 2, )+ 2, B +2a,D™ B, ©

+ap BB~ — ) (2™ B, * + BYZ, J+ aU™ U, + V™V,

ray(2%2,5 - 2™ D~ D™ 7, )~ U™ -, v +a, 4™ B, <

— oy A% B, +a U™ 4,5 VM 4, v a2 4,5 - 4™ D, <)

g AU — 0 AMY, K £ UM B, K +a VM B, +a, (2™ B~ - B D,~)
— 0y BYU, K ~aBHV, S +a UV, S +a, (U™ 2,5 - D*U,)

+ ey, (V™M 2, = DMV, )~ a U™V, ~ +ay,G™ +22,G™ D~

— s (Z¥G, S +GM Z, )+ 2 G 4, -2 4™ G, +ayG™ B,

— 0 B™M G, + 0, GMU,S + @GV~ a6 2, K ~D™G,, <)

— 2, GMU,, S~y GM Y, |

Ortalama gerilme biinye denkleminin maddesel formda diyadik gésterimi

:f = 2[a, I+20, D+3a, D’ + 2@, Z+ay, 4+22,; AD+ag A’ +a,, (,_4 Z+ g.g) (4.42)
+ay B+ 20y BDvay, B+ 0y (BZ+ ZBJt an U+ a V4 a2+ DZ4 2 D)

+ 5 U V4, B A=ty B A0, AUty AV - AZ+ D g U 4

+0,V 4=y BU-0, BV -0, (BZ+ DB)+a, U BrayV Bray VU

+2,({2U+U Dl an\ZV+V D0V U+ @y G+ 20 DG+ (G Z+ ZG J+ s 4G

-t G i+ ty BG-GB0, U G-t ¥ G-t |2G+ G D ey U Gy VG
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@, sekil degisim tansoriiniin simetrik ve antisimetrik pargalarinin (4.14) acik ifadeleri

(4.42) ‘de kullanilirsa

T=2[ @ I+ ay (¢+¢T)+%a9(¢+¢’) (ww’)+axz[¢—¢’]+%am(€+?7) (4.43)

syerereore )rpmlereore b el lere oo oo o)

+-12-a22(y+r’)+%a23(r+rT)(¢+¢T)+%a%(nrf)(nﬂ)
O [ o T ey O
[e-elfe-Tolere)o-e Tl Jere) | 2l

+5a33[1_“—1_"]+;}a34(13+1j") (c_f+ff’)—;1; an(t+07) (ovo” )—i-ass(afﬂf’) o]

Aaglr-o](orostanlr-r] (g0 daulror) b-o" | fan(rer) [

Ao oo o) ) oo b o)
A frrlb-ol L] [ o0 b0l lo-o7](ve7) |
rhal [0 |l [r-r7] (0207 |- enlrr ool an

vao pro” |+ 1au 6 o0 | -0 0]+ ulor ) G- auc (o)
r20(0e17)0-Sen oo} anle-o7l 6 Jenlr-r |

~ta] [0 oro(pre") |r3anle-oTlorJenlrr7] o

4
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Ortalama gerilme biinye denkleminin &, ’lerin fonksiyonu olan S, ‘ler cinsinden ifadesi

T=8,1+8,0+8,0"+8,T+S, IT+S;0+S,0 +S, ¢’ (4.44)

+Ss(q_oqf)T+ g_or o+ ?T ?T) +8,0°+8,00" +8, 0" o+S,0 ¢ +8,T"
+S, l_"I_‘T+S,5 E‘T ['+8 I:T I_“T +S,, (f)c_r+ Sis (_oqr +8) q_)r o + S5 (_oT g‘r
+8, 9T+ Sy ¢_)I_“T+ Sy, g_oT T+8,, (gr I8, TP+ Sy c_rg_aT +Sy0" ¢

+8,, ng_o’+s29 oT+8, 0T +8, 0" T+S,0" [ +8y, o +Ss, 1_“?’
#8357 9+ Sy I 0"+ 8, To+ Sy To 48, T 0+ Sy I 0" +5, G
+8,9G+ S @7 G+ 5, G+ 8,5 G +S, 0 G+ 8,07 G+ S, Glo+o”)

+ S, TG+ ST G5, GL+1”)
S u ler 4 ’ler cinsinden

Sy =2a, S, = (a16 +a32) S, = (alﬁ "asz) S; = (0-'22 +a33) (4.45)

3
S, = (a'zz "aaa) S; = (as +a12) S¢ = (as ‘alz) S, = 5(“9 +a’30)

1 1 3 1
Sg = "2‘(3a9 ‘aso) Sy = E(ala T Qg — Ay +a4z) Sy = E(als Q@ + Q3 +a4z)
1 1
S, = E(als — Uy — Ay _a4z) AP =§'(als + &y + 0y _a4z)
1 1
Si3 = 5(‘224 + Qg —Qys +a49) St =§(a24 =0y + Qs _a49)
1 1
Sis =5(a24 = Oy — Qs ‘a49) Sis =§'(az4 + 0y + Qs ‘a49)
1 1
Sy = 5(“21 —Qy "'asx) Sis ='£(a2| —Cy "a51),

1 1
Sy = “5(“21 +Qy +a51) Sy = _E(aZI +Qy _a51)
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1 1

Sy = ‘2'(a27 — 0Oy +asz) Sy = 5(“27 —Qy “asz)
1 1

Sy = —5(‘7‘27 +Qy +a52) Sy = -E(an + 0y _asz)

1
Sys = ‘2‘(2a17 Ty —Cy +a51) Sy = '2'(20‘17 =0y Ty +asx)

1 1
Sy = 5(2‘217 Ty — &y —aﬂ) Sy = 5(20’17 —Qy Ty —aSI)

1 1
Sy = '2‘(" Oy + 0-'48) Sy = '2“(“39 + a4x)

1 1

Sy = _5((139 +a4s) S5, = '2‘(039 “a4s)

1 1 4
Sy = 5(2‘223 + 0y Oy "'asz) Sy = E(zazs — Oy + Oy +asz)

1 1
Sys = 5(20‘23 Ry — Qe _asz) S3 = 5(20'23 — 0Oy T Qy _asz)

1 1
Sy = 5(0-'34 — Oy — Oy —Qyy ~Csg "’ass) S = —2—(a34 Oy — Q3 T 0y +C5 — ass)
Sy =205 Sy = (20‘60 +0ag —0.'75) Sy = (2(160 — Qg +a7s)
Sy = (asa "a75) Sys = “(aes "'a'/s) S = (ass —Qyp t 0:77)
Sy = (ass +Qg "an) Sy =—Clg Sy = (a69 — +a7s)
Sso = (a'69 +ay, "a7s) S5 =0y

olarak tanumlanmiglardir.

4.3.1 Ortalama Gerilme Biinye Denkleminin Uzaysal Formu

=1 oz
=P Frgk o =2 P T kA (4.46)
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Biinye denkleminin uzaysal formunu elde edebilmek i¢in, (4.40) ifadelerinin

sekildegistirmis formlan

1, igin; 8%yt 2! =RNYS, e 2L

k Km ! In
= NS N
Z K ng L (4.47)

=6"s,6"

=5kl
I, igin; DLKZkK ZIL =RY NKmdankK ZIL

= ka NKmdnm ZILNL"

_5mg 5

=dlk
1, igin, DMKDLMka ZlL = NM." NKmdnmNLrNMpd’kaK ZIL

= sz NKmdmNMn NMpdle LNL,-
=67d, 5" d75',
=d *d™
I, igin; Z"y* 2, =2"
I icin, A™ y* 2/ =a"
I, igin; A, D™ y* 'L =a d"
Ly igin; Ay A%y 2!\ =a, a"
1, igin; (AMKZ"M +Z,5 4% )ka 7. =arz" +z, a"
1, icin; B"y*. ', =b*
I igin; B, D™ z*y '\ =b,"d"
I, icin; B, XB™y* ', =b"b"
I, igin; (B,XZ™ +2, XB™)=b 7" + 7, *p"
Ly igin; U, UM % o', =u, u"
Ly igin, V), KVWZkK ZIL =V, fyle
Lyiginy (2, XZ™ =D, *Z™ -2, D™ y* 7', =2,%2" —d *z" —z *a"
I, igin; ULKZkK ZIL =u"
£.C. VOKSEKOCRETIM KURULL

BOKDMANTASYON MERKEZL



I, igin,
L, igin;
I, igin;
I icin;
1, i¢in;
1, icin,
1, icin;
1, igin;
1, igin;
1,5 igin;
I icinm;
1, icin;
1, icin;
Iy, igin,
I, igin;
I, i¢in;
I, icin;

Iy, icin;

I, icin;

I igin,

I igin; A,

PSR K 4WM _k t _ mk np
I icing Gy "A™ ¥ v X' 1 =€ &€ G,
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Ve e x ="

By “A™ ' 2L =b,fd"
B, A% y*y 2L =b,"a"
Ay UM 25 2L =a, "

A V2 e 2 =a,5"

(4, 2% =Dy * 4™ Jy* ¢ 7', =, 2" ~d,*a"
UM KALMsz Z,L =u”kalﬂ

Vit KALMZ"K ZIL =Vnkam

BM KULMZkKZIL =bnkuln

BM KVLMZkK ZIL =bnkvln

(BM K 71 -D, KBLM)sz ZIL =bnkzln __dnkbln
Uy “BY 2" ¢ 'L =u,"b"

VM KBLMZI‘K ZIL =vn kbl"

Vi KUWZkK ZIL =Vnkum
(Zu V™ -V, D™ )t 7' =2,V v, "
(ZM v -y, “DY )ka 2 =2,v"=v d"
Vi UM 2 =
GLKZkK ZIL = XL'nXK'mgankK ZIL

=X B X L

= cmkgnmcnl

DMKGLMZkK ZIL = NMnme deL,r XM,pngkK XIL
= Zkl( NKmdnmXM‘pNM "ngL,r ZIL
= 5kmd”mcpngrpcrl

. nk .l
"'d cpng cr

KoM KM\, k I mk ! nk !
(GM Z"+Z,, "G );( kX 1=¢" 8mc"2 ,+2%c,,g%c,

K~IM _k t __ . nk mp 1
G ZKXL—a cpng c,

!
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I, igim; B, “G™ y*, ', =b"c,,g"¢c,
I, igin; G, KBWZkK ZIL = chgnmc"pblp
I, igin; U,, KGWZkK ZIL =unkcpngmcr1
I, iging V), KGLMZkk ZIL =vnkcpngrpcr1

1,4 igin; (ZM kM —GMKDLM )ka z'L =z”"cpng”’c,' —c”"‘g,,mc"”d'p

KM k0 _ o onk, o, 1
Iy dginy Uy "G 2 ¢ 2 L =4 C87C,

Ko~IM _k I _ . nk mw. !
Lgigimy Viy "G™ 2" 2 L=V a6,

Mikromorfik termoelastik cismin ortalama gerilme biinye denkleminin uzaysal

konumda indisli formu

4 =2L [0, 6% +2a,d" +3a,d, d" —2a,7" +aca" +2a,a, d" (4.48)
Po

+aa,ta™ —a, (ankz"‘ +z, a" )+ @b + 20,5, d" + b, B"

~ay, (bnkz'“ +2, " ) + gt U™ + v, V" gy (z,,"z'“ ~d "~z Fd" )— a,u™
—a V™ +ayb,fa™ — b, a™ + aa, U™ e, V" +ay (a,,l‘zln -—d,,ka‘“)

—a u,fa" —au, a" + b U™ +a b, V" o, (b,,l‘zln —d,,kbl“)

= Qgtt, O™ — v, B + gy, U™ + (z,,ku'“ —u,,"d"‘)+ s, (znkv‘“’ —vnkdl")
-0y, U + @™ g,,c" + zaa;ankcp"gmcrl —Cg (c'"kgnmcnpzlp + z"kcpng’,pcrl)
+ assa"kcpngrpcrl ~ Q™ g™’ + a69bnkcpngrpcrl — 0™ €D’
+a73u""cp,,g"’c,' +a, v, g7e, +a (z""cp,,g'pc,' —c"’"g,,,,,c"”d’,,)

nk w ] nk ”» IJ
—CQpU C,Eg"C, —UpV C,8" C,
olarak ifade edilir.

(4.48) denkleminin sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik parcalarinin

(4.24) agik formuna gore ifadesi
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P = 2£[a75"‘ raylg" +g¥ )+ %“9 st wsm)-anl™ —s¥)  @49)

Po

+— aw(c +c"’)+;a”(c +cka )(g'" +g”’)+%a,s(cn" +c",.)(c'“ +c"’)

R i Tart SR LM AR I N A ) A
i AT AR S TN AR R N AR A

+%a28 (cnk —ck, )(cln —C"I)+%a29 (}'nk 7 )(71n _7,.1)

+rag|lef —gt e -6")-6 +s et —o)-f —sta ) + s S aale® ~e¥)
_—12-a33(;/”‘ —7"')—!7?}&34(7,," +7"n)(c"‘ +c”’)—:11-a37(y,,k +y"n)(c'“ +c"')
+ia33(c +ct )(c'“ —c" )+ a39( k c"n)(}/"‘ —y"’)

+:1;—a40[( +c*n )g -¢" (g,," +g"n)(c‘" +c”’)]—%a4z(cn" —c"n)(c‘" +c"’)

—la“(y )(c' +c™ + au(y +y* )(c —c')+ia456/ +y* )(y —y)

4

+;a4s[(7 w75 e - )=,k + ¢ ) ) ]—%a4s(cnk—0"n)(7‘“+7”’)

ol =1 e el -7 e )

4

+%a5,[(gnk—g" )c —c" (c bk )(g'“'+g"’)]
+lasz[(€nk-§" )i -7 (7 8 LR )]—%ass(}'n"—r"»)(c'“—c"’)

4
F U™ g™ + (6™ +67 e e e, “%ass (™ gme™c's -, )+ (c™ - k,ng7c," )

+%a65(c"" +c* )cp,,g”’c,I —%aﬁsc’""gmc"" (c'p +cp')+%a69 (y"" +y""cpng"’c,l)
'%ancmgmc"p(}’lp +7pl)+%a73 (c"k o )‘pngmcrl +%a74 (7;.1: —yb’)pngrpcrl
+%a7s((§nk —gh}pngmcrl "kagnmcnp(glp "'G'pl))‘%an (c"k ‘clmkﬁgmcrl

e

2
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(4.49) denkleminin s, ’ler cinsinden ifadesi

P4 = 5,0 +5,6" +5,6% + 5,77 457" 45567 56" +5,6" 05" (4.50)
+ 5, (g",.g'“ +¢fc ¢ e )+ Socnc™ +5,5c ac™ +5,¢, 5 c" +5,0,°c"

T A T s A Ry G Wy G R A

5y CFne™ + Sy € a4 55,0, 6" +534, ¢ 519 ay™ + 550¢ ny "

\

ky™ k .l k _In k _nl k _in
+83Y nG FSyY ng TS5V, 6 +S836Y, G

k_ nl
+83C, ¥ T 536,

k nl k . In k nl k In mk nl kn o !
+ 85,7 nC" +S3g¥ nC + 839, € +Sy¥, € FTSHC &€ tS5u5 €8 C

nk w1 mk np 1 mk np 1 kn m,, I
+S43g cpng ‘Cr +s44c gnmc gp +S4sc gnmc GP~+S46C cpng cr

nk w. ! mk np( ! 1) i w | nk w1
+S47C cpng cr +54sc gnmc cp +Cp +S497 cpng cr +S$07 cpng cr

" ! I
+55,6" gnmc”p(V rtY p)

Homojen sekildegistirme durumu igin daha once tammlanan kosullar (4.33), (4.34),
(4.35) gegerlidir. Bunlan g6z 6niinde bulundurarak homojen halde ortalama gerilme biinye

denkleminin ifadesi

P4 = 5,6" + 5,67 +556% + 5,65 0™ + 5505 nc™ + 5,65 nc"™ +5,565ng™ @.51)
mic nl In ! nk ! mk np . 1 mk np I
TS5uC € +35,6 cpng C, +546 cpng. C, +5uC" &€ gp T84C € G p

i p nk w1 mhk (. ! !
+546C7C,n87C, +545C™C,,87C, +545C™ g (cp +c'p

Mikromorfik termoelastik ortamin elastik olmast halinde (4.50) denklemi asagidaki
sekilde elde edilir.

¥ = 5,68 +5,6" +5,6" + 537" +5,7" + 5567 +566" + 516 06" (4.52)

k k k k
+sg(g",.g"' +¢. ¢ +¢, ¢" )+sgc"nc"' +5,¢0c" +5,¢, ¢ +5,0, "
k nl k ., In k_nl k_ In k nl k In
+83Y nY T ESY ny T Sis¥, ¥V TSV ¥V T SG aC + 56 ac

k _nl k In k . nl k . In k nl k In
+ 8196, € +850G, € +853G 0y FS8pG aY tSpG, ¥V FS5uG, ¥



| k nl k In l k _nl ' S k _In I :k nl I S$.nC k y In
n g 26 n g 27%n g 28%n g 29 ; 30
25

k nl ky
+843C, ¥ +53C0,

1

k
° i k In k _nl +5
+ 5537 06" + 837 0™ +835¥ 0 S F S35V 6

k _nl k In
In
+ 55,7 ™ + 83y nC™ + 5357, € + SV, €

s, katsayilar1 S, ’ler cinsinden

Sy = ;o—So

Sy = —/;p;-Ss

S0 = ,—D%Sw
S5 = —5(-)—815
Sy = ;%SZO
Sy5 = fo—st
Sy = ;’%Sm
S35 = fo—Su
S = fo—Sm
Sy = fo—S“
Sso = fo—Sso

tanimlanirlar.

5 =-—38,
Po
Sg = —'0—56
Po
Sy = ’ﬂSn
Po
S16 =~
o
p
Sy ;;'Szl
P
Sy = }:Sze
p
83 = ;:SSI
p
S36 = ;:Sse
p
Sa = ;o—S“
P
S =;:S46
P
Ss1 = ZSSI

S, =p_° )
=L,
S, = ;":’—Slz
Sy —p%S”
Sy = -fo—Szz
Sy = ;%Sz,
Sy = '—.’%Sn
Sy —;%Sn
Sp —;p:Sn
S47 —/—’;—S“

3 =—'D-S3
Po
Sy = ﬁSs
Po
p
Si3 = ’p—oSn
p
Sig = '_0:‘918
P
Sn = ’/ZSB
p
S8 ‘;st
P
§33 = ‘p‘o‘Sss
p
Sag "’;o‘sss
p
Sg3 = ES@
p
S48 =‘/;0'S48

In

S, —ﬁS4
Po
Sq —ﬁS9
Po
P
514 ";;'Su
p
S19 "Esw
p
Sy —,_0:524
P
529 —ESZQ
p
S34 ="p_oss4
P
S39 “ESM
Ps
Sy =~ Oy
“ Po
Yo,
Sa9 =’;°"S49
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4.4 Gerilme Momenti Biinye Denklemi

TXM =a—§§— (4.54)
KIM
T =gk TR (4.55)
Fa 02| Ol _al, 46
al, | 0B, OV ‘

Gerilme momenti biinye denklemini maddesel formda ifade etmek i¢in invaryantlarin

@,V sekildegistirme tansorlerine gore tirrevleri tegkil edilir.

oI, _su Ol _,pu U _3pwp £ (4.57)
8By, 0By, 8By,
alll =0 a113 =ALK 6114 =BLMAMK+ALMBMK
0By, 0B, 0By,
J{ ol
2 15 =ALMAMK aBZO =0 :;22 =DLK
KL KL KL
a123 = DLMDMK a]24 — DLMBMK +BLMDMK a1'25 =UMIUMK
0B, OBy, L
6126 =VLMVMK .6127 =ZLMZMK a129 =0
KL By, 0By,
513‘ =0 6133 - a134 =DMIAMK
8B, 0By, 0By,
8135 = ULMAMK a136 — VLM AMK a137 - ZIM AMK
XL aBKL aBKL
_6_12_-_-0 Oy _p Olys =0
8B, 8By, 0B,
6144 =DLMUMK 6145 =DLMVMK 6146 :DMIZMK
‘L 0By, 0By,
a]47 — ULM VMK a148 = ULMZMK 6149 = Vuu ZMK
6BKL aBKL aBKL



al,, ~o

8B,

a157 =GLK

8B,

Ty _ g g%

8B, M

a170 =GLMU K

8B, M

arl,, o

8B,

al, 0

24

aIll =2VLK

oV,

ol 0

oV,

ol 0

WV,

s _yuwp,* s a1y,

v,

6131 =ULK

WV,

ol _ 0

oV,

aI39 =ALMD K

Wy, M

6144 =O

WV,

6147 BLMU K
- M

33 =ZLK

31_3_6__=ALMB K
M

oV,
ol

41 = ALM U K
W, M
ol

=B¥p ¥
WV, M

oy _
oV

OB,
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ol;;
0By,

ol, _
0B,,

.6169 =DLMGMK

0By,

a]72 = GLMZMK
dB,,

5]

al,
oV,

al),
0V,

ol,,
OV,

ol,;
OV,

—2 =y™*p,* + D™y, *

oy _,
oV,

oV,

6143 =ZLMA K
Wy, M
a146 = O

oV,

a149 =ZLMB K
aVKL M



oly,
oV
ols,
oV,

oI,
oV,

ol
oV,

ol

vy,

74 = DLMGMK

ols,

oV
0l

0V

oV

ol

oV

=A% G, *
=B™G,*

=G*y, *

a153 =ZLMU K
M

oV,
0l ¢,

—& ~yHg,

oV

0l

oV,

ol,,

oV,

oI
oV,
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+GHy, *
=0

=0

——l=ZWGMK

(4.57) tirev ifadeleri (4.56)’da kullamlirsa gerilme momenti biinye denkleminin

maddesel formdaki ifadesi

T8 =q,6% +2a,B* +3a,B™ B, * -2,V + ;4™ +22,,4*' B, * (4.58)

F o A™M 4,5 g (T 4, + 4™V, )+ @, D™ +a,, D™ D,

+20,, D™ B, +a, UMUK +ay, V7, < -v™ B~ — By, ¥ )

+ 2, ZM 7,5 —ay, (V"MDMK +DLMVMK)—a31U”‘ —a,Z% +a, D™ 4, *

ra U™ 4,5 + oy (72 4,5 — 4™ B, % )+ @,y 24 4, -2,y 4™ D,

— AMU, K — 2y Z™ 4,5 +a, DU, +a, (D7, < -B¥D,¥)

+a,,D%Z,~ +a47(U"MVMK -—B’MUMK)+a48U“"ZM'K

ra, V¥ Z,X - 2™ B, % )-ayD*U,* -, 2% D~ ~a,2™U,~

+ 0, G +20,GM B, — (VG * + GV~ )+ 2 G 4, %

0 AM G, S+ D™ G, K +a,GMU,S +a, [GHV,* - B*G,¥)

K K K I 4

Gerilme momenti biinye denkleminin indissiz formu

T =a, I+2a, B+3a, B’ +2a, V+a,, 4+2a, BA+a,, 4’

(4.59)
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v (4V+V )ty D vy D+ 20, BDvay, Unv a1+ BV 4V B)
+ay 2+ ay|DV+V D)+, Ut a Z+ oy 4 D~ e, AU- 47+ B 4)
~ay AZ-ay, D 4+ @y U d+ 2y AZ-2,U D=0,V D+ DB-a,s Z D)
+ay [ U+UBJ+ay ZU+ay(ZV+ BZ)+ayU Dt ag DZ-a,UZ

+ gy G+ 205 BG+ 2 |GV+V Gl @ 4G-ag G At a G D=0, UG

-y G+GB)-a;, ZG-ar, G D+ a3 UG ay GZ

ile ifade edilir.

Gerilme momenti biinye ‘denkleminin sekildegistirme tansorlerinin (4.14) simetrik ve

antisimetrik parcalarna gore ifadesi

Fe o O e o et daloro’) e

+%am(1_“+1_“’)(<f+0f)+iaxs(ew_’)(q+ff_’)+%azo[(€+G_’)[l_“—{“’]+ﬁf—!’](q%’)]
rgaalore ool oo’ )(?’+‘f’rj’r%“”(lf‘“f)(‘_”*?r%%azs[?-?’][ff-q"]

Sy Sylty Sl Sy Sy R
1
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a0’ [&’*?TH%H?— o Jie-r e - ¢H
T (R L et o [

vy Gray O+ Jor Lag folr-17 | -7 lol Sl o7 o

L anloroT ety (proT)-Sanlo-o"|o-2a [r-r7lox olp-7]

1 1 1 1
O A R SR

Gerilme momentinin biinye denklemi ¢, katsayilarinin fonksiyonu olan G, ’lere gore

ifadesi

T=G,1+G,0+G,0"+G,T+G, I +G, 9+ G, 9" +G, I’ (4.61)
+GLT I T+ )+ G, 0%+ Gy 00" +Gy 0" 0+ Gy g g
+G; 0’ +G 09" +Gs 0" 9+G o' 9" +Gy [o+Gyg f_‘qr
+Gl9I:TO_"*‘Gzol:‘rqr“”GzlF("*‘Gn];g”r*'GzaI:T(o'*'Guer?’T
T T T T T

+Gy0l+Gyol" +Gy 0 [+Gyuo I +Guop+Gyop
+Gy) Q'T ¢+ G;, Q'T ¢ +Gy pI'+G,, ¢’1:‘T+ Gis o' ['+ Gy o t:T

T T T, T T
+G37(¢0_'+¢ o )+G33(¢q +@ q)+G39q+G4oI:(_;+G41I_‘ G
+ G OT+Gy G+ Gy 5G4 Gos " GGy Glo+ 0"+ G 9=

+Gyg C_?go+ Gy Q(DT
G, katsayilannin ,,’ler cinsinden

1 1
G, =a, G, = 5(‘113 "‘asx) G, = ”2'(0'13 "asl) (4.62)



G, =(a5+an) G, ""'(as‘au)

1 3
G, =—2—(a22—a33) G, =Z(a6+a26)
1
G, =Z(a15 + Q5 — 03 +a4,)
1
Gy, =Z(a15 — Qs — Qs _au)
1
G, = Z(aza Ty — Qg ’*‘asz)
1
Gy = Z(azs —Qy T 0y '*'asz)

1
Gy, = Z(zau + Oy — Q3 t+ au)

1
Gy = Z(zau — 0y —COlsg "a47)

1
Gy = Z(zau +Oyg —Oys +a49)
1
Gy = Z(zam — gy + Qs + )
1
Gs =Z(azo Oz + )
1
Gy = Z(azo —~ Qs —-a4,)
1
Gy = Z(au =05 +Qyy — 0y +Qy —ass)
1
G, =Z(a34 Q3 —Qyy —Qyy T Qg +a53)
1
G, = Z(a:u Qg T Oy Ty — 05, "ass)
1
Gy = 4 (au Ty — Qg3 &y —Csp — ass)
1
G;; = Z(azt) —Qys +a49)

P

Gy = —(a29 —Qys "a49)

BN

GlO

GIZ

Gy,

Gl6

61
1
G; =§(a22 +a33)
1
Gy =Z(3a5 “azs)
1
=Z(a15 — Qs T Qs +a4|)

1
=Z(a'|5 + a5 + 0 _au)

1
=Z(a23 =y —Cly —asz)

1
=Z(a23 +ay; + _asz)

1
Gy = Z(zau Ty — Qg — a47)
1
Gy = Z(zau 0y — Qs +a47)
1
Gy = 2(20’24 t 0y —Qys = a49)
1
Gy = Z(zau — Oy + Oys -—a49)
1
Gy = Z( Clyy + Q3 ’*‘0‘47)
1
Gy = Z( Clyy + 0y —a47)
1
Gy = "Z(aw + Qs +a49)
1
Gy = "Z(az«a + ;s "a49)



1
Gy = Z(’ a3 + a4s)
Gy =ay
1
Gy = E(zass —Qg + an)
1
Gy = _’z'(aez + an)

1
Gy = E(aa +ay "am)

1
Gy = Earz
’ 1
Gy = 2 (a69 Tay - an)
olarak tanimlanmiglardir.
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1

Gy = 5(2ass + Q& —a,,)
1

Gy = “Z'(asz - a?l)
1

Gy =5(a64 — Qg +a76)

1
Gy = ‘5“67

4.4.1Gerilme Momenti Biinye Denkleminin Uzaysal Formu

FH_ P TRL KNLI

Po

(4.63)

(4.56) ifadesi (4.63)’de yerine konarak gerilme momenti blinye denkleminin uzaysal

formu elde edilir. (4.57) ifadesinin uzaysal formdaki bile;en}eri

L KLk I _ saKm (sln k 1
1, icin; 07 x" N, =RTRYS, xRN,
ok suKm Ln g !

=x N6, NN,

= cm5nm6nl

¢ e LK _k v sl gsaKm k s 1
I igin;  B™x" ¢ N, =N"N"p, x" (N,
=x* N p, RUN,

— o hm nl
=c"b,,0

=ckl

=ckmb1

m

(4.64)
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I, iginy B, XB™Mx* (%, =8, "Rb, RERY pPxF N,
=xk  Fmp N, RY BT REN,
= c™b,, 8" b75,
= ¢y, p

I, iginy  VHx* oW, =c"Y

Iyiciny  A¥x*  8,'=c"d,

I, igin; B, fA4™x* R, =c"b,,a"

I, igimy A, A%x* (R, =c"a,a"

1, icim; (AM Ky vy~ 4™ )x"'K N, =c"a, v +c"v,,a"

I, igin;,  D¥xt.w,'=c"d',

I, i¢in; D, *D™x* R, =c™d, ad"

I, igin, B, *D™x* W, =c""b,d"

L icin; U, *U™x* %, =c"u,u"

I, igin; (VM Kyt _p, vy -y, CBY )x"'K R, =c™v, v" -c"b, v" —c"v,,b"

L, igin,  Z,XZ™x* R, =c"z,7"

1, igin; (DM Ky v, D™ )x",K N, =c"d, v" +c",,d"

I, igimy  U™x*  R,'=c"u',

Ly igimy,  Z¥x* (W, =2,

L, igim; A, *D™x* W, =c"a,d"

L igin, A, U x* (R, =c"a,,u"

1L, icin; (AMKV”" —-B, 4™ )x"’K N, =c"a,v" ~c"b,,a"

L, icin; A, Z™x* (N, =c"a,,z"

I igin; D, A™x*  N,'=c"d,,a"

I, igin; U, “4"x* N, =c"u,a"

1,; icin; 4,°

- &
I, igin; U, “D™x* W, =c*"u,d"



1,4 igin, (VMKD“" -D,“B™M )x"'x N, =c"y, d" -c"d, b"
I iginy  Z,“D™x* R, =c"z,d"

1,, icin; (VMKU"M ~-U, “B™ )x"'K N, ="y, u"™ —c"u,, b"
Lgigin,  Z,,“U™x* (N, =c*"z,,u"

1, igin; (ZMKVW -B,z™ )x"’K N, =c"z v" -c"b,, 2"
Iy iginy U, “D"™x*  8,' =c"u,,d"

I, igim;  D,*Z™x* 8, =c"d,, 2"

I dgin; U, Z™x* 8, =c"u,,z"

I igin;  GMx* (W, =65 uGHx" (N,
= NKm NmeM,”XL ’pgnpxk,K NLI

Wk Km M np yvlL s !
=x"  RTXT N, g7 X" N,

_ L km np 1
=c C,,8 Cp

I igin; B, SG™x*  R,' =W, "N"p, XXM g x* N,
. xk’K NKmb”mXM'pNMngrpXL'r NLI

=c*b,c”g,c"
I, icin; (GMKVLM +7, K GH )x",K R, =c*"¢,,g%c, V" +cv, v"g c"
I, igim; 4, 5G™x* (R, =c"a,c"g, "
I igimy G, 4"™x* W, =c*"c,,g%c,a"
Iy igin; G, “D™x*  N,'=c*"c,,g"c,d"
Ly igin; U, “G™x*  N,' =c*"u,,c”g c"
I,, igin; (VMKGLM -G, B™ )x"'K R, =c",,c”g,c" —c"c,,g%c,b"
I, igin; Z,,G"™x* (R, =c"z,,c"g,c"
L, igin; G,“D™x* W' =c*c,g"c,d"
L igin; U, “G"'x*  8,' =c"u,,c"g,c"

PRI K—~IM _k s 1 _ km np Lr
Ig igin, Gy Z7x" (N, =c"¢,,8" €,z

elde edilir.
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Mikromorfik termoelastik izotrop cisimlerin gerilme momenti biinye denklemi indisli

formda

FH £_[a4c"’ +2asck'"blm +3a6ckmbnmbl" -—2a“c’°"’v'm +a,3c"'"a1m (4.65)
Po

+2a,c™b,,a" + a7 a,,a" —ay (c"'"a,,,,,v'“ +cy,_a" )+ " d’ m
+ayc™d, d" +20,,c*b,,d" +ayc U, u" +a26(c"’”v,,mv'“ —cmp V" ——c"’"v,,mb‘")
ez, 2" —ay (c""‘d,,mv"‘ +cmy, d" )— PN TR . i

+a,cma, d'n + oy a,,u +ag (c"”‘a,,,,,v'" ~c"™b,_a" )+ a,c"a,, 2"
—ac™d,,a" —a,cu,,a" —a“c’”"'a,,,,,z‘“ +a44c"’”unmd'“'

+ 0 (c"’"v,,md‘“ —-c"’"d,,,,,b'“)+ Cic2,,d" +ay (c"’”v,,,,,u'" —ck'f'u,,mb"‘)

+ @z, u" +ay (c'“”z,,mv'“ —c""’b,,mz‘") —cytS(A)c"”'zz,,,,,d‘n —~a,c"d, z"

— @y, 2" + 25,8 e, + 205D, 7 g "

-, (c"’"c,,mg"”cp,v" 14 c""'v,,mc””g,pc”)+ ey, g "
—a67c"”'c,,mg"”cp,a” db asgc"’"cnmg"’cmd" 4 a,oc"’"umc”"g,pc"
+a7l(c""'vnmc””g,pc" —c""’cnmg”"cp,b”)+ € " 2, g e — g e d"

km pn vl km np Ir]

$eklindé Ya2111r.

Sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik par¢alarimin (4.24) agik ifadelerine

gore (4.65) denklemi

?‘H =;—p‘[a4ckl +asckm (7, m +7ml)+%a5ckm (}’nm +ym)(],|ﬂ +7"1) (4.66)
0

—a,c”" (71m —ym') +%a,3c"”'(c’m +cm')+%al4c"’" o +7,,,,,)(c“‘ +c"’)

+ %a,sc"’” (cm + cm,,)(c"‘ + c”’) — oy [c"’" (c,m + c,,,,,)(}"" —y" )+ (Y m — }'m,,)(c"’ +c )]
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‘+%azzck'"(§lm +6.') +%azsck'”(gm +6m)c" +§"’)+‘;‘az40'°" om + 7)™ +6")

5 0se (e~ )" =)

O R ) SV REOO AR S A A
+%a27ck”'(gnm )" —g"’)—%azg (64 Gom + 6 )™ =7 )46 (o = 7)™ +6™)]
Ly —¢,)-Zane (et —6. P e +en )6 +7)

I L T R R 2R b2

+ %a,,c"”’ (Com + Cn )(g'“ " )—%a”c""' (G + gm,,)(c‘“ + c"‘)- i—a“c"’" (com - c,,m)(cln + c",’)

-i—a4sc“(cnm +Cpn )™ -g"’)+%a440"'”(cm ~m)c" +6")

+%a4s [ = 7 ) 6™ +6™ )= (G + G )" +7”’)]+%a460"'”(§m ~6m)6" +5")
+ ;11-% (64 (= 7 e =" )= (e = )™ 477 ;1;%0"’" o — )™ — ")
+%a49 [ G = G Y = 7™ )= € o + 7 ™ —g"’)]—%asock'”(cm ~Cu)l6™ +5")
—%aszck'" (om + Smn)lc" —c”’)—%asw"” (Com =)™ =" Jr @™ c,ng e,

+ 0" (Vo + Y O 8 " _%asz (6 & (7 =7 )+ ™ =V " 8" |
+%aﬁ4ck’" (Com + o )" 8 " —%aﬂckmcm g”c, (c" +c")+%a69c"’”c,,m g”c, (s +¢")
+%amck’" (Com = Con Je™" 8" +%an (6 (s =V e 8" =g, " +77)]

- %a78cmcnmgnpcpr (SJ’ ‘gﬂ)]



g, katsayilanna bagl olarak gerilme momenti biinye denkleminin ifadesi

67

T4 =g, 8% +gicM +gyce, +g5cMcn + 84"y, + gy n + 2G| (467)

810G+ e Vot + &y (€ ¥+ Y V™ Y ™)

+ glockmcmncnl + gllckmcmncln + glzckmcnmcm + glsckmgm,.gnl + gl4ckmgmngln
+ 815C " GunS" + 816€ " CumS " + 811C Y mnC™ + 818C "V unC€" + 81€ "V "
+ 820C " Y umC" + 82C " Y mnS” + 80C "V nS " + 825V umS™ + 824"V um& "
+ 825C " Con? " + 826C  Con¥ " + 811 Com¥ " + ZpC " C¥ " + 825" 6"
+ gsockmcnmgln + gslckmcnmgnl + gszckmcnmgln + gssckmgmnl’"l + gs4ckmgmn}’ln
+ 835C Gt + BiC ¥ + (TG + TG ™)

T 830G ™ + € 0" )+ 8390 C,, 870, + 8isC Y e g

Ir

km pn _rp rl km np rl km np
+g41c Vi€ 8 4 +g4ZC Cnmg Cp’,}’ +g430 cnmg Cp,}’

km pn rl km pn rl km np ir r
+g44c Cun€ g;pc +g4sc Crm€ grpc +g4ﬁc Cm8 cpr(c +c )

km pn rl km np rl km np ir
+g47c (gmn—G-mn)c grpc +g4SC Com& cprg +g49c Cm8 cprg

olarak yazilir.

(4.33), (4.34) ve (4.35) *deki homojen sekildegistirme kosullar1 gozoniinde bulundurarak

gerilme momentinin biinye denklemine ait ifade

ki kil ki km I km { km nl lan In
1 =g, 0" +g,c" +8,67C, +8C Sm TEWC  CunC F8UC CpnC (4.68)

+ 8126 o™ + 813 S 6™ + 814C" S + 815C "G + 816C " S umS "

+ gz9clmcmn§n1 + gsockmcmngln + gnckmcnmgnl + gazckmcnmgln 83 (ckmgmncnl + Ckmgnmcln )
+ 838 (ckmgmncln + ckmgnmcnl )'*' g39clancnmg”pcpl + guckmcmncpng;pcﬂ + g45ckmcnmcp"grpc

88 Cor (" +C") + 8™ (G ~ G 7 8 "

km np rl km np Ir
+g4sc Com& Cprg +g49c Com8 cprg

elde edilir.

rl



Termoelastik mikromorfik ortamin elastik olmasi halinde (4.67) ifadesi

?Id = go5kl -+ glel + gZCkmle -+ g3ck'"cl,,. +g4ckm7ml +gsckm}’1m + gsckmgml
21w + Gy Y™+ B[ ™+ ™+ Y ™)

+ gxockmcmncnl + guckmcmncln + glzckmcnmcnl + g13ckmglrmg"l + gl4ckmgm,.§ln
+ 8156 G 6™ + 816C S + 817C Y €™ + 815V mn "+ 816C Y g™
+ 220C Y €™ + 8C "V anS™ + 82C Y mnG" + 823 Y a6 + 824 "

lon nl km n km nl km In km nl
+gZSC cmn}, +g26c cmn}/ +g27c cnm}/ +g2SC cnm}, +g29c Cmng

km In fem nl km In km nl km In
+gaoc _cmng +g3lc cnmg +g32c cnmg +g33C gmn), +g34c GMn},

68

(4.69)

km ! km In km ! km n { km ln km nl
+835C Cum¥ " +836C Gum¥ +g37(c Smn€" € G € )+gss(c Sun€ FC  GpC )

elde edilir.

g, katsayilarinin G, ’lere bagli ifadeleri

1 3 1 1

8o =£{"(1 ——11]2 '*'—113](;12] &1 ’&[Go ‘—(112 Iz)ze} (4-70)
Po 3 Po

&> =£'G| g3=£‘[Gz+]1Glz] 84 =£G3
Po Po Po

&5 =£G4 8s =£“Gs 87 =_p‘Gs
Po Po Po

8s ="8‘G7 89 —ﬁ'Gs 8o ‘£G9
Po Po Po

gn =-—Gy 47! -iGu 813 £ Gy,

o Po Po

g = P Gy &5 _ﬂGIS 86 = L G
Po Po Po

8 = £ Gy, &is ‘ﬁGIs 819 = 2 Gy
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8w = £ Gy 82 —ﬁGZI gn £ Gy
Po Po Po
85n="Gy 84 —£‘G24 825 = £ Gys
) Po Po
8 =Gy En "“p_Gn 8x = = Gy
Po Po Po
-Lg =LG -Lg
82 29 &30 30 83 3]
Po Po Po
8n = £ G, 833 —ﬁGss &34 £G34
Po Po Po
835 = £ Gis 836 _£G36 837 = L Gy,
Po Po Po
=P -Lg e
83 38 839 39 g0 40
0 Po Po
gu = N Gy Exn *£G42 84 = . Gy
Po Po Po
u = L Gy 8as —_p'Gu 8 = G
Po Po Po
847 “ﬁGu 8 —£G4s 849 —"'D“Gw
Po Po Po

ile yazilirlar.
4.5 Is1 Akisi Biinye Denklemi
G =Grad 0 ® Grad 9 biiyiikliigii O 1s1 vektorii ifadesinde kullamldiginda

0f =x & 9 2 % @.71)
96, oI, 0G,

elde edilir. G, terimi 8, ve @, sicaklik gradyantlar arasindaki koordinat eksenleri

déniisiimiint saglayan tansorel biiylikligii gostermektedir. (4.13)ifadesindeki invaryantlarin

G, e gore tirev ifadelert



aIS4 - 5KL
oG,

_all =pwMp X
8G,, M
a162 — VLM 14 K
3G, M
a166 = ULMA K
8G,, M
aI70 = ULMB K
oG, M
ol M _ VLM D K
8G,, M
ol 8 _ VLM A K
8Gy, M

a155 = ALK
3G,
a159 = DLK
0G,,
6163 = ZLMZ K
9G,, M
a167 = VIMA K
8G,, M
a[ﬂ = VIMB K
3Gy, M
al 75 = ZLM - K
8Gy, M

0l s,

= ALM A K
3G, M
a160 = DLMD X
aGKL_ M
Ol _ quip
8G,, M
a1'68 = ZLM A K
3G, M
a172 =ZLMB . 4
8G,, M
a1'76 - ULM V K
8Gy, M
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ol g,

57— Bt 4.72
3Gy, (4.72)
a] 61 - ULM U K
3G, M
aI 65 = ALM D K
3Gy, M
aI 69 = BLM D K
8G,, M
al 73 — ULM D K
3G, M
aI 17 - ULM Z K
8G,, M

(4.72), (4.71) ifadesinde kullanuldiginda, mikromorfik termoelastik izotrop ortamlarin 1s1

biinye denkleminin maddesel formuna ait indis gdsterimi

K X
0F = 2k 5 + @y 4™ + s 4™ 4,5+, BX + 0 BY B,

(4.73)

K K K
+agy DX +a,D* D~ + 2, UMU, S +a V™V, +auZz™ Z,,

K -
+ag A B,  +a,d* D,  +a U 4,5 +a VM 4,5 +auZ™ 4~

K
+auB™ D, +a,,U*B,~ +a, V"B, +a,Z*B,* + 2, U D,

+ V¥ DS + @ ZM DK + UMV, + U™ 2,5 + a2, <6,

elde edilir.

(4.73)’lin diyadik gosterimi

0=2«kla, It+a; A+ A2+a,B+a B*+a, D+ayD* +a,Ul+a,V: (4.74)
= 54 4T Qsg AT LLgg A s1 2T %5 2 T 859 T Ce0 61" 62"

+a 2+ B A+ D A=y AUt AV ~aq AZ+ ey, DB~ BU



71

-0y, BY =y BZ ~ay, DU~ 0y, DY~ tyg DZ oy Uty ZV+ i 2V |Grad §

seklinde yazilir.

Sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik pargalarinin (4.14) agik ifadeleri

(4.74)’de kullamildiginda

0= 2/{[5254 {+ %ass (cz'+ qr )+ %aﬁ (q+ qT )(q+ qT )+ %as, (I_“+ 1_"T) (4.75)

Sl S G R e (9
T R s Sy SN [

oo Jore b youlerer o]

o+ qT X(a— (or] + %a69(¢+ ¢T)(I_‘+ 1_"T)

+
|
R
Iy
ol
+
(
1
—
+
'Q
i
+
R
/u-_\

)
o
o
P,

Sy s Tiny sy Sy =S4

Ist biinye denkleminin e, ’lerin fonksiyonu X, ’ler cinsinden

Q:ZK[KO I+K, (0'+ aT)+ K, (1_“+§T)+ K4(¢+ ga’) (4.76)
+K,0'+K 00" +K,0" o+ K, 07 o'+ KT+ K, TT + K, T" [+ K, ' T"
+K, 9"+ K 0o +K, o 9+ K 0 0 + Ky Fo+ Ky I:O'T"'Kls I:T o+ K I:T o'

+ Ky po+ Ky ¢qT+K22 o o+ Ky o qT+K24 @'+ Ky ¢I:‘T+K26 o '+ Ky o' FT
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tKnloTral -0 Tvo I Ky -aprap’= pra” o' |
+ K3o(_1:¢+I:¢T"I:r qo+I:T (pT) ]Grad@
seklinde yazilabilir.

K, katsayilan ,’ler cinsinden asagidaki sekilde tanimlanmuglardir.

1 1 !
K,=a, K = Eass' K, = 5“57 K, = 5“59 *.77)
1 : 1 1
K4=Z(a56+a61'a66)~ K, =Z(a56 —a61+a66) K6=Z(a56_a61—a66)
1 1 L
K, = Z(ase + &g +a66) Kq =Z(ass tag "an) K, = Z(aSS ~ Qg +a7,)
1 ! I
10 = Z(ass — g —ay) K, =Z(ass +ag +ay) K, =Z(a60 + 0y = )
1 1 L
K= Z(aao —Cg +a75) Ky = Z(aso — Qg3 —0.'75) K5 = Z(aw t +a75)
1 1 1
K= Z(aa — Qg + ) K =Z(a64 + Qg = ) Kis =Z(a64 ~ 0ty =ty
1 L s
Ky = Z(O"M + Qg + Ol ) Ky =Z(a65 — Qg +ay) Ky = Z(a“ +o —ap)
Ky = Z(ass -y —ay) Ky = Z(aas + @y + 0y ) Ky = Z(a@ =y + )
1 ! L
Ky = Z(aw +ay, "an) Ky = Z(aw —Qy _an) Ky = Z(a69 + Qs +Aa73)
1 1 1
Ku =% Ky =2 Ko =3

4.5.1 Is1 Akis1 Biinye Denkleminin Uzaysal Formu

q* =2-£-—K‘QK9'ka’K x (4.78)

Po
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(4.72) ifadelerinin sekildegistirmis formlan

I, icgin;

Iy igin;

I icin;

1, igin;
1y, igin;
Iy igin;
Iy icin;
Iy, igin;
Iy, igim;
I igin;
I, icin;
I icin;
I iginm;
I, icim;
I icin;
I, igin;
1, igin;
L, igin;

1, igin;

KL _k ¢t _ . mK , nL k !
OUX o x L= A X X,
_ Wk mK ] nl
=Xk X" O X L X (4.79)
=cc!
LK _k t _ nl . mK k !
ATX f X =X X X,
ok ! mK 1 L
=X ,Kx ,LZ anmx ,LZ
=c"a,c"
K 4ILM _k { Y | mK L M _m k 1
Ay AT X = X G X Xy GTX X,
I 1 mK n M _m I L
_x,KZ Qom X MZpa x,LZr
. L km m 1
=c"a,a"c,
K_k I _ dmp
Bx* ¢ x'  =c"b,¢C
Kp_k I _ dmp pm 1
B, B x" ¢ x ,=c"b,b"c,
LK _k I _ m In
D™ x" ¢ x' , =c"d,,C
K M _k ! _ L m m 1
D, Dx* (x ,=c"d,d"c,
KrrIM _k I _ km m 1
Uy U7X g x  =c"uu’c,
KprIM _k I _ km m 1
Vi VX" g% =c"y,vc,
K7IM _k ! _ km m 1
Zy Z7x" g x  =c"z,,27C,
K JIM _k I _ m m !
By, A"x" ¢ x' , =c¢"b,,a"c,
K 4IM _k ! _ km m I
D, A" x" (x'  =c"d,a"c,
KyrIM _k I _ m m 1
Ay U7X ¢ x'  =c"a,u"c,
KpIM _k I _ L m m 1
Ay VX ¢ x'  =c"a,v"c,
KpIM _k I _ km m I
Ay Z9x"  x'  =c"a,,z"c,
K nIM _k I _ L km m 1
D, BYx" yx'  =c"d,b"c,
Kppldd _k 1 _ dmp . m I
B, U™x" px' | =c"b,u"c,
Kyt k1 _ dmp  m I
B, V7x"(x , =c"b,v"cC,

KpIM k I _ _km m 1
B, Z7x" yx ,=c"b,z"C,
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1., igin; DMKULMJ:"J< x' L= c"d u"c',
L, igin; D, vHxt  x' , =c*"d, v"c,
L igin; DMKZ“"x"‘K x', =c"d,z"c,
I icin; VXU xt x| =c*y,u"c,
I, igin; Z, UM X =c"z,umc,
I, igin; Z, VMt ="z, v

Mikromorfik termoelastik izotrop cismin 1s1 biinye denkleminin indis formu

I
g* = 2£—K[a54c"”'c'm +a,cma, " +agcma,amc's +agc™h,,c" (4.80)
Po

+ac™h b7 +ayct™d,, " +ane™d, d7c! s + agc™u,umc!

+ ey, Vel + ez, 27! +a b, a"c  +agc™d,a™c

+agcma, umc!, +agyc™a, vt +age™a,, 27 +agnc™d, b7c’,

+ ¢, u™c's + 0, c"b,, v +@nc™b,, 27! + e d, u" !
km _Im, m |

km m km m 1 km m 1
+a,,c"d, v+ d, 2" e v, U e e 2 U,

+ anckm znmvm cl r ]9,1

Sekildegistirme tansorlerinin simetrik ve antisimetrik pargalarinin (4.24) agik ifadeleri

(4.80)’de yerine konuldugunda

q* = zﬁx[as4c'””c'm +%assc""’ (€ + € JE" +%assc"’” (e + o )(c"' +c"’)clr (4.81)
Po

1

1 1 m o 1

+5a57ckm ()’nm +},mn)cln +Zassckm(}’nm "‘7”.")(7 +y )‘J’ +§as9ckm (gmn +§mn)c r
1 1 m nr

+Za6ockm (gnm +gmn)(gm +g"r¥1’ +Zaélckm (cnm _cmn)(c =c )cl"
1 m nr l m nr

+Za62ckm (7nm _ymn)(}' -y }I" +Za63ckm(gnm —gmn)(g -G )CI’

+%a640"'" G + 7)™ 7 ) +;1;assck'" G + 6 )™ +™ )
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+%a“c"”’ (c,, + ¢, (c"’ - )c’, +%a67c"”' om +cm,,)(y"’ —7"')c’r
+%a6sckm (cnm +cmn)(gm n’} + la69c (Q‘nm +g"m)(7 +},"r4)

1 m nr 1 m nr
+Za70ckm(}/nm +7mn)(c -C 1" +Za7lckm(rnm +7mn)(7 e )cl"

!

b 12 (47 )67 =67 B+ 7m0 (6 + )™ =7
+%a74ckm(§nm "'gmn)(}’m _7”)[’ +%a7sckm(§m +§mn)(§m _gnr)clr
#2030 o~ )67 =" B 0 on =) =7 e

+%a7sck-m (gnm _gmn)(;/m _y'"' )CI’]B'I

elde edilir.

Is1 biinye denkleminin &, katsayilan cinsinden

" =x "¢ m[koé'”' +k (c'“ +c”’)+ kz(y‘" +y"’)+ k3(g'“ +g”') (4.82)

+ k™ c,+kc c, +k c”c'r + ke l“*'ks}’lf}’m"'kg}’r’}’m

I nr

+klo?’ A TV "'klzgl’gm +k13§r g +k14§1'§'m ‘*‘klsgrlg”

+k167’ rc™ +k177 ¢ +k1871 m'*'kw?’rlcm"'kzoglfcm'*‘kzxgrlcm

! nr

"'kzzg " ks, C +k24§l'7m + kzsgrl}’m + k26g1’}/” + k27§r17”

+k28( "y e~y 4y, e )
thy(gre 46,7~ 46,
r _n

Crkl-piem e, =y e, o,

seklinde yazilir.
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Homojen olma kosullart (4.33), (4.34), (4.35)’i gdzoniinde bulundurarak (4.82) yeniden

diizenlenirse

q* =k c*"c,, [k, +kl(cln +c”’) +k3(g'“ +g"’) +k,emc's +ke™e,

! ! ! ! ! I
+kse"c' s ke e, +hygtigT vk, 6T F s 6T ks, 6"

! !
"'kzoglfcm +ky6, c” +k22g',—c"’ +kys. €

elde edilir.

nr

(4.83)

+ kg (— " g e =gt v e ) le,

Mikromorfik termoelastik ortamin elastik olmasi halinde 1s1 akist (q" = 0) stfirdir.

k, katsayilan K, ’ler cinsinden

k =22k, k=2£K
Po 0

k, =22k, K =2LK,
Po Po

k=2LK, & =2FK,
Po Po

ky = zﬁsz ky=2—K;
Po Po

ks = 2£K16 ky; = 2£"K17
Po Po

ky = 2“'iKzo ky = z-ﬂKZl
Po Po

by =2-=K5 ky = 2£K25
Po Po

ky = 2“p_Kzs k29 =2£K29
Po Po

ifadeleri ile tanimlanirlar.

k, =22k,
Po
k=22 K,
Po
ko = 2£K10
Po
k14 =2£K14
Po
ky = 2—8_K18
Po
ky =2£K,
Po
ky = 2£K26
Po
kso = 2£K30
Po

k =2L K,
Po
k, =22k,
Po
k, —2"2"K11
Po
kys -2"‘0"K15
Po
kys =2_p—K19
Po
ky = ‘g“Kzs
Po
k27 =2£"Kz7
Po

(4.84)
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4.6 Lineer Teori

Bu galismada, verilen teorinin bir biitiin olmas: igin, sicakhiin zamana gore tiirevine
bagli mikromorfik termoelastik cismin lineer bilinye denklemleri elde edilecek, ancak

burada kullanilmayacaktir,

Sekildegistirmelerin referans konumuna gére sonsuz kiigtik ve sicaklik degisimlerinin de

cok kiigiik oldugu kabul edilecektir. Birinci derece yaklagimla sekildegistirme gradyam x o

hiz vektorii v, mikrohareket y, ve agisal hiz vektorli v

x* ¢ 5(5", +u";,)g',( , v 5= / (4.85)
ZkK 5(5k1+¢k1)glx ) NKk5(5lk“¢ k)gKl
oo~ a("’d

ot

olarak alinabilir (Kafadar&FEringen, 1976). Burada «* yerdegistirme vektorii, ¢* dénme

vektoriidiir (¥ =¢,,,¢™ dénme vektorii cinsinden tanimlanmigtir).

Sonsuz kiigiik sekildegistirme tansorleri ve biikiilme tansériiniin maddesel form ifadeleri

o,p,I sekildegisim Sl¢limleri ve G metrik tansor ifadelerine gore

P =g — Gy s Ex, = Pr, — Gy s FKUJ =D (4.86)

olarak yazilir. (4.85) biiyiikliikleri yardimiyla sonsuz kiiglik sekildegistirme tansorleri ve

biikiilme tansorii

-~

€y = U ~ P > Ly = P s Viam = Pt.m (4.87)

seklinde tanimlanabilir.
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Lineer teoride 7, denge sicaklifi yanisira, bu sicaklifin yaninda ¢ok kiigiik, T° relatf

sicaklik kabulit yapilir. Buna bagh olarak

T=6-T, , T,>0 , IT] <<T, (4.88)

tammlanmr. Onkosul olarak u,, , @, , @,y » T, T ve T, biiyikliklerinin kiigiik

olduklar sdylenir.

T TX 75 biinye fonksiyonlarim 7, denge sicakligindaki gerilmesiz halde
lineerlestirmek igin Z,¢ ve pe biiyiikliiklerini ikinci ve daha aga§1 derece terimleri igine

bir seriye agilir. Bu biiyiiklitklerin seriye agilmig en genel ifadeleri

L=my —mT -m,T* ~m;T -mT* ~mTT + AT, +B*TT, (4.89)
+D*T'T, +%F“ZKZL +(4¥ - B®T - D¥T)p,, +(E - H¥T - J%T)g,,

+ (KR8 [T MR ENE +%A“M”gom Oomy +%BW‘V€KL Eun

1 ke 5 KLMN KLMNP . KLMNP
+=C Ukalwpg +E " Pruén +F Pxlome +C Exrlunp

+ A" Ty + B e T +CV T Ty
$=T, +T+alT+a2TT+-;-a3T2

po =y —mT —i,T* -, T —m,T* -m;TT+ 4T, +B*TT,

+DXFT, + 2 FRr T, + (2% _BRT - B%T)p,, +(F% - BT - F27)s
K 2 K4 L KL KL

+ (R LT - ST g+ 2 A, D+ T e, o

1

SKIMNPQTS T T KLMN TKIMNP . TR SKIMNP . =
+=C T Tnpg +E P +F Pl +C ExrLame
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+ A" 0 Ty +B*™* e, T, +C M s T

Seri acilim denklemlerinde degiskenlere bagli katsayillar {lizerinde kisitlamalar

yapabilmek i¢in, ortamin referans konumu ve denge durumu gézéniinde bulundurulursa;

Maddesel ortam i¢in biinye denklemlerinin sonsuz kiiglik sekildegisim Slglimlerine ve

sicaklik gradyanina gore ifadeleri

e - 9% Th .o 9% pam . 0% (4.90)
O Oty Ol 11
. 0%
=K
0 =%,

(4.90) ifadeleri referans konuma gére diizenlenirse

T = 4" -B¥T-D"T + A" g, + E*“WN g, + F*¥"T =0 (4.91)
TKL ___EKL _HKLT_JKLT+BKLMN8W +EMNKLSOMN +GKMPFMNP =0

TKI_M = KKLM —LKLMT—MKLMT‘FCKLMNPQFNPQ +FNPKLMpNP +GNPKM4€NP — O
elde edilir.

Referans konumdaki denge hali géz6niinde bulunduruldugunda, T,‘T, IR g,Ij‘

biiytikliikleri (4.91) ifadelerinde yer almazlar. Bu durumda biinye denklemleri

T = 4% =0 , T =E% =0 , THM — KM — 4.92)

olarak yazilir.

Is1 akisinin denge konumunda sifira esit oldugu kosuluna bagl olarak (4.90), ifadesini
kullanarak

OF = AX + B*T + D*T'+ F*T, + A" o, + B*® ¢, + C*™ T, =0 (4.93)
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(4.93)'de denge halii¢in T, = T =0 gegerlidir. Bu durumda
AX = BX = gHK - MK _ CUIVK (4.94)
olarak tanimlamur.

(4.92) ve (4.93) kisitlamalarina gére ~ yeniden tegkil edilirse

=my —mT -m,T* =m;T ~m,T* -mTT+ D*TT, +%FKL1K1L (4.95)

~ (BT + DT, —(HXT + JT e — (LT + M T )T,
+ 1 AN o P + ';‘ B g ey + %CKWPQfoNm

2

+ E KLMN +F KLMNP + G KLMNP

£ kv # 1L ane ExrLamp

Denge konumunda p,¢ ifadesinin agilimina ait malzeme katsayilarinin tanimlanmasi

Pt le= ool +41)le= 2= (0, +T) 2 (4.96)

ifadesi ile saglanir.(4.96) ‘da biiyiikliikler yerine yerlestirilerek

m, —m,T ~m,T* -m,T ~mT*-m,TT+AT, +B*TT 4.97
1 2 3 4 5 X K

+DTT, +%F“TKQ + (A% _BRT - D% )p +(ER - BT - T8 )ey,

+ (B — T T — MM TN, +%ZK’M"’@KL P +%§K“’”’am Eun

| Sxomro = Fal Fal T ~ i
0 KLMN KLMNP KLMNP
+EC UkiaDapg + E P +F Palime +6 Exr L ame

=my—mT —m,T* —m,T —m,T*-mTT+ D*TT, +%F“ZKZL

~ (BT + DT —(HT +J%T s, — (LT + MMM T)E,,
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+ lBKLMN

1
+’2’AKLMNKJKL LY €x1 Emn +5

+ FKLMNP + GKLMNP

KLMN = ™
+E Pxrlan 11 Lne Exr L e

(1, + T)m, —2m,T ~m,T - By, —H 6 =L T, |

(4.97) esitligine bagh olarak ve m, = Pot , = p,r tammlamalarmn yapildigim
2 2T 3 0
0
kabul ederek
wo=my+mTy, T =—pe , i, =20 (4.98)
21,
ZKL = B.KLT0~ , E"KL = HKLT;) , EKW =LKLMT0

A KN gRLMN T KLMNPQ _ (-~ KLMNPQ
FRIMN _ pRLMN G KLMNP _ 3 KLMNP

b

elde edilir.

(4.91) ifadeleri denge halini gbzeterek yeniden yazilacak olursa

TKL = _BELT 4 gKMN gy EKMN g 4 FRUPT (4.99)
TKL = —HKLT+BKLMN5MN +EWKL80MN +GKLMNPTMNP

KM _ _pKMp CKLMNPQfNPQ + FNPKlMsoNP + PR £1p

(4.99) uzaysal forma doniigtiiritliirse

= L BRT y gRM g  ERM  FEE L R (4.100)

Po

t =B T + 4¥™1, + E*™e,, + F*"""F,,,
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Fe - f_[_HKLT+BKM/N8MN +EMNKLpMN _I_GKWNPfMNP]ZkKZIL
0

fkl = _HIdT+ Bklmngmn +E”mld@m" +Gk1mnpf‘mnp

fim =p£[__ LKLMT+CKLMNPQfNPQ + PR g +GNPKLM€NP]xk P N,
0

kim __ kim kimnpg T~ npkim npkim
" ==L"T+C™™ T +F" "0, +G""¢,

Is1 akis1 ve entropi biiytikliiklerine ait ifadeler

1 o
ko geMT , =—— 4.101
q Ly n 0, 0T ( )

Alan denklemlerinin elde edilmesi i¢in (4.100) ifadeleri korunum yasalarinda yerlerine

yerlestirilir ve (4.87) ifadeleri kullanihirsa

o+ B -v)=0 (4.102)

[ Ble +Aklmn£ +Eklmne +Fk1mnp~ ] ~ L _ aZul _ 0
- mn mn 7mnp Lk +p f -

21
_BkIT,k + Aklmnun;m + (Eklmn . fHmn )(/’nm;k + Fklmnp¢mn;pk +5(f1 _ aa:; J_: 0

tim g tm 4 B~ ™) =0 (4.103)

[__ LklmT'l‘CkIm"pq}’npq + anklmznp +anklmenp ]’k +[_ BlmT'l'AIm"pfnp
+Elmnpe"p + Flmnpq}’npq]_ [_ HImT+ Blmnpenp +Enplm€np +Glmnpq}/npq]

+5(flm _O-,Im)=0

kim kimnpq npkim npkim
[_ L T,k +C Prupie + F (up:nk =P onk )+ G ¢np;k]

+[-B T+ a™ (-0, )+ E™p, + FmPg, |- H"T + By,
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+ Enplm (up;n _¢pn)+ Glmnpq ¢np;q] + E(flm _o-_lm)= 0

(Hlm _Blm )T_Lklmj-:k +(A1mpq __qulm )uq;p + anklmup;"k
(Elmqp + Eqplm _Almqp + Blmqp }qu + (anklm _Flmpnk +ank1m _Glmpnk k)p,,;k

mny -~ m . m az Ip
Ckl pq¢np;qk +p[fl -1 p—a—joz—)=0

62¢1r (ic,t)
or?

om

elde edilir. Burada 6™ =i",

_pettiyp 1m0, + ([ =1 Wy + gty 0t ph=0 (4.104)

— ply—6n-69)+[- BT + 42, + E*™e,, + F*"y,, Jins
|- Moy B 1 G, N, 4 |- HYT + B¥e,,
+ Emnkle”m +lemnpym”p +BkIT_ AklngHm _Eklnmemn _ Fklmnpym”p ]€9k1

+q" +ot, +ph=0

Referans konumda 7, denge sicakhifinda v, 0,2, 5 € > Vg > o"‘.J‘ bytiklikleri
(4.104) denkleminde ortadan kalkarlar. (4.104)’de (4.101), , ifadelerini kullanarak

p2cT -T,B u, -T, (H"‘ - B )¢k, T, L Gy + K Ty + =0 (4.105)

elde edilir.

Kiitle korunumuna ait ifade

=1+u*, (4.106)
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BOLUM BES
SONUCLAR

5.1 Sonuglar

Bu ¢aligmanin baglica amaci, Kafadar ve Eringen [l 976] tarafindan verilen mikromorfik
teoride biinye fonksiyonlarina sicakhigin zamana gore tirevini dahil ederek, mikromorfik

termoelastik ortamin biinye denklemlerini elde etmektir.

Yapilan alismada ele alinan ortam, yapis1 bakimindan siirekli ortamlardan iki ySnden
farklilik gostermektedir. Birincisi ortamin mikromorfik olmasi, digeri ise  biinye

fonksiyonlarina sicaklifin zamana gore tiirevinin dahil edilmesidir.

Polar alan teorisi ( Eringen, 1964 ; Suhubi&Eringen , 1964), siirekli ortamlarin klasik
mekaniginin uygulanamadig1 gesitli ortamlarda (siispansiyonlar, siv1 kristaller gibi) bagari

saglamas1 ve deneylerle uyumlu sonuglar vermesi hizla gelismesine neden olmugtur.

Sicaklifin zamana gore tiirevinin biinye fonksiSfonlan icine katilarak siirekli ortamlar

temodinamiginin (Miiller, 1970) gelismesi, polar alan teorisine gore daha yenidir.

Bu ¢alismada yapilanlar kisa bir sekilde tekrar gozden gegirildiginde : Mikromorfik
termoelastik ortamlara ait kinematik ve gekildegistirme verildikten sonra, temel aksiyomlar
(Kafadar&Eringen, 1976) alan ve hacim ortalama bityiikliikleriyle integral formda ifade
edilmistir. Daha sonra temel denklemler, maddesel ve uzaysal cergevede sirasiyla

verilmigtir.

Dérdiincii boliimde sicaklifin zamana gore tiirevi biinye fonksiyonlarina eklenerek,
mikromorfik termoelastik ortama ait entropi esitsizligi ve bu esitsizlifin biinye

fonksiyonlar: fizerine getirdigi kisitlamalarla biinye denklemleri elde edilmistir.
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Mikromorfik termoelastik ortamin izotrop olmast halinde ii¢ tansdr ve bir vektore ait en az
sayidaki yetmis sekiz invaryantla yapilan hesaplamalarla biinye denklemleri bu ¢aligmada
elde edilmigtir. Mikromorfik termoelastik ortamun elastik olmasi halinde biinye denklemleri
tekrar ¢ikarlmistir. Uygulama olarak homojen sekildegistirme incelenmis ve ortamin
homojen olma kosuluna gore biinye denklemleri elde edilmistir. Teorinin bir biitiin olarak
verilmesi igin lineer teori incelenmis ve mikromorfik termoelastik ortama ait biinye

denklemleri lineerlestirilerek uzaysal formda ifade edildikten sonra alan denklemleri elde

edilmistir.
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