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OZET
TERS FAKTORIYEL SERILERI
Biisra BUDAK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Doc. Dr. Ayhan DIL

TEMMUZ 2023, 54 sayfa

Seriler hem teorik matematikte hem de uygulama alanlarinda sikca ortaya ¢ikan,
onemli matematiksel kavramlardir. Bu tez calismasinda ilk ornekleri 19. ylizyila uzanan
ters faktoriyel serileri ele alinmistir. Newton, Stirling, Nielsen, Landau ve Norlund gibi
onemli matematikg¢iler tarafindan temelleri olusturulan ters faktoriyel serileri degeri Ol¢ii-
stinde ilgi gormemistir. Bu tez ¢alismasinin 6ncelikli hedeflerinden birisi ters faktoriyel
serilerinin temel teorik altyapisinin literatiiriinii iceren bir Tiirk¢ce kaynak olusturmak-
tir. Sonrasinda ise daha giincel sonuclari inceleyip uygulamalar vermektir. Bu baglamda,
p-Stirling, harmonik, hiperharmonik ve skew-harmonik sayilarla ilgili sonuglar elde edil-
migtir. Ayrica verilen bir dizi i¢in, onun binom, Stirling ve Lah doniistimlerinin ters fak-

toriyel serileri arasindaki iligkiler arastirilmstir.
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ABSTRACT
INVERSE FACTORIAL SERIES
Biisra BUDAK
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Series are important mathematical concepts that appear frequently in both theore-
tical and applied mathematics. In this thesis, inverse factorial series, the first examples of
which date back to the 19th century, are discussed. Inverse factorial series, which were
founded by important mathematicians such as Newton, Stirling, Nielsen, Landau and Nor-
lund, did not attract attention as much as its value. One of the primary objectives of this
thesis is to create a Turkish source containing the literature on the basic theoretical back-
ground of inverse factorial series. Recent results are also examined and some applications
are given. In this study, results related to p-Stirling, harmonic, hyperharmonic and skew-
harmonic numbers are obtained. Also, for a given sequence, the relationships between its

binomial, Stirling and Lah transforms and inverse factorial series are investigated.
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ONSOZ

Bu tez caligmasi ters faktoriyel serilerinin genel teorisini ve uygulamalarini icermekte-
dir. Ters faktoriyel serilerine dair literatiirde yer alan sonuglar derlenmistir. Mevcut sonug-
larin bazilarinin genellestirilmesi ve bu bilgiler yardimiyla yeni sonuglarin elde edilmesi
amaglanmigtir. Bu amag¢ dogrultusunda birinci tip Stirling sayilari ile ilgili bir sonug, bi-
rinci tip p-Stirling sayilari i¢in genellestirilmistir. Bununla birlikte verilen bir dizi ile onun
binom, Stirling ve Lah doniisiimlerinin ters faktoriyel serileri arasindaki iligkiler aragtiril-
mistir. Ayrica ters faktoriyel serilerinin mevcut sonuglart ¢ercevesinde hiperharmonik ve
skew-harmonik sayilarin Dirichlet serileri i¢in bazi sonuclar elde edilmistir.

Tez calismasi siiresince, benden ilgi ve destegini esirgemeyen, her kosulda tecriibe-
leriyle yol gosteren danigman hocam sayin Dog. Dr. Ayhan DIL’e minnetimi ve sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

Bu tez caligmasinin fikri ve temel sonuglar1 Khristo N. Boyadzhiev’in eserlerine da-
yanmaktadir. Tez ¢alismasinin tamamlanmasina yakin, 28 Haziran 2023 tarihinde hayata
gozlerini yuman K. N. Boyadzhiev’in aziz hatirasina saygilarimi sunuyorum.

Son olarak her zaman yanimda olan ve her anlamda desteklerini hissettigim annem
Hacer BUDAK, babam Ali BUDAK ile kardeslerim Esra ve Esma’ya tesekkiir ederim.
ederim. Ayrica tezin son asamasindaki desteginden dolay1 Ar. Gor. Cagla SEKIN e tesek-

kiir ederim
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Ters Faktoriyel Serileri” adli bu ¢aligsmanin,
akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez caligma-

sinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gosterdigimi beyan ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:

pAS : Azalan faktoriyel

2" : Artan faktoriyel

A : Fark operatorii

H, : Harmonik say1

h,(f) : Hiperharmonik say1

H" : Genellestirilmis harmonik say1

H,, : Skew-harmonik say1

(Z) : Binom katsayisi

s(n,k) :Birinci gesit isaretli Stirling say1s1
Z : Birinci ¢esit isaretsiz Stirling sayis1

é (n, k) :Ikinci gesit Stirling say1st
Z : Birinci ¢esit p- Stirling sayis1

L(nz,)k) : Lah sayis1

¢, (x)  : Ustel polinom

: Geometrik polinom

S
S
NG

B, (x : Bernoulli polinomu

©,, : Ustel say1

W, : Geometrik say1

B, : Bernoulli sayis1

Cn : Birinci ¢esit Cauchy sayisi
dy : Ikinci gesit Cauchy sayisi
v (z) : Digamma fonksiyonu

¢ (s) : Riemann zeta fonksiyonu
¢ (s,a) :Hurwitz zeta fonksiyonu
B (2) : Nielsen beta fonksiyonu
v(z,2) : Tamamlanmamis alt gamma fonksiyonu
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GIRIS B. BUDAK

1. GIRIS

Seriler matematigin ve uygulama alanlarinin hemen hepsinde ¢cok onemli matema-
tiksel kavramlardir. Farkli amaglar dogrultusunda farkli seri tipleri ile calisilmigtir. Se-
riler kalkiiliis ve matematiksel analiz alanindaki kullanimi ile yani uygun kosullar altin-
daki fonksiyonlarin kuvvet serisine agilmasi ya da verilen bir kuvvet serisinin yakinsadigi
fonksiyonun belirlenmesi agisindan 19. yy ortalarindan beri ¢alisilmaktadir. Diger taraf-
tan yakinsama veya toplamin ne oldugu sorularindan daha ¢ok katsayilarin 6zelliklerinin
analiz edildigi formal seriler cok daha eski donemlerden beri (17.yy) calisilmaktadir. Bu
calismada seriler cogunlukla, 6zel oneme sahip bazi1 dizileri arastirmak amaciyla kullanil-
digindan, genellikle formal seriler olarak ele alinmistir.

S0z konusu seriler arasinda en yayginlari; kuvvet serileri, Laurent serileri, Dirichlet
serileri ve trigonometrik (Fourier) serilerdir.

Kuvvet serileri: Bir xy noktasinin komsulugunda
Z an (T — x0)"
n=0
biciminde verilen serilere kuvvet serileri denir. Burada a,, katsayilari reel ya da kompleks
olabilir. Kuvvet serilerinin en onemlisi olan Taylor serisi, (™ her mertebeden tiirevlene-
bilir bir f fonksiyonunun n-inci tiirevini gostermek iizere
o n
% P20 (g

biciminde tanimlanir. Bunun en meshur ornekleri olarak geometrik seri

1 = .
1_x:Z:1:,|a:]<1
n=0

ve iistel fonksiyonun serisi

o0 n

ex:Z%,xeR

n=0

verilebilir.

Bu serilere formal (bigimsel) seri goziiyle bakildiginda ise, verilen bir (a,,) dizisi igin,

oo
E anx”
n=0

1
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serisi bu dizinin adi tirete¢ fonksiyonu ve
o0
xn
Dy
n!
n=0

serisi ise iistel lirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

Dirichlet serisi: Bir s € C i¢in

biciminde ifade edilen serilere Dirichlet serileri denir. En meshur 6rneklerinden birisi

Riemann zeta fonksiyonunun seri formudur:

(e}

(==, Re(s)>1
=t

Faktoriyel Serileri:

Bu tez calismasinin esas konusu olan faktoriyel serileri, ilk olarak Newton ve Stir-
ling’in ¢caligmalarinda goriilmiistiir. Daha sonra 19. yy ortalarinda Schlémilch tarafindan
calisilmistir. Teoriye esas olarak onemli katkilar Bendixson, Nielsen, Landau ve Norlund
tarafindan yapilmistir.

Faktoriyel fonksiyonlari

n!
(z4+1)(2+2)...(z+n)

Fn(Z):Z

ve Newton polinomlari

2(z—=1)(z—2)...(z—n+1)
n!

N (2) = (=1)"

esitlikleri ile tanimlanirlar (Markett 1992). Bu kavramlar yardimiyla birinci ¢esit faktori-

yel serisi veya diger adiyla ters faktoriyel serisi

> > ann!
;“"F”(Z):;z<z+1)(2+2)...(z+n)

ve ikinci cesit faktoriyel serisi veya diger adiyla Newton serisi

n!

S bV, () = 3 D D (2 o)

n=0

esitlikleri ile tanimlanirlar.
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Af(z) = f(z+1) — f(z) fark operatorii olmak iizere, her n € NU {0} i¢in
(N_1 (2) = 0 kabuliiyle)
AF,(2) = —Fua(2)
AN, (z) = —N,_1(2)

esitlikleri saglanir. Boylece diferansiyel kalkiiliisteki z:}fl ve (—nL'Y ifadelerine sonlu fark-

lar kalkiisiinde karsilik gelen ifadeler F), (z) ve IV, (z) olur. Bu bakis agisiyla diferansiyel
denklemler teorisi alaninda kuvvet serisi ¢oziimlerinin roliinii dogrusal fark denklemleri
alaninda faktoriyel serileri iistlenirler. Bu bakimdan faktoriyel serileri fark denklemleri
alaninda 6nemli bir kavramdir.

Bu tez ¢alismasinin temel amaci ters faktoriyel serilerinin incelenmesi ve bazi 6zel
fonksiyonlara karsilik gelen ters faktoriyel seri agilimlarinin belirlenmesidir. Ters faktori-
yel serilerine temel bir 6rnek olarak asagidaki seriyi verebiliriz (bkz. Ornek 3.12.):

i (n—1)! 1
z(z+1)...(z+n) 22

n=1

Ters faktoriyel serilerinin ilk orneklerinden birisi Schlomilch (1878) tarafindan verilen,

Re z > 0 olmak tizere

1 1 i 1 1 aq n (0]
n — —_ - — —
z z z(z4+1)  z(z+1)(2+2)
serisidir. Burada katsayilar,
1
Oén:/ t(l—t)(2—t)...(n—1—1¢t)dt
0

seklindedir.

[k orneklerden bir digeri, 1839 yilinda Binet tarafindan verilen
1 1
Inl'(z+1) = (z+§) lnz—z+§ln27r+<](z)

esitliginde ortaya ¢ikmigtir. Burada

1 c1 Co C3
J<Z>:§{z+1+2(z+1)(z+2)+3(z+1)(z+2)(z+3)+”'}

ifadesi ters faktoriyel serisi formunda olup katsayilar
1
ck:/ D) (2+2).. (@t k—1) 20— 1) ade
0

3
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esitligi ile belirlenir. Bu seri Re (z) > 0 igin yakinsaktir.

Ters faktoriyel serilerinin temel teorisi ve onemli 6zellikleri, Milne-Thomson (1951),
Norlund (1914; 1926; 1954) ve Watson (1912) gibi alanlarinda iyi bilinen kaynaklarda
verilmistir. Ote yandan bu serilerin gesitli 6zelliklerinin ve uygulamalarinin ortaya konul-
masi aktif bir ¢calisma alanmidir (Boyadzhiev (2023); Karp ve Prilepkina (2018); Mathar
(2009); Weniger (2010)). Boyadzhiev, 2008 yilindaki ¢alismasinda kombinatorik alaninin
en Onemli say1 ailelerinden birisi olan birinci cesit (isaretsiz) Stirling sayilari ile ters fak-
toriyel serilerinin iligkisini ortaya koymustur. Boyadzhiev, 2023 yilindaki ¢alismasinda
ise

ﬁzng}x(Hl).l..(Hn)

esitligini kullanarak asimptotik seriler ile ters faktoriyel serileri iligkilendiren bir teorem

kanmitlamistir (bkz. Teorem 3.23.). Bu teorem yardimi ile bircok 6nemli say1 ailesi i¢in
cok cesitli esitlikler elde etmistir. Bu tez ¢alismasi, Boyadzhiev’in teoriye kattig1 bakis
acist ile birlikte kaynaga kisminda verilen kaynaklardaki mevcut bilgilerin tartisilmasi,

cesitlendirilmesi ve genellestirilmesini hedeflemektedir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Faktoriyel Serilerinin Genel Teorisi

Bu boliimde faktoriyel serilerin iki tipi i¢in de yakinsaklik ile ilgili temel teoremler
sunulacaktir. Bu boliim Hughes (1931), Milne-Thomson (1951) ve Watson (1912) kay-

naklarindan derlenmistir.

Tammm 2.1. (Milne-Thomson (1951)) Faktoriyel serileri birinci tip faktoriyel serisi ve

ikinci tip faktoriyel serisi olmak iizere iki gruba ayrilmaktadir. Birinci tip faktoriyel serisi

> a,n!
Z,2'(z+1)...(z+n) @D

ve ikinci tip faktoriyel serisi

- —1

>a(*) 22)
n

bicimindedir.

Bu iki serinin pek cok ortak 6zelligi vardir. Faktoriyel serilerinin yakinsaklik bolgesi,
genel olarak z karmasik diizleminde dikey bir dogrunun saginda uzanan bir yarim diizlem-
dir. Faktoriyel serilerin genel teorisi ve yakinsakligi Nielsen (1901; 1902; 1904a; 1904b;
1904c; 1904d), Landau (1906) ve Pincerle (1902; 1903; 1905) tarafindan incelenmistir.
Ayrica Norlund, 1914 yilindaki calismasinda diizgiin yakinsama bolgelesi ile ilgili onemli
bir sonucu kanitlamistir.

Faktoriyel Serileri icin Temel Yakinsaklik Teoremleri

Teorem 2.2. (Bendixson (1887); Nielsen (1902))

a) (2.1) serisi bir z = zy i¢in yakinsak ise z = 0,—1,—2, ... hari¢ Re (z) > Re (zy) olan
her z i¢in yakinsaktir.

b) (2.2) serisi z = 0,1, 2, ... hari¢ olmak iizere, bir z = 2 icin yakinsak ise

Re (z) > Re(z0) olan her z igin yakinsaknir.

(2.1) ve (2.2) serilerinin yakinsaklik bolgesi soldan Re (z) = A dogrusu ile simirlt bir
yar1 diizlemdir. X bir genellestirilmis reel sayidir ve yakinsaklik apsisi olarak adlandirilir.
Seri Re (z) = A dogrusunun saginda her yerde (belki sonlu sayida nokta hari¢) yakinsak,

solunda ise iraksaktir. Dogru iizerinde ise serilerin yakinsakligi ile ilgili kesin bir sey

5
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sOylenemez. Eger (2.1) serisi icin z = 0, —1, —2, ... noktalar1 sinir ¢izgisinin saginda yer
alirsa bu noktalar hari¢ tutulur ciinkii bu noktalarda serinin terimleri tamimsizdir. Eger
(2.2) serisii¢in z = 0, 1, 2, .. noktalar1 sinir ¢izgisinin saginda yer alirsa bu noktalar harig
tutulur ¢iinkii serinin terimleri bu noktalarda sifirdur.

Landau (2.1) ve (2.2) serilerinin diizgiin yakinsaklig: ile ilgili asagidaki teoremi ka-

nitlamigtir.

Teorem 2.3. (Landau (1906)) (2.1) ve (2.2) serileri, sinirlartyla birlikte yakinsaklik yart
diizleminin icinde yer alan ve z = 0, —1,—2, ... noktalarun icermeyen herhangi bir R

bolgesinde diizgiin yakinsaktir.

Faktoriyel serilerinin diizgiin yakinsadigi alternatif bir bolge Norlund (1914) tarafin-

dan verilmistir.

Teorem 2.4. (Norlund (1914)) (2.1) serisi icin z = 0,—1,—2,... ve (2.2) serisi icin
z = 0,1,2,... noktalari hari¢ olmak iizere kosesi z, noktasinda bulunan ve asagidaki

esitsizlikler ile karakterize edilen acisal bir 6 bolgesinde diizgiin yakinsaktir:

3

0§|Z—ZO\SG, _TW—I—ESarg(z—zo)ga—g,

Burada G herhangi pozitif tam sayi ve ¢ yeterince kiiciik pozitif bir sayidur.

Teorem 2.5. (Norlund (1914)) (2.1) ve (2.2) serilerinin her biri yakinsama yart diizle-

minde analitik bir fonksiyonu temsil eder.

So6z konusu (2.1) ve (2.2) serileri i¢in yakinsaklik apsisi A’nin nasil belirlenecegi aga-

g1daki teoremde verilmistir.

Teorem 2.6. (Landau (1906)) (2.1) ve (2.2) serileri icin yakinsaklik apsisi X,
a = limsup (ln Zas /lnn) ,

n—00 o—0
@ = limsup (ln Z A /lnn),

n—oo s=n+1

n—

1
(_1>S Qs
0

/lnn) , 3 = limsup (111

n—oo

S=

o0

Z (_1>S Qs

s=n

/In n) , 3 = limsup (ln

n—oo

olmak iizere, sirasyla,

\ a, Yoo, as raksak ise,
@, Y oo, asyakinsak ise,

6
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ve
)= B, >ocy (=1) ay wraksak ise,
By 3%, (1) as yakinsak ise,
olarak tamimlanmir. A\ = —oo ise seri tiim diizlemde yakinsak ve \ = oo ise tiim diizlemde
wraksaktir.

2.2. Ters Faktoriyel Serileri

Uygun bir f(z) fonksiyonu i¢in faktoriyel serilerin birinci tipi olan ve

> ann!
f(z)zzz(z+1)...(z+n)

n=0
seklinde ifade edilen serilere ters faktoriyel serileri denir. A yakinsaklik apsisi olmak iizere
f (2)’nin yakinsama bolgesinin soldan Re (z) = A dogrusu ile sinirli bir yari diizlem
oldugundan bahsedilmisti. Seri z = 0, —1, —2, —3, ... noktalar1 i¢in tanimsiz oldugundan
bu noktalarin yakinsama diizleminin disinda kaldig1 varsayilir. A = —oo oldugunda bu

noktalardan sonlu tanesinin yakinsama yar1 diizleminin i¢inde kalmasi gerektigi agiktir.

Teorem 2.7. (Milne-Thomson (1951)) Bir fonksiyonun ters faktoriyel seri acilimi varsa

bu acilim tek tiirliidiir.

Fonksiyonlarin Ters Faktoriyel Serisine Acilmasi
Ters faktoriyel serileri ile ilgili en temel ¢alismalardan olan Watson 1912°de asimp-
totik agilima sahip (yani ) ,° | -4 seklinde) seriler icin genel olarak ters faktoriyel tipli

acilimin miimkiin oldugu gosterilmistir. Bu teknik sonug soyle ifade edilebilir:

Teorem 2.8. (Watson (1912)) 0 < a < 5 ve p < %

sin o CcoS o
2 cos ( ) = exp (— )
P p

esitligini saglayan sayilar olsun. ~y bir sonlu sayt ve § > 0 olmak iizere f (2) fonksiyonu,

1
D:{z:|z\>fy,]argz|§§7r+oz+2(5}

bolgesinde bir analitik fonksiyon olsun. D bélgesinde f (z) fonksiyonunun, her n € Z,

n > 0 icin n sayisindan bagimsiz olan A, B ve o sabitleri ile
la,| < Ap"n! ve ‘annﬂ‘ < Bo"n!

7
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ozelliklerini saglayan
a a ap
f(2)=a+—+ =+ +—+R,
z oz z

asimptotik acilimi var olsun. Bu durumda, Re(z) < v+ 1 ve Re(z) > 2 icin

b1 bQ b3
— b L
TE=bt T oy T o) e 12

)
yvakinsak seri acilimi vardir.

Nielsen (1901), bir fonksiyonun asimptotik a¢ilimi1 varsa bir ters faktoriyel seri agilimi

vardir ve bu acilim ya asimptotik ya da yakinsaktir gercegini gostermistir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Bir Fonksiyonun Ters Faktoriyel Seri Ac¢ilimi

Bu boliimiin amaci uygun bir f (z) fonksiyonu verildiginde bu fonksiyonun ters fak-
toriyel serisini belirlemek ya da ters faktoriyel serisi verilen fonksiyonu bulmaktir. Bu

boliim Norlund (1926) ve Boyadzhiev’in (2023) caligmalarini temel almaktadir.
Tamim 3.9. Verilen bir n dogal sayist icin azalan faktoriyel,
Mr=z(z—1)(2—2)...(z—n+1)

ve artan faktoriyel,

=20+ (z+2)...(z+n-1)

esitlikleri ile verilir. Artan faktoriyel Pochammer fonksiyonu olarak da bilinir.

Tamm 3.10. Euler gamma fonksiyonu,

T'(2)= / e "*7'dt,  Re(z) >0
0
ile ifade edilir.

n dogal sayist igin I' (n) = (n — 1)! saglanir. Gamma fonksiyonu ile artan faktoriyel

arasinda

7 L (z +n)
- T(»
esitligi vardir (Abramowitz ve Stegun (1972)).

Tamm 3.11. Euler beta fonksiyonu

1
B(z,y) :/ L1 —t)Y""dt, Re(z) >0, Re(y) >0
0
seklinde verilir.

Gamma ve beta fonksiyonlar1 arasinda
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iligkisi vardir.
Bu tanim ve Ozellikler yardimiyla daha 6nce tanimlanan f (z) fonksiyonunun ters

faktoriyel seri ifadesi

z(z—i—l)...(z—l—n Fz+n+1

f(2) = Z nla, _ n'an

seklinde yazilabilir. Bu ifade gamma ve beta fonk51y0nlar1n1n iligkisi kullanilarak

= Zanﬁ(z,n—i- 1)
n=0

seklinde ifade edilebilir. Beta fonksiyonunun integral tanimindan

00 1
= Z an/ =1 (1 — t)n dt
n=0 0

olur. Bu gosterimde

Y an(1—1)"=6(t) 3.1)
n=0
denilirse
1
Fe= [ ot (3.2)
0

elde edilir. Bu formdaki integrallere Laplace integrali denir. Bu integral kullanilarak ters
faktoriyel serisi verilen fonksiyon belirlenebilir. Diger taraftan (3.2) ifadesinde f (z) fonk-
siyonunun Mellin doniisiimii ile ¢ (¢) fonksiyonunun integral ifadesi

l+i00
b(t) = —— /l 5 f (2) de (3.3)

2% )i _ioo

seklinde elde edilir (Norlund (1926)). ¢ (), ters faktoriyel serisinin iirete¢ fonsiyonu ola-
rak adlandirilir. Burada [, f (z) fonksiyonunun ters faktoriyel serisinin yakinsaklik apsi-
sinden biiyiik herhangi bir sayidir.

Simdi bu bilgilerden yararlanarak, verilen bir fonksiyonun ters faktoriyel serisinin
bulunmasi ve verilen bir ters faktoriyel serisinin ait oldugu fonksiyonun bulunmasina dair

ornekler verilecektir.

Ornek 3.12.

(n—1)!
g (z+1)...(z+n)

ters faktoriyel serisinin ait oldugu fonksiyonu elde edelim. Bunun icin (3.1) esitliginde

10
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(a,) dizisi olarak ag = 0 ve n > 1 igin a,, = n~! alinirsa

o0 1_
:Z(

n=1

n

= —1Int

olur. Diger taraftan (3.2) goz oniinde tutulursa

! 1
f(z)= —/O tntdt = —

z

elde edilir, yani

(n—1)! 1
Zz(z—i—l)...(z—l—n) 22

n=1

bulunur (Milne-Thomson (1951)). Bu seri Re (z) > 0 icin yakinsaktir.

Ornek 3.13. f(2) = ZTIQ fonksiyonunun ters faktoriyel seri agilimint yani a,, katsayila-
rint bulalim. (3.3) integralinden

1 l+i00 t—z
¢(t):—/ dz=1t"°
l

2T Ji_ine Z— G

elde edilir. Bunun dogrulugunu (3.2) esitligi yardimiyla

f(z)= = :/01t21“dt

Z—Q

olarak teyit edebiliriz. Diger taraftan ¢ (t) fonksiyonunun istenilen seri acilumi i¢in binom

teoremi kullanilirsa

= [1—(1-1)] Z<“+n_1)(1—t)”

=0

elde edilir, yani a,, = (G+Z_1) bulunur. Boylece istenilen ters faktoriyel seri acilimi

(a+n l)n‘

z—a nzz z4+1)...(z+n)

bicimindedir. Ilk birkag terimi acik olarak yazarsak

11 a a(a+1)

zZ—a _;—i_z(z—i—l) z(z+1)(2+2)
olur (Norlund (1926)). Bu seri Re (z) > Re (a) i¢in yakinsaktr.

11
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Ornek 3.14.

ni:%(n:;k)z(er1)(z+n!2)-~(2+”>

ters faktoriyel serisinin ait oldugu fonksiyonu bulalim. Burada a,, = (”;’;k) oldugundan

¢<t>:i(“;k)u—t>n:t,%

n=0
seklindedir. Boylece (3.2) yardimiyla istenen fonksiyon

1 1
_ z— _ z—k— _ 1
f(z)_/o t 1¢(t)dt—/0 t th_—z_k_l

olarak elde edilir. Yani

Z( n )Z(Z+1)(Z+2)...(z—|—n):Z_k_lv Re (2) > Re(k + 1)

n=0

oldugu goriiliir.

Siradaki Orneklerde katsayilar1 harmonik ve hiperharmonik sayilar olan ters faktoriyel
serileri ile ilgilenecegimiz i¢in harmonik ve hiperharmonik sayilar tanimlanacak ve bazi

ozellikleri verilecektir.
Tanim 3.15. n € N icin n. harmonik say1 H,, ile gosterilir ve
"1
H, = —
2%
k=1
seklinde ifade edilir (Ozel olarak Hy = 0 kabul edilir.).

Cauchy carpimindan harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonunun

ZHZ __ln(l—z)

1—=z2

seklinde oldugu aciktir.

Tamm 3.16. hg) = H,, ile gosterilmek iizere

toplami ikinci mertebeden n. hiperharmonik sayt olarak adlandirilir. Genel halde r € N

olmak iizere

_ - h(T—l)
kZ_‘: :

12
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ile gosterilen sayrtya r. mertebeden n. hiperharmonik sayt adi verilir (Conway ve Guy

(1996)). Ozel olarak, ' = L ve h((]r) = 0 almr.
Tanimin dogrudan bir sonucu olarak

W) = hi | Y

n

esitligi saglanir. Hiperharmonik sayilarin tirete¢ fonksiyonu

> 0 _ln(l —2)
2N -2y

bicimindedir (Benjamin vd. (2003); Dil ve Mezd6 (2008)).

Ornek 3.17. Katsayilar: H,, olan ters faktoriyel serisi icin,

1 N n!H,
(2—1)2222(z+1)...(z+n)’ Re(z) > 1

n=0
esitliginin saglandigin gorelim.

a, = H, oldugundan harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu ve (3.1) ile

—Int
t

¢ (t) =Y Ha(l—1)" =

elde edilir. Buradan (3.2) kullanilarak istenen fonksiyon

! 1 Int 1
fwzjﬁ%%@ﬁz—/ﬁA—m:_/ﬁﬂmW:
0 0 t 0

olarak elde edilir.

1
(z = 1)2

Ayrica bu serinin Re (2) > 1 i¢in yakinsak oldugu Teorem 2.6. yardumiyla gisterile-

bilir. $éyle ki )"~ , Hy = 00 oldugundan \ = o bigimindedir. Bu o degeri ise

iHs /lnn>

a = limsup <ln
s=0
seklindedir. "'  Hy = (n+ 1) (Hp41 — 1) ve n — oo igin H,, ~ Inn oldugu bilinmek-

n—oo

tedir (Dil ve Mezo (2010)). Bu bilgi goz oniine alimirsa o = 1 bulunur.

Ayni bakis agisiyla hiperharmonik sayilari iceren ters faktoriyel serisi asagidaki gibi-

dir.

13
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Ornek 3.18. Katsayilar K olan ters faktoriyel serisi icin

Re(z) > r

0

1 = nlh
(z —1)? _22(24—1).‘ (z+n)’

n=0

esitliginin saglandigini gorelim. a,, = W) olmak iizere hiperharmonik sayilarin iirete¢

fonksiyonu ve (3.1) ile
_ —Int

olur. (3.2) kullanilarak Re (z) > r igin

1 Int

1 1
1
f(z :/ o () dt = —/ Tl —dt = —/ =" Hntdt =
(=) 0 Q 0 tr 0 (2 —1)?
elde edilir.

3.2. Ters Faktoriyel Serileri ve Stirling Sayilari

Boyadzhiev’in caligmalarinda (bkz. 2008 ve 2023) Stirling sayilar ve ters faktoriyel se-
riler arasinda giiclii iliskiler oldugu ortaya konulmustur. Bu alt boliimde Stirling sayilarini

ve ters faktoriyel serileri iceren, literatiirden bazi sonuglar verilecektir.

Tanmm 3.19. s (n, k), birinci tip (isaretli) ve S (n, k) , ikinci tip Stirling saylarin gos-
termek iizere birinci ve ikinci tip Stirling sayilari, sirasiyla

In(1+2)]" is(n 0

VA
k! n!
n=k

ve
(6z . 1)k B e peg
n=k
iistel iirete¢ fonksiyonlart ile ifade edilirler (Comtet (1974)).
Birinci tip isaretsiz Stirling sayilari {Z] ile gosterilir. Birinci tip isaretli ve isaretsiz

Stirling sayilar1 arasinda Bj = (=1)" " s (n, k) esitligi saglamr (Abramowitz ve Ste-
gun (1972)). Bu 6zellik yardimu ile birinci gesit isaretsiz Stirling sayilarinin iistel iireteg

fonksiyonu

ER0aE 5[ s

seklindedir (Comtet (1974)).
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Artan faktoriyel ile {Z} sayilar1 arasinda

£ M

k=0
esitligi vardir. Bu ifade bazi1 kaynaklarda birinci tip isaretsiz Stirling sayilarinin adi iireteg

fonksiyonu olarak da adlandirilir. Bu ikisinden daha az bilinen bir iirete¢ fonksiyonu

1 = [n 1
ﬁzg[k}z(z+l)(z+n) 4)

bicimindedir (Boyadzhiev (2012); Tweddle (2003)). Bu ifade bir ters faktoriyel serisidir.
Bu esitlik ¢calismamiz icin oldukca kiymetli olup cesitli seriler tiretmek icin kullanilacak-
tir.

Simdi birinci tip isaretsiz Stirling sayilarinin iki 6zel durumunu not edelim. Bunlar
["Yl] = n! ve harmonik sayilar ile birinci ¢esit isaretsiz Stirling sayilar1 arasindaki bir

iligkiyi veren [”;1} = n!H,, (Graham vd. (1993)) esitlikleridir. Bu iki iliski kullanilarak

(3.4) serisinin k = 1 ve k = 2 6zel durumlart icin

1 - n!
Z_lznzzgz(z—l—l)...(z—kn) (3.5)
1 N n!'H,
WZ;Z(2+1)...(z+n) (3.6)

oldugunu gormek kolaydir. Bu iki seri Re (z) > 1 i¢in yakinsaktir.
Riemann zeta fonksiyonu icin (3.4) ters faktoriyel serisi yardimi ile agagidaki 6nerme

verilebilir.

Onerme 3.20. (Jordan (1939); Boyadzhiev (2008); Boyadzhiev (2023)) Rieamann zeta

fonksiyonu icin

Ch+1) =Y m % 3.7)

n=~k
saglanr.

Ispat Ozel olarak (3.4) esitliginde z = m pozitif tam say1 degeri goz oniine almip m

izerinden toplama gegilirse

15
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C(k+1):§: [Z] im(m+1)1...(m+n)

n=k m=1

elde edilir. Burada karsimizda ¢ikan igerdeki seri toplaminin

o0

1 1
mzzlm(m—i—l)...(qun) " aln

oldugu iyi bilinen bir sonu¢tur (Boyadzhiev (2008)). Buradan Riemann zeta fonksiyonu
icin
= n] 1
k+1)= —
Clk+1) Z [k] nln

esitligi elde edilir. U

Tamm 3.21. Hurwitz zeta fonksiyonu

Re(s) > 1,a #0,-1,-2, ...
nz%n—l—a, S e<8) 7a# Y Y )

seklinde ifade edilir.

Riemann zeta fonksiyonu icin elde edilen esitligin benzeri Hurwitz zeta fonksiyonu

icin agsagidaki Onerme ile verilmistir.
Onerme 3.22. (Boyadzhiev (2023)) k > 1 ve a > 0 olmak iizere
= [n 1
k+1a)=T —_ 3.8
o=@y 1] 68)
seklindedir.

Ispat (3.4) ifadesinde z = m + a alinirsa

1 = [n 1
(m+a)k“_; {k] (m+a)(m+a+1)...(m+a+n)

olur ve m iizerinden toplam alinirsa

o] n 0 1
<(/€+1,G)ZZL€} {mzzo(m+a)(m+a—|—1)...(ﬂ’L+a+n)}

n=k

elde edilir. Parantez icindeki toplami diizenlersek

= 1 ~ I'(a)
Z (m+a)(m+a+1)...(m+a+n) nl(n+a)

m=0

16
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oldugundan

Clk+1a)= niHnr (n+a)

elde edilir. O

Not: (3.8) esitligi 6zel durumda a = 1 i¢in (3.7) ifadesine indirgenir.
Simdi bir sonraki teoremde merkezi bir rolii olan Stirling doniisiimiinii verelim.

Bir (a,) dizisi verildiginde

bi¢ciminde tanimlanan bagintiya (a,,) dizisinin Stirling doniisiimii denilir. Bu dontigiimiin
evrigi
a, = Z s(n, k)by,
k=0

olarak ortaya cikar (Comtet (1974); Boyadzhiev (2018)).
Asagidaki onerme bir dizinin asimptotik serisi ile onun Stirling doniisiimiiniin ters
faktoriyel serisi arasindaki esitligi verir. Bu onerme sayesinde ¢esitli ters faktoriyel seri-

lerin iiretilebilecegini gorecegiz.

Teorem 3.23. (Boyadzhiev (2023)) Verilen bir (a,,) dizisi i¢in

izﬁlziz<z+1).l..(z+n) {Zmak} (39)

k=0 n=0 k=0

esitligi saglanir.

Ispat (3.4) ifadesinde her iki taraf ay ile carpilip k iizerinden sifirdan sonsuza toplam

aliir ve toplamlarin yerleri degistirilirse (3.9) elde edilir. 0

Burada

k=0
Stirling doniisiimii yardimu ile (3.9) esitligi kullanilarak birbirinin Stirling doniigiimii

olan diziler iceren ters faktoriyel serileri elde edilebilir. Isaretsiz yerine isaretli Stirling

sayilarim1 kullanmak istersek
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esitligi ile (3.9) ifadesinde ay, yerine (—1)" a;, alarak denk bir ifade olan

00 00 1y n
Z Z’““ _nzoz(z+i)..).(z+n) {Z‘S(”’k)ak} (3.10)

k=0 k=0

esitligine ulagilir.
Simdi (3.9) ve (3.10) kullanilarak elde edilen baz1 ters faktoriyel serileri verilecektir.

Bunun dncesinde Stirling sayilar ile ilgili bazi hatirlatmalara ihtiyag vardir.

Tamm 3.24. Ikinci tip Stirling sayilart

m

2 Sm)e" = g s .11

n=0
lirete¢ fonksiyonu ile ifade edilirler ve 0 < p < n olan iki tam sayt icin,

i ms(kﬂ,w 1)2%(") (3.12)

k=0 p

ozelligi saglanir (Boyadzhiev (2018)).

Ornek 3.25. (3.9) ifadesinde a, = S (k + 1,p + 1) aliup, ardindan (3.12) kullanilirsa

~S(k+1Lp+1l) " n
kX; Zk+1 B Zz z+1)...(z+n) {kzg L{]S(k—i—l,p—l—l)}

- 1%!22(2—1—1)7.1?.(,24—71)(;)

olur. Sol taraftaki seri icin (3.11) ifadesinde x = % yvazilirsa

1 n
(z=1)(z—=2)...(z—p—-1) plz (z+1). Z—i—n)()’ Re(z) >p+1

elde edilir. Bu seriden p = 0 icin (3.5) elde edilir (Boyadzhiev (2023)).

Siradaki 6rnek i¢in once genellestirilmis harmonik say1 tanimu verilecektir.

Tanmim 3.26. Genellestirilmis n. harmonik say: H]" ile gosterilir ve
= 1
H" = —
v=2
k=1

seklinde ifade edilir. Ozel olarak H! = hl = H, yani harmonik sayidir.

18
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Genellestirilmis harmonik sayilar icin

n

3 m k2 =l (H, + H2 — H®) (3.13)

k=0
saglanir (Boyadzhiev (2018)).
Ornek 3.27. (3.9) ifadesinde aj, = k* alinirsa

i%i:iz(zﬂ).l--(ﬁ”) {Zn:mk?}

k=0 n=0 k=0

olur. (3.13) esitliginden
= g ! (Hot B2 - HE)
sz“ :Z z(z+1)...(z+n)

k=0 n=0

elde edilir. Sol taraftaki seriyi z > 1 icin hesaplarsak

sl =l (Hn+H,%—H§))
(2—1)3: z(z+1)...(2+n)

ters faktoriyel serisine ulasilir (Boyadzhiev (2023)).

n=0

Birinci ve ikinci tip Cauchy sayilarini igeren 6rnekler i¢in dncelikle bu sayilari hatir-

latalim.

Tamm 3.28. C), ile gosterilen birinci tip Cauchy sayilart ile d,, ile gosterilen ikinci tip

Cauchy sayari iirete¢ fonksiyonlar: diliyle, sirasiyla
x x
R o
In (14 x) Z n!
ve

00
i

(1—2)In(l—z) ‘ "n!

olarak ifade edilirler (Comtet (1974)).

Ikinci tip Cauchy sayilari igin

k=0
ve birinci tip Cauchy sayilari i¢in

n

1
ZS(TL,]{)k—H:Cn

k=0

ozelligi saglanir (Boyadzhiev (2018)).
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Ornek 3.29. (3.9) esitliginde aj, = k:+r1 alimirsa

- 1 - (—=1)"d,
kzzo(k—l—l)zk“Zoz(z—l—l)...(z—l—n)’ 2=

oldugu goriiliir. Soldaki seri

> = (1)

k=0

oldugundan

—In (1_%) :gz(z%—(z)l.)icészn)’ @1

ters faktoriyel serisi elde edilir. Benzer sekilde (3.10) ifadesi yardimiyla

) e
1<1+z> Zz(z—i—l)...(z—l—n)’ >0

n=0

esitligi elde edilebilir (Boyadzhiev (2023)).

Ornek 3.30. ¢ (2) = I (2) /T (2) olarak tamimlanan digamma fonksiyonunun tiirevinin

ters faktoriyel serisi

) . 1 s n! 1
Z) = =
vi(z) ;(z—kn)Z %z(z—i—l)...(zjtn)(n%—l)
seklindedir (Hansen (1975)).
Ornek 3.31. Nielsen Beta fonksiyonu
1 tzfl oo efzt & (_1)"
= dt = dt = >

B2 /0 t+1 /0 e t+1 nzzon—f—z’ Re(z) 20

ile tanumlanir (Nielsen (1965)). 5 (z) i¢in kismi integrasyon ile
1 1t
Z)=—+- dt
6( ) 25 Z/()‘ (t+ 1)2

elde edilir (Boyadzhiev (2008)). Bu islem tekrar tekrar uygulanarak Nielsen Beta fonksi-

yonu i¢in
[e.e]

n! 1
6(2):;2”“2(2—1—1)...(24—71) (3.14)

ters faktoriyel serisi elde edilir (Nielsen 1965, Norlund 1914).
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Ornek 3.32. Tamamlanmamus alt gamma fonksiyonu

v (z,2) = / t“le7'dt ©>0, Re(z)>0 (3.15)
0
seklinde tamimlanir. Tamamlanmamis alt gamma fonksiyonunun ters faktoriyel seri agi-
limi
o "
V(7 @) = ate” ; z(z+1)...(2+n)
seklindedir (Temme (1996)).
x = 1 icin,
— 2 ( (z+n)

olur.

Boyadzhiev’in 2023 yilindaki calismasinda, meshur bir¢ok say1 ve polinom ailesini
ters faktoriyel serileri etrafinda iligkilendiren sonuglar verilmistir. Bunlardan bahsetmek

icin Once bazi hatirlatmalar yapilacaktir.

Tanmm 3.33. ¢, (x) ile gdsterilen iistel polinomlar,

= Z S (n, k) 2"
k=0

esitligi ile ifade edilmektedir. x = 1 icin @,, (1) ifadesine n. iistel sayi denir (Bell (1934);
Riordan (1958)).

Tanim 3.34. w,, (x) ile gdsterilen geometrik polinomlar
wy, () = Z S (n, k) klz"
k=0

esitligi ile ifade edilir. Ozel olarak x = 1 icin w, (1) ifadesine n. geometrik sayt denir

(Schwatt (1962); Tanny (1974)).

Tanmm 3.35. Bir © parametresi icin B,, (x) Bernoulli polinomu, iirete¢ fonksiyonlart di-
liyle
Don (2] < 2m)

e —1
biciminde ifade edilmektedir. Bernoulli polinomlari i¢in,
B, (z) = En: (”) Ba™*
' k=0 k
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esitligi saglamir. Ozel olarak x = 0 icin, B,, (0) sayilari Bernoulli sayilar: olarak adlan-

diritlir ve B,, ile gosterilir (Apostol (1976)).

Tanim 3.36. Bir x parametresi icin E,, (x) Euler polinomu, iirete¢ fonksiyonlar: diliyle,

2e"* > "
T X B@n (<

e

biciminde ifade edilmektedir. Euler sayilar, F,, = 2" F), (%) olarak tamimlanir (Abramo-

witz ve Stegun (1972)).

Ters faktoriyel seri temsilleri bilinen fonksiyonlarin asimptotik serilerini elde etmek
icin (3.9) ifadesinden yararlanilabilir. Simdi buna 6rnek olarak, Nielsen beta fonksiyonu
/3 (z), tamamlanmamig gamma fonksiyonu 7 (z, z) ve digamma fonksiyonun tiirevi ¢’ (2)

icin asimptotik temsillerin elde edilisini gorecegiz.

—~

Onerme 3.37. (Boyadzhiev (2023)) Nielsen beta fonksiyonu icin bir asimptotik acilim
—1)" BT B = n B, (0)
B (1—2"") okl 9 Z (=1) ntl

B =2

n=0 n=0

S

seklindedir.

Ispat Nielsen beta fonksiyonu 3 (z) igin (3.14) esitliginden yararlanarak

6(z)=§2n+12(2+1)_..(z+n) _§z(z+1)...(z+n) {kzo |:k:|ak}

olur. Burada

" n n!
=2 u RS
k=0

olarak goz Oniine aliip Stirling doniisiimii kullanilirsa

n Y n .
(=)"an=Y_S(n,k) l{:!(%—i)1 = %ZS (n, k) k! (—%)

olur. Ayrica geometrik polinomlar ile Bernoulli sayilar1 ve Euler polinomlar: arasinda

1 2
—Z )= 1-2"""YB,, =F
wn( 2) n+1( ) n+1 n(o)
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iligkisi vardir (Graham vd. (1993)). Bunlar goz 6niine alinirsa

1" n
an = % (1—=2"Y) Byyr = (-1)

olarak elde edilir. O

Onerme 3.38. (Boyadzhiev (2023)) Tamamlanmamus alt gamma fonksiyonu v (z, ) icin

bir asimptotik actlim

v (Z,QS) — r%e " Z <_1)7;:L0J:11(_x>

seklindedir.

Ispat (3.9) ifadesinden

v(z,2) = xze_xi =

olur. Ustel polinomlarin tanimi hatirlanirsa a,, = (—1)" ¢,, (—) oldugunu goriiliir. Boy-

lece (3.9) esitliginden

v (z,x) = 2%

olur. Buradan

00 00 n )
Zz z+1 (z+n) Z z"“

elde edilir. O

Onerme 3.39. (Boyadzhiev (2023)) 1 (2) icin bir asimptotik agilim
! o - (_ 1)n Bn
P (2) = T

n=0

seklindedir.

23



MATERYAL VE METOT B. BUDAK

Ispat (3.10) ifadesinde

9= e
— zz+1 (z+n)(n+1)
olmak tizere

M:is(n,k)ak

(n+1) —

) k!
_ank k+1

esitligi elde edilir ki bu da tam olarak Bernoulli sayilaridir (bkz. Boyadzhiev (2012)). Yani

olur. Burada

a, = B, olur. Sonu¢ olarak (3.10) yardimi ile
! - S (_ 1)n B n
Z> 2 Z nt1
n=0
elde edilmis olur. O

Binom toplami ve ters faktoriyel serisini iligkilendiren bir onerme asagidaki gibidir.

Onerme 3.40. (Boyadzhiev (2023)) Herhangi p > 1,k > 0,m > 0 tam sayilart icin

S m\ () e [ 1
;(j>(j+]9)k+l_(p 1)!;LJn!(n+m+1)(n+m+2)...(n+m+p)
saglanr.

Ispat Birinci tip isaretsiz Stirling sayilarinn iistel iirete¢ fonksiyonu olan

n

(—1)*In* (1 — ) :k!i M% |z |< 1

n=0

esitliginde her iki taraf 2 (1 — )"~ " ile carpilip [0,1] araliginda 2 degiskenine gore

integral alinirsa

(—1)* /01 (1 —2)P ok (1 — 2) de = k! f: m % /01 (1 — 2P d

n=0

bulunur. Sol taraftaki integralde 1 — z = e~ doniigiimii yapilirsa

1 [e.e]
(_1)k/ xm (1 - x)p_l lnk (1 - l’) dx = / (]_ — e_t)m e_pt"rttke—tdt
0 0
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elde edilir. Burada binom a¢ilim1 yardimiyla

J A R D ol (8 [ A
0 —o \J 0

oo

; 1
= BV
nZ:o (G +p) "
olur. Sag taraftaki integral i¢in Euler beta fonksiyonu tanimindan
(p—1)!

1
n+m 1 — P—ld —
/O:U ( JJ) x <n+m+1)(n+m+2)...(n+m+p)

esitligi kullanilarak istenilen elde edilir. U

3.3. Ters Faktoriyel Serilerinde Islemler

Bu alt boliimde ters faktoriyel serilerinin aritmetiginden bahsedilecektir.
Ters Faktoriyel Serilerinde Toplama, Cikarma ve Carpma

Ters faktoriyel seri agilimlari

> nla,
fl(z)zzz(z+1)...(z+n)’ Re(2) > A

n=

veE

Ri A
;z z+1 z+n) e(z)>

biciminde olan iki fonksiyon verilsin. Eger [ sayis1 A ve by sayilarindan biiyiik bir say1

olarak secilirse; toplamin ters faktoriyel seri agilimi

o

n! (a,
() * fa(z ZZZH ibzln) Re(2) > |

n=0
seklindedir.
Carpma problemi carpimdaki katsayilarin karmagiklig1 yiiziinden daha zordur. Bu

problemin ¢oziimii soyle verilebilir.

Teorem 3.41. (Nielsen (1904)) Yukaridaki bicimde ters faktoriyel acilimlari verilmis fi (2)
ve fy (2) fonksiyonlarimin ¢carpimi, Re(z) > licin gecerli olan bir ters faktoriyel serisidir.

Bu ters faktoriyel serisi, n > 0 ile r > 0 tam sayilart icin

n

r +r
Cms = Z (p P )as_p ve An+1 = Z (n - S>!S!bn—scn,s

p=0 s=0
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olmak iizere

Zz z—l—l (z+9)

s=0

seklindedir.

Not: Carpimdaki bu katsayilar1 elde etmek i¢in ilgili fonksiyonlarin Laplace integral-

leri kullanilabilir.

ﬁ@:ﬁkﬂm>mWﬁm [ o owa

/ / (af)* o (0) dado

olur. af = t degisken degisikligi yapilirsa

olmak tizere

ﬁ@ﬁ@zétﬂﬂmﬁ

elde edilir. Burada

- () ()0

seklindedir (Milne-Thomson (1951)). Bu ifadenin (1 — ¢)’nin kuvvetlerine gore seri agi-
Iimindaki katsayilar, carpimin ters faktoriyel serisinin katsayilaridir. Bir 6rnek iizerinde

gorelim.

Ornek 3.42. Ornek 3.13te elde edilen seri dikkate alinirsa

1 1 P p(p+1) /
Z—p z z(z+1)  z(z+1)(2+2) 0
1 1 q q(¢g+1) - J/l

z—q +z(z+1) 2(z+1)(2+2)

Pt

79t

bicimindedir. Bu ifadeler icin

1 £\ 1 P — 4
X@Z/aplc) do ="
t «Q pP—q

seklindedir. x (t) fonksiyonunun (1 — t)’nin kuvvetlerine gore seri agilimi

tp:[l—(l—t)]_p:i(p+z_l> (1— 1)

n=0
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ve

tq:[l—(l—t)]_q:i(q+z_l) (1— 1)

x(t)zp%qu“Z_l) - (q“;_l)} (1—t)"

n=0

olmak iizere

seklindedir. Buradaki katsayilar m Sfonksiyonunun ters faktoriyel seri actlimindaki

katsayilardir. Ozel olarak p = 1 ve ¢ = 2 alimrsa

> !
nn

z2(z+1)...(z+n)

1 JR—
(z—1)(z—2)
seklinde elde edilir ( Hansen (1975)).

n=0

Ters Faktoriyel Seriler ve Fark Operatorii

Uygun bir f fonksiyonu i¢in A fark operatorii,

Af(z)=f(z+1) = f(2)

seklinde tamimlanir. Ozel olarak A°f (2) = f (z) aliir. Fark operatoriiniin herhangi bir

f fonksiyona k defa uygulanmasi ile elde edilen ifadeyi veren teorem asagidaki gibidir.

Teorem 3.43. (Abramowitz ve Stegun (1972)) k € N olmak iizere herhangi bir f fonksi-

yonu i¢in

zk: () (z+1) (3.16)

=0
esitligi saglanir.

Fark operatoriiniin tanimu ile birlikte (—1) A f (z) , operatorii
(DAf(z) =)= f(z+1)

seklindedir. Fark operatorii ters faktoriyel seriler ile oldukca uyumlu bir davranis gosterir.

Ters faktoriyel seri agilimi

> n'an
Z z ( (z+n)

biciminde olan f fonksiyonuna (—1) A f (z) operatérii bir defa uygulanirsa

o0
>
z ( (z+n)

n=1

(-1

bulunur. Bu islemin tekrarli uygulanmasiyla asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.44. (Milne-Thomson (1951)) (—1) A f (z) operatorii f (z) fonksiyonunun ters

faktoriyel seri acilimina k defa uygulanirsa

[e.e]

nla,
(-1 Zz z4+1)...(z+n)

n=

esitligi elde edilir.
Ters Faktoriyel Serilerin Tiirevi

Teorem 3.45. (Milne-Thomson (1951)) Ters faktoriyel serisi,

> nla, 1Z71
Z)_goz(z—l—l)...(szn) _/0 e dt

n

biciminde verilen bir f(z) fonksiyonu icin f' (z) ’nin ters faktoriyel serisi

: e + LT - -
/ <Z):Z< z(z+1)...

o)
(z+mn)

n=0

bicimindedir.

Ispat f(2) = [, 716 (t) dt ifadesi igin

1

f(z)= / t*1¢ (t) Intdt
0

seklindedir. f* (z) *nin ters faktoriyel serisi icin

1-1° (-t

Int=—(1-1) - .

ve

¢(t):a0+a1(1—t)+a2(1—t)2_|_...

olmak iizere bu ifadelerin Cauchy ¢arpimu ile

elde edilir. 0

f (2) fonksiyonunun ters faktoriyel serisi igin yakinsaklik apsisi A > 0 ise f (z) ile
f () aym yakinsaklik apsisine sahiptir. Ancak A\ < 0 durumunda f' (2) in yakinsaklik

apsisi sifirdir.
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Ornek 3.46. Daha ince elde edilmis olan

Flz) = 1 :Za(a+1) (a+n—1) /Otzaldt

z(z+1)...(2+n)

serisi igin

1
f(z)= —;) :/0 t#= L ntdt

(z —a)?

seklinde olur. Burada Teorem 3.45 yardimiyla

1 alatl). . (atn=-1)/1 1 1
(z—a)Q_Z z(z+1)...(z+n) (a—ka—kl+ +a—l—n—l)

n=1

elde edilir (Milne-Thomson (1951)).

Ters Faktoriyel Serilerin Integrali
Bu boliimde ters faktoriyel seri agilimi bilinen bir fonksiyonun integralinin ters fakto-
riyel serisini veren teoremden bahsedilecektir. Oncesinde teoremin icerisinde bahsi gecen

yiiksek mertebeden Bernoulli sayilarini tanimlayalim.

Tamm 3.47. Yiiksek mertebeden Bernoulli sayilari,

(v=1) 1o
t 1 By t
— =1+ -t—- — 3.17
T IR U @17

lirete¢ fonksiyonu ile ifade edilir (Milne-Thomson (1951).

Teorem 3.48. (Milne-Thomson (1951)) Ters faktoriyel serisi,

> nla, lx_l
x):z:%x(x+1)...(x+n) :/0 o) d

n

biciminde verilen bir fonksiyon icin xo yakinsama yari diizleminde bir i¢ nokta olmak

lizere o)
s!
/f dx—C+aoln:c+Z @10 (x+9)
bicimindedir. Burada by = —ay, by = —ay + §a ve s > 2icin
1()1) 1)as v+1
bs:(_a'8+1+ as+z ’U-l’l)' )
seklindedir.
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Ispat (3.2) ifadesinden

xf(x)dw
— /1(tzl o tx01>q15rft) dt

0
_ A Ll (1) — ¢ (1) 10 (t) — (1)
= ¢<1>/0 It df—/o I d”/t R T

olur. Sagdaki ikinci terim z ten bagimsizdir (C' olsun). Bununla birlikte

1 px—1 -1
/ udt =Ilnz
0

Int

oldugundan

L:f(Z)dz—¢(1)1nx_c:/ o 1%%
seklindedir. Simdi

¢(t) -9 (1)

1—¢ :a1+a2(1—t)+a3(1—t)2—|—---

ifadesi ile yiiksek mertebeden Bernoulli sayilari igin verilen (3.17) ifadesi

1_t:—1+ (1—1) +Z ey

Int (v—1)v!

seklinde yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak

o) =) _ —a1+(—a2+1a1) (1-1)

Int 2
1 B(l) )
- (—a3+2a2+7a1> (I—=t)"+---
elde edilir. Boylelikle
/f dx—C’+aolnx+Z b5
(x+1)...(z+9)
olur. Burada by = —aq, by = —aqs + §a ves > 2
1(;U l)as v+1

bs_<_a's+1+ as+z v—lv' )

seklindedir. O

Bu sonu¢ Re (z) > 0,Re(x) > A i¢in saglanir. Eger ap = 0 ise Re (z) > A duru-

munda saglanir.
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3.4. Genellestirilmis Ters Faktoriyel Serileri

Tamm 3.49. (Oxley (1956)) Genellestirilmis ters faktoriyel serisi bir z karmagik degis-

keni icin
Fi(z) =) anAP ()
n=1
seklinde tanimlanir. Burada
k I'(nk) T(z+k)

2+ k—1T(z+nk) T(k)

seklindedir.

k = 1 durumu bildigimiz birinci tip faktoriyel seridir. 11k birkag & degeri icin

(n—1)!
z+1)...(z+n—-1)

AP ()= o

2 ol 2(2n —1)!
I C Rl Py P Sy P gy
A () L (kn — 1)!

S k-D'z+k-1)(z+k)(z+E+2)...(z+kn—1)

seklindedir. Genellestirilmis ters faktoriyel serisi i¢cin Laplace integrali

Fy(2) = /O 1 26 (t) dt

seklinde olup burada ¢ (t) fonksiyonu

*0) =2 T T = Dk )

n=1

seklindedir (Oxley (1956)).

3.5. Ters Faktoriyel Serilerde Doniisiimler

Bu alt boliimde ters faktoriyel seriler tizerinde tanimlanmig doniisiimlerden bahsedile-
cektir.
1) (z, z + m) Doniisiimii (Milne-Thomson (1951))

Ters faktoriyel serilerinin,

> nla, ! L1
f(z)zzz(z+1)...(z+n) :/0 e dt

n=0
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tanimindan sag taraftaki integral

f(2) = /0 == (¢) dt

olarak yazilabilir. Burada

() = [1 — (1 —1)] mianl—t Zb 1—t)"
n=0

olup katsayilar b, = a, + (7)an—1 + ("} ) an_o+ -+ (""" ") ag seklindedir. Boylece

nlb,

f(z) = (z+m)(z+m=+1)... (z+m+n)

NE

Il
o

n

olur.

Ornek 3.50. ﬁ: Z:O:k % ters faktoriyel seri acilvmina (z, z + m) donii-

siimii uygulanmirsa;

an = Hyve ¢ (t) => o0 ) Ho(1 — t)" = =L olmak iizere

1 1
1
f(z):/ tz_lgb(t)dt:—/ "
0 0 t
! Int
fz)=— / prrmtymm L g,
0 t

seklinde olur. Burada Cauchy ¢carpimi ile

Int -
m 2t Y CHy(L—t)"

t

L (m+n—1 - — n

_Z( . >(1—t) > H,(1-1t)
n=0 n=0

vazilabilir. Boylece
It s~ (m+k—1
—tT"— = H, (1-t)"
Pl (T e

olurve b, = > 7 _, (mtf*l) H, . seklindedir. Bu katsayilart daha sade bir formda yaz-

maya ¢alisalim. Hiperharmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu olan

_( - m+1 th+1
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ifadesinde t = 1 — x yazilirsa

—t7" It =Y RII(L—t)"

n=0

elde edilir. O halde (1 — t)™ katsayilart karsilastirilirsa
k " "

k=0

elde edilir. Boylece

Z (z+m)(z+m+1)...(z+m+n)

n=0

serisine ulasilir.

2) (2, =) Doniisiimii (Milne-Thomson (1951))

= f01 t*71¢ (t) dt integralinde w > 1 i¢in z = t* degisken degisikligi yapilirsa;

f(z)= %/01 zw L <x5> dx

olur. Burada amag yeni olusan ¢ <x5> fonksiyonunun, (1 — ¢)’nin kuvvetlerine gore

seri aciliminin katsayilarini belirlemektir. Ters faktoriyel serilerinin iirete¢ fonksiyonunun

tanimindan
oo

( ) Zanl—xw

n=0

olur. Burada

Lwi:1_0_1+xﬂ_:1—x+w—1(1—x)2}w—1§w_2)(

w 21 w

seklindedir. Bunun 15181nda (1 — x%> ifadesinin agilimini

1—xw kan 1—1:)

biciminde ifade edelim. Boylece

¢ <xi) = ibn(l — )"

1—96)3
_l_...
w

serisinin katsayilar1 b, = f.1 (w) a1 + f,, 5 (w) az + -+ + fpn (w) a, formundadir. Yani

i nlb,w"
z2(z4+w)...(z 4+ wn)

n=0

seklini alir.
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Ornek 3.51. Z% => % ters faktoriyel seri agilimina (z, %) doniisiimii uy-

gulanirsa:
n

= —Int

o0 1_
—y

3
-

olmak iizere

olur. Burada ki — In xw ifadesinin Taylor a¢tlimi

1 > gk)(l
—lnzw = Z (z —1)"

|
gw () k=0 W

seklindedir. Burada gq(l?)(l) =0vek > 1icin gqfuk)(l) = % olmak iizere

) o (=1)k(k—1)!
—Inzw :Z+(x—1)k
k=1 ’
=2 - (1-2)

B
Il

1

seklindedir. Boylece by = 0 ven > 1igin b, = ﬁ elde edilir ve

_i nlb,w"
—z(z+w) z+wn)

nlz z+w (z+wn)

serisine ulagulir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde tez calismasinda elde edilen 6nerme, teorem ve sonuglar yer almakta-
dir. Ik olarak p-Stirling sayilarin1 iceren sonugclar verilecek, bunun i¢in 6ncesinde baz1
hatirlatmalar yapilacaktir.

Ters Faktoriyel Serileri ve p-Stirling Sayilari

Tanim 4.52. (Merris (2000)) p > 0 ve n > k > 0 olmak iizere birinci tip p-Stirling
sayilart
i": m " (—In(1—=x))"
L
— k], n! (1—a)"k!

iirete¢ fonksiyonu ile ifade edilirler.

Teorem 4.53. (Merris (2000)) x € R, p € Nve p > k > 0 olmak iizere

n

> {Z} pﬂ?'“ = (p+a) @.1)

k=0

saglanir.

Ters faktoriyel serisi ve birinci tip p-Stirling sayilarim iligkilendiren teorem asagidaki

gibidir.

Teorem 4.54. p €c Nvep > k > O icin

1 = [n 1
<z—p>k“:g[khdwly..(wny el = 42

seklindedir.

ispat

f(Z)Ii{ZLZ(ZJFU.l..(Hn)

n=0

ters faktoriyel seri formunda verilen f fonksiyonunu belirleyelim. Burada (3.1) ifadesi,

p-Stirling sayilarinin iistel tirete¢ fonksiyonu yardimiyla

=[] o =S [] -G

n=0
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seklindedir. Bu ifade (3.2) esitliginde kullanilirsa f (z) fonksiyonu

f(z) = /Otz_lgzﬁ(t)dt:/o tz_1%dt

1kt
% / =P~ n® () dt
: 0

1
(Z _ p)k+1

seklinde elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanr. U

Not: (4.2) ifadesinde p = 0 durumu (3.4) ters faktoriyel serisini verir.

Sonug 4.55. Re (z) > pigin

— & (p+2)"
;(Z«_p)kﬂ —nzz()z(z+1)...(z+n)

seklindedir.

Ispat (4.2) ifadesi z* ile carpilip k iizerinden toplam aliirsa ve (4.1) ifadesi kullanilirsa

S S e T
kzo(z_p)k“ n:02(2+1)...(z+n)k:0 kl,
_ i (p+2)"
~z(z+1)...(z+n)
esitligi elde edilir. U

Dizi Doniisiimleri ve Ters Faktoriyel Seriler

Materyal ve Metot boliimiinde verilen (3.9) esitligi, bir dizinin asimptotik serisi ve
onun Stirling doniisiimiiniin ters faktoriyel serisi arasindaki iligkiyi ortaya koymaktadir.
Bu kisimda bir dizi ve onun binom doniisiimii, Stirling doniisiimii ve Lah doniisiimiiniin
ters faktoriyel serisini iliskilendiren teoremler verilecektir. Oncesinde binom doniisiimiinii
hatirlatalim.

Bir (a,,) dizisi verildiginde

n
b, = kz:; ( k:) ay

bi¢ciminde tanimlanan bagintiya (a,) dizisinin binom doniisiimii denilir. Bu dontigiimiin

evrigi ise

a, = En: (Z) (—1)" by,
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olarak ortaya cikar (Riordan (1979)).

Binom doniisiimii yardimiyla elde edilen sonuglar asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.56. Verilen bir (a,,) dizisi ve onun binom doniisiimii olan (b,,) dizisine karsilik

gelen ters faktoriyel serileri sirasiyla

oo o0

Qp re bn
f(Z):nZ;Z(z+1)...(z+n)’f(z):ZZ(Z+1)"'(Z+n)

n=0

seklinde ve bu ters faktoriyel serilerinin tirete¢ fonksiyonlar

s =3 =g =y U0

biciminde olsun. Bu durumda

a)

b)

esitlikleri saglanr.

Ispat
a)
o0=3% (1) cotn B0
n=0 k=0
(D)1=t X, (1—1t)"
{_;( R Z;b”( 1
— 50
olur.

b) ¢ (t) = el (t) iligkisi kullanilirsa (3.2) ifadesi

f(z):/Oltz—lgb(t)dt:/Oltz—let—l'gg(t)dt
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seklinde olur. Amacimiz f (z) ile f( ) fonksiyonlarini iligkilendirmek. f ( ) = f ¥~ lqﬁ( )dt

olmak iizere

olur. Ayrica burada (3.16) ifadesinden

> (1) e +h = a7

k=0

seklindedir. Boylece teoremin ispati tamamlanir. U

Verilen bir dizi ile onun Stirling doniistimiiniin ters faktoriyel serileri arasindaki ilig-

kiyi veren teorem asagidaki gibidir.

Teorem 4.57. Verilen bir (a,,) dizisi ve onun Stirling doniisiimii olan (b,,) dizisine karsilik

gelen ters faktoriyel serileri sirastyla

oo an o
f(Z)an:%Z(Z+1) (z+n) nZ:oZ z—l—l (z+n)

seklinde ve bu ters faktoriyel serilerinin iirete¢ fonksiyonlart
a,(1-t)" ~ b, (1—1)"
PITTES S O G L Chdsi
n=0 ’ n=>0 ’
biciminde olsun. Bu durumda iirete¢ fonksiyonlart arasinda ¢ (2 — e*=t) = ¢ (t) iliskisi

vardir.

ispat
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olur. Buradan ¢ (2 — e'™*) = ¢ () elde edilir. O

Bu teoremin birinci ¢esit isaretsiz Stirling sayilar1 kullanarak elde edilmis hali asagi-
daki gibidir.

Teorem 4.58. Eger
biciminde verilirse

seklindedir ve

saglanr.

Ispat

olur. Buradan ¢ (¢!~1) = ¢ (t) elde edilir. O

Simdi bu teorem yardimu ile bir dizi ve onun Stirling doniistimii ile iligkili ters fakto-

riyel serilerin elde edilisini gorelim.

Ornek 4.59. Daha once elde edilen

1 i n'H,
(z—=1) “==z(z+1)...(z+n)
serisi ele alinsin. Burada
(=D)"nlH, =Y (=1)*s(n, k)k

yani
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bicimindedir (Boyadzhiev (2018)). Ters faktoriyel serisinin iirete¢ fonksiyonu

bicimindedir. Buradan
1—t
t—1
¢ () = ol—1

elde edilir. ¢ (¢!=') = ¢ (t) oldugundan

/01 1o (etY) dt = /01 1o () dt = f(2)

vazilabilir. Boylece

1 1+t 1 1 "
/ t“( — ) dt =e (/ tZ1etdt—/ tzetdt) = f(2)
0 e 0 0

elde edilir. Burada tamamlanmamus alt gamma fonksiyonunun tanimi olan (3.15) ifadesi

hatirlanmirsa
o0

e(v(z,1) —v(2+1,1)) (4.3)
;;z z+1 (z+n)

seklinde olur. Sol taraftaki ifadeyi diizenlemek icin
1
vy(z+1,1) = / t*e"dt
0
ifadesine bir defa kismi integrasyon uygulanirsa
1
y(z+1,1) = -t + z/ t*leTldt = —e ' + 2y (2, 1)
0

elde edilir. Bu ifade (4.3) ifadesinde yerine yazilirsa

1)(1-—
ev(z1) (1 =2) Zz (z+n)

n=0

serisine ulasilir.

Yukaridaki sonuglarin benzerlerini Lah doniisiimil i¢in ifade etmeden 6nce Lah donii-
slimiinii hatirlatalim.

Bir (a,,) dizisi verildiginde
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bi¢ciminde tanimlanan bagintiya (a,,) dizisinin Lah doniisiimii denilir. Bu doniisiimiin ev-
rigi ise

= Y L(n, k)b

olarak ortaya ¢ikar (Riordan (1979)). Burada karsimiza ¢ikan L(n, k) ifadesi

1 z \" & L(n, k)z"
k! (1—x) _Z n!

n=0

istel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan Lah sayilaridir (Lah (1954)).

Teorem 4.60. Verilen bir (a,) dizisi ve onun Lah déniisiimii olan (b,,) dizisine karsilik

gelen ters faktoriyel serileri sirasiyla

Zz z+1 (z4+n) Zz z+1 (z+n)

seklinde ve bu ters faktoriyel serilerinin iirete¢ fonksiyonlar

biciminde olsun. Bu durumda iirete¢ fonksiyonlari arasinda ¢ (2 — %) = a(t) iliskisi

vardir.
ispat
o) =33 (~1) L, by L
n=0 k=0 v
YA AR Ly Rk
k=0 n=0 n:
= (- 1)
-3
,; kit —2)F
olur. Buradan ¢ (2 — 1) = & (t) elde edilir. O

Harmonik Sayilarin Genellestirmeleri ve Faktoriyel Tipli Seriler
Burada harmonik sayilar ve genellestirmeleriyle ilgili ters faktoriyel tipli seriler icin

bazi esitlikler verilecektir.
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Daha 6nce de soyledigimiz gibi ters faktoriyel serilerinin ilk 6rneklerinden birisi Sch-

l6milch (1878) tarafindan verilen, Re z > 0 olmak iizere

1 _1 o Q9
1“(”2)_Z_z(z+1)+z(z+1)<z+2)_'" (44)

serisidir. Burada katsayilar

an:/lt(l—t)(Q—t)...(n—1—t)dt

seklindedir. Bu agilim yardimiyla, harmonik ve hiperharmonik sayilarin alterne iireteg
fonksiyonlarina karsilik gelen bazi ters faktoriyel tipli seri acilimlar: asagidaki gibi elde

edilmistir.

Onerme 4.61. o, = fol t(1—t)(2—1t)...(n—1—t)dt olmak iizere

> H, 1 o0 1) o,
-7 & 5 4 o
n=0 B z+1 (2417 = (+1)(2+2)...(2+n)
ve
o0 (r) r—1 r—1 0 r—1/_1\2—1
Z (—1)" hn’ 2 . a1z N Z (=),
s " (1+2) (z+ 1)r+1 2o (4 1)7~+1 :+2).. (z+n)
seklindedir.

Ispat Harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonundan

o)

Z(_l)nﬂ:_ln(l—i—%) _ 2 1n(1+1)

2n 1—|—% a1 2z

n=0

elde edilir. Bu iirete¢ fonksiyonu ve (4.4) esitligi kullanilarak

Z . 1 z 1 o . %
n — — — _ — —_— e e
z+1 2 z+1\z z2(z+1) z2(z+1)(2+2)
1 (o731 (0%
— 1 _l’_ 5 — 5 — e e
z+ (z4+1) (z4+1)"(2+2)
yazilabilir. Bu 6nermenin ilk ifadesini verir. Benzer ifade hiperharmonik sayilar i¢in

> nhﬁ{“) In (1—1-%) 2" 1

n=0

yazilabilir. Buradan (4.4) esitligi kullanilarak

2" | . 1 z" 1 o . Qo
- n — — - —_ — P
(1+2) 2 (1+2) \z z(z+1) z(z+1)(2+2)
zrfl alz’“*l Ongril
= - r + r+1 r+1 +
(1+2) (z41) (z4+1)"" (2 42)
elde edilir bu ise Onermenin ikinci iddiasidir. O
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Sonuc¢ 4.62. Cauchy sayilarinin

C’n:/lt(t—1)(t—2)...(t—n+1)dt

tantmi (Merlini vd. (2006)) hatirlamirsa, yukarida bahsedilen o, katsayilart

o, = ()",
formunda da ifade edilebilir. Yani,
> . H, 1 = Cy
Sl LGS
—~ z z+ z—|—1 — ( (z4+1)%(242)...(z+n)
ve
0 hg”) Sl Clzr—l 0 1 C
-1)" — = — =+ + S
;< ) 2" 1+2)"  (z+1)* ;(2+1)T+1(z+2)...(2+n)

esitlikleri yazilabilir.

Asagidaki onerme, (3.4) ters faktoriyel serisi yardimiyla harmonik sayilarin Dirichlet

serisi ile Stirling sayilarini iliskilendirir.

Onerme 4.63. (Boyadzhiev (2023)) k > 1 ve ¢’ (2) igin

o~ Hu  x=[n]Y ()
Z_lmk“_zk{ﬂ n'n

esitligi saglanir.

Ispat (3.4) esitliginde z = m pozitif tam say1 degeri goz oniine alinip, esitligin her iki

tarafi H,, ile ¢arpilip, m iizerinden toplam alinirsa

~ H, ~~[n]w H,
;W :; {k] mz:lm(m—i-l)...(m—i-n)
olur. Burada
i H,, 1 i 1L _v (0
=m(m+1)...(m+n) nl < (s+n)? 0l
oldugu (Boyadzhiev (2008)) goz Oniine alinirsa ispat tamamlanir. U

Bu ifade harmonik zeta fonksiyonunun

H,,
CH(’ﬁLl):ZW
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gosterimi yardimiyla

seklinde ifade edilebilir.
Benzer bir bakis acis1 ile Dil ve Boyadzhiev’in 2015 yilindaki calismalar1 15181inda
hiperharmonik ve skew-harmonik sayilarin Dirichlet serilerine karsik gelen ifadeler ters

faktoriyel serileri kullanilarak elde edilmistir.

Onerme 4.64. n + 1 > r > 0 icin

1 > hiy)

n!(r—n—l)zzm

4.5)

1

esitligi saglanir.

Ispat Beta fonksiyonunun tanimindan yararlanarak

L(n+ 1) (m) n!
F(n+m+1) mm+1)...(m+n)

1
/ 1= t)" " dt=B(n+1,m) =
0

yani
1 [t L 1
(1 =" dt =
n! J, ( ) m(m+1)...(m+n)

yazilabilir. Her iki taraf h ", ile carpitlip m = 2, 3,4, ... icin toplam alinirsa

& h(’")
t" ") ) dt = m—l
Z m1 ( Zm(m—l—1)...(m—i—n)

m=2

olur. Sagdaki seri n + 1 > r > 0 i¢in yakinsaktir (Dil ve Mezo (2010)). Burada m = 1

icin h(()r) = 0 durumu ve hiperharmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu goz oniine alinarak

h(T)
—— | " Intdt = m—1
/ . Z m(m+1)... (m+n)

elde edilir. Boylece

olur. O

Bu 6nerme yardimiyla hiperharmonik sayilarin Dirichlet serisi icin agagidaki sonug

elde edilmistir.
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Sonuc 4.65. Hiperharmonik sayilarin Euler toplami gosterimi olan (Dil, Mezo ve Cenkci

(2017))

i ﬂ = Cpon (K +1)
mk+1 "
m=1
yardimiyla .
o G+ 1) = 3 (1
saglanir. o

ispat A% = 1"+ K%Y oldugundan

00 h%) 00 h7(71;—1) 00 hs;)_
2—1 metl Z_l mkL Z_l mk—i—i

yazilabilir. Burada (3.4) esitliginde 2 = m pozitif tam say1 degeri goz Oniine alinip, esit-

ligin her iki tarafi h,,(q:)_l ile carpilip, m lizerinden toplam alirsa

00 o0 h(T
Choy (B +1) = Guo-v (k1) :Z[]Zm m+1). (m+n)

n=k m=1
elde edilir. Bu ise (4.5) esitliginden

[e.e]

Cpon (k+1) = oy (B +1) = ZH

n=~k

n!( r—n—l)

ifadesini verir. Burada

i{ }n' (r—n—1)> z =T k)

n=k
denilirse

Cpn (BE+1) =T (k,r) + (o (B+ 1)
=T (k,r)+T (k7 —1)4 (o2 (K+1)
=T (k,r)+T(k,r—=1)+---+T(k, 1)+ (o (k+1)

olur. Boylece

Chor (k1) =D T (k,p) + ¢ (k+2)

p=1

—ZZH 1)2+C(k’+2)

p=1 n=k
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elde edilir. 0

Tanmim 4.66. Skew-harmonik sayt H, ile gosterilir ve

seklinde ifade edilir. Ozel olarak f[o = 0 olarak alimir (Boyadzhiev (2018)).

Skew-harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu

o0

In(1+1¢)
H,t"
s =2
seklindedir (Boyadzhiev (2018)). Skew-harmonik sayilarin tanimindan

_d i 1 n—1
H,=H, 1+ ( )

oldugu aciktir. Skew-harmonik sayilar i¢cin asagidaki 6nerme elde edilmistir.

Onerme 4.67. Skew-harmonik sayilar icin

> H 12 <~ n) 1 v o H,
D D ) a(# Q—EZ(QEM ”7) (4.6)

esitligi saglanir.

Ispat Onerme 4.64’iin ispatina benzer sekilde

I . 1
n 1 m —
n! Jy =T d m(m+1)...(m+n)

ifadesinde her iki taraf f[m_l ile carpilip m = 2, 3,4, ... i¢in toplam alinirsa

1 o . oo H7
_ " H(’") 1—¢ m—1 dt = m—1
0 7;:2 mt ( ) mz;m(mjtl)...(m—i—n)

seklinde olur. Burada skew-harmonik sayilarin tirete¢ fonksiyonu ve m = 1 i¢in PNIO =0

oldugu goz oniinde bulundurulursa

1t > H, .
— [ " 'In(2-t)dt = - 4.7
n! J, n ) mz::m(m—kl)...(m—kn) “.7)

elde edilir. Simdi sol taraftaki integralin ¢6ziimii i¢in kismi integrasyon uygulanirsa

! t"In (2 — ¢ 1 [
/t”lln(z—t)dt - Lygﬁr—/ dt
0 n n Jo

2—t
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olur. Esitligin sagindaki ifade diizenlenirse

1 [t -1 Lt —24+2)"
__/ dt = —( +2) dt

:—1/zko otk
t—2

elde edilir. igerdeki toplamda k = 0 durumunu ayirip integralleri hesaplarsak

—1/1 "oy o= L 1 ——Z on= k/l(t—2)k_1dt
nJo t—2 A
2 o1 L (2" k(t_2)k t=1
= —ln (2-1) [ _EZ (k)T li=o0

O (e U
= T2 ()5 vt
SR QT RO

esitligine ulagilir. Burada karsimiza ¢ikan ifade icin 3y, _, (Z) % = H,, oldugu bilin-
mektedir (Boyadzhiev (2018)). Bu ifade ile elde edilen esitlik, (4.7) ifadesindeki integralin

cOziimiidiir. Cozlimiin yerine yazilmasi ile dnermenin ispati tamamlanuir. U
Bu 6nerme ve (3.4) kullanilarak asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonug 4.68. Skew-harmonik sayilar icin

>~ H, ] |1 (2o PN | v oo Hy
D E = ZM{m (zlnz—zz<k)ﬂ<‘” -2 7)

m=1 n=

saglanr.

Ispat (3.4) esitliginde z = m pozitif tam say1 degeri goz oniine alinip, esitligin her iki

tarafi ﬁm ile carpilip, m iizerinden toplam alinirsa

iﬂiil :im io:m(m+11)T11.n.l.(m+n)

m=1 n==k m=1
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seklinde olur. Burada }NIm m—1+ (Ge) i ) oldugundan
o) ]’.j[m e n [e9) ﬁmfl + (—12:71
IR S D oE

m=1

— — m(m+1)...(m+n)

bicimindedir. Sag taraftaki toplamin diizenlenmesi ile

o)

NN - -
mzzlmk“:;[k] {mzzlm( +1).. m—i—n +m m?2(m }

‘ ..(m+n)
elde edilir. Boylece (4.6) ile birlikte ispat tamamlanir

Not: Hipergeometrik fonksiyonlarin bazi 6zel halleri faktoriyel serileri ile iligkilendi-
rilebilir.

Tanim 4.69. Pochhammer notasyonu yardumiyla hipergeometrik fonksiyon |z| < 1 olmak
lizere

2F1 <a7 b,C, Z) 5

B ala+1)b(b+1)22
—==1+-—2+ clet D) 2'4—

esitligi ile ifade edilmektedir.

Burada a, b ve ¢ kompleks parametreler olup ¢ # 0

1,-2,..
yeniden diizenlenerek a yerine 1 — a alinirsa

. seklindedir. Bu ifade

oF1 (1 —a,bc;2) = Zi—:i—?(l—@(?—a)...(n—a)

Z(_l)nbﬁzn(a—1)(@—2)...(a—n)

n!

ifadesi elde edilir. Bu ise (—1) z—;z dizisinin ikinci cesit faktoriyel serisi olarak yorum-

lanabilir. Hipergeometrik fonksiyon birinci cesit faktoriyel serileri cinsinden ise

> n!
(1,15 2 '
2F1 (1 1 7:) Zo z(z+1)...(z4+4n—-1)
> !
1 n+1 n:
+nzzo(n+ )@ z(z+1)...(2+n)

seklinde ifade edilebilir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, matematigin bircok uygulama alam ile iligkili olan ters faktori-
yel serileri aragtirllmigtir. Calisma boyunca ters faktoriyel serilerinin genel teorisi verilip
cesitli uygulamalar yapilmistir. Ters faktoriyel serilerinin 6zel sayi aileleri ve 6zel fonksi-
yonlar ile giiclii iligkileri vardir. Literatiirde yer alan bu bilgilerin analiz edilmesi ile elde
edilen sonuglar Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, verilen bir dizi ile onun binom, Stirling ve Lah doniisiimlerinin
ters faktoriyel serileri arasindaki iliskiler arastirllmistir. Ayrica Boyadzhiev’in ¢alisma-
larinda farkli seri tipleri i¢in (asimptotik seri ve Dirichlet serisi) ters faktoriyel serileri
kullanilarak yeni esitlikler elde edilebilecegi analiz edilmistir. Bu motivasyon ile hiper-
harmonik ve skew-harmonik sayilarin Dirichlet serileri icin bazi sonuglar elde edilmistir.

Ters faktoriyel serileri bu ¢ok yonlii ¢alisilabilirligine ragmen degeri Olciisiinde ilgi
gormemistir. Tiirkce kaynaklarda ise neredeyse hi¢ yer almamistir. Bu tez ¢aligmasinin,
literatiire Tiirk¢e bir kaynak kazandirmasinin yani sira sundugu bakis acis1 ve calismada

elde edilen sonuglar bakimindan yeni ¢alismalara 1g1k tutacagi diistiniilmektedir.
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