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OZET

TERS PROBLEMI ICIN
VOLTERRA TiPi INTEGRAL DENKLEM UYGULAMASI

Nurhan AYBAR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Ali ISIK
2013, 34 sayfa

Bu calismada fonksiyon katsayili hiperbolik denklemler icin baglangic deger
problemi c¢alisilmigtir. Bu problemlerin ¢oziimleri tekil ¢ekirdege sahip 3-D
Volterra tipi integral denklemlerini sagladig1 ispatlanmistir. Integral denklemler
yaklagik ardigiklar yontemiyle coziilmiistir. ~ Hiperbolik bir denklem igin
ters problemi caligmak amaciyla 3-D Volterra integral denklemin uygulamasi
verilmigtir. Bu tezde integral denklemin ¢6ziimii i¢cin varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmigtir.  Bu tezin sonuclar1 Sobolev’in buldugu fonksiyon hizli dalga
denklemiyle ilgili sonuclar1 gelistirmis ve genellestirmistir.

Anahtar Sozciikler
Ters problem, integral denklem, yaklasik ardisiklar metodu.
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ABSTRACT

APPLICATION OF VOLTERRA INTEGRAL EQUATION FOR INVERSE
PROBLEM

Nurhan AYBAR

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog¢. Dr. Ali ISIK
2013, 34 pages

Initial value problems for hyperbolic equations with function coefficients are
considered in this thesis. It was proved that the solutions of these problems satisfy
the 3-D Volterra integral equations with singular kernels. These 3-D Volterra
integral equations were solved by the successive approximations. An application
of 3-D Volterra integral equation to study one inverse problem for a hyperbolic
equation was given. The existence and uniqueness theorems for the solution of an
integral equation were proved in the thesis. The result of the thesis generalize and
extend Sobolev’s result relative to the wave equation with the function velocity.
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Inverse problem, integral equation, successive approximations.
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1. GIRIS

Integral denklemler terimi ilk defa Du Bois-Reymoud tarafindan 1883 yilinda ele
alinmugtir.  Integral denklemler bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda
bulundugu denklemler olarak tanimlanmaktadir. Integral sinirlarindan biri x
gibi bir degiskene sahip ise Volterra integral denklemi, sinirlarindan her ikisi
birden sabit olan denklemlere de Fredholm integral denklemi denir. Tek boyutlu
Volterra integral denklemi baglangi¢c deger kosuluna sahip diferansiyel denkleme

indirgenmektedir. Ornegin

d’;i’“) — A(0)u, (1.0.1)
(1.0.1)’i x’e gore integralini alirsak
u(x) = o + / At )u(t)dt (1.03)
0

olur.

Sabit katsayilt kismi diferansiyel denklemler teorisinde yapilan c¢aligmalar
olduk¢ca yaygindir ( [1], [3], [8], [9]). Sabit katsayili kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri asikardir. Ornegin baglangic deger kosullu bir D’ Alembert
denklemi D’Alembert integral denklemine doniisiir ve bu Cauchy problemi
Kirchhoff formiilii tarafindan sunulmustur fakat; fonksiyon katsayili diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri o kadar asikar degildir.  Bazi fonksiyon katsayili
diferansiyel denklemler integral denklemler coziimlerine doniisebilir. R ve R*’deki
integral denklemlerin indirgenmesi ile ilgili su iki 6rnegi ele alalim:

Ik 6rnek asagidaki baslangi¢ deger problemi ile ilgilidir.

’u  J*u
372 = 32 taulx, )+ f(x, 1), xeR, 1>0 (1.0.4)

u(x, 0)=¢(x), u(x, 0)=wy(x) (1.0.5)
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(1.0.4)-(1.0.5) denklemlerinin ¢coziimii

u(x, t)=uo(x, t)

[>[\.)\

/ u(&, t)dédr (1.0.6)
xf)

e t):;[(p(xt)+¢(x+t)]+;/xxjtl//( d<§+2//F v)dEdr

diir. (1.0.4)’nin bir tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim, yaklagik ard1§1klar yontemi ile

¢oziilebilir. (1.0.6) denklemi diizgiin ve mutlak yakinsak
u(x, 1) =Y un(x, 1) (1.0.7)
n=0

serisi ile ¢oziiliir.
Ikinci 6rnegimiz dort degiskenli Klein-Gordon-Fock Volterra integral denkleminin

indirgenmesi ile ilgilidir.

Kabul edelim ki
xeR? >0,
g(x) e C*(R%), h(x) e C'(RY),
flx, 1) eCY R} x[0,T]), q(x) € C'(RY)

olsun.

2%u

Er =Au+q(x, Hulx, t)+ f(x, t), (1.0.8)

u

ulx, 0)=glx), —-(x, 0)=h(x)

hiperbolik denklemi Kirchhoff integral denklemine doniisiir.

ulx, 1) =G(x, 1) +—///q |é :||€_X|) dé (1.0.9)

|€—x|<t

Fonksiyon katsayili lineer hiperbolik denklemler teorisi cok iyi gelistirilmigtir.
Baglangic deger probleminin zayif ve klasik coziimleri i¢in varlik ve teklik

teoremleri bulunmaktadir ( [1], [2]). Hiperbolik denklemlerin bazi 6zel durumlari
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niimerik metodlar ters problem teorisi ve digerleri icin kullamighdir. Daha
once fonksiyon katsayili Klein-Gordon-Fock denkleminin Volterra tipi integral
denkleme indirgenmesini gostermistik ve bu indirgeme ters problem ¢alismasinda
kullanilmigtir [8]. Genelde fonksiyon katsayili denklemlerin c¢oziimleri daha
karmagiktir. Bununla birlikte fonksiyon katsayili denklemlerin ¢dziimleri 3 boyutlu
Volterra integral denklemine indirgenebilir. Bu sonuglar [9] Sobolev tarafindan
sunulmustur.
Bu tezdeki temel amac Sobolev’in ortaya koydugu sonuclar1 diger hiperbolik
denklemlerede genellemektir. Bu calismadaki temel problem ve sonuclari su
sekilde ozetleyebiliriz:
Ikinci boliimde sabit katsayili homojen ve homojen olmayan dalga denklemlerinin
Volterra tipi integral denkleme indirgenmeleri, varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmistir. Yakinsaklik ve siireklilik durumlari incelenmistir.
Fonksiyon katsayili homojen dalga denklemlerinin Volterra integral denkleme
indirgenmesinde eikonal denklem tanimlanmugtir. Birinci mertebeden lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerdeki sonuglar, bu indirgemede ray, Euler
sistemi aktif olarak kullamlmistir. Gegis denklemi yapilandirilmis, o(x) € C?(R)
Sobolev fonksiyonunun 6zellikleri ele alinmagtr.
Fonksiyon katsayili homojen olmayan hiperbolik denklemin Sobolev Volterra
integral denkleme indirgenmesinde su notasyonlar kullanilmigtir:
x=(x1, x2, x3), R debir degiskendir. j =1, 2, 3icinb;(x), g(x) € C*(R3)de
bir fonksiyondur.

3

A=Y % bir Laplace operatorii olmak iizere
j=1%%

Ly

A+
c

3 d
]_
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operatorii Ly 1n bir ek operatoriidiir.

Ikinci boliimde ayrica

Xu 3 du du
Fr c Axu—l—j;bj(x)a—xj +q(x)§ +f(x, 1)

xeR, r>0.

denklemi asagidaki baglangic kosullari ile ele alinmusgtir.

ulx, 0)=g().  9t(x 0)=h(y
Bu boliimiin temel amaci Cauchy probleminin ¢6ziimii ile ilgili temel 6zellikleri
caligmaktir.
Uciincii boliimde ters problem tanimlanmistir. Ters problemin temel sonucu
asagidaki teoremdir:
h(0, 0, x3) #0, i =1, 2 icin G(¢) ’ye karsilik gelen g;(x3) ters problemin

¢oziimii olsun. Oyleyse x3 € X olmak iizere g1 (x3) = g2 (x3) diir.
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2. SABIT VE FONKSIYON KATSAYILI DALGA DENKLEMLERI

2.1. Sabit Katsayih Homojen Dalga Denkleminin Indirgenmesi

Hiperbolik denklemler i¢in dalga denklemi temsilci bir denklemdir.

2%u

_ 2
TZ‘Z_CAM

denklemine bir boyutlu dalga denklemi denir. x yer, ¢ zamani gostermektedir.
Denklemin karakteristikleri x F ¢t = sabit dogrularidir. Eger & = x+ct,n =x—ct
degisken degisimi yapilirsa (2.1.2) ug, = 0 denklemine doniigiir. Buradan c?
sinifindan ¢ ve y fonksiyonlari icin u = @(&) + y(n) veya

u(x, t) = @(x+ct)+y(x—ct), ¢,y eC? (2.1.1)

elde edilir.

2.1.1. Homojen Dalga Denklemi i¢cin Baslangic Deger Problemi

2
gtg‘chAu, o< x <o, 0<1< oo 2.1.2)
u(x, 0) = f(X), I/tz()C, 0) = g(x) (2.1.3)

problemine baslangic deger problemi denir. Bu problemin ¢oziimiiniin var
oldugunu varsayarsak bu ¢oziim (2.1.1) seklindedir. Oyleyse (2.1.3) baslangic

sartlarinin saglanmasi icin
ulx, 0)=o(x)+ykx) = f(x), (2.1.4)
(x,0) = c(9'(x) — ¥'(x)) = g(x) (2.1.5)
olmalidir. (2.1.5) kullanilarak

ol - v = - [ g(mde+k .16
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elde edilebilir. Burada xy ve k keyfi sabitlerdir. (2.1.4) ve (2.1.6) denklemleri

kullanilarak ¢ (x) ve y(x) bulunursa;

X

1 1 k
o) = 570+ 5 | s@)de+7,

Vi) = 3160~ [ @dr+;

elde edilir ve ¢ : x — x+ct ve ¥ : x — x — ct degisimi yapilirsa

X—+ct

1 k
Q(x+ct) = Ef(x—kct)—i—% 4 g(t)dt+ >

X—ct

l[/(x—ct):%f(x—ct)—zic/ g(f)d’t+§

X0

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

bulunur. (2.1.1) kullanilarak homojen dalga denklemi D’Alembert integral

denklemine indirgenmis olur.

u(x, 1) = %( Fletet)+ f(x—ct))+zic /:jg(r)dr.

2.1.11)



2.2, Sabit Katsayih Homojen Olmayan Dalga Denkleminin

Indirgenmesi

’u  J%u
w—ﬁ-{-q(x) ulx, t)=F(x, 1), —o<x<oo, 0<r<oo  (22.12)

u(x, 0)=0¢(x), u(x, 0) =y(x) (2.2.13)
problemine homojen olmayan dalga denklemi i¢in baglangi¢c deger problemi denir.

Burada F(x, t), sonsuz uzakliktaki bir cismi etkileyen dig kuvveti temsil eden bir

fonksiyondur. (2.2.12)-(2.2.13) ¢6ziimii

u(x, t)=uo(x, t)— f// &, 1)dédr (2.2.14)

X+

wolx, 1) = 2[9(x—1)+o(x+1)] +

; d<§+/ (&, T)dEdr

1
2
diir. Kabul edelim ki F(x, 1) —o0 < x < oo, 0 <t < oo yar1 diizleminde siirekli
olsun. CI(X) S C(—oo7oo), NS Cz(—oo’oo)’ ye Cl(—oo7oo), F.F € C(A(X(), tO))

ise A(xp, tp) bolgesinde (2.2.12)’in bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim yaklagik

ardigiklar yontemi ile ¢oziilebilir. Bu taktirde;
uO(xa t) = f(x7 t)? (2.2.15)
1t pxt@-7)
we 1) = 5 [ [ a@uaE ks @216
0 Jx—(1—71)
olmak iizere (2.2.14) denklemi diizgiin ve mutlak yakinsak
ulx, t)= Z un(x, t) (2.2.17)
n=0
serisi ile ¢oziiliir.
Teorem 2.1 (Varlk Teoremi): f(x, t) € C(A(t)), q(x)€[-T,T],

fo = max|f(x,t)| kosullart altinda u(x, t) € C(A(xo, 1)) fonksiyonu (2.2.14)’iin

coziimiidiir. Bu teoremin ispati icin asagidaki lemmalara ihtiyac vardwr ( [5], [6]).
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Lemma 2.1 : Kabul edelim ki;
qo = max|q(x)|, x € [-T,T], fo=max|f(x, t)], (x, 1) € A(T)

olsun. O zaman

un(x, 1)) <f0(1q0Tt)

olur.

Ispat: n = 0 igin |ug(x, t)| < fo agiktir.

n = k i¢in dogru olsun.

1 1
a(x, 1)] < folza0T0 <,

n=k+1icin;

b
(k+1)!"

g1 (x, 1) // Sue(&, T)d&dr],

X+ (t—7)
= +_T) @)l (@, 7)ldgar,

1 T*
< LIofo 0)f // kdfdf,

1
qOTt)k+l

(3, 0] < fo <2

gfo(;qo)k“T%/rk(x+(t—1:)—x+(t—r))dr,

kl
0
1 ko
k+1 k
< folza0)! /r (2 - 27)dx,
0
t
Tk
< fo( )kﬂﬁ /TdeT;
"D
< fo(2qorrytt ! (2.2.18)
070 (k+1)! -



Lemma 2.2 : Y u,(x, t) serisi A(T) araliginda diizgiin yakinsaktir.

n=0
1 1
u(x, O] < fo(5q0T1)"—, Vi €[0,T],
< fi (l TT)'ZL
< Jo(5490 P
Birinci Weierstrass Teoremi: |u(x, )| <ax, Vke(0, 1,.., 1),

niimerik Y, a; yakinsak olsun.
k=0

Oyleyse i un(x, t) de diizgiin yakinsaktir ( [4], [10]).
n=0
1 e 1
= fo(=qoTT)" —
ise

> 1 1
_ el ol
kéoak ]b(ZQO ) i

Lemma 2.3 : u(x, t) = E‘, un(x, 1), [0,T] de siireklidir.

n=

(2.2.19)

€[0,T] ve

Ikinci Weierstrass Teoremi: Y u,(x, t), serisi [0,T] araliginda diizgiin yakinsak

n=0

olsun ve her bir u,(x, t) fonksiyonu [0,T] de siirekli olsun. Oyleyse ¥ u,(x, t)

[0, T de siirekli fonksiyondur ( [4], [10]).
Zunx r) 2//q Zunl T)dédt

Her iki tarafa ug(x, t) = f(x, t) eklenirse

n=0

N
uo(x, t)—l—Zun(x, 1) = f(x, 1) 2 //q Zun | 1)dédr,

n=1

N

ulx, 1) = r}groloZunx 1),
=0

u(e, 1) = flx *r}grolo//q Nzlun

Lemma 2.4 : u(x, t) fonksiyonu (2.2.14) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

T)dédT.
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Ispat:
up(x, t) 2// Jup—1(E, 1)dEdr,

n = 1’den n = N’e her iki tarafin toplamlnl alirsak ve her iki tarafa

uo(x, t) = f(x, t)eklersek

Zunx ) 2//q Zunl T)d&dt+ f(x, 1),

nzbunx ) 2 // un(&, t)dédt+ f(x, 1),

N — oo i¢in limit alinirsa

u(x, t)=lim = //q Zun T)dédt+ f(x, 1),

n—so0 2

u(x, r)=5 // ¢(€) lim goun@, D)dEdT+ f(x, 1),

u(x 2//q &, 1)dédt+ f(x, t).

Teorem 2.2 (Teklik Teoremi): (2.2.14) denkleminin ¢oziimii tektir.

Ispat: u;(x, 1) ve up(x, t) gibi iki farkli ¢6ziim olsun.

up(x, t)=f(x, t) 2// 7)d&drT,
up(x, t) = f(x, t) 2// 1)dédt

olsun.

o(x, t)=u(x, t)—ux(x, t)

o(x, 1) 2 // &, 1)dédt

ise

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)



olur.

1 t px+(t—1)
ot <500 [ [ "le(E. ©lagdr,
0 Jx—(t—1)

u(x, t) =max|@(x, t)|

olmak iizere;

1 t px+(t—1)
o DI< 00 [ [ u(wdgar,
0 Jx—(1—7)
t

— 40 /0 (t — Tyu(r)dx,

ult) = maxlo(x, 0] <ao [ (- (e,
u(t) < g0 /O (= Du(r)dx,
<aqon [ lu(e)lae
olur.
ut)= [ lo(x. 7las

olmak iizere;

u'(t) — qotu(t) <O0.

12
Her iki tarafi e~ "2 ile carparsak

11

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

(2.2.27)

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)
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olur. V¢ € [0,T] igin u(t) < 0 tamm geregi V¢ € [0,T] igin u(z) > 0 olur. Oyleyse

u(t) =0 olur.
u(t) = max|@(x, t)],
(P(xv t) =0,
up(x, t)=up(x, 1)
olur.

2.3. Fonksiyon Katsayilh Homojen Dalga Denklemi

Fonksiyon katsayili dalga denklemi
_ 2
Uy = ¢~ (x)Au,

u(x, 0) = folx),
Mt(x7 O)Zfl(x)

kosullar1 altinda denklem;

e, )=Flx )+ o= [ @ 1-5(E D)aolE, e

T(x, 1)<t

Volterra integral denklemine indirgenir.
¢ =1(C1, &, &),
d§ = d§1d&,d&;,
(&, x) bir Sobolev fonksiyonu olup, K sabit olmak iizere,

[Ac (s, x)| <

©(&, %)’

tarafindan saglanir. & rayda bir sabit Riemann koordinatlari

é:f(f, )C), §:ar(§, x)u

(2.2.31)

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)
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o = (cos@sin®, sin@sin6,cos0),

olmak tizere
1

ds = ﬁfo(& x)’

d5

olur.

2.3.1. Eikonal Denklem

7(x, x°) bir fonksiyon, x° bir parametre olmak iizere,

1 1
\Y 012 = 2= 2.3.36
| T('x) X )’ CZ(x) b n C2 (x) ) ( )
t(x, X)) =0(x—2°), x—x°, (2.3.37)

kosullart altinda eikonal denklemi saglar ( [1], [3], [14]).

Lemma 2.5 : ¢ bir sabit olmak iizere, T(x, x°) = % denklemi (2.3.36) eikonal

denklemin bir ¢oziimiidiir.

ispat:
—x% 2
X—X
Vet(x, x0) = VX(‘ |) )
o
1 I 1 (x—x9) 1
V.(— "2y = — ‘:7‘
(o )| = L r =l = &

2.3.2. Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel

Denklemler
Eikonal denklemin esitliklerini kullanarak 7(x, x°)’1n x;’ya gore kismi tiirevlerini
alirsak (k=1, 2, 3)

T ot 0T

=2 g=—=—, r=— 2.3.38
p axl ) q axz ) r ax3 Y ( )

F=p"4+q¢+7, (2.3.39)
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olur. F = 0 hali eikonal denkleme karsilik gelir. Bu denklem icin Euler sistemi

dx dx dx;
g0y 2oy B0 2.3.40
ds p =P ds ¢~ ds i ( )
DT oF 4 qFy+rF =20+ @+ ) = 20 2.3.41
=, = PRty rE =2(p" g +17) = 2n7(x), (2.3.41)
dp on*(x),  on*(x)
_— = — F FX = —(— =
ds ( Tp+ 1) ( (9)61 ) axl
dqg  on*(x) dr  dn*(x)
1 - 2.3.42
ds oxy ds ox3 ' ( )
x=(x(s), x(s), x3(s)), P=(p, q, r),
P V.
X 2p, g, 0 =2, L on()Vin) = 202 =229 (),
(2.3.43)
t=1, dt=2n*dsolmak iizere
dx p dP
PR — =V 3.
it v(In(n(x))) (2.3.44)

sistemine Euler sistemi denir. Yiizey (7 sabit) ise dalga onii olarak adlandirilir.
Vtdx = (p, q, r)(dx1, dxa, dx3) = pdx;+qdx;+rdx3=dt=0

olduguicin VT = (p, g, r) vektoriiegri oniiniin normalidir. 7(x, x°) =1 denklemi
t zamaninda x° *daki kaynak noktasinda 6n dalgay1 tanimlar. 7(x, x°) = yiizeyin
karakteristik konoididir. Karakteristik konoid olusturma metodu ¢ift karakterli
denilen farkli cizgiler olusturmayi icerir. Bu farkli ¢izgiler konoid lizerine yatar
ve ortaklaga bunu olugtururlar. x boslugunun {iistiindeki c¢ift karakterli projeksiyona
1s1n(ray) denir. Bu 1ginlar 7(x, x°) =t yiizeyine ortogonaldir. Isinlari bulabilmek
icin Euler sisteminin ¢oziilmesi gerekir. V7, = t(x, x°) yiizeyine dikey, dalga

onii t = 7(x,x") yiizey seviyesi oldugundan,

dx dx; dxy dxz 0
R (ds, 1 ds) (2p,2q,2r) T(x, x),
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d*x 2
F = 2V1’l (x),

2 2 2
dx, dx; des\ 5
<ds> + (ds> + (ds> — 4V (x). (2.3.45)

Yukaridaki denklem sistemine ray denklemleri denir. o, ray icin egri uzunlugunu

gostermek iizere,

do? = (dx1)* + (dx2)? + (dx3)?,

do® = 4(p* + ¢ +r*)(ds),

do =2nds (2.3.46)
olur.
d d
i 2n%. (2.3.47)
Dalga boyunca 7’nun degisimi
dt
= 2.3.48
o= (2.3.48)
o d (o2
/édc = /ndc,
(o)) (o))
o
1(x(0)) = T(x(00)) + / n(x(0))do. (2.3.49)
0o

2.3.3. Gecis Denklemi

u(x, t) fonksiyonu (2.3.32) denklemlerinin bir ¢6ziimii olsun.
[u(x, £)]=ui(x, t)=u(x, t—7) (2.3.50)
doniisiimii ile (2.3.32) denklemi asagidaki forma doniigiir:

[t4] = 2 (x)[Au], (2.3.51)
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[Au] fonksiyonunu elde etmek i¢in dncelikle (2.3.50)’deki esitligi kullanarak Vi

ifadesini elde edelim:

d d d
Vul = (ax]u(x, r— T), TXZM(X, 1 — T), TX?’M(X, r— T))

= [Vu] - [Vt (2.3.52)

elde edilir. Simdi (2.3.52) denkleminin diverjansini alirsak,

div(Vuy) = div|Vu] — div([u;]V1) (2.3.53)

Burada,
div[Vu] = [Au] — [Vu,] V7, (2.3.54)
div([u;]VT) = [V ) VT — [t} (VT)? + [us] A7, (2.3.55)

(2.3.52) esitliginin ¢’ ye gore tiirevini alirsak,

8u1

Vo

) = [Vuy] = [uy|V7T (2.3.56)

elde ederiz. (2.3.54)-(2.3.55) sonuglarin1 (2.3.53) denkleminde yerine yazip
diizenlersek;

Auy = [Au] = 2[Vu,| VT + [u,] (V)% — [u)]Ar, (2.3.57)
(2.3.51) ve (2.3.56) denklemlerini de (2.3.57) denkleminde yerine yazarsak;

Auy = Ciz[un] - 2(Va(5’ut1 + [ VT) VT + [) (VT)? — [us]AT. (2.3.58)

Eikonal denklemi kullanarak (2.3.58) diizenlenirse;

J
Auy = —2V%Vr — [u]Ar, (2.3.59)

(2.3.59) esitligi o(x) € C?(R) Sobolev fonksiyonu ile carparsak,

B duy duy
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(2.3.60) denklemini goyle diisiinelim:

88”[1W>— 9 i — w2 (2.3.61)

oAu = dlv< % 5

(2.3.60) ve (2.3.61) denklemlerini kargilagtirirsak;
w=20V71, divw=0CAT
bulunur. Oyleyse w fonksiyonunun diverjansin1 alip diger denkleme esitlersek,
2VoVT =0. (2.3.62)

Elde edilen bu esitlige gecis denklemi(transport equation)denir.

2.3.4. Coziim Fonksiyonunun Elde Edilmesi

T, eikonal denklemin bir ¢dziimii, o da gecis denkleminin bir ¢oziimii olsun. O
halde

oAu; = div(—a;ZIZGAT) (2.3.63)

saglanir. Bu denkleme Green formiilii uygulanirsa

/// oAUy —u;AG a’v—// a%— - )dS, (2.3.64)

(2.3.64) denkleminde (2.3.63) esitligi yazilirsa;

///(ulAG)var///div(aautlZGAT)dv
D D
81/!1 Jdo
_ //(cyW — 0 52)ds. (2.3.65)
s
(2.3.65) denklemine diverjans teoremi uygulanirsa;
\%
/// w1 AG)dv — // 28”1 —Tds
)C)C(.)

xxo <t
// S j). (2.3.66)

T(x,x0)=
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Bu denklem diizenlenirse;

// 8u1 86—1—2% 2’: +/// ulAG dV—0~

T(xx0)= T(xx0)<t
(2.3.50) esitligi kullanilarak;

P) p) duy 1 9
%Z[aﬂ UZM

Bu esitligi (2.3.67) denkleminde yazarsak,

[ gl o5 ] s

T(x,x0)= T(o,x0) <t

o fonksiyonu 7 ya bagl olarak (2.3.69) denklemini saglar.

2.3.5. o Fonksiyonunun Ozellikleri

o fonksiyonunun x° komsulugunda ikinci mertebeden tiirevlenebilir oldugunu, x

(2.3.67)

(2.3.68)

(2.3.69)

0

noktasinda tekillige sahip oldugu ve asagidaki kosullar1 sagladigini1 varsayalim:

~ 0 0y _
° xll}n)}) o(x, x’)t(x, x”) = o)

e o(x, x%) =o(x

|Ac(x, x9)| < on) K sabit,

vektorii ise asagidaki denklem Sy x° *a giderken alinan limiti saglar:

0
fim do(x, x7)

ds =—4rm.
S0 dn

Eger S; x” noktasii iceren bir kapali yiizey ve n, S yiizeyinin bir normal

u(x, t) fonksiyonu S yiizeyi ile sinirli D bolgesinde bir ¢oziim olsun. D bolgesinin

icerdigi x° merkezli & yaricapli bir cembersel bolgeyi D’den ayirdigimizi

varsayalim ve yukaridaki ozellikleri saglayan bir o(x, x°) fonksiyonuna sahip
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olalim. (2.3.69) denklemini kalan D bolgesine uygularsak;

i <G[§Z] - W@Z’ +og (5 s
e
+ é / [lwiacav—o. (23.70)

(2.3.70) denkleminin limit altindaki goriintiisii agagidaki esitligi verir:

8f0 do aT
D=1 // ~ fooe + 05 fi)dS
1
+o /D/ [ulAcdv. (2.3.71)

Sag taraftaki cift katli integral bilinen bir fonksiyondur ve F(x°, t) ile gosterilir.

Boylelikle u(x, ) fonksiyonu i¢in bir integral denklem elde edilmis olunur.

u(x, 1)=F(x, 1) +— / / / , ONAc(x, xO)av. (2.3.72)

2.4. Fonksiyon Katsayili Homojen Olmayan Dalga Denklemi

(Z;Z—CZAHZ” jfjJr ()3t+f(x ), (2.4.73)
xeR? >0.
Baglangi¢ kosullari
u(x, 0) = g(x), Zl(x, 0) = h(x). (2.4.74)

Burada A, Laplace operatoriinii temsil etmektedir. ¢ pozitif sabit sayidir.

bj(x), q(x)eC*(R), j=1,2, 3, glx)eC(R)NHR?),
h(x) € CY(R*)NH?(R?), <§I>Jf(x, ) eC([O,T];H4J(R3)>,
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j=0, 1, 2;H™(R*)(m =1, 2, 3, 4) Sobolev uzayidir. Hiperbolik denklemler

teorisi (2.4.73)-(2.4.74) denklemlerinin ¢oziimii olan u(x, t) fonksiyonu

Jj . .
?9506, r)eC([o,T];H“‘f<R3>ﬂcz‘f(ﬂ@)), j=0, 1,2,

83
5, €C(0.T):H' (),

saglamaktadir. u(x, t) ¢oziimii 3-D Volterra integral denklemidir. Bunun i¢in
Sobolev metodu kullanilacaktir. Farkli bir u; (x, ) fonksiyonu ele alalim:
‘|

|x —x

up(x, t)=u(x,t— ), (2.4.75)

c

=, 1, 15) R,

L bir diferansiyel operator olmak iizere

9
Loty = (A i + 2219 a?)
J

tanimlansin. (2.4.75) denkleminden

B du; %u(x, t—1)
Auy = Au(x, t—1)— 2Va—V — o

du(x, t—1)
— At,

(V1)* —
(2.4.76)
elde edilir. (2.4.73) denkleminde Au fonksiyonu yalniz birakilarak (2.4.76)’de

yerine yazilir.

1 & au ot 1 duy 1
Lin =5 Y bi0) 50 50 = g4 5 = 5/l 1-9)
j=1 J
8u1 8u1
—Vr—— 4.
v AT (4TT)

Elde edilen ifade o (x) € C*>(R?) fonksiyonu ile carpilirsa

8141 1
oL.u = —-20V— o V1t —gcf(x, t—1)
duy 1 13 ot
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bulunur.

Juy 1
oL = dw( 5 )—C—zaf(x, 1—1), (2.4.79)

seklinde diisiiniiliirse;
20V1 di OAT + 10' )+ — GZb
w= ivw =
olur. w’nin diverjansini alip karsilikli esitlersek;

1 1
2VoV AT— — — 0 2.4.80
oVt + G( T = ; 8x]) ( )
elde edilir. O halde (2.4.79)’u tekrar yazarsak;
, du; 1
Lty = dw( - a—zovf) Sof(x 1=, 2.4.81)

olur. (2.4.80)’nin ¢6ziimii karakteristikler metodu kullanilarak yapilirsa;

1
xexp<2102 / Y (0 + (x—x0)2) (x; —x?)dz). (2.4.82)
0

1 3
L'o(x, x°)=Ac(x, x° —ZZ )s
(2.4.81) denklemine Green formiilii uygulanirsa;

/// (o(x, X)Luy(x, t)—u(x, 1)L o(x, x°))dx

|x—x0|<ct
8u do(x, x°
-/ ( l(gn Ut (8n |
|x—x0|=ct
1

3
72 x)njo(x, x)u(x, t))dS
=



22

elde edilir.
/// aul )ZG(x, x())V(\x—CxO]))dx
[x—x0|<ct
—iz /// o(x, xo)f<x, t—x_cxo‘)dx— /// u(x, t)L*o(x, x")dx
[x—x0|<ct [x—x0|<ct
= I (ot 220 %05
|x—x0|=ct
—|-Clzibj(x)nj6(x, xOVuy (x, t))dS, (2.4.83)
j=1

Ostrogradskii formiilii (2.4.83) denklemine uygulanirsa,

Ll ot (e - s [If s oo, s

[x—x0|<ct [x—x0|<ct

N // am(n 1) —u(x, t)%(;;x())>ds

[x—x0|=ct

—{—— // Zb xX)njo(x, ui(x, 1)dS

|x XO)= o’

i1 [ 20?18 Dy, (2.4.84)
c ot

[x—x0|=ct

o nin Ozellikleri ve baslangi¢ sartlarini kullanarak (2.4.84) denklemi tekrar

diizenlenirse
u(x, 1) = F(x, t)+$ JJ[ we. t—’é;x')L"o(é, WdE. (2.485)

Burada
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Fonksiyonu Neumann serisi seklinde ifade edersek

ulx, t)= i un(x, t),
n=0

dir ve up(x, t)=F(x, t),
un(x, t)zﬁ /// un,1<§, t—§;x>L*G(§, x)d&, n>1.
[x—x0|<ct

Burada
1. u(x, 1) = Y u,(x, 1) serisinin A(T') bolgesinde siirekli u(x, ) fonksiyonuna
n=0
diizgiin yakinsak oldugu,

2. u(x, t) fonksiyonunun (2.4.84) integral denkleminin A(7) bolgesinde tek

¢Oziimii oldugu gosterilebilir.
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3. TERS PROBLEMIN UYGULAMASI

3.1. Ters Problem

T > 0 olmak tizere X = [T /¢, T /c], F(x,t), @(x,t), ¢ (x,t) verilmis fonksiyonlar,
g(x) € C?(X) bilinmeyen bir ¢ift fonksiyon olsun. (2.4.73), (2.4.74) denkleminin
¢Ozimii

u(0,1) = G(1), (3.1.1)
verisi ile uyumlu olursa g(x) fonksiyonu bulunur. G(¢) de bilinen bir fonksiyondur

([71, (111, [12], [13D.

Teorem 3.1 (Teklik Teoremi):h(0, 0, x3) # 0, i =1, 2 icin G(t) ’ye karsilik
gelen q;(x3) ters problemin ¢éziimii olsun. Oyleyse x3 € X olmak iizere q(x3) =

q2(x3) diir:

Ispat: (2.4.73), (2.4.74) denklemlerinde g = ¢ (x3) ve ¢ = g2 (x3) yazihip ¢ikarilirsa

82»77 5 ou ou  _, duy(x, 1)
7= cAu+Zb8 +ql(X3)3t+q(x3)7at , (3.1.2)
~ ou
i(x, 0)=0, —=(x, 0)=0, (3.1.3)
dJt
(0, 1) =0. (3.1.4)

Burada,

q(x3) = q1(x3) —q2(x3), ulx, 1) =ui(x, 1) —uz(x, 1).
Yukaridaki Cauchy problemi (2.4.73) ve (2.4.74) denklemlerinin neredeyse

aynisidir. Buldugumuz u(x, t) ¢6ztimii asagidaki integral denklemi saglar:

it =41 [ff o6 r>a<x3>‘9;f<é,t E ) ae

Jx— §\<ct

/// < ’)L*G(é, x)dé.  (3.15)

&|<ct
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Bu denkleme 2 5, tirevi uygulanirsa;

21 x3-+ct

e n_ L r[ oc. g 5E 0] deade
0 x3—ct r=ct,E=f+/ (c1)*—(E3—x3)%v
ct 2w x3+ct .
47[62/0/)”/‘, r[G §3) (57 t c)] . (ct)27(§37x3)2vd§3d(pdr
ct2n W o __
+o- / / / L* (&, X)|¢—rrrqridadr. (3.1.6)

Bu fonksiyona (%)2 uygulanirsa ve (3.1.1) olmak iizere,

zﬁ 2
T = o / [ro (&, Th(E)]F(E)

E3=x3+ct
do
r=ct E=x++/(ct)>—(&—x3)2V

&=x3—ct

1 27tX3+cl‘a
’ 4”0/ / ot (th(é Xh(S) r=ct,E=%+ (ct)2(53x3)2V> 4(5)dgdSs
x3—ct
21 x3+ct
1 ‘ 2%up N
+ 47“_0/ / (Ctﬁ(év X) o012 (§7 x)) ret E—iit (ct)27(<§3—x3)2vq(§3)d(pd§3
x3—ct
ct 2w x3+r a
u r N
) / / / [ atf (€, t—c)] 4(&)dEddr
0 i Ert B
1 ct 2w x3+r
- AV 2
T /// [92 Lo(8, X)] r’dadr. (3.1.7)
0 x3—r §:x+ra
Asagida yazilan W (x,t) fonksiyonu kullanilarak;
d%ii c E3=x3+ct
e ) h 1.
W(x7 t) 8[2 (x’ t) 2{(t6(5, x) (é))‘é__fr_a} 63:x3ict (3 8)
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denklemi diizenlenirse

271 x3+ct P
W ) 47T0/x3/a {3[m i (5))‘Ex+ (ct)2(§3X3)2V,rct:|
+(io(2. 022, o>) }a<53>d<&3>d<p
E=x+y/(ct)—(&—x3)2V,r=ct
ct 2w x3+r
(T [~
r E=5/P—(&—x3)2V
t 2T T
.y /{ [W@, =)+ 2= noE, @), a6} j;jjj;j]
000 )
xL*o (€, x)} rPdodr (3.1.9)
E=xtra

bulunur. Bu denklemde x = 0 yazarak ve (2.4.75) ve (3.1.8) denklemlerini
kullanarak ve h, f, g, qi1, q2, 4, bj, j=1, 2 ve b3 iin tekligi ile sunu elde

ederiz:
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-1
dler) = 1[( o(&, O)h (5)) ]
£=0,&3=ct

77 ct Jdo ct
{ 2”//K o g eag) % <c2ﬂ—é§>v2)>h(€)

c2t?
oh 2t oh c’t
+to(&, 0) (951 mvl + 352(02t2_§32)vz>
2u
+to (&, 0) 88 (€, 0) ]5(53)61(53)61@
E=x+1/(c1)?—(&3—x3)2V,r=ct

ct 2w r

4nc2///méoau2 5 )

00 -—r

q(&)dEdpdr
E=\/r-Ev

L / / / H (€ 1= D)+ M —no(E, g _eya 0}
000

r2da)dr}. (3.1.10)
E=ra

E=x3—ct+r

§—x3+ctr]

W (x,t) fonksiyonu kullanilarak denklemler vektor integral denklemi seklinde

yazilabilir.

TRV, 1, &)
Vix, )= / o d&.

Burada,

Vix, 1) =(q(t),W(x, 1)),
K vektor operatorii asagidaki sekilde tantmlanmaigtir.

(KV)(X7 L, 53):((1(1‘/)()67 f 53)7 (K2V>(x7 L §3>)7

-1
(ot o) |
£=0,&=t

2n 2_ g2
X{G@)—l/["(é, oV (9 i+ 22 (i)

t 851 362

Q=

(K1V)(x,t,§3) =
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oh
(Ct)Vl 4+ —

+0 (6, 0)( 95

(ct)va)

s

- 0%uy
(t 53) (5 O) 012 (g O)’é_mV,r—t

(12 _§3 1 . 8 uz r
s ro(§, 0)—==(&, t—-) (&3)dodr
t 47TC2// e gy
ct 2w T
e ,t;H;{W@, .
xh(é)g_xJ_a_¢é<é>}\giﬁ*t;J]lf € 0 Zda»ir}7
ve
2 ([2— 2)
(KaV)(x, 1, &) ;/F@,m —
0
<agl v+ 5z, (ct)v2 ) (&) + (8, %) (;g(cz)vl + ;é;(ct)vz)
(l‘z* 32) 82142 -
+— 6(8, x) 55 (& )'g— (tzéf)v,r—t]q(é3)d¢
1 2T X3+71
A T ), T
0 x3—r E=y/rP=&v

ftés 47:/77{[ &= ;{(Cf—r)c(éyx)

rza'a)a’r}.
E=ra

Bu sistem polar ¢ekirdege sahip homojen Volterra tipi denklem olacaktir. Volterra

Mﬁkjﬁgﬁ@ﬁkﬁﬁﬂ

L' (5,0)}

integral denklemler teorisine gore, bu sistem sifir ¢éziime sahiptir. Bundan dolay1

x3 € [0,X] igin §(x3) = 0 dir. Ispat tamamlanmistir.
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4. SONUC

Sabit katsayili ve fonksiyon katsayili hiperbolik denklemler, Volterra integral
denklemine doniismiistiir. Bu integral denklemler yaklasik ardisiklar yontemi
ile ¢oziilmiistiir. Integral denklemlerin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmustir.
Ug boyutlu Volterra integral denkleminin ters problemin tekilliginin ¢alismasina

uygulanmistir.
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