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TL-ALTYARIGRUBUN TL-IDEALLERININ KAFES YAPISI
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Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Sultan YAMAK
2025, 58 Sayfa

Matematikte 6zel yarigruplarin, gruplarin, halkalarin ve modiillerin belirlenmesi i¢in
pek cok yontem kullanilmistir. Bunlardan bir tanesi alt cebirsel yapilarin kafes yapilarini
incelemektir. Ozellikle bir grubun alt gruplarinin kafes yapilari ile bir grubun devirli grup,
degismeli grup ve p —grup olup olmadigi belirlenmistir. Bu bakis sonrasinda TL —
altcebirsel yapilar (6zel olarak T = T), veya L = [0,1]) kafes, tam kafes, modiiler kafes ve
dagiliml kafes yonleri ile incelenmistir.

Bu tezin konusu baslangig olarak, yarigruplarda bir TL — altyarigrubun TL — sol(sag)
ideallerini, bi-ideallerini, quasi ideallerini, interior ideallerini ve bunlarin iligkilerini
inceleyerek, kafes yapilarininin ozelliklerini aragtirmaktir. Kafes yapilarinin 6zellikleri
yardimiyla 6zel yarigruplarin karakterizasyonu ele alinacaktir. Ayrica bu yapilarin yarigrup
homomorfisi altinda goriintiisii ve ters goriintiisii incelenecektir. Ek olarak yarigruplarin
kartezyen carpimlar1 iizerinde bu tiir yapilarin etkisi arastirilacaktir. Sonrasinda yapilan

onceki ¢alismalar 6rnek alinarak sentezlenecek ve yeni teoremler verilecektir.

Anahtar Kelimeler: TL- altyarigrup, TL- sol ideal, TL- bi ideal, TL- quasi ideal, TL- interior
ideal
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SUMMARY

LATTICE STRUCTURE TL-IDEALS OF TL-SUBSEMIGROUP
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2025, 58 Pages

In mathematics, many methods have been used to determine special semigroups,
groups, rings and modules. One of these is to examine the lattice structures of subalgebraic
structures. In particular, the lattice structures of subgroups of a group and whether a group
is a cyclic group, abelian group and p-group have been determined. After this view, TL-
subalgebraic structures (in particular T = Ty, or L = [0,1]) have been examined in terms of
lattice, complete lattice, modular lattice and distributed lattice.

The subject of this thesis is to investigate the properties of the lattice structures by
examining the TL —left(right) ideals, bi-ideals, quasi ideals, interior ideals and their relations
of a TL — subsemigroup in semigroups. With the help of the properties of the lattice
structures, the characterization of special semigroups will be discussed. In addition, the
image reverse view of these structures will be examined under semigroup homomorphism.
Further, the effect of such structures on the cartesian product of semigroups will be
investigated. Based on previous studies, it will be synthesized and new theorems will be

given.

Key Words: TL- subsemigroup, TL- left ideal, TL- bi ideal, TL- quasi ideal, TL- interior
ideal
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Belirsizligi temsil etmek amaciyla bir kiimenin bulanik alt kiimesi kavramini ortaya
ilk olarak Zadeh 1965 yilinda 6ne slirmiistiir. Bu yaklasimi, Goguen 1967 yilindaki
caligmasinda bulanik kiimelerin degerleri [0,1] yerine kafesler iizerinde tasgimistir. Bu
gelismeleri takiben, Rosenfeld (1971) bulanik grup teorisine yonelik ¢alismalara onciiliik
ederek bulanik alt grupoid ve bulanik alt grup kavramlarmi tanitmis, bulanik kiimeler
teorisini cebirsel yapilara uyarlamistir. Bu tarihten itibaren literatiirde birgok arastirmaci
tarafindan bulanik alt yarigruplar, bulanik alt halkalar, bulanik idealler ve benzeri yapilar
i¢in temel sonuglar verilmistir ( Ajmal & Thomas, 1994; Morderson vd., 2003; Kuroki, 1980;
Dixit vd., 1991; Malik vd., 1992; Zahedi, 1993). Ozellikle, bir yarigrubun bulanik ideal
kavramu ise ilk olarak Kuroki (1981, 1991, 1992) tarafindan ele alinmistir. Daha sonra bu
yapilar t-normlara genisletilmistir (Anthony & Sherwood, 1979). Bir grubun TL-alt grubu,
bir halkanin T'L-alt halkas1 ve TL-ideali, bir yarigrubun TL-alt yarigrubu, bir modjiiliin TL-
alt modiilleri kavramlar1 tanimlanmis ve bu yapilarin ¢esitli 6zellikleri ayrintili bir bigimde
incelenmistir (Bayrak & Yamak, 2015; Dheena & Mohanraaj, 2011; Ray, 1997; Sessa, 1984;
Yu & Wang, 1997).

Matematigin pek ¢ok alaninda uygulamalari bulunan bulanik kiime teorisi, 6zellikle
bulanik yarigruplar teorisi bir¢ok bulanik cebirsel yapilarin temelini olusturmaktadir.
Bulanik yarigrup yapilari teorik sonuglarinin yani sira, kesinligi net olmayan durumlarda
karar verme adina; kontrol sistemleri, robotik ve saglik alanlar1 gibi genis uygulama sahasina
sahiptir (Mordeson vd., 2003).

Cebirsel yapilarin temel calisma alanlarindan biri de belirli bir kiime ya da bulanik
altkiime tarafindan iiretilen alt cebirsel yapilarin karakterizasyonunun belirlenmesidir. Bu
problem klasik cebir ve bulanik cebir alanlar1 olmak iizere iki asamada tartisilmaktadir.
Orneklendirmek gerekirse, klasik cebirsel yapilarda; gruplar teorisinde bir kiimeyi igeren en
kiigiik alt grup, halkalar teorisinde bir kiimeyi i¢eren en kiiciik alt halka, en kiiciik sol ideal,
en kiiciik sag ideal, en kiiciik ideal; modiil teorisinde de bir kiimeyi igeren en kiigiik alt

modiiliin belirlenmesi i¢in bir ¢ok karakterizasyon mevcuttur (Hungerford, 2012).



Ozellikle yarigrup teorisinde bostan farkli bir kiimeyi kapsayan en kiigiik sol ideal, sag
ideal, ideal, genellestirilmis bi ideal, bi ideal, quasi ideal ve interior idealler sirasiyla
asagidaki sekildedir (Mordeson vd., 2003)(Samuel vd., 1965). @ # X bir kiimesi igin,

e XUSX

e XUXS
e XUXSUSXUSXS
e XUXSX

e XUX?*UXSX
e XU(SXNXS)
e XUSXS

Diger bir asamasi olan, 8 bulanik alt kiimesini iceren en kii¢iik bulanik alt grup; en
kiigiik bulanik alt halka, en kiigiik bulanik sol ideal, en kii¢lik bulanik sag ideal, en kii¢iik
bulanik ideal; en kii¢iik bulanik alt modiiliin belirlenmesi i¢in bircok yontem gelistirilmistir
(Ajmal & Thomas, 1998) (Bhambri & Kumar, 2009).

Yarigruplarda bir 6 bulanik alt kiimesini igeren en kiiciik bulanik sol ideal, bulanik sag
ideal, genellestirilmis bulanik bi ideal, bulanik bi ideal, bulanik quasi ideal ve bulanik
interior idealleri sirasiyla asagidaki sekilde belirlenmistir (Mordeson vd., 2003, Zhi-
Wen&Xue-Ping, 1995).

e OQU1ly080
e OUBo1y
o BUBolyUlyoBUlyofholy
e GUBolyof
e QUB?UBoly00
e GU((BolyNlyxoB)
e AUlyof001y
seklindedir (Mordeson vd., 2003).

Her bir genellestirmenin sonucunda bulanik cebirsel yapilar teorisinin, klasik alt
cebirsel yapilarin sonuglarindan biraz daha uzaklastigi gézlemlendi. Bu sorunu agsmak adina
0zel kafesler veya 6zel t —normlar alinarak bu yapilar incelendi. Son genellestirme olarak,
bir bulanik kiime yardimiyla bulanik alt cebirsel yapilarin tanimlari1 yeniden ele alindi.
Bulanik gruplar teorisinde L —altgrubunun L —altgruplar1 tanimlar1 verildi (Ajmal vd.,

2015). Daha sonra nilpotent L-altgruplari, ¢oziilebilir L —altgruplar1 ve L- altgrubunun



normal altgrubu kavramlari ¢alisildi (Jahan vd., 2017) (Ajmal & Jahan, 2015) ( Jahan vd.,
2017, 2022). Bulanik halkalar teorisinde L- bulanik halkasinin L- bulanik idealleri tanitildi
(Martinez, 1999). Bu calismalar baz alinarak, yarigruplar teorisinde bulanik alt cebirsel
yapilarin keyfi bir TL-alt yarigrup ile ele alinabilecegi problemi bu tezin ana fikrini
olusturmustur.

Bu tez iki ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, tezde gerekli olan tanim ve
teoremler alt1 ara baslik altinda verildi. Ikinci boliimde bir TL — altyarigrubu kullanilarak
TL —sol ideal, TL —sag ideal, TL —iki yanl ideal, TL —genellestirilmis bi ideal, TL — bi
ideal, TL —quasi ideal ve TL — interior ideali tanimlari iki alt baslik altinda tanitild1. Verilen
tanimlarin literatiirde kullanilan tanimlarla karsilastirmas: yapildi (Onerme 2.1.2 ve Onerme
2.2.2). Daha sonra bu tanimlara denk sartlar verildi (Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.2.3). Bu
ideallerin kiimesi t-normlar inceltilerek veya TL-alt yarigruplar karsilastirilarak sonuglari
incelendi (Onerme 2.1.6 ve Onerme 2.1.7). Seviye altkiimeleri ile bu yapilar karakterize
edildi (Teorem 2.1.8, Teorem 2.1.9, Teorem 2.1.10, Teorem 2.1.11, Teorem 2.2.13, Teorem
2.2.14 ve Sonug 2.2.15). Bu yapilarin kafes 6zellikleri incelendi (Teorem 2.1.12, Sonug
2.1.13, Teorem 2.1.14, Sonug 2.1.16, Teorem 2.2.17 ve Sonug 2.2.18). Verilen tanimlara ait
kiimeler iizerinde ikili veya n-ary islemler tanitildi (Teorem 2.1.12, Teorem 2.1.14, Onerme
2.1.19, Teorem 2.1.23, Teorem 2.2.21, Teorem 2.2.22 ve Teorem 2.2.25 ). Sunulan
tanimlarin bir fonksiyon altindaki goriintlisii ve ters goriintiisiine ait ozellikler verildi
(Teorem 2.1.21, Teorem 2.1.22, Teorem 2.2.23 ve Teorem 2.2.24). TL-alt yarigrubunun
icinde herhangi bir L-alt kiimesinin kapsayan en kiiciik TL —sol ideal, TL —sag ideal,
TL —iki yanl ideal, TL —genellestirilmis bi ideal, TL — bi ideal, TL —quasi ideal ve TL —

interior idealler karakterize edildi (Teorem 2.1.24 ve Teorem 2.2.27).

1.2. Kafesler

Bu boliimde, kafesler ile ilgili tanim ve teoremler (Birkhoff, 1940) derlenerek
verilmistir.
Tamm 1.2.1: (L, <) sirali bir kiime olsun.
(i)L’ye kafes (6rgii) denir :< Her a, b €L i¢in Sup{a,b} = a Vv b ve Inf{a,b} =aAb
mevcuttur,
(i) (L, <) tam sirali kiime (zincir) denir < Her a, b €L igin a<b veya b<a,

(iii) (L, <) tam kafes denir & Her BcL igin SupB ve inf B mevcuttur,



(iv)(L, <) sinirh kafes denir < L kafes ve 1 = EBEL, 0 = EKEL mevcuttur.

Teorem 1.2.2: (L, <) siral1 bir kiime ve x, y €L olsun.
(i)L tam siral1 ise L kafestir,

(if)L tam kafes ise L sinirli kafestir.

Teorem 1.2.3: (L, <) siral1 bir kiime olsun.
(i)L kafes, @ = T < L, T sonlu kiime ise InfT, SupT mevcuttur,

(if)L kafes ve @ # L sonlu kiime ise L tam kafestir.

Teorem 1.2.4: (L,<) sirali bir kiime olsun. Bu taktirde asagidaki onermeler denktir.
(i)(L, <) tam kafestir,

(ii)Her BCL igin inf B mevcuttur,

(iii)Her BcL i¢in SupB mevcuttur,

(iv)1eLveV® +#T C Ligin Inf T mevcuttur,

(VIOeLveV®+#TC Ligin Sup T mevcuttur.

Tanmm 1.2.5: (L, <) bir kafes olsun. Bu durumda,
(i)L’ye dagilimli kafes denir < Her x,y,z€ L igin
xVyAnz)= (xVy)A(xVvz)vexAN(yVvz)= (xAy)V(xA2z),
(if)L’ye modiiler kafes denir & Her x,y,zeLicinx < yisexV (yAz) = yA (xV z).
Tanmm 1.2.6: (L, <) bir tam kafes olsun.
(i)L’ye sonsuz V-dagilimli kafes denir: < Her a,b; € L ,i € ] i¢in
a A (Vies b;) = Vies(a A by,
(if)L’ye sonsuz A-dagilimli kafes denir: < Her a,b; € L ,i € ] i¢in
aV (A b;) = Nigs(a Vv by),
(iif)L’ye sonsuz dagilimli kafes denir: < L’ye sonsuz V-dagilimli ve sonsuz A-dagiliml

kafestir.

Teorem 1.2.7: (L, <) kafes olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler dogrudur.
(DHerx,y,zeLigin (xAy) V(xAz) < xA(YV z),
(iHerx,y,zeLigcginxV(yAz) < (xVy) AN(xV z),



(ii)Her x,y,ze Licinx < yisexV(yAz) <y A (xV z).

Teorem 1.2.8: (L, <) tam kafes olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.
(i)L tam siral1 ise L dagilimli kafestir,

(if)L sonsuz v-dagilimli kafes ise L dagilimli kafes,

(iii)L sonsuz A-dagilimli kafes ise L dagilimli kafes,

(iv)L dagilimli kafes ise L modiiler kafestir.

Tanmm 1.2.9: (L, <) bir kafesve @ = T < L olsun. T ye alt kafes denir < Her a,b € T i¢in
aVbaAb€eT,.

Teorem 1.2.10: (Lq,<;), (Ly, <,) kafesler ve L = L, X L, olsun. Aksi soylenmedikge L
lizerindeki baginti (x,y) < (x',y") © x < x', vy <, ¥y ile (L, <) kiimesi bir kafestir. Aksi

sOylenmedikge L lizerindeki siralama bagintisi bu sekilde alinacaktir.

Ornek 1.2.11:
L ={0,a,p,1} kimesi iizerindeki iki siralama bagintisinin Hasse diyagramlar1 asagida
gosterilmistir. Buna gore Sekil 1 (a)’da verilen siralama ile L bir zincirdir. Sekil 1 (b)’de

verilen siralama ile L bir kafestir ancak bir zincir degildir.



1

A 1

B VRN
A Q B
o N
0 0

0

(@) (b)

Sekil 1 (a) ve (b) L kafes yapisi

Ornek 1.2.12:
X bir kiime ve P(X) , X in biitiin alt kiimelerinin kiimesi olsun. Bu durumda (P(X), S) tam

kafestir. Eger X en az iki elemanli bir kiime ise (P(X), ©) sirali kiimesi zincir degildir.

Ornek 1.2.13:
" <", N dogal sayilar kiimesi tizerindeki siralama olarak alinirsa (N, <) bir zincirdir, ancak
bir tam kafes degildir.

Ornek 1.2.14:
N dogal sayilar kiimesi olmak iizere her x,y €N i¢in x <y & x|y olarak alinirsa
(N\ {0}, <) kiimesi bir kafestir. Ancak zincir ve tam kafes degildir.

Ornek 1.2.15: Kafes diyagramlar1 Sekil 2 de (a), (b), (c), gibi verilen L = {0,a,f,y, 1}

kafesleri birer dagiliml kafestir ancak M5 ve N5 kafesleri dagilimli degildir.



1
f; 1 1
N
B ¥
A N S 7N
A 1 N S
0 0 0
(@) (b) (©)
Sekil 2 (a), (b) ve (c) birer L kafes yapisi
1
/{
1 v
/N /
a v f « I}
N\ N S
0 0
(@) (b)

Sekil 3 (a): M5 kafes yapisi ve (b): Ng kafes yapisi

1.3. Tam Kafes Uzerinde T —Normlar

Bu boliimde iiggensel norm (kisaca t-norm) kavrami verilecektir. Ayrintili bilgi igin
(Klement vd., 2013; Ray, 1997) calismasina bagvurulabilir. Diger yandan aksi

soylenmedikge, L daima tam kafes olarak alinacaktir.

Tamm 1.3.1: (L, < A,V ,0,1) kafesi iizerinde iizerinde taniml1 T: L? — L ikili islemine bir ¢-
norm denir : &

(OHer x,y € Ligin T(x,y) = T(y, x),

(iDHer x,y,z € Ligin T(T(x,y),z) = T(x, T(y, z)),

(ii)Herx,y,z€ Licinx < yise T(x,z) <T(y,2),



(iv)Her x € Ligin T(x, 1) = x.

n n—1
Her x, x5, ..., xp, €ELicin T x; =T( T x; x,)olarak alinacaktir.

Herhangi x,y € L i¢in T (x, y) notasyonu yerine xT'y notasyonu da kullanilabilir.

Tamim 1.3.2: L kafes ve T , L tizerinde bir t-norm olsun.

()T’ye L tizerinde V-dagilimli t-norm denir: < Her a,by,b, € L i¢in T(a,by V by) =
T(a,b;) VT(a,b,),

(i)T’ye L ftizerinde sonsuz V-dagilmli ¢-norm denir :< Her a,b; €L ,i €] igin

T(a,Vie; bi) = Vig; T(a, by).

Tamm 1.3.3: L kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. a € L’ye L’nin, T t-normuna gore
bir idempotent elemani denir: & T(a,a) = a’dir.

L’nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi Dy = {a € L|T(a, a) = a} ile gosterilir.

Ornekler 1.3.4: Bir L kafesi iizerinde asagidaki t-norm drnekleri verilebilir:
(i)Her x,y € L i¢in,

_(xAy,1e{x,y}
TD(X:J’) _{ 0,1 e{x’y}

seklinde tanimlanan T}, ikili islemi L {izerinde bir t-normdur,
(it)Her x,y € L i¢in

TM (X, y) =xXA y
seklinde tanimlanan T), iKili islemi L {izerinde bir t-normdur.

Burada Dy, = {0,1}, Dy,, = L dur.

Ornek 1.3.5: L = [0,1] kafesi iizerinde tanimlanan temel t-normlar asagidaki sekildedir.
()Tp(x,y) = x.y, (Carpim t-norm)
(iNT,(x,y) = max(x + y — 1,0) , (Lukasiewicz t-norm)

0,x+y<1,

minCx,y), x+y > 1"’ (Nilpotent Minimum)

(i)™ G, y) = |

Burada Dy, = {0,1}, Dy, = {0,1}, Dyam = {0} U (5, 1] dir.



Tanmm 1.3.6: (L, <) kafesve Ty, T,, L tizerinde herhangi iki t-norm olsun. T;, T, ’den zayiftir
(veya T,, T, den giigliidiir) denir : < Her x,y € L i¢in T;(x,y) < T»(x,y) dir. Bu durum
T, < T, seklinde yazilir. Agik olarak L tizerindeki herhangi bir T t-normuigin T, < T < Ty,
dir.

Teorem 1.3.7: L kafes ve T, L tizerinde t-norm olsun. Bu takdirde asagidakiler gergeklenir:
(DHer x,y € LiginxTy < x Ay,

(ii)Her x € L i¢in xT0 = 0Tx = 0,

(i)Her xq,x,,y1,¥, € Licinxy < x,vey, <y, ise x;Ty; < x,Ty,.

Teorem 1.3.8: L kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. I ve J birer indis kiimesi olmak
tizere {a; € L|i € I}, {bj € L|j €] } aileleri ve be L i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:
(DANier ai)T(/\je] bj) < /\;’e; (ainj),
jE
(i)(Aie; a))Th < Aier (a;Th),
IS

(iil)(V ier a;Thj) < (Viera;)) T(Vjes b)),
JjEJ]

(iV)Viei(a;Th) < (Vigr a;)Th.

Teorem 1.3.9: (L, <) sinirli kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde,
()a,b € Dy ise aTb € Dy,

(i){a;| i € I}SDy ise Vie; a;EDy,

(iif)(Dr, <) tam kafestir.

Dy tam kafesinde {a;| i € I} ailesinin infimumu iz

G ile gosterilir.

Teorem 1.3.10: Ty, L4 lizerinde, T,, L, lizerinde t- norm ise
T = T1 X Tzl(Ll X Lz)z — L1 X Lz,
T((x1,}’1); (xz,YZ)) = (T1(x1,%2), T,(¥1,¥2)

ile tamimlanan T ikili islemi Ly X L, kafesi tizerinde bir t-normdur.
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1.4. L-Alt Kiimeler

Bu boliimde L-bulanik alt kiimelere ait bilgiler verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in
(Goguen, 1967; Morderson&Malik, 1998) calismalarina bagvurulabilir. Aksi soylenmedikge
L daima tam kafes olarak alinacaktir.

Tamim 1.4.1: L kafes ve @ # X bir kiime olsun. Her bir u: X — L fonksiyonuna X’in bir L-
alt kiimesi denir. X’in biitiin L-alt kiimelerinin kiimesine X’in L-gii¢ kiimesi denir ve
F(X, L) veya (LX) ile gosterilir. Ozel olarak L = [0,1] olarak segilirse u’ye X in bir bulanik
alt kiimesi denir ve X’in tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi F (X) ile gosterilir. Imu={ u(x)|
x € X} kiimesine p'niin gorintisi denir. { u € F(X,L)| Imu € Dr} kimesi F(X,T,L) ile

gosterilecektir.

Tamim 1.4.2: p,v € F(X, L) olsun. Bu durumda,
u ye v’niin L-alt kiimesi denir : < Her x € X i¢in u(x) < v(x).
u v’niin L-alt kiimesi ise u € v olarak gosterilir. { u € F(X,L)| 4 € v } kiimesi F(X,v, L)

ile gosterilecektir.

Tamm 1.4.3: u € F(X,L) ve a € L i¢in ,
{x € X|la < u(x)}
olarak tanimlanan kiimeye p’niin a seviye alt kiimesi denir ve u, veya U(X,u, a) ile
gosterilir. Ayrica,
{x € X|la = aTu(x)}

olarak tanimlanan kiimeye gii¢lii a seviye alt kiimesi denir ve U(X, i, T, @) ile gosterilir.

Teorem 1.4.4: u,v € F(X,L) ve a, € L i¢in asagidakiler gergeklesir.
DMu S vise uy € v,,

(iNa < Bise ug S pq,

(iiucviseUX,u, T,a) S UX,v, T, a).

Tamm 1.4.5: u,v € F(X,L), {u; | i €EN}CSF(X,L) icin asagidaki sekilde tanimlanan p U v,
unv, uTv, Uier i Ve Nieq i L-altkiimelerine sirasiyla p ve v'niin birlesimi, kesisimi, T-

kesigimi, {p, | i€l} ailesinin birlesimi ve kesisimi denir. Her x € X,
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(uuv)(x) = ulx) vv(x),
(unv)(x) = ulx) Av(x),
WTv)(x) = u(x) Av(x),
(Uieaud)(x) = V; e gui(x),
(Nien 1) () = Nieg 1 (%).

Tamim 1.4.6: {X;|i € 2} kiimelerin bir ailesi ve {u; € F(X;,L) | i € 2} olarak verilsin. Bu
durumda,

w:[lien Xi = Lo un((x) = Ao bi(x;)
olarak tanimlanan L-altkiimesine {y;|i € 2} ailesinin kartezyen ¢arpim1 denir ve

[lien u; ile gosterilir.

Tamm 1.4.7: p € F(X,L),v € F(Y, L) olarak verilsin. Bu durumda,
uXxpviXxY = L, (uxrv)(x,y) = u(x)Tv(y)

olarak tanimlanan L-altkiimesine u ve v niin T-kartezyen ¢arpimi denir.

Tamm 1.4.8: p; € F(X4,L1), Uy € F(X,, Ly) larak verilsin. Bu durumda,

p1®pz: X1 x Xo = LyxLy , py pa (%1, %2) = (g (x1), 2 (x2))
olarak tanimlanan L,xL,- alt kiimesine u; ve u, nin gii¢lii kartezyen ¢arpimi denir.

Tammm 1.49: pe F(X,L),v e F(Y,L) ve f:X — Y i¢in asagidaki sekilde tanimlanan
f(uw) € F(Y,L) ve f~1(v) € F(X,L) L-bulanik kiimelerine sirasiyla , u’niin f altindaki
gorlintiisii ve v’niin f altindaki ters goriintiisii denir.

W) = Vip=y u(x),

frW&) = v(f(x).

Tanim 1.4.10: Ac Xvea,B € L,a < Bi¢in (a,B) 4 € F(X, L) asagidaki gibi tanimlanir:

(@B = {5

(0,B)4 L-alt kiimesi B4 ile gosterilir. 1, L-alt kiimesine A" nin karakteristik fonksiyonu

denir.
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1.5. Yarigrup Teorisi

Bu boliimde S kiimesi daima yarigrup olarak alinacaktir. Ayrica x,y € S i¢in, x.y
yerine xy notasyonuda kullanilabilir. Ayrintil1 bilgiler igin ( Clifford & Preston, 1976; Iseki,
1956; Lajos, 1968; Lajos, 1969; Steinfield, 1980) kaynaklarina bakilabilir.

Tamim 1.5.1: Her A,B € P(S) i¢in AB={a.b | a € A, b € B} kiimesine A ile B kiimelerinin
carpimi denir. Acgik olarak A = @ veya B = @ ise AB = @ dur.

Tanmm 1.5.2: (§,.) yarigrubuna regiiler denir & Hera € Sigin3Ix €S .. a = axa

Teorem 1.5.3: {S;|i € 2} yarigruplarin bir ailesi ise [;e, S; kiimesi (x;). (y;) = (x;y;) ikili

islemi ile bir yarigruptur.

Tanmm 1.5.4: {S;|i € 2} yangruplarin bir ailesi icin Teorem 1.5.3 de verilen [];cn S;

yarigrubuna {S;|i € 2} yarigruplar ailesinin kartezyen ¢arpimi denir.
Ornek 1.5.5: L bir kafes ise (L,V) ve (L,A) yarigruplardr.

Tanmm 1.5.6: S ve S’ yarigruplar ve f: S — S’ bir fonksiyon olsun.
()f’ye, S’ten S”ye yarigrup homomorfisi denir: & Her x,y € S icin f(x) f(y) = f(xy),
(if)f’ye epimorfi denir : & f orten ve yarigrup homomorfisi,

(iii) f’ye monomorfi denir : & f birebir ve yarigrup homomorfisi,

Tamm 1.5.7: S bir yarigrup ve @ # A < S olsun. Bu takdirde

(i)A’ya, S’nin alt yarigrubu denir : & Her x,y € Aicinxy € A,

(if)A’ya, S’ nin sol ideali denir : & Her x € Sve y € A veigin xy € A,

(ili)A’ya, S’ nin sag ideali denir : &Her x € Ave y € Sigin xy € A,

(iv)A’ya, S’ nin (iki yanli) ideali denir : &Her x € Ave y € S igin yx, yx € A,
(V)A’ya, S’ nin genellestirilmis bi-ideali denir: < Her x,z € Ave y € S i¢in xyz € A,
(vi)A’ya, S’ nin bi-ideali denir: < Her x,z € Ave y € S i¢in xyz, xz € A,

(vii)A’ya S’ nin quasi-ideali denir : &Her a,d € Ave b,c € Siginx = ab = cd ise

X E A,
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(viii)A’ya, S’nin interior ideali denir: < Her x,z € Sve y € A i¢in xyz € A.

Teorem 1.5.8: S bir yarigrup ve @ # A C S olsun. Bu takdirde;
(i)A S'nin alt yarigrubudur & AA € A,

(ii)A S'nin sol idealidir & SAC A,

(iii)A S'nin sag idealidir & AS C A,

(iv)A S'nin iki yanli idealidir & AS € Ave SA C A,

(V)A S'nin genellestirilmis bi-idealidir & ASA € A,

(vi)A S'nin bi-idealidir & ASAC A,AAC A,

(vii)A S'nin quasi idealidir & SA N AS C A,

(viii)A S'nin interior idealidir & SAS C A.

Teorem 1.5.9: S bir yarigrup ve @ # A € S olsun. Bu takdirde;
(1)A S'nin sol veya sag ideali ise A S'nin quasi idealidir,
(if) A S'nin quasi ideali ise A S'nin bi-idealidir,

(ii1)A S'nin iki yanli ideali ise A S'nin interior idealidir,

Teorem 1.5.10: S regiiler yarigrup ve @ # A € S olsun. Bu takdirde asagidaki denklikler
gecerlidir;
(iv) A S'nin interior ideali < A S'nin iki yanl idealidir,

(v) A S'nin genellestirilmis bi-ideali < A S'nin bi-idealidir.

Teorem 1.5.11: S bir yanigrup, @ # Q, {4;|i € Q} € P(A) ve Nieq4; # @ olsun. Bu

durumda,

(Her i € Q igin A; S'nin alt yarigrubu ise N;eq 4; S'nin alt yarigrubudur,

(if)Her i € Q i¢in A; S'nin sol ideali ise N;eq A; S'nin sol idealidir,

(iii)Her i € Q i¢in A; S'nin sag ideali ise N;eq A; S'nin sag idealidir,

(iv)Her i € Q igin A; S'nin iki yanli deali ise N;eq 4; S'nin iki yanli idealidir,

(V)Her i € Q i¢in A; S'nin genellestirilmis bi-ideali ise N;cq 4; S'nin genellestirilmis bi-
idealidir,

(vi)Her i € Q igin A; S'nin bi-ideali ise N;eq 4; S'nin bi-idealidir,

(vii)Her i € Q igin A; S'nin quasi ideali ise N;eq 4; S'nin quasi idealidir,
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(viii)Her i € Q igin A; S'nin interior ideali ise N;cq 4; S'nin interior idealidir.

Teorem 1.5.12: S bir yarigrup, @ # Q, {4;| i € Q} < P(A)olsun. Bu durumda,
(DHer i € Q i¢in A; S'nin sol ideali ise U;eq 4; S'nin sol idealidir,

(i)Her i € Q i¢in A; S'nin sag ideali ise U;cq 4; S'nin sag idealidir,

(iii)Her i € Q igin A; S'nin iki yanli deali ise U;eq 4; S'nin iki yanl idealidir,

(iv)Her i € Q igin A; S'nin interior ideali ise U;eq A; S'nin interior idealidir.

Teorem 1.5.13: S bir yarigrupve @ # A € S, @ # B € S olsun. Bu durumda,
(i)A sol ideal ise A. B sol idealdir,

(ii)B sag ideal ise A. B sag idealdir,

(iii)A sol ideal ve B sag ideal ise A. B iki yanl idealdir,

(iv)S regiiler, 4, B interior idealler ise A. B interior idealdur,

(V)A veya B genellestirilmis bi-idealler ise A. B genellestirilmis bi-idealdur.

Teorem 1.5.14: S bir yarigrupve @ # A € S, @ # B € S olsun. Bu durumda,
(i) An Bz, A S'nin sol ideali , B S'nin sag ideali ise A N B S'nin quasi idealidir,
(i1)A ve B S'nin quasi ideali ise A. B S'nin bi-idealidir,

1.6. TL — Altyangruplar ve Idealler

Bu bolimde S kiimesi daima yarigrup olarak alinacaktir. T L-altyarigruplar ve
TL — idealler ile ilgili tanim ve teoremler (Dheena& Mohanraaj, 2011; Chon, 2011; Kuroki,
1992; Ray, 1997; Sessa, 1984; Yu & Wang , 1994) kaynaklarindan derlenmistir.
Tamm 1.6.1: y, v € F(S, L) olmak tizere her x € S igin,
(uor 9)(x) = Vy=apu(a)TI(b)
ile tanimlanan y o 9 L-bulanik alt kiimesine u ve v'niin T-carpimi denir. T = Ty, i¢in

U o 9 L-alt kiimesine u ve v niin ¢arpimi denir ve u. 9 olarak gosterilecektir.

Onerme 1.6.2: {i;]i € Q} S F(S,L) , u, 9,0 € F(S,L) olsun. Bu takdirde;
(VuCYiseporCIopb,

(iDucdisefopu<opd,

(i)[Nica il o 0 S Niealt; or 6],
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(V)0 o7 [Nica i] & Niealf o7 wil,

(VUieal o7 wi] S [0 o7 Uieq i,

(Vi)Uiealpi o7 0] S [Uieq il o7 6,

(vii)T sonsuz v —dagilimli bir t-norm ise (6 o ) o 9= 6 o (u o7 9),
(viii) T sonsuz v —dagiliml1 bir t-norm ise U;eq[0 o1 ;] = 6 o7 [Uieq il

(ix) T sonsuz v —dagiliml1 bir t-norm ise U;eal[ii o1 6] = [Uieq ii] o7 6,

Onerme 1.6.3: TL iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda,
()T sonsuz v —dagiliml1 bir t-norm ise (F (S, L,o) yarigruptur,
(if)L sonsuz v —dagilimli bir kafes ise (F (S, L), .) yarigruptur,
(ii)(F (S, L), T) yangruptur,

(iv)(F (S, L),V) yarigruptur,

(V)(F(S, L),n) yarigruptur.

Tamm 1.6.4: u € F(S, L) olsun. Bu takdirde,

w’ye, S’nin TL-alt yarigrubu denir: & Her x,y € S i¢in u(x)Tu(y) < u(xy) T ve L’nin

0zel secimlerine gore gosterimleri ve isimlendirilmeleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 1 TL- altyarigrubu cesitlerinin gosterimleri ve isimlendirilmesi

T t —norm T=Ty T t —norm T=Ty

L tam kafes L tam kafes L =10,1] L =10,1]

Sub(S,T,L) Sub(S,L) Sub(S,T) Sub(S)

S'nin TL-alt S'nin L-alt S'nin bulanik T — | S'nin bulanik alt
yarigrubu yarigrubu alt yarigrubu yarigrubu

Teorem 1.6.5: u € F(S, L) olsun. Bu takdirde,
u S’nin TL-alt yarigrubudur & pop u C .

Teorem 1.6.6: {y;|i € Q} € F(S, L) olsun. Bu takdirde,
Her i € Q igin y; S’nin TL- alt yarigrubu ise N;eq i; S’nin TL-alt yarigrubudur.

Teorem 1.6.7: v € F(S,L) ve TL-iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler gecerlidir.
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(Dax € Lvev € Sub(S,T,L) vei¢in U(S,v,T,a) # @ ise U(S,v, T, ) S nin alt
yarigrubudur,

(ilv e F(S,T,L),Va € Ligin U(S,v,T,a) S nin alt yarigrubu ise v € Sub(S, T, L),

(iil)v € Sub(S,T, L) ve Va € Dy igin v, # @ ise vy S nin alt yarigrubudur,

(iv)Her a € L igin @ # v, S nin alt yarigrubu ise v € Sub(S, T, L).

Sonug¢ 1.6.8: v € F(S, L) ise asagidaki onermeler denktir.
(v € Sub(S,L) ve Va € Ligin v, # @ ise v, S nin alt yarigrubudur,
(ii)Her @ € L ve v, S’ nin alt yarigrubu ise v € Sub(S, L).

Onerme 1.69: 9 #AC S, q, B € Lve a < B ise asagidaki 6zellikler saglanir.
(i)Eger 4, S nin altyarigrubu ise (a, )4, S nin TL- altyarigrubudur,

(ii)B € Dy ve (@, B) 4, S nin TL- altyarigrubu ise A4, S nin altyarigrubudur,
(iii)(a, 1) 4, S nin TL- altyarigrubu < A, S nin altyarigrubudur,

(iv)1y, S nin TL- altyarigrubu < A, S nin altyarigrubudur.

Onerme 1.6.10: Ty, T, L kafesi iizerinde t-normlar ve T; < T,ise

Sub(S, Ty, L) S Sub(S, Ty, L) dir.

Teorem 1.6.11: f:S—S’ yarigrup homomorfisi olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler
gecerlidir.

(DT sonsuz V — dagilimli t —norm ve u € Sub(S,T,L) ise f (u) € Sub(S',T, L),

(iiyv € Sub(S',T,L) ise f~1(v) € Sub(S,T,L).

Teorem 1.6.12: {S;|i € 2} yarigruplarin bir ailesi ve Vi € 0 i¢in y; € Sub(S;,T,L) ise
[licoui € Sub (Ilien Si, T, L) dur.

Teorem 1.6.13: T L-iizerinde bir t-norm olsun. Eger uq, u, € Sub(S,T,L) ise u;Tu, €
Sub(S,T, L) dir.

Teorem 1.6.14: v; € Sub(S;,Ty,L1) Ve v, € Sub(S,, Ty, Ly) ise vy Q@ v, € Sub(S; X
Sy, Ty X Ty, Ly X Ly).

Tanmm 1.6.15: S bir yarigrup ve p € F(S, L) olsun. Bu takdirde;
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(u’ye, S’nin sag L- ideali denir : & Her x,y € S icin u(x) < u(xy),

(i)w’ye, S’nin sol L- ideali denir : & Her x,y € S i¢in u(y) < u(xy),

(iii)u'ye, S’nin iKi yanli L- ideali denir : < Her x,y € Sigin u(x) v u(y) < u(xy),

(iv)u’ye, S’nin genellestirilmis TL-bi ideali denir : & Her x,y,z € S i¢in u(x)Tu(z) <
p(xyz),

(V)u’ye, S’nin TL-bi ideali denir :< Her x,y,z€S igin u(x)Tu(z) < u(xyz),
p()Tu(y) < ulxy),

(vi)u’ye, S’nin L- interior ideali denir : & Her x,y,z € S i¢in u(y) < u(xyz),

(vii)u’ye, S’nin L- quasi ideali denir : & Her x € S igin (Vy—qp (@) A (Vy=cq u(d)) <
p(x).

Tablo 2 Bir yarigrubun L-sol, L-sag, L-ideallerinin kiimelerinin gosterimleri ve

isimlendirilmesi

L tam kafes L =10,1]
Lideal(S, L) Lideal(S)

S'nin L - sol ideali S'nin bulanik sol ideali
Rideal(S,L) Rideal(S,v,T,L)

S'nin L-sag ideali S'nin bulanik sag ideali
Ideal(S,L) Ideal(S,v,T)

S'nin L-(iki yanl) ideali S'nin bulanik (iki yanl) ideali
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Tablo 3 TL —Bi Ideal, L — Quasi Ideal ve L — Interior Ideallerinin kiimelerinin
gosterimleri ve isimlendirilmesi.

T L Gzerinde t —norm

L tam kafes

T:TM

L =[01]

T=Ty, L=[01]

GBldeal(S,T,L)

S'nin genellestirilmis

GBldeal(S,L)
S'nin

genellestirilmis L —

GBldeal(S,T)

S'nin genellestirilmis

GBldeal(S)

S'nin genellestirilmis

S'nin L — quasi

ideali

S'nin bulanik quasi

ideali

TL — bi deali ) _ bulanik T — bi deali bulanik bi deali
bi deali
Bldeal(S,T)
Bldeal(S,T,L) Bldeal(S,L) ) Bldeal(S)

_ ) _ | S’'ninbulanik T - ) )

S'nin TL — bi deali S'nin L - bideali o S nin bulanik bi deali
bideali
Qldeal(S,L) Qldeal(S)

lideal(S,L)
S'nin L — interior

ideali

lideal(S)
S'nin bulanik interior

ideali

Teorem 1.6.15: S bir yarigrup , u € F(S,L) ve T sonsuz V — dagilimli ¢ —norm olsun.

takdirde;

()u S’nin sag L idealidir & pop 15 S p,

(i) $’nin sol L- idealidir & 1gop p € 4,

(iii)u S’nin iki yanh L — idealidir & pop 1g S uve lgor u S u,

(iv)u S’nin genellestirilmis TL-bi idealidir & p oy 1500 1 S,

(V)u S’nin TL-bi idealidir & pop lgop u S puve por i S U,

(vi)u S’nin L- interior idealidir & 150y por 15 € p,

(vil)u S’nin L- quasi idealidir & pop 1N 107 u € p.

Bu

Onerme 1.6.16: @ + AC S, a,f € L ve a < B ise asagidaki 6zellikler saglanr.
(DA, S nin sol idealidir & (a, B) 4, S'nin sol L- idealidir,

(ii)4, S nin sag idealidir & (a, £),, S'nin sag L — idealidir,

(iii))4, S nin iki yanl idealidir & (a, 8) 4, S'nin iki yanli L- idealidir,

(iv)4, S nin sol idealidir & a4 S'nin L-sol idealidir,
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(V)4, S nin sag idealidir & a4 S'nin L —sag idealidir,

(vi)4, S nin iki yanl idealidir & a, S'nin L-iki yanl idealidir.

Teorem 1.6.17: S bir yarigrup ve {y;|i € Q}cF (S, L) olsun. Bu takdirde;

(i)Her i € Q i¢in y; S’nin sol L- ideali ise N;eq 1; S’nin sol L-idealidir,

(ii)Her i € Q i¢in y; S’nin sag L- ideali ise N;eq 4; S’ nin sag L- idealidir,

(iii)Her i € Q i¢in y; S’nin iKi yanli L- ideali ise N;eq 1; S’nin iKi yanli L- idealidir,

(iv)Her i € Q i¢in y; S’nin genellestirilmis TL-bi ideali ise N;eq i; S’nin genellestirilmis
TL-bi idealidir ,

(V)Her i € Q igin y; S’nin TL-bi ideali ise N;eq ; S’nin TL-bi idealidir,

(vi)Her i € Q icin y; S’nin L-interior ideali ise N;eq 4; S’nin L-interior idealidir,

(vii)Her i € Q igin y; S’nin L- quasi ideali ise N;eq y; S’nin L- quasi idealidir.

Ispat:
(i)Her i € A igin y; S’nin sol ideali oldugundan,

(Nieati (V) = Nieatti (v),
< Niea i (xy),
= Niea ti(xy)
Boylece Ny;, S niin L —sol idealidir.
(ii)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(iii)(i) ve (ii) den elde edilir.
(iv)Her x,y,z € Sigin
Niea i () T Niea tti(2) = Niea i T Ajep i (2),
< Niea i )T (y),
< Nieatti(xy2),
= Niea Hi(xyz),
Dolayisiyla, Ny;, S’nin genellestirilmis TL — bi idealidir.
(v)Teorem 1.6.6 ve (iv) sikkindan sonug elde edilir.
(vi)Her x,y,z € Sigin,
Nieatti V) = Nieati (),
< Nieati(xy2),
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= Niea Hi(xyz)
Dolayistyla, Ny;, S nin L-interior idealidir.
(vii)Her x € S igin,

(Vx=ab(/\ieA Ui(a))/\(vx=cd (/\ieA Hi (d)) = (Vx=ab(/\iEA(:ui (a))/\(vx=cd(/\i€A Ui (d))

< (/\iEA Vx=ab /’Li(a)) A (/\iEA Vx:cd .ui(d))
< Aiea i ().
olup, Ny; S’nin L-quasi idealidir.

Teorem 1.6.18: S bir yarigrup ve {y;|i € Q}cF (S, L) olsun. Bu takdirde,

(i)Her i € Q i¢in y; S’nin sag L- ideali ise U;eq 4; S’nin sag L- ideali idealidir,

(ii)Her i € Q i¢in u; S’nin sol L- ideali ise U;eq ; S’nin sol L- ideali idealidir,

(iii)Her i € Q i¢in y; S’nin iKi yanli L- ideali ise U;eq 1; S’nin iKi yanli L- ideali idealidir,

(iv)Her i € Q icin ; S’nin L-interior ideali ise U;cq 4; S’ nin L-interior idealidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. TL — Altyanigrubun TL —Sol, TL — Sag ve TL —iki Yanh Idealleri

Bu bolimde TL — altyarigrubun TL — sol ideal, TL — sag ideal ve TL — iki yanli ideal

tanimlar1 verilecek ve bu tip ideallerin gesitli 6zellikleri verilecektir.

Tamim 2.1.1:v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v,L) olsun.

(i)u ye v niin TL —sol ideali denir < Her x,y € S icin v(x)Tu(y) < u(xy),

(if)u ye v nlin TL —sag ideali denir < Her x,y € S i¢in u(x)Tv(y) < u(xy),

(iii)u ye v niin TL — iki yanli ideali denir & Her x,y € S i¢in v(x)Tu(y) vV u(x)Tv(y) <
p(xy).

Tablo 4 TL —altyarigrubunun TL —sol(sag, iki yanli) ideallerinin ideallerinin gosterimleri
ve isimlendirilmesi

vnin TL - sol ideali

vnin L - sol ideali

v nin bulanik T -

sol ideali

T t -norm T=Ty T t -norm T =Ty
L tam kafes L tam kafes L =10,1] L =10,1]
Lideal(S,v,T, L) Lideal(S,v,L) Lideal(S,v,T) Lideal(S,v)

v niin bulanik sol

ideali

RIdeal(S,v,T, L)

v niin TL-sag ideali

Rldeal(S,v,L)

v niin L-sag ideali

Rldeal(S,v,T, L)
v nun bulanik T-

sag ideali

Rldeal(S,v)
v niin bulanik sag

ideali

Ideal(S,v,T, L)
v niin TL iki yanh

ideali

Ideal(S,v,L)
v nun L iki yanh

ideali

Ideal(S,v,T)
v nin bulanik T-

iki yanh ideali

Ideal(S,v)
v nun bulanik iki

yanli ideali

T t-normun 6zellikleri ve Tanim 2.1.1 ile asagidaki 6nerme kolaylikla elde edilir.

Onerme 2.1.2: T L-iizerinde bir t —norm ise asagidaki esitlikler gegerlidir.
(i) Lideal(S, 15, T,L)=LIdeal(S, L),
(ii) Rldeal(S, 15, T, L)=RIdeal(S, L),
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(iii) Ideal(S, 15, T, L)=Ideal(S, L).

Ornek 2.1.3: L tam Kafes, T, L iizerinde herhangi bir t —norm ve S = {0,1} kiimesi yarigrup

yapacak sekilde dort farkls ikili islem asagidaki sekilde tanimlansin.

g‘o 1 Ea‘o 1 m‘o 1 @‘o 1
0ol o o 0l o 1 0l o 1 0ol o o
110 1 111 o 110 1 101 1

Buna gore v € Sub(S,T,L) i¢in Sub(S,T,L), Lideal(S,L), Rldeal(S,L), Ideal(S,L),
Lideal(S,v,T,L), Rldeal(S,v,T,L), Ideal(S,v,T,L) kiimeleri her bir ikili islem igin
asagidaki sekildedir:
(i) " X" ikili islemi igin
eSub(S,T,L) = F(S,L)
eLldeal(S,L) = Rldeal(S,L) = Ideal(S,L) = {u € F(S,L)| u(1) < u(0)}
eLldeal(S,v,T,L) = Rldeal(S,v,T,L) = Ideal(S,v,T,L) = {u €
F(Su,T,L)| p(1)Tv(0) < u(0)}
(i) "M " Ikili islemi icin,
oSub(S,T,L) = {p € F(S,L)| p(1)Tp(1) < u(0)}
eLldeal(S,L) = Rldeal(S,L) = Ideal(S,L) = {u € F(S,L)| u(1)= u(0)}
eLldeal(S,v,T,L) = Rldeal(S,v,T,L) = Ideal(S,v,T,L) = {u €
F(Sv, T, L) p(1D)Tu(1) < p(0), u(0)Tv(1) < pu(1)}
(iii) " [ " Ikili islemi icin,
oSub(S,T,L) = Lldeal(S,L) = F(S,L)
eRIdeal(S,L) = Ideal(S,L) = {u € F(S,L)| u(1)= u(0)}
eLldeal(S,v,T,L) = F(S,u,T,L)
eRIdeal(S,v,T,L) = Ideal(S,v,T,L) = {u € F(S,v,T,L)| u(0)Tv(1) <
u(D), u(DHTv(0) < u(0)}
(iv) " © "ikili islemi igin,
oSub(S,T,L) = Rldeal(S,L) = F(S,L)
elLldeal(S,L) = Ideal(S,L) = {u € F(S,L)| u(1)= u(0)}
eRIdeal(S,v,T,L) = F(S,v,T,L)
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eLldeal(S,v,T,L) = Ideal(S,v,T,L) = {u € F(S,v,T,L)| u(0)Tv(1) <
p(1), p(1)Tv(0) < u(0)}

Teorem 2.1.4: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v, L) olsun. Bu durumda asagidaki denklikler
gecerlidir.

(i), v'niin TL-sol idealidir & v o u S u,

(if)u, v'niin TL-sag idealidir & por v C y,

(iii)u, v'niin TL-iKi yanli idealidir & ver u U porv € u.

ispat:
(), v niin 7Z-sol ideali olsun. Hipotezden her x € S i¢in,
vor u(x) = Vy=ap V(@)TU(b) < Vy=ap u(ab) = pu(x)

Boylece v o u € p dir.
Tersine her x € S i¢in,

v(O)TU(Y) < Viy=ap v(@Tu(b) = v or u(xy) < pu(xy)
Dolayisiyla, u, v niin 7Z-sol idealidir.
(ii)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(iii)(i) ve (ii) den elde edilir.

Onerme 2.1.5: v € Sub(S,T,L) ise asagidaki ozellikler saglanir.
(i\LIdeal(S,v,T,L) € Sub(S,T,L).

(i)RIdeal(S,v,T,L) < Sub(S,T, L),

(iii)LIdeal(S,v,T,L) Nn Rideal(S,v,T,L) = Ideal(S,v,T,L).

Ispat:
(Du € Lideal(S,v,T, L) igin
p)Tu(y) <v()Tu(y) < ulxy).
Dolayisiyla, u € Sub(S, T, L) dir. Boylece Lideal(S,v,T,L) € Sub(S,T, L) dir.
(i1)(1)'ye benzer sekilde yapilir.
(iii) Tanimlarin agik sonucudur.
Onerme 2.1.6: v € Sub(S,T,L) , T;, T, L Kafesi iizerinde t-normlar ve T, <T, ise asagidaki

Ozellikler saglanir.
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(i)LIdeal(S,v,T,, L) € Lldeal(S,v, Ty, L),
(ihRIdeal(S,v,T,, L) < Rldeal(S,v, Ty, L),
(ii)ldeal(S,v,T,, L) € Ideal(S,v, Ty, L).

ispat:
(Du € Lideal(S,v,T,, L) ve x,y € S igin,
v() T (y) < v()Tou(y) < p(xy)
Boylece, u € Lldeal(S,v, Ty, L).
(i1)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(ii1)(1) ve (i) den elde edilir.

Onerme 2.1.7: v4,v, € Sub(S,T,L) ve v; S v, ise asagidaki ozellikler saglanir.
()LIdeal(S,v,, T,L) N F(S,vq,L) € Lideal(S,v,,T, L),

(i)RIdeal(S,v,, T,L) N F(S,vq,L) € RIdeal(S,v4,T, L),

(ili)Ideal(S,v,, T,L) N F(S,v4,L) S Ideal(S,v4,T,L).

ispat:
(Du € Lldeal(S,v,,T,L) N F(S,vq,L) ve x,y € S igin, T t-normun monotonluk
ozelliginden,
v1()Tp(y) < v2()Tu(y) < p(xy)
olup, u € Lideal(S,v4,T, L) dir.
(ii)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(iii)(i) ve (ii) den elde edilir.

Teorem 2.1.8: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v, L) igin asagidaki dzellikler gegerlidir.

(Du € Lldeal(S,v,T,L)vea € LigcinU(S,u,T,a) # @ ise U(S,u, T,a) U(S,v, T, a)'nin
sol idealidir,

(iDu € Rldeal(S,v,T,L)vea € Li¢cinU(S,u,T,a) # @ise U(S,u,T,a) U(S,v, T, a)'nin
sag idealidir,

(ii)u € Ideal(S,v,T,L)vea € LiginU(S,u,T,a) # @ ise U(S,u, T, ) U(S,v, T, @)'nin
iki yanli idealidir.
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Ispat:
()Teorem1.4.4ileU(S, i, T,ax) € U(S,v, T, ) dir. Teorem 1.6.7. ile U(S,v, T, @) S'nin alt
yarigrubudur. Diger yandan x € U(S,v,T,a),y € U(S,u, T, @) igin,
a = u(xy)Ta = (v(E)Tu(y))Ta

=v()TWU()Ta)

=v(X)Ta =a
Boylece xy € U(S, u, T, a) elde edilir. Buradan U(S, u, T, @) U(S,v, T, «)'nin sol idealidir.
(i)i)'ye benzer sekilde yapilir.
(iii)i) ve ii) den elde edilir.

Teorem 2.1.9: v € Sub(S,T,L), u € F(S,v,L) ve Imu U Imv € D olsun. Bu durumda
asagidaki ozellikler gecerlidir.

(DHera € Ligin U(S,u, T, @), U(S,v, T, a)'nin sol ideali ise u € LIdeal(S,v,T, L),
(iDHera € Ligin U(S, u, T, @), U(S,v, T, a@)'nin sag ideali ise u € RIdeal(S,v,T, L),
(iiHera € Ligin UGS, u, T, @), U(S,v, T, @)'nin iki yanl ideali ise u € Ideal(S,v,T,L).

ispat:
(Dx,y €S, a = v(x)Tu(y) alinsin. Buradan
V() Ta = vE)T () Tu))
=v()Tu(y) = a
Boylece x € U(S,v, T, @) dir.
uMTa = pu(TWE)T®))
= v()Tu(y)Tu(y)
=v()Tu(y) =«

Boylece y € U(S, u, T, ) elde edilir. Hipotezden, xy € U(S,u, T, «). Buradan
v()Tu(y) = a = u(xy)Ta < u(xy).

Dolayisiyla u, v niin 7Z-sol idealidir.

(ii)i)'ye benzer sekilde yapilir.

(iii)i) ve ii) den elde edilir.
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Teorem 2.1.10: v € Sub(S,T,L), p € F(S,v,L) ve T L-iizerinde bir t-norm olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.

(Du € Lldeal(S,v,T,L) ve Va € Dy igin py # @ ise pq v, Nin sol idealidir,

(i)u € Rldeal(S,v,T,L) ve Va € Dy igin uy # @ ise uy v, Nin sag idealidir,

(ii)u € Ideal(S,v,T,L) ve Va € Dy igin py # @ ise uy vg' Nin iki yanli idealidir.

ispat:
(i)Teorem 1.4.4 ii) sikkindan dolay1 u, S v, dir. x € vy, y € py alinsin. @ € Dy, a < u(y)
ve a < v(x) oldugundan,
a =aTa <v(x)Tu(y) < plxy)
olup xy € u, dir. u, v, nin sol idealidir.
(i1)i)'ye benzer sekilde yapilir.

(iii)i) ve ii) den elde edilir.

Sonug¢ 2.1.11: v € Sub(S,L), u € F(S,v,L) olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
()Eger Va € L, pug, # @ icin pg, v,'nin sol ideali & u € Lideal(S,v, L),

(i)Eger Va € L, u, # @ icin pg, v,'nin sag ideali & u € Rideal(S,v, L),

(ili)Eger Va € L, u, # @ icin p,, v,'nin iki yanh ideali & u € Ideal(S,v,L).

Teorem 2.1.12: v € Sub(S,T,L) ve {u;:i€A}< F(S,u,L) olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

()Her i € Aigin u; € Lideal(S,v,T, L) ise Njeq i; € Lldeal(S,v,T, L),

(ii)Her i € A igin y; € Rldeal(S,v,T,L) ise N;es i; € RIdeal(S,v,T, L),

(iii) Her i € A igin y; € Ideal(S,v,T,L) ise N;es i; € Ideal(S,v, T, L).

Ispat:
(iYHer i€A i¢in y; € Lldeal(S,v,T, L) oldugundan,
V()T (Niea i () = vOIT Njea i (¥)
< Nieav() T ()
< Niea i (xy)
= Niea Hi(xy)
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Boylece Ny;, v niin TL —sol idealidir.
(i)i)'ye benzer sekilde yapilir.
(iii)i) ve ii) den elde edilir.

Teorem 1.2.3 ve Teorem 2.1.12 ‘den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 2.1.13: v € Sub(S, T, L) ise asagidakiler gegerlidir.
(i)(LIdeal(S,v,T, L), <) tam kafestir,

(ii)(RIdeal(S,v, T, L), <) tam kafestir,

(iii)(Ideal(S,v, T, L), ©) tam kafestir.

Teorem 2.1.14: v € Sub(S,T,L), {u;:i € A} S F(S,v,L) ve T sonsuz V- dagilimli bir t-
norm olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir.

()Her i € A igin y; € Lldeal(S,v,T,L) ise U;eq u; € Lideal(S,v,T, L),

(ii)Her i € A igin y; € Rldeal(S,v,T,L) ise U;eq u; € Rldeal(S,v,T, L),

(iii)Her i € A igin y; € Ideal(S,v,T, L) ise Ujcq u; € Ideal(S,v,T,L).

Ispat:
(i)Her i€A i¢in y; € LIdeal(S,v, T, L) oldugundan,
V)T (Uiea i (v)) = vOOT [Viea i ()]

= Vieav(x)Tu;(y) (T sonsuz V- dagilimli)
< Vieati(xy)
= Ujea ti(xy).

Boylece U;eq i v niin TL —sol idealidir.

(i)i)'ye benzer sekilde yapilir.

(iii)i) ve ii) den elde edilir.

Sonsuz V- dagilimli olmayan t-normlar ig¢in yukaridaki teorem genel olarak dogru
olmayabilir. Buna asagidaki sekilde 6rnek verilebilir.

Ornek 2.1.15: L = {0, a, B, y, 1} kiimesi iizerindeki kafes yapis1 Sekil 1 (b)’ deki gibi ve
(S ={0,1},.) yarigrubu igin v, 4, ¢ € F(S, L) elemanlar1 asagidaki sekilde tanimlansin.

Bu durumda (§={0,1},) yarigrubu i¢in asagidakiler gecerlidir.

()Her T t-normu igin Sub(S, T, L)=F(S, L) dur.
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(ilHer v € Sub(S,T,L) igin Ideal(S,v,T,L) ={u € F(S,v,T,L)| u(1)Tv(0) < u(0)}
dir.

(iii)
01
v(x) [y 1
px) |ay
dx)|a B

Buna gore v € Sub(S,Tp,L) ve u,¢ € Ideal(S,v,Tp,L) dir. Ancak pU ¢ v'nin
TpL —ideali degildir. Clinkii (u U ¢)(1)Tv(0) =y £ (uU ¢)(0) = adir.

Sonug 2.1.16: T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun.

(i)L dagilimli kafes ise (LIdeal(S,v,T, L), N,U) dagilimli kafestir,

(if)L modiiler kafes ise (LIdeal(S,v,T, L), N,U) modiiler kafestir,

(iii)L sonsuz dagilimli kafes ise (LIdeal(S,v, T, L), N,VU) ise sonsuz dagilimli kafestir.

Sonug 2.1.17: T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir.
(i)(LIdeal(S,v,T,L) N F(S, T, L),Nn,U) tam kafestir,

(i(RIdeal(S,v,T,L) N F(S,T,L),n,V) tam kafestir,

(ii)(Ideal(S,v,T,L) N F(S,T, L),n,U) tam Kkafestir.

Onerme 2.1.18: v € Sub(S,T,L) , Imv S D; olsun. Bu durumda asagidaki oOzellikler
saglanir.

(i) pq, 4, € Lldeal(S,v,T,L) ise u, T u, € Lldeal(S,v,T,L),

(ii) pq, u, € Rldeal(S,v,T,L) ise u, T u, € Rldeal(S,v,T, L),

(iii) pq, u, € Ideal(S,v,T,L) ise u, T u, € Ideal(S,v,T,L).

Ispat:

()x,y € S igin,

vOOT (T p2) () = v()Tv() Ty (W) T2 (y)
= ()T (V) Tv() Tz (y)
< iy (xy)Tpo (xy)
= T uz(xy)
Boylece u, T u, € Lideal(S,v,T,L)
(ii)(1)'ye benzer sekilde ispat edilir.
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(iiii)(i) ve (ii) den elde edilir.

Onerme 2.1.19: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S, L) olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
()u S nin L-sol ideali ise uTv, v’ niin TL-sol idealidir.

(il)u S nin L-sag ideali ise uTv, v’ niin T L-sag idealidir.

(iii)u S nin L-iki yanli ideali ise uTv, v’ niin 7Z-iki yanh idealidir.

Ispat:
(i)Agik olarak uTv S v dir. x,y € S igin,
v)T(uTv)(y) = v()Tu(y)Tv(y)

= v()Tv(Y)Tu(y)

< v(xy)Tulxy) = (uTv)(xy)
Dolayisiyla uTv,v'niin TZ-sol idealidir.
(i1)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(iii) (i) ve (ii) den elde edilir.

Onerme 2.1.20: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v, L) olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
() S nin L-sol ideali ise p, v’ niin TL-sol idealidir,

(if)u S nin L-sag ideali ise y, v’ niin TL-sag idealidir,

(iii)u S nin L-iki yanl ideali ise g, v’ niin 7Z-iki yanl idealidir.

ispat:

(i)Agik olarak u € F(S,v, L) oldugundan u € v dir. x,y € S igin,
v()Tu(y) < ply)< uxy)

Dolayisiyla, g, v’niin TL-sol idealidir.

(i)(i)'ye benzer sekilde ispat edilir.

(iii)(i) ve (ii) den elde edilir.

Onerme 2.1.21: v € Sub(S,T,L) ve u,0 € F(S,v,L) ve T sonsuz V —dagiliml1 bir t-norm
olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir.

(Du € Lideal(S,v,T,L) ise por 8 € Lldeal(S,v,T, L),

(i)0 € RIdeal(S,v,T,L) ise por 6 € RIdeal(S,v,T, L),

(iii)u € Lideal(S,v,T,L), 6 € Rldeal(S,v,T,L) ise uo; 8 € Ideal(S,v,T,L).
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ispat:
(i) 1, 6 € F(S,v,L) oldugundan p o7 8 € F(S,v,L) oldugu aciktir. Onerme 1.6.2 (viii) ve
Teorem 2.1.4 (i) den
vor (Hop 0) =vorpuor 8§ Spord
olup oy 6 € Lideal(S,v,T,L).
(if)(1)'ye benzer sekilde ispat edilir.

(iiii)(i) ve (ii) den elde edilir.

Teorem 2.1.22 : S;,S, yarigruplar, v; €Sub(S;,T,L), v, €Sub(S,,T,L) olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) u; € Lldeal(S;,v;, T,L), i = 1,2 ise uyyxpu, € Lideal(S1xS,, vix7v,,T,L),

(ii) u; € Rldeal(S;,v;, T,L), i = 1,2 ise uyxpu, € Rldeal(S;xS,, v,xrv,,T,L),

(iii) u; € Ideal(S;,v;, T,L), i = 1,2 ise uyxru, € Ideal(S1xS,, vix7v,, T, L).

Ispat:
(i) Agik olarak pyxpu, S vixpU, dir.
x = (x1,%2), ¥y = (y1,¥2) € §1x5, igin
vT(pxrpz) (x) = v (y1)Tva (v2) Ty () Tz (x2)
= V1 (YT (x1)Tvz(y2) Tz (x2)
< pr )T pa(y2x2)
= X7t (V1%1, Y2X2)
= P XXz (yX)
Boylece olarak pyxru, € Lldeal(S;xS,,v,T, L) dir.
(ii)1)'ye benzer sekilde ispat edilir.

(iii) 1) ve ii) den elde edilir.

Teorem 2.1.23: S, , S, yanigruplar, v; € Sub(S;,Ty,L1), v, € Sub(S,,T,, L) olsun. Bu
durumda asagidaki ozellikler saglanir.

(Dy; € Lideal(S;,v;, T, L;), i = 1,21ise u;@u, € Lldeal(S;xS,,v,Qu,, Ty X Ty, L, X L,),
(iu; € Rldeal(S;,v;, T,L;),i = 1,2 ise u;®@u, € Rldeal(S,xS,,v,Q®uv,,T; X T,,L; X L,),
(iii)y; € Ideal(S;,v;, T,L;), i = 1,21ise u;@u, € Ideal(5,xS,,v,Qu,, Ty X T,, L, X L,).
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ispat:
(i) Agik olarak pu; ®@u, € v1Qu, dir. T =Ty X Ty, (x1,x3), (V1,¥2) € S1xS, igin
V1@V (21, %) Tha @y (V1 2) = (V1) v2 (62))T (s (1), 2 (¥2))
= (V1 () Tt (1), V2 (X2) T2 (2))
< (M1 (X1)1), H2(X2Y2))

= U ®uUy (X1Y1, X2Y2)
O|Up, H1®u2 € LIdeal(SleZ, U1®U2, Tl X Tz, L1 X Lz) dir.

(ii) 1)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(ii1) 1) ve ii) den elde edilir.

Teorem 2.1.24: f:S — S’ yarigrup homomorfisi, v € Sub(S,T, L) ve T sonsuz V —
dagilimli t-norm olsun. Bu taktirde asagidaki 6zellikler gecerlidir.

(Du € LIdeal(S,v,T,L) ise f(u) € Lideal(S, f(v),T, L),

(il)u € RIdeal(S,v,T,L) ise f(u) € Rldeal(S, f(v), T, L),

(ii)u € Ideal(S,v,T,L) ise f(u) € Ideal(S, f(v),T,L).

Ispat: (Yu,& Wang, 1994). Teorem 4.6 ve 4.7 ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.1.25: f: S — S’ yarigrup homomorfisi ve v’ € Sub(S’, T, L) olsun. Bu taktirde,
()u € Lideal(S',V',T,L) ise f~Y(u") € Lideal(S, f~*(v"),T,L),

(i)u € RIdeal(S', V', T, L) ise f~(4') € Rldeal(S, ("), T, L),

(iii)u € Ideal(S',v',T,L) ise f~1(u") € Ideal(S,f~1(v"),T,L).

Ispat: (Yu,& Wang, 1994). Teorem 4.6 ve 4.7 ye benzer sekilde yapilir.

Tamm 2.1.26: p,v € F(S, L) olsun. Bu durumda [p),, (¢]y, [1]y L-altkiimeleri asagidaki
sekilde tanimlanacaktir.

D[y =pV verp,

(i(uly =V perv,

(ii)[uly=p U poervU verpu U vorperu.
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Teorem2.1.27:v € Sub(S,T,L), u € F(S,v,L) ve T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun.
Bu durumda asagidakiler gecerlidir.

()[w), L-altkiimesi p'yu kapsayan v'niin en kii¢iik T Z-sol idealidir,

(i1)(u], L-altkiimesi p'yu kapsayan v'niin en kiiciik T Z-sag idealidir,

(ii)[u], L-altkiimesi p 'yu kapsayan v'niin en kiigiik T Z-iki yanli idealidir.

Ispat:
(Du S [w)y oldugu agiktir. u € v oldugundan, v o u € v o v S v. Bdylece [u), S v dir.
Teorem 1.6.2 (viii) ve Teorem 2.1.3 ile,
vor [)y=ver (MU vorp)
= (Weorpu) U (vopvorp)
S pUverpu
= [y
Boylece, [1), v'niin TL —sol idealidir.
Son olarak, u € 0 ve 6 € Lideal(S,v, T, L) alinsin. Boylece Vx €S igin u(x) < 6(x) ve
Vi=ap V(@Tu(b) < Vyzap v()TE(D)
< Vy=ap 0(ab)
=0(x).
Buradan [u), € 6 dir. Boylece [u) u'yu kapsayan v'niin en kiigtik TZ-sol idealidir.
(ii)i)'ye benzer sekilde ispat edilir.
(iii)u S v oldugundan, ilevor u Sveorv SV Ve popv Svorvu S v oOlup [u], € v dir.
Ayrica, Teorem 1.6.2 viii)
[Uly = (MU verpuUporvUvorporv)orv
=pervU vorpuervUpuoervoervlUveriorvory
€ puorvU vorpuorvVvorpuorv
=poervVU verpuoerv
C porvU voruorvUvu
Boylece, [u], v'niin TL —sag idealidir. Benzer sekilde TL —sol ideal oldugu gosterilir.
Son olarak, u € 0 ve 8 € Ideal(S,v, T, L) alinsin.
UYU voruUporvVUvoruorv<GUvorBUBorvUvorBoru
<OUBUOBU voy b
<fububub=0
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Buradan [u], € 6 dir. Boylece [u], p'yu kapsayan v'niin en kiigiik T Z-iki yanl idealidir.

Teorem2.1.28: v € Sub(S,T,L), u € F(S,v,L) ve T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun.
Bu durumda asagidakiler gecerlidir.
(), v'niin 7L-sag ideali ise [u),, v'niin 7Z-iki yanl idealidir,

(if)u, v'niin 7Z-sol ideali ise (1], v'nlin 7L-iki yanli idealidir.

Ispat:
(i)Teorem 2.1.27 ile [u), niin v'niin TZ-sol idealidir. [u), v'niin TL —sag ideali oldugunu
gosterelim. Teorem 2.1.3 (ii) ve Teorem 1.6.2 (vii) den,
(WU vepp)orv=pervU voypiorv
SuVvorpu
Boylece, [u1),v niin TL —sag idealidir.
(i1)(i) sikkina benzer sekilde yapilir.

2.2. TL— Altyarigrubun TL —Bi 1ideali, TL— Quasi Ideali ve
TL —Interior Ideali

Tamim 2.2.1: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v, L) olsun.
(i)u ye v niin genellestirilmis TL —bi ideali denir & Her x,y,z € S i¢in u(x)Tu(y) Tu(z)
< u(xyz),
(if)u ye v niin TL — bi ideali denir & Her x,y,z € S i¢in u (x)Tu(y)Tu (z) < u (xyz),
1 X)Tu () < p(xy),
(iii)u ye v niin TL — quasi ideali denir & Her x € Si¢in (Vy=ap,v(a@) T (b)) A
(Vx=capt (©Tu(d)) < p (%),
(iv)u ye v niin TL — interior ideali denir & Her x,y,z € S igin u(x)Tu (y)Tu(z)
< u (xyz).
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Tablo 5 TL — Altyarigrubunun TL —Bi ideali, TL — Quasi ideali ve TL — Interior
Ideallerinin kiimelerinin gdsterimleri ve isimlendirilmeleri.

T L izerinde t —norm

T:TM,

L =[01]

T:TM,
L =[0,1]

GBldeal(S,v,T,L)

— bi ideali

v niin genellestirilmis TL

GBIldeal(S,v,L)
v niin
genellestirilmis L —

bi ideali

GBldeal(S,v,T)
v niin genellestirilmis

bulanik T — bi ideali

GBldeal(S,v)
U nun
genellestirilmis

bulanik bi ideali

Bldeal(S,v,T,L)

v nin TL — bi deali

Bldeal(S,v,L)

v nin L — bi deali

Bldeal(S,v,T)
v nin bulamk L — bi

deali

Bldeal(S,v)
v nun bulanik bi

deali

Qldeal(S,v,T,L)

v niin TL — quasi ideali

Qldeal(S,v,L)
v niin L — quasi

ideali

Qldeal(S,v,T)
L niin bulanik T — quasi

ideali

Qldeal(S,v)
L niin bulanik

quasi ideali

lideal(S,v,T,L)

v nin TL — interior ideali

lideal(S,v,L)
v nun L — interior

ideali

lideal(S,v,T)
v nin bulamk T —

interior ideali

lideal(S,v)
L niin bulanik

interior ideali

Onerme 2.2.2:

(i) GBIdeal(S, 15, T,L) = GBIdeal(S,T, L),
(i) BIdeal(S, 15, T, L) = Bldeal(S, T, L),
(iii) QIldeal(S,15,T,L) = Qldeal(S, L),
(iv) lideal(S,15,T,L) = lideal(S, L).

Teorem 2.2.3: v € Sub(S,T,L), u € F(S,v,L) ve T V- dagilhml bir ¢t-norm olsun.

durumda asagidaki gegerlidir.

(u, v' niin genellestirilmis TL-bi idealidir & porvop u C u,
(i)u, v' niin TL-bi idealidir & popu S puve popvor u S,
(ili)u, v' niin TL-quasi idealidir & porvNuvop u € u,

(iv)u, v' ntin TL-interior idealidir & v o p oy v € .

Ispat:

(i)u v'niin genellestirilmis 7- bi ideali ve x € S olsun.

por vor u(x) = Vyzap (i o7 v)(@)Tp(b)
= Vy=an[Va=ca ,u(c)Tv(d)]Tu(b)

Bu
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= Vx=ab,a=ca #(c)Tv(d)Tu(b)
= Vx=cap #(c)Tv(d)Tu(b)
< Vx=cap #(cdb)
= p(x)
Tersine olarak, hipotezden her x,y,z € S igin,
p)Tv(Y)TE(z) < Vyyz=abc #(@)Tv(b)Tu(c)
= por vor u(xyz)
< u(xyz)
(if)Teorem 1.6.5 ve (i) ile elde edilir.
(ilf)Tanimdan agiktir.
(iv)p v'niin 7Z- interior ideali olsun ve x € S alinsin.
vor uop v(x) = Vy=ap( or ) (@)Tv(b)
= Vy=ab[Va=ca V(c)Tu(d)]Tv(b)
= Vy=ab,a=ca V() Tu(d)Tv(b)
= Vx=cap V(c)Tu(d)Tu(b)
< Vx=cap #(cdb)
= pu(x)
Tersine, her x,y,z € S
v()Tu()Tv(z) < Vyyz=abcV(@)Tu(b)Tu(c)
= v or uor v(xyz)
< p(xyz)
Teorem 2.2.4: v € Sub(S, T, L) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
(i) Bldeal(S,v,T,L) < GBlideal(S,v,T,L),
(ii) QIdeal(S,v,T,L) < Bldeal(S,v,T,L),
(iii) LIdeal(S,v,T,L) U Rldeal(S,v,T,L) < QIdeal(S,v,T, L),
(iv) Ideal(S,v,T,L) < lideal(S,v,T,L).

Ispat:
(i) Tanimdan agiktir.
(if) u € Qldeal(S,v,T,L) ve x,y,z € S igin,
nC)Tv(Tu(z) = (E)Tv(Y)Tu(2)) A () Tv(y)Tu(2))
< (Vayz=abe K@ Tv(B)Tu(c)) A (Viyz=der #(d)Tv(e)Tu(f))
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< (Vayz=ave ¥ @ToBITR() ) A (Vayzaer £ (d)To(e)Tu(f))
< (nyz=abc v (ab)T.u(C)) A (nyz=def.“ (d)TU(ef))

< (Vayzmur ¥ @OTH®)) A (Vayzmuror 1 @)DT("))
< u(xyz)
Son olarak,
p)Tu(y) < (pEOTv(Y)) A W) Tu())
< (Vay=ap # (@Tv(D)) A (Vay=cav ()Tu(d))
< plxy)
olup, u € Bldeal(S,v,T,L).
(iii) u € Lideal(S,v,T,L) ve x € S olsun. Buradan
(Vacan ¥ @THDB)) A (Vacoa t (©To(d)) < p(0) A (Vacoatt (©)Tu(d)) < p(x)
Dolayisiyla, u € Qldeal(S,v,T,L) dir. Boylece Lldeal(S,v,T,L) € QIdeal(S,v,T,L)
elde edilir. Benzer sekilde RIdeal(S,v,T,L) € QIdeal(S,v, T, L) oldugu gosterilir.
(iv) u € Ideal(S,v,T, L) ve x,y,z € S olsun. Hipotezden,
v()Tu()Tv(2) < p(xy)Tv(z) < p(xyz)
Dolayisiyla, u € Iideal(S,v, T, L) dir.

Yukaridaki Teoremdeki iddialarin tersleri genel olarak dogru olmayabilir. Bunu asagidaki
orneklerde verebiliriz.

Ornek 2.2.5: T = Ty, t-normu, S = {a, b, c, d} yarigrubundaki ikili islem tablosu ve v, u €

F(S) elemanlar1 asagidaki sekilde verilsin.

| a b c d
a a a a a
b a a a a
Cc a a b a
d a a b b

‘ a b c d
v | 09 09 09 09
ux) | 08 06 07 06
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Buna gore u € v ve p v niin genellestirilmis TL —bi idealidir. Fakat ¢ v niin TL —bi ideali
degildir.

Ornek 2.2.6: L ={0,a,B,1} kafesi Sekil 1 (b) deki gibi; L iizerindeki T t-norm, S =

verilsin

| 0 a b c

0 0 0 0 0

a 0 0 0 0

b 0 0 0 b

c 0 0 b a
T 0 a B 1
0 0 0 0 0
a 0 a 0 a
B 0 0 0 B
1 0 a B 1

| 0 a b c

v(x) 1 a 1 1
n(x) a 0 a B

Buna gore u € v p, v niin TL —bi idealidir. Fakat u, v niin TL —quasi ideali degildir.

Ornek 2.2.7: S = {a, b, c,d, e} yarigrubunda verilen ikili islem ve v, u € F(S) bulanik alt

kiimeleri asagidaki gibi verilsin,

© T D® T |T
OO0 Qo

O OO T oD

D oY DD DD
DO O D®» VYO
L T ® D DD
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‘ a b c d
v(x) 0.8 0.8 0.8 0.8
u(x) 0.6 0.6 0.4 0.4

Buna gore y € v, y, v niin bulanik quasi idealidir fakat g, v niin bulanik sol veya sag ideali
degildir.

Ornek 2.2.8: S = {a, b, c,d} yarigrubundaki ikili islem tablosu Ornek 2.2.5 deki gibi ve

U, U € F(S) elemanlar asagidaki sekilde verilsin.

‘ a b c d
v(x) | 09 09 09 09
u(x) 0.8 0.6 0.8 0.6

Buna gére u € v ve pv niin bulanik interior idealidir. Fakat p v niin bulanik sol ideali
degildir.

Onerme 2.2.9: u € RIdeal(S,v,T,L) ve 8 € LIdeal(S,v, T, L) olsun. Budurumda, u N 6 v

niin TL — quasi idealidir.

Ispat: u € RIdeal(S,v,T,L) ve 8 € Lldeal(S,v,T, L) oldugundan ve Teorem 2.1.3 ten
((un8)orv)n(ver (un6)) S ((worv)N(8orv))N((Veoru) N (verh))
c (,un(GoTv))n((voT,u)ne)
cuné
olup Teorem 2.2.3 (iii) sikkindan g N 6 v niin TL — quasi idealidir.

Teorem 2.2.10: S regiiler yarigrup, v € F(S,L) ve u € F(S, T, L) olsun. Bu durumda;
(v € LIdeal(S,L) ve u € GBIdeal(S,v,T,L) ise u € Bldeal(S,v,T, L),
(ii)v € Rldeal(S,L) ve u € GBldeal(S,v,T,L) ise u € Bldeal(S,v,T,L).

Ispat:
(i)v S’ nin L-sol ideali x, y € S olsun. Buradan 3 a € S 6yle ki x = xax
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ulxy) = u(xaxy) = p()Tv(ax)Tu(y) = u()Tv()Tu(y) = pl)TrG)Tu(y)
= pu)Tu()
Dolayisiyla u TL — altyariguptur. Buradan u € Bldeal(S,v,T,L).
(ii)i)'ye benzer sekilde ispat edilir.

Teorem 2.2.11: S regiiler yarigrup, v € Ideal(S,L)veu € F(S,v,L) N F(S,T, L) olsun. Bu
durumda asagidaki 6nermeler denktir.
()u, v'niin TL — idealidir,

(i), v'niin TL — interior idealidir.

ispat:
(i)=(ii)Teorem 2.2.4 (iv) ile elde edilir.

(i)=(i) Her x € S i¢in 3 a € S Oyle ki x = xax
u(xy) = p(xaxy)
> v(xa)Tu(x)Tv(y)
=2 v()Tu(x)Tu(y)
= pu(x)Tu(x)Tv(y)
= pu(x)Tv(y)
Dolayisiyla, g, v'niin TL — sag idealidir. Benzer sekilde ¢ v'niin TL — sol idealidir. Boylece

W, v'niin iki yanli TL — idealidir.

Teorem 2.2.12: v € Sub(S,T,L) ve u € F(S,v, L) igin asagidaki 6zellikler gegerlidir.

(Du € GBIdeal(S,v,T,L)vea € LicinU(S,u, T,a) = @ise U(S,u, T, )
U(S,v, T, a)'nin genellestirilmis bi-idealidir,

(iDu € Bldeal(S,v,T,L)vea € LiginU(S,u,T,a) # @ ise US,u, T,a) U(S,v, T, @)'nin
bi-idealidir,

(ii)u € Qldeal(S,v,T,L)vea € LiginU(S,u,T,a) # @ ise U(S,u, T, ) U(S,v, T, @)'nin
quasi idealidir,

(iV)u € lideal(S,v,T,L)vea € Ligin U(S,u, T,a) = @ ise U(S,u, T, @) U(S,v, T, a)'nin

interior idealidir.
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ispat:
()Teorem 1.4.4 (i) UGS, uT,a)<c UGS, T,a) dir. x,z€e US,u,T,x) ve yE€
U(S,v,T,a) olsun.
a = ulxyz)Ta = (()Tv(Y)Tu(z)Ta
= p()Tv(y)Ta,
=ux)Ta =«
Boylece, xyz € U(S,u, T, @) dir. Buradan U(S, u, T, @), U(S, v, T, @) nin genellestirilmis bi
idealidir.
(ihx,y e U(S, 1, T, @) alinsin.
a = pxy)Ta = (u(x)Tu(y)Ta
= p()Tu@)Ta
=ux)Ta = «a
olup, xy € U(S,u, T, @) dir. Boylece U(S, 1, T, @) S’nin TL-altyarigrubudur. (i) sikkindan
dolay1 U(S, u, T, @) U(S,v, T, @) nin bi-idealidir.
(ipe UGS, u, T,a) . US,v,T,a) NU(S,v,T,a).U(S,u, T,a) alinsin.
Ax,x' € UGS, u,T,a) ve
v,y €U, v, T,a) éyle kip = xy = y'x'. Buradan
a = puP)Ta = (Vp=apv(@) T(b)) A (Vp=ca 1 () Tu(d))Ta
= ((y)Tr") ApE)Tu(y)Ta
2 () Tr)TRE)Tu(y))Ta
=T TuE)Ta = vy )Tu(x)Ta = v(y)Ta = a
Boylece p € U(S,u, T, @) dir. Dolayisiyla U(S, u, T, @) U(S,v, T, )'nin quasi idealidir.
(iVix,ze U(S,v,T,a)vey € U(S,u, T, @) alinsin.
a > ulxyz)Ta = (v(x)Tu(y)Tv(z)Ta
= v(x)Tu(y)Ta,
=v()Ta=a«a

Dolayisiyla, U(S, u, T, @) U(S,v, T, «)'nin interior idealidir.

Teorem 2.2.13: v € Sub(S,T,L), u € F(S,v,L) ve Imu U Imv € Dy olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler gecerlidir.

()Eger Va € Ligin U(S,u, T, ), U(S,v, T, @)'nin genellestirilmis bi-ideali ise u €
GBldeal(S,v,T, L),
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(i)Eger Va € Ligcin U(S,u, T, @), U(S,v, T, @)'nin bi-ideali ise u € Bldeal(S,v,T, L),
(iii)Eger Va € Li¢in U(S, u, T, ), U(S,v, T, @)'nin interior ideali ise u €
lideal(S,v,T,L).

ispat:
(DHer x,y,z € S i¢in @ = u(x)Tv(y)Tu(z) olsun.
v()Ta = v(y)Tu)Tv(y)Tu(z) = p()Tv(y)Tv(y)Tu(z) Imv < Dr)
= n()Tv(Y)Tu(z) = a

Boylece y € U(S,v, T, a) dir. Benzer sekilde x,z € U(S,u, T, «) elde edilir. Boylece xyz €
uis,u,T,a) dir.

u(xyz) = pu(xyz)Ta = a = p(x)Tv(y)Tu(z) .
Buradan ise y, v'niin genellestirilmis TL — biidealidir.
(ii)Her x,y € Si¢in a = pu(x)Tu(y) alinsin.

p@)Ta = u@)TuG)Tu(y)=u()Tr(y)=a (Imu < Dr)
olup, x € U(S,u, T, ) dir. Benzer sekilde y € U(S, u, T, @) oldugu gosterilir. Hipotezden
xy € U(S,u, T,a) elde edilir. Boylece,

p(xy) = pCey)Ta =a = p(x)Tu(y)
oldugundan u S nin TL — altyarigrubudur. (i) sikkindan u € Bldeal(S,v, T, L) dir.
(ii)Her x,y,z € S i¢in @ = v(x)Tu(y)Tvu(z) olsun.

V() Ta = v(x)Tv(x)Tu(y)Tv(z) (Imv € D) =v(x)Tu(y)Tv(z) = a
Boylece x € U(S, 1, T, ) dir. Benzer sekilde y € U(S,u, T, ) ve z€ U(S, 1, T, ) elde
edilir. Boylece xyz € U(S, u, T, @) dur.
ulxyz) =z p(xyz)Ta = a = v()Tu(y)Tv(z) .

Buradan ise u, v'niin TL — interior idealidir.

Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.13 ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 2.2.14: v € Sub(S,L), u € F(S,v, L) olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
()Eger Va € L, u, # @ igin u,, v,'mn genellestirilmis bi-idealidir & u € Gldeal(S,v, L),
(i)Eger Va € L, u, # @ icin y,, v,'nin bi-idealidir & u € Bldeal(S,v, L),

(iii)Eger Va € L, pu, # @ igin p,, v,'nin quasi idealidir & u € Qldeal(S,v, L),

(iv)Eger Va € L, u, # @ igin ug, v,'nin interior idealidir & u € lideal(S, v, L).
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Ispat: T =A alindiginda Teorem 2.2.12 nin &zel durumudur.

Onerme 2.2.15: @ # AC S, a,f € L ve a < f§ ise asagidaki 6zellikler saglanr.

()A, S nin genellestirilmis bi-ideali ise (a, )4, S'nin genellestirilmis T L-bi-idealidir,
(i)B € Dy ve (a, B) 4, S'nin genellestirilmis T L-bi-ideali ise A, S nin genellestirilmis bi-
idealidir,

(iii))A, S nin bi-ideali ise (a, B) 4, S'nin T L-bi-idealidir,
(iv)B € Dy ve (a, B) 4, S'nin TL-bi-ideali ise A, S nin bi-idealidir,
(V)4, S nin quasi ideali ise (a, B) 4, S'nin TL-quasi idealidir,
(vi)B € Dy ve (a, B) 4, S'nin TL-quasi ideali ise A, S nin quasi-idealidir,
(vii)4, S nin interior idealidir ancak ve ancak (a, ) 4, S'nin TL-interior idealidir.
Ispat:
()4, S nin genellestirilmis bi-ideali olsun. Her x, y, z € S i¢in,

e x,z € Aise xyz € A olacagindan,

(@, B)aC)T (@, B)a(z) = BTB < B = (@, B)a(xyz)

olup, esitlik saglanir.

o x & Aveyay & AiseT t- norm dzeliginden,

(a,B)a()T (@, f)a(2) < «

olup, (a, f) ()T (a, B)a(2) < (a,B) 4(xyz) saglanir. Dolayisiyla (@, )4, S’nin
genellestirilmis T L-bi-idealidir.
(i)8 € Dr ve (a, B) 4, S'nin TL-quasi ideali olsun. Her x, z € A4 igin,
(a,B)aCOT(, B)a(z) = BTB = B < (a, B)a(xy2)
oldugundan, (@, B)4(xyz) = B dir. Dolayisiyla xyz € A dir. A, S’nin genellestirilmis bi-
idealidir.
(iii)Onerme 1.6.9 (i) sikkindan ve Onerme 2.2.15 (i) sikkindan elde edilir.
(iv)Onerme 1.6.9 (ii) sikkindan ve Onerme 2.2.15 (ii) sikkindan elde edilir.
(V)4, S nin quasi ideali olsun. x € S igin,
e Hera,be Sx =ab,a¢ Aveyaherc,d € Sx =cd,d & Aise
(Vizab(@ B)a(@) A (Vi=cala, fla(d)) = a < (a, ) a(x)
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e dJa,beSx=aba€Avedc,deESx=cd,deAisex e ASNSAolupx € A
dur. Dolayistyla, (Vy=ap(@, f)a(@)) A (Vi=ca(@, f)a(d)) =B <
(a,B)4(x) olup, (a,B) 4, S'nin TL-quasi idealidir.

(vi)B € Dy ve (a, B) 4, S’nin TL-quasi ideali olsun. x € AS N SA alinsin.
da,beSx=ab,a€ Avedc,d € Sx =cd,d € Aolup,
(Va=an(@, B)a(@) A (Vi=cal@ Bla(d) = B < (a, B a(x)
oldugundan x € A dir. A, S’nin quasi-idealidir.
(vii)A, S’nin interior idealiise y € A, x,z € S i¢in xyz € A olup,
(@,B)a(y) = B < (a, B)a(xyz)
oldugundan, (a, f8) 4, S’nin TL-interior idealidir.
Tersine (a, ) 4, S’nin TL-interior ideali olsun. y € A, x, z € S igin,
B = (aB)ay) < (a,B)alxyz)

oldugundan, xyz € A dir. A, S’nin interior-idealidir.

Sonug 2.2.16:

()4, S’nin genellestirilmis bi-idealidir & 1, S’nin genellestirilmis L-bi-idealidir,
(ii)4, S’nin bi-idealidir & 14 S’nin L- bi-idealidir,

(iii)A, S nin quasi idealidir & 1, S’nin L-quasi idealidir,

(iv)4, S’nin interior idealidir & 1, S’nin L-interior idealidir.

Ispat: « = 0 ve § = 1 alindiginda Onerme 2.2.15 in ézel durumudur.

Teorem 2.2.17: v € Sub(S, T, L) olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir.
(){u;:i € A} © GBIdeal(S,v,T,L)ise Nijesi; € GBIdeal(S,v,T,L),
(iD{u;:i € A} < Bldeal(S,v,T,L) ise Nieq 4; € Bldeal(S,v,T, L),
(ii){u;:i € A} < Qldeal(S,v,T,L) ise Njcq i € Qldeal(S,v,T, L),
(iV){u;:i € A} < lideal(S,v,T,L) ise Niesu; € lideal(S,v,T,L).

Ispat:
(i)Acik olarak Ny; € v diir. Her x,y,z € Sigin,
Niea ki COTV( T Nieati(2) = Niea i COTV(Y)T Ajen i (2)
< Nieatti @) Tv(Y)Tp(2)
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< Nieati(xyz)
= niEA lui (xyZ)

Dolayistyla, Ny;, , v niin genellestirilmis TL — bi idealidir.

(i)Her x,y, z €S igin ,

Niea i COT Niea i (Y) = Niea i COT Niea i (¥)

< Nieati T i ()
< Nieati(xy)

olup, Ny; ‘ler S’nin TL altyarigrubudur. (i) sikkindan dolayr Ny; € Bldeal(S,v,T, L) dir.

(iii)Her x € S i¢in,

(Va=ab(Aiea i (@)T V(D) AV x=ca((E)T Ajea i (d))
< (Va=ab(Niea(i (@T v(D)A(Vx=ca(Niea v(€) pi(d))
< (Aiea Vazap #i(@) Tu(b)) A (Aiea Va=ca V(T pi(d))
< Niea(Vx=ap #i(@)T V(D) A(Vx=ca v ()T pi(d))
< Nien Hi(x)
Olup, Ny; € QIdeal(S,v, T, L) dir.
(iv)Her x,y,z € Sigin,
V()T Nieatti ITv(2) = v()T Aien i (¥)T v(2)
< Nieav() T (y)Tv(2)
< Nieatti(xyz)
= Nieapi(xyz)
Dolayisiyla, Ny;, v niin TL —interior idealidir.

Sonug¢ 2.2.18: v € Sub(S, T, L) ise asagidakiler gegerlidir.
(i)(GBIdeal(S,v,T, L), <) tam kafestir,

(ii)(BIdeal(S,v, T, L), <) tam kafestir,

(iii)(QIdeal(S,v, T, L), ) tam kafestir,

(iv)(Iideal(S,v, T, L), <) tam kafestir.

Ispat: Teorem 1.2.4 ve Teorem 2.2.17 ‘den aciktir.

Teorem 2.2.19: v € Sub(S, T, L) ve T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun. Bu durumda
{ui:i € A} € lideal(S,v,T,L) ise Ujeq 14 € lideal(S,v, T, L).
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Ispat: Her x,v,z € S icin,

V(OT Ujea i )Tv(2) = v()T Viea i )T v(2)
= Vieav()T p; (y)Tv(2)
< Vieati(xyz)

olup, Ujeq i4; € lideal(S,v, T, L).

Sonug 2.2.20:(L, <) sonsuz vV —dagilimli kafes ve T sonsuz V- dagilimli bir t-norm ise

(lideal(S,v, T, L), <,n,V) sonsuz V —dagiliml kafestir.

Uyar:T sonsuz V- dagilimli bir t-norm i¢in Teorem 2.2.19 da verilen sonug genel olarak
GBIdeal(S,v,T,L), Bldeal(S,v,T,L), Qldeal(S,v,T,L) kiimeleri icin gegerli
olmayabilir. Bunu asagidaki o6rnekte gozlemleyebiliriz.

Ornek 2.2.21:(a, b). (¢, d) = (a, d) ikili islemi ile NxN yarigrubu ve kafes1 yapis1 Sekill
(b)’ deki gibi olmak tizere L = {0, @, B, v, 1} kafesi verilsin. Asagidaki sekilde pq, 1, €

F (S, L) elemanlar1 tanimlansin.

_ (B, {(0,0)} _fa {11}
mxy) = { 0, diger durumlar Ha(x,y) = { 0, diger durumlar

Buna gore py, u, € GBIdeal(NxN, 1yyy, L) dir. Fakat yuy U u, € GBIdeal(NxN, 1yyn, L).
Ayni 6rnek Bldeal(S,v,T, L), Qldeal(S,v, T, L) kiimeleri iginde verilebilir.

Teorem 2.2.22:v € Sub(S,T,L), Imv € D; ve u,6 € F(S,u,L) olsun. Bu durumda
asagidakiler gergeklenir.

()u, 6 v’niin genellestirilmis TL- bi-ideali ise uT6 v’ niin genellestirilmis 7Z-bi-idealidir,
(if)u, 6 v’niin TL-bi-ideali ise uT6 v’ niin 7Z-bi-idealidir,

(iii)u, @ v’nlin TL-quasi ideali ise uT6 v’ niin 7Z-quasi idealidir,

(iv)u, 6 v’niin TL-interior ideali ise uT8 v’ niin 7Z-interior idealidir.

Ispat:
(1w, 6 v’niin genellestirilmis TL-bi ideali ve x, y, z € S olsun.

(UTO) ) Tv(T(UTO(2)) = u()TO()Tv(YTu(2)TH(2)
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= p)TI)Tv(Y)Tv(y)Tu(2)TO(z) (Imv € Dr)
= p(x) Tv(y) Tu(2)T 6(x) Tv(y) TH(z)
< ulxyz)T 0(xyz) = (uT0)(xyz)
Boylece, uT@ € GBiideal(S,v,T, L) dir.
(ii)Teorem 1.6.14 ile uT@ TL-altyarigrup Ve (i) sikkindan uT6 € Biideal(S,v, T, L) dir.
(iii)u, @ v’niin TL-quasi ideali olsun.
(Vx=apUTO) (@) TV (D)) A (Vie=cq v ()T (uT6)(d))
= (Vaezap #(@)TO(@)TV(h)) A (Vi=cq v()T u(d)TH(d))
= (Vx=ap H(@)TO(@)Tv(b)Tv (b)) A (Vi=cav(c)Tv(c) u(d)TO(d)) (Imv € Dr)
< [Vazuw B TVW)]T [V =z 0 (2)TU(O] A [Vi=pq V(0T W(@]T [Vr=er v(€)TO(f)]
< [Va=uw BTV T Viezpg V(PIT (@] T [V =zt 0 (2)TU(OT Vy=ep v(€)TO(f)]
< u()TO(x) = (uTH)(x)
Dolayisiyla uT6 € Qldeal(S,v,T,L) dir.
(iv)u, 8 v’niin TL-interior ideali ve x,y, z € S olsun.
v()TUT6)(y)Tv(z) = v(x)Tu(y)TO(y)Tv(z)
=v()Tv(x)Tu(y)TO(y)Tv(z)Tv(z) (Imv < D)
= v(x)Tu()Tv(2)Tv(x)TO(Y)Tv(2)
= u(xyz)TO(xyz)
Boylece, uT6 € Ildeal(S,v, T, L) dir.

Teorem 2.2.23: v € Sub(S,T,L) ve u,08 € F(S,v,L) olsun. Bu durumda asagidakiler
gerceklenir.

(i)u v’niin TL- bi ideali ise u o 6 v’ niin 7L -bi idealidir,

(i1)8 v’niin TL- bi ideali ise u o 6 v’ niin 71 -bi idealidir,

(iif)p v’niin TL- quasi ideali veya 6 v’niin TL- quasi ideali ise y o 8 v’ niin 7L -bi

idealidir.

Ispat:
(1)8 v’niin TL- bi ideali olsun. u, 8 € F(S,v, L) oldugundan, u o7 6 € v diir.
(por @) or (nor 0) =por (Borucr ) Spor (opverd) Suerd
Dolayisiyla u o7 6 TL -altyarigrubudur. Ayrica,
(pop8)opveor(uop ) S porvorvorpuorf

Cpoerverpoerd
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Cuorb
oldugundan u o 6 v’ niin 71 -bi idealidir.
(ii)i)'e benzer sekilde yapilir.
(iii)  v’niin TL- quasi ideali olsun. Teorem 2.2.3 (iii) sikkindan
(por@)opp S (porv) o v & (peorv) benzer sekilde (uor 6) op u S vop pu olup,
(nor @) o pp & (porv)N (veor u) S pdir. Dolayisiyla (1 op 0) o (uor 8) S (porv)
dir.
Ayrica,
(Lop @)orv op U Spopvorvorvor & popv benzer sekilde (uor 0)orv opu S
v o u dir. Boylece (uor 0) opv op u © pu dir. Dolayisiyla (uop 8) op v op (uop 8) S
W o 8 dir. Boylece p o 6 v’ niin 77 -bi idealidir

Teorem 2.1.24:S;,S, yarigruplar, v; €Sub(S;,T;, L;), i=1,2 ve v = v;®v, olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

(Hu; € GBIdeal(S;,v;, T;, L;), i =1,2ise u;®@u, € GBIdeal(S1xS,,v,Ty X Ty, Ly X Ly),
(i)u; € Bldeal(S;,v;,T;, L;), i = 1,2 ise u;®u, € Bldeal(S,xS,,v,T; X Ty, L1 X L),
(iiy; € Qldeal(S;,v;, T;, L;), i = 1,2 ise u;@u, € Qldeal(S,xS,,v,T; X Ty, L1 X L,),
(iv) y; € lideal(S;,v;, T;, L;), i = 1,2 ise u;Qu, € lideal(S;xS,,v,T; X T,,L; X L,).

Ispat:
()T =Ty X Ty, (x1,%2), (¥1,¥2), (71,22) € $1x8; igin,

1@z (1, X2) Tu, ®Us (y1, Y2 ) Ta Oz (24, 27)

= (#1(951)'#z(xz))T(Ul()ﬁ),Uz()’z))T(M1(Z1),H2(Zz))

= (U1 (x1) T1v1 (Y1) Ta i (21), 1o (2) V2 (V2) Ta 2 (22))

< (U1 (1 Y121), M2 (X2Y222))

= 1 ®ua (X1Y121, X2¥227)

Boylece u; ®u, € GBIdeal(S;xS,,v,Ty X Ty, Ly X L) dir.
(ii)Teorem 1.6.19 dan ve (i) sikkindan u; ®u, € Bldeal(S,xS,,v,T; X Ty, L1 X L,).
(V)T =T, X T,, (x1,x,) € S;xS, i¢in,

V (2, 20)=(a1,a2) (b1,by) M1 Otz (a1, a2) T v1®v, (by, by) A
Vxrx0)=(cr.c)(drdz) V1®V2(€1, €2) T ®uz(dy, d3)
= V(1x0)=(ar,a2)(br.b2) (H1(a1), Ua (az))T(U1 (b1), v, (bz)) A
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V(xl,x2)=(cl,cz)(d1,d2)(Ul (c1),v; (Cz))T(lh (d1), u2(d2))
= V(xyx)=(ag,a2)(by,by) 1 (@) T101 (b1), 2 (az) Tov2(b2)) A
V (yx0)=(er,e2)(dy,dz) V1 (€D Trpq (dy), v2(c2) To 12 (d3))
= (Vay=aby #1(@)T101(b1) A Vi, =c,q, V1 () Tipa (d1),
Vi,=ayb, H2(a2)ToU2(b2) AV, =c,a, V2(c2) T2z (d3))
< (uq (1), p2(x2))
= U@z (x1, X2)
Boylece u; ®u, € Qldeal(S1xS,,v,T; X Ty, Ly X Ly).
(iv) (x1, x2), (1, ¥2), 2 = (24, 2) € $1xS; i¢in,
U1 @V, (x4, X2) T @y (1, ¥2) Tu1 ®V2 (24, 2,)
= (v1.(x1), V2 (x2))T (1 ), 2 72T (01 (21), 2 (22))
= (U1 (x)T1ps (1) T1v1(21), V2 (x2) 2 (V2) T202(22))
< 1 (X1y120) Tz (x2Y223)
= 1@z (X1Y121, X2222)
Boylece py ®u, € lideal(SyxS,,v, Ty X Ty, Ly X L) dir.

Teorem 2.2.25:f: S — S’ yarigrup homomorfisi, v € Sub(S, T, L) ve T sonsuz V- dagihimli
t-norm olsun. Bu taktirde asagidaki 6zellikler gegerlidir.

(hu € GBIdeal(S,v,T,L) ise f(u) € GBIdeal(S, f(v),T, L),

(i)u € Bldeal(S,v,T,L) ise f (1) € Bldeal(S, f(v),T, L),

(iii)u € QIdeal(S,v,T,L) ise f(u) € Qldeal(S, f(v),T, L),

(iV)u € lideal(S,v,T,L) ise f(u) € lideal(S, f(v),T,L).

Ispat:
(i)u v'niin genellestirilmis TL — bi-ideali olsun. x,y, z € S’ i¢in, 4 € v oldugundan
fw) & f() dir.

fFWETf@OWTfW(2)

= Vy@)=x u(a)T Vim=y v(b)T Vi)=z u(c)

= Vi@=x.f®)=y,fc)=z L(@)Tv(b)Tu(c) (T sonsuz V —dagiliml)

< Vf(abc)=xyz H(abc)

< Vi(ay=xyz H(d)

= f(w)(xy2).
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Buradan f(u) € GBIdeal(S, f (v),T,L).
(ii)Teorem 1.6.11° den ve (i) sikkindan f(u) € Bldeal(S, f (v), T, L) dir.
(iii)u € Qldeal(S,v, T, L) olsun. Her x € S i¢in, u € v oldugundan f(p) S f(v)
(Vaezap F@T f@I(B)) A (Vazca fM(T f(1)(d))
= (Vx=ab(Vf(p)=a u(@)T Vi@=b U(Q)))/\(Vx=cd(vf(k)=c V(k)T(Vf(r)=d ©(r)))
< Viay=x(Vu=pq U@)T (@) A (V f)=xVp=rr VT u(1)))
= \/ \/ uorv@) ac\/ viorue)

fD=x l=pq I=kr

< \/ w0
fF)=x

=fwx)
Buradan f(u) € Qldeal(S, f(v),T,L).

(iv)u € lideal(S,v,T,L). x,y,z € S"igin, u € v oldugundan f(u) S f(v) diir.

fFQETfFWOTf)(2)
= Vi@=x V(@T Vy@p)=y K(D)T V)=, v(C)
= Vf@=x.f0)=y,f(c)=z V(@ Tu(b)Tv(c) (T sonsuz V —dagiliml)
< Vf(abc)=xyz (abc)
< Vi@=xyz #(d) < f(u)(xyz)
Buradan f(u) € Ildeal(S, f (v),T,L).

Teorem 2.2.26:f: S—S’ yarigrup homomorfisi ve v’ € Sub(S’, T, L) olsun. Bu taktirde,
()u' € GBIdeal(S',v',T,L) ise f~Y(u") € GBIdeal(S,f~*(v"),T,L),

(i)u' € Bldeal(S',v',T,L) ise f~Y(u") € Bldeal(S,f~*(v"),T,L),

(iii)u' € QIldeal(S',v',T,L) ise f~1(1") € QIdeal(S,f~1(v"),T,L),

(iv)u' € lideal(S',v',T,L) ise f~Y(u") € lideal(S,f*(v"),T,L).

Ispat:
(Hu' v" niin genellestirilmis TL bi-ideali olsun. x,y,z € S i¢in,
fFHWHETF YT W) (@ = W' (fC))Tv' (f))Tw' (f(2)
< (fFOfWMf @) =1 (fley2) = fFH W) (xyz)
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olup, f~1(&") € GBIdeal(S, f~*(v"), T, L) dir.
(ii)Teorem 1.6.11° den ve (i) sikkindan f~1(u") € Bldeal(S, f~*(v"),T, L) dir.
(iii)u’ v"* TL quasi-ideali olsun. p' o v' Nv' o ' S p' olup, f1(w o v' NV op ') <
f(u") diir. Teorem 2.2.3 (iii) ile
FAY or fTHVINFTH V) op fTHW) S fH (W or v NV o ) S F7H (1)
olup, f~1(i') € Qldeal(S,f~*(v"),T,L).
(iv)u' v” niin TL interior-ideali olsun. x, y, z € S igin,
fREY@TF W@ (@) =0 (F)TH (fD))Tv' (f ()
< (fOfOMf@) = 1 (fxy2) = f W) (&xy2)
olup, f~1(&) € lideal(s, f~*(v"), T, L) dir.
Teorem 2.2.27: S; , S, yarigruplar, v; €Sub(S; ,T, L), v, €Sub(S,,T, L) olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
(Du; € GBIdeal(S;,v;,T,L),i = 1,2 ise u Xy, € GBIdeal(S;xS,,v1x7v,, T, L),
(iu; € Bldeal(S;,v;, T,L),i = 1,2 ise u;xpu, € Bldeal(S;xS,,v,x70,,T, L),
(iii)u; € lideal(S;,v;, T, L),i = 1,2 ise uyxpu, € lideal(S;xS,,v;x7v,, T, L).

Ispat:
(i) Agik olarak pyxpu, S VX7V, dir. x = (X1,%3), V= (V1,¥2), z =(24,2;,) € S;xS, igin,
(pr2x7u2) () T(W12702) D Ty X7 12) (2)
= p1 () Tz (x2) Ty (Y1) Tva (Vo) Ty (21) Tz (22)
= p1 (x)Tvs (Y1) Ty (20) Ty (62) Tvo (¥2) T2 (22)
< p1 (01 Y120 Tpa (x2Y222)
= (uaxrp2) (xy2z)
Dolayisiyla, pqxru, , v1x70,'nin genellestirilmis TL — bi-idealidir.
(if)Teorem 1.6.14 ve (i) den elde edilir.
Dolayistyla pqx7p, , V1 XrU,'min TL — quasi bi-idealidir.
(ii)x = (x1,%2), ¥ = V1, ¥2), z =(z1,2,) € 5:xS, i¢in
(1x72) ()T pax7p2) T (v1x702) (2)
= U3 (1) Tz (02) Tty (Y1) T2 (¥2) Tv1 (21) TV, (22)
= 01(x1) Tpa (y1)Tv1(20)Tvz (x2) Tz (y2) Tz (22)
< 1 (X1y121) T o (%2Y222)
= (pixriz) (xyz)
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Dolayisiyla, pqx7 i, ,vV1x70,'min TL — interior idealidir.

Tamm 2.2.28: p,v € F(S,L) olsun. Bu durumda G[u,v], Blw,v], Q[u,v], I[u,v] L-
altkiimeleri agagidaki sekilde tanimlanacaktir.

(NGl v] =pU pogveryp,

(i)Bu,v] = p U p? U porvory,

(iiQ[u vl =p VU uorvn voerul,

(I, v]=p U [ op por v].

Teorem 2.2.29: v € Sub(S,T,L), u € F(S,v, L) ve T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olsun.
Bu durumda asagidakiler gegerlidir.

()G [, v] L-altkiimesi u'yu kapsayan v'niin en kiigiik genellestirilmis T Z-bi idealidir,
(il)B[u, v] L-altkiimesi u'yu kapsayan v'niin en kiigiik T Z-bi idealidir,

(i) Q[u, v] L-altkiimesi u'yu kapsayan v'niin en kii¢iik T Z-quasi idealidir,

(iv)I[u, v] L-altkiimesi u'yu kapsayan v'niin en kiigiik T Z-interor idealidir.

Ispat:
(DuCSvveporvoru Svopvorv S voldugundan, G[u, v] € v dir. Ayrica, u € G[u, v]
dir. Diger taraftan,
(WU porveru) epvop (WU por oy i)
= (uorvor ) U (uopvor pogvop u) U (opvop o vor u)
U (uorverporveoriorvor i)

C (uorvorp)U (uogvorvoprvor u)U (opvopUopvorvor oy i)

C (uorvorpu)U (uorvopru) U (uorvorpu)

= (uorvoru)

S pU porvoeryu
olup, G[u, v] v’nlin genellestirilmis TL-bi idealidir.
Son olarak, u € 0 ve 8 € Gldeal(S,v,T, L) alinsin.

UU porpvoruS U Bopvor 86

Buradan G[u,v] € 6 dir. Boylece G [u, v] p'yu kapsayan v'niin en kiigiik genellestirilmis T Z-
bi idealidir.
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(IDUCv poru SvorvCuv,uopvoru Svopvorv €S v oldugundan, Blu,v] S v
diir. Ayrica, u € B[y, v] dir Diger taraftan,
(MUp?U porverp)orvor (WU U popvor )
= (uerver W)U (uorvor u?) U (uorvorporver u) U (u? op vor 1)
U u?orvoru?) U (u?epvopporvoru) U (o voy ooy k)
U(uorvorporvor u?) U (Uopvoyp ogvoy florpvor i)
C (uorvorp) U (ogvorvoru) U (Uogpvorvopvor )
Uuogrvoegrvorp)U(uorvorvervorp)
U(uorvervopvorvoru) U(Uopvorvorvor )
U(uorvervopvorvor u) U(UopUopvopvorvor oy i)
C (porvorp)
S UUUPU pogrvorp
Ote yandan,
(MU PP U pogvopp)or (WU U? U popvor p)
CprupPuptorverpu P uptupdorvory
U pogveru? U popvopu U popvopu?orvorp
Cu?U porvorpUporvorvorpUporvorp
UporvorvoruUporvorvorvoruUporvorvorp
Uporvorvorvoru U propvorv?orvor
S UV pogvorpuVU popvop U opvop uU popvor
Uporvor U popvoruU popvorulU porvoru
Cu?U porvor u SpuU U U popvorp
olup, pUp?U popvoruTL altyarigruptur. Dolayisiyla, u U u? U por v op i v’ niin
TL —bi idealidir.
Son olarak, u € 6 ve 6 € Bldeal(S,v, T, L) alinsin.
UUU? U popvop uS QUBorBUBorvor HC 6
Buradan B[u,v] € 6 dir. Boylece B[u, v] u'yu kapsayan v'niin en kiigiik T Z-bi idealidir.
(ifiuSvveporvN voru SvorvN vVorv S v oldugundan Qu,v]< v diir. Ayrica,
U S Q[u,v] dir. Diger taraftan,
WerpUlpervn verpu)N(uU [uervN verp])orv)
=@erw)U@er[uervNveppu])N(uervUfpervn veru]er v)

S @oruU@orporvNuv?oru)) N(uervU (porv?N vorporv))
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CvorpU@NUeru)) N(perv VU (Hopvn v))
C pUfpervnvery]
olup, Q[u, v] v’ niin TL —quasi idealidir.
Son olarak, u € 0 ve 6 € Qldeal(S,v,T,L) almsin.uoyv S @orvVve voru S voy b
oldugundan,
uUluervnNvopu ]S OU[Borvu Nvop O] € O dir. Boylece Q[u,v]u'yu
kapsayan v'niin en kiigiik T Z-quasi idealidir.
(iVJu Svvevoppuorv Svopvorv € voldugundan Iy, v] € v dir. Ayrica, u € Iy, v]
dir. Diger taraftan,
vor (U vorporv])orv=vor porvUv?orporv?C vep porvu
Vor or VS pU [ver poru]
olup, I[u, v] v’ niin TL —interior idealidir.
Son olarak, u € 0 ve 8 € Ildeal(S,v, T, L) alinsin.
UU[veppuorv]€OUvorBorvC b

oldugundan, I[u, v] u'yu kapsayan v'niin en kii¢iik T Z-interior idealidir.

Sonug¢ 2.2.30: v € Sub(S,T,L), puy, 4y € F(S,v,L) ve T sonsuz V- dagilimh bir t-norm
olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir.
(Dpy, 2 € GBI(S,v,T, L),

Py Vil = Glpg U g, v] = piy U i U (g o7 U og pp) U (g o7 U o7 iy)
(i)p1, p2 € BI(S, 0, T, L),

Hy V ity = Blug U pp, v]
= Uy Uy U (Ug o7 ) U (Hp o7 1) U (g o7 v o7 )
U (U o7 v o pUq)

(”I).u'll Uz € QI(S, v, T’ L)a
Hy Vi = Quq U pp, v]
=t Uz U ((ug o7 v) N (U or uz)) U ((uz o7 v) N (U o Uq))

(iv)nu'll Uz € II(SJ U, T; L);

Vg = 1 [ug U pip, v]=p1 U pp U (v og g o7 v) U (U op i o7 V)



3. SONUCLAR

Bu tezin birinci boliimiinde TL —altyarigrubun 7Z-sol ideal, 7Z-sag ideal ve TLZ-iKi
yanli ideal tanimlar1 verilmis, aralarindaki iliskiler incelenmistir. Asagidaki sonuglar elde
edilmistir.

1) TL — altyarigrubun TL —sol (sag, iki yanli) ideallerinin karekterizasyonu
verilmisgtir.

2) Lldeal(S,v,T,L) (RIdeal(S,v,T,L),Ideal(S,v,T,L)) " S " bagtisina gére tam
kafes belirtigi gosterilmistir. Ayrica bu kafeslerin infimum ve supremumlari
belirlenmistir.

3) TL — altyarigrubun TL —sol (sag, iki yanli) idealleri kullanilarak yeni TL —sol
(sag, iki yanli) idealler tliretilmistir.

4) TL —altyarigrubun TL —sol (sag, iki yanli) idealinin goriintiisi, ters-goriintiisii ve
kartezyen ¢arpimlarininda ayni 6zellikte oldugu gosterilmistir.

5) Son olarak u'yu kapsayan v'niin en kii¢iik TL —sol (sag, iki yanli) ideali

belirlenmistir.

Bu tezin ikinci kisminda TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —Dbi ideali, TL —bi
ideali, TL —quasi ideali ve TL —interior ideali tanimlar1 verilmis ve asagidaki sonuglar elde
edilmistir.

1) TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —bi ideali (bi, quasi, interior) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart verilmistir.

2) TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —Dbi ideali, TL—bi ideali, TL —quasi ideali ve
TL —interior ideali arasindaki iliskiler incelenmistir.

3) TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —bi ideali (bi, quasi, interior) ile giicli
seviye alt kiimesi arasindaki iliski incelenmistir.

4) TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —bi (bi, quasi, interior) ideallerinin kiimesi
" C " bagintisina gore tam kafes belirtigi gosterilmistir. Ayrica bu kafeslerin
infimumlar1 belirlenmistir.

5) TL —altyarigrubun, genellestirilmis TL —bi (bi, quasi, interior) idealleri
kullanilarak yeni TL —altyarigrubun, TL —genellestirilmis bi idealleri (bi, quasi,

interior) tiretilmistir.
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6) TL- altyarigrubun, genellestirilmis TL — bi (bi, quasi, interior) ideallerinin
gorintiisii, ters-gdriintiisii ve kartezyen ¢arpimlarininda ayni 6zellikte oldugu
gosterilmistir.

7) Son olarak u'yu kapsayan v'niin en kiigiik genellestirilmis TL bi (bi, quasi, interior)

ideali belirlenmistir.



4. ONERILER

1)T L- altyarigrubun, genellestirilmis TL — bi (bi, quasi, interior) ideallerinin kafesinin
modilerlik, dagilimlilik ve komplementlenebilirlik 6zellikleri incelenebilir.
2)Yapilan galismalar T sonsuz V- dagilimli bir t-norm olmadigi durum igin
incelenebilir.

3)Elde edilen teorem ve sonuglar literatiirde var olan Relative T'L-idealler ile

yeniden degerlendirilebilir.
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