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OZET

Bu tezde, Srivastava ve Gupta tarafindan tammmlanms olan G . toplamsal

integral tip lineer pozitif operatorler genel ailesinin farkh fonksiyon uzaylarinda
yaklasim o6zellikleri arastirilmis ve su sonugclar elde edilmistir. i1k olarak, [0, )

da siirekli ve o da polinomsal biiyiime hizina sahip fonksiyonlarin uzayinda

G

nc operatorler dizisinin agirhkh yaklasim o6zellikleri incelenerek agirhkh
siireklilik modiilii cinsinden bu operatérlerin yaklasim hiz1 elde edildi. ikinci

olarak, G . operatorler dizisinin simultaneous yaklasim ozellikleri arastirilarak

noktasal yakinsaklik teoremi ve Voronowskaja tip asimptotik yaklasim teoremi

elde edildi. Ayrica diizgiin fonksiyonlar i¢in G . operatorleri ile yaklasimin
derecesine ait bir oran verildi. Son olarak, G operatorlerinin Bezier varyanti

tammmlanarak smrh salinimh fonksiyonlar icin bu operatorler dizisinin

yaklasim hiz1 iizerine bir oran elde edildi.
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ABSTRACT

In this thesis, we investigated the approximation properties of a general family

of summation integral type linear positive operators G__ , defined by Srivastava

n.c ?
and Gupta, in different function spaces and we obtained the following results.
Firstly, we investigated the weighted approximation properties of the sequence

of the operators G, . for continuous functions on [0,00) and having polynomial

growth at infinity. We estimated rate of convergence of these operators in
terms of the weighted modulus of continuity. Secondly, we studied the

properties of simultaneous approximation by the operators G, .. We established

the basic pointwise convergence theorem and Voronowskaja type asymptotic
approximation theorem. Moreover, we gave an estimate of degree of

approximation by G, for smooth functions. Finally, we introduced the Bezier
variant of the operators G . and obtained an estimate of the rate of

convergence of sequence of these operators for functions of bounded variation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simge ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

Cla,b] Sonlu aralikta siirekli fonksiyon uzay1

p(X) Agirlik foksiyonu

B,(R) Her x e R igin |f(X)| <M, p(X) kosulunu
saglayan fonksiyon uzayi

C,(R) Her x e R igin |f(X)| <M, p(x) kosulunu
saglayan stirekli fonksiyon uzay1

ck feC : limM:kf < oo altuzayl

P 4 ‘X‘%oo p(X)

|| f ||p B,(R) uzayinda tanimlanan norm

<a, b > [aa b]a [aa b)a (aa b]a (aa b)a (—OO, OO): (—OO’ a)a (aa OO)
araliklarindan biri

o(f,0) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Q(f,0) f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiili

BV,[0,) Sonlu alt aralikta, her X € R i¢in

| f (X)| <M, (1+x)” kosulunu saglayan sinirl
salinimli fonksiyonlar uzay1

V() f nin [a,b] araligindaki toplam salinimi



1. GIRIS

Yaklagim teorisinin merkezi teoremlerinden biri keyfi bir fonksiyonun daha basit,
daha kullanish olan diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir.
Ornegin bir fonksiyonu kuvvet serilerine agmak i¢in ugrasirken polinomlar cinsinden
fonksiyonun bir gosterimini bulmaya c¢alisiriz. Boyle bir gosterim siklikla
coziimlenemez olan bir fonksiyon hakkinda bilgi elde etmenin basit yolunu verir.
Polinomlarin sonlu ¢oklukta sayilar cinsinden gosterilmelerinin avantajlari
kullanilarak bir polinomun degerini bilgisayarlarda hesaplamak kolaydir. O halde bir
fonksiyonu dogrudan degerlendirmek ve zor bir program yazarak sonunda yaklasik
bir cevap bulmak yerine fonksiyonlara yaklagan iyi bir polinom bulup bu polinom
icin paket programlar kullanarak daha net bir sonug elde edebiliriz. Bu durumda basit
ve daha kullanighh fonksiyonlarin smnifi ne olmalidir ve yaklagsabilecegimiz

fonksiyonlar hangi tiir fonksiyonlardir sorusu giindeme gelmektedir.

Bilindigi gibi sonlu [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonu i¢in f(X) e [a,b]
araliginda diizgiin yakinsayan bir {Pn(x)} polinom dizisinin varligi Weierstrass
tarafindan ispatlanmistir (1,2). Bu teoremi ispatlamak isteyen matematik¢ilerden her

birisi bir dizi olusturmus ve bu dizilerin olusturulma teknigi lineer pozitif

operatorlerle yaklasim problemini ortaya ¢ikarmistir. Bernstein (3) [0,1] araliginda

stirekli fonksiyonlara yaklagim i¢in

Bn(f;x)zzn:f(Ej(njxk(l—x)”‘k,Oﬁxﬁl
o \nJk

toplamsal operatoriinii tanimlayarak bu operatorler dizisinin [0,1] araliginda diizgiin
olarak f fonksiyonuna yaklagtigini ispatlamistir. Bohman (4) 6zel bir lineer pozitif
operatorler dizisi tanimlayarak bu tip dizilerin [0,1] kapali araliginda siirekli
fonksiyonlara yaklagim kosullarin1 vermis daha sonra Korovkin (1,2) daha genel
durumda lineer pozitif operatdrler dizisinin yaklasim problemini ele alarak

“Korovkin Teoremi” olarak bilinen teoremini ispatlamistir.



Siireksiz fonksiyonlar i¢in Chlodovsky (5), Herzog ve Hill (6) tarafindan f nin
[0,1] araliginda smirlt ve bir X € (0,1) noktasinda birinci gesit siireksizligi olmasi

halinde

B, (F:x)= [ f () + F(x2) [1.1]
n—»o0 2

oldugu ispatlanmistir. Benstein operatoriiniin birinci ¢esit siireksizligi olan
fonksiyonlar i¢in yaklagim hizt Cheng (7) tarafindan elde edilmistir. Belirtelim ki

f, [0,1] araliginda sinirli salinimli ise bu durumda [0,1] araligindaki her X igin Es.

1.1 ifadesi acik olarak dogrudur.

[0,1] araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklagmak i¢in Durrmeyer

(2) Bernstein polinomlarinin integral modifikasyonunu
n k n-k
Pri (X) = (ij (1=x)

olmak iizere
D, (130 = (1+1)Y p,, 0] p,, O f [1.2]

olarak tanimladi ve bu operatorlerin yaklagim 6zelliklerini inceledi. Bu operatorlerin
sinirlt salimimli fonksiyonlar i¢in yaklagim hizina ait sonuclar Guo (8) tarafindan
verilmigtir. Ayni zamanda Es. 1.2 de verilen bu operatdriin bazi kiiclik
modifikasyonlar1 yapilarak smirli salinimli fonksiyonlar i¢in yaklasim hizina ait
tahminler elde edilmistir (9). Sinirli salinimli fonksiyonlara, Bojanic (10) Fourier
serileriyle, Bojanic ve Vuilleumier (11) Fourier- Legendre serileriyle, Bojanic ve
Cheng (12) Hermite- Fejer polimolariyla, Cheng (13) Benstein polinomlartyla, Guo

ve Khan (14) Baskakov ve Mirakjan- Szasz operatorleriyle yaklasim hizi tahmininde



bulundular. Bu sonuclar [0,0) da noktasal olarak veya sonlu kapali alt araliklarda

verilmistir.

Agrawal ve Thamer (15) temel fonksiyonlar1 klasik Baskakov fonksiyonlar1 olan bir
toplamsal-integral tip operatdr tanimlayarak bu operatorlerin [0,00) araliginda
stirekli ve polinomsal biiylime hizina sahip fonksiyonlara simultaneous (ayni anda,
eszamanli) yaklasim Ozelliklerini arastirdilar. (16) da Srivastava ve Gupta 6zel
durumlar1 yaklagim teorisinde dnemli bir yer tutan bazi 6nemli operatorleri iceren
toplamsal-integral tip operatorlerin bir genel dizisini tanimladi. Bu operatorler

dizisinin, [0,0) un sonlu alt araliklarinda smirli salinimli fonksiyonlara ayrisim

teknigi ile yakinsaklik hizi {izerine bir tahmin verdiler. Bu operatorler

—NX :0
go0=1 5 €
’ +cx)™°, c=1,2,3,...
Ve
k
—X
prix0) = g )

olmak tlizere
G, (f;X) =N P, (X:0) j Prcss () F ()AL +p, (%) F(0)
k=1 0

bi¢giminde tanimlanmaktadir.

Bu tezde amacimiz, G, genel lineer pozitif operatorler dizisinin farkli yapidaki

fonksiyon uzaylarinda yaklagim 6zelliklerini arastirmaktir.

Bu tez birinci boliim giris boliimii olmak iizere bes boliimden olugsmaktadir.



Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavram ve teoremler kisaca

verilmistir.

Tezin tic¢lincili, dordiincii ve besinci boliimleri tamamen orjinal olup asagidaki

incelemeler yapilmustir.

Ucgiincii béliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda [0,00) araliginda siirekli

ve oo da polinomsal biiyiiyen fonksiyonlara G, operatorlerinin agirlikli yaklagim

ozellikleri incelenmistir. Ikinci kistmda bir agirlikli siireklilik modiilii tanimlanarak
yaklagim hizina iligkin bir sonug elde edilmistir.

Dérdiincii  bolimde G, operatorlerinin - simultaneous yaklagim  ozellikleri

incelenmistir. Simultaneous yaklasimda ii¢ problem iizerinde durulmustur. ilk olarak
operatdriin I' inci basamaktan tiirevinin fonksiyonun I' inci basamaktan tlirevine

noktasal yaklasimi verilmis ikinci olarak [0,c0) araliginda I inci basamaktan

tirevlenebilen fonksiyonlar i¢cin Voronowskaja tip asimptotik yaklagim incelenmis

ve son olarak da diizglin fonksiyonlara yaklasim oran1 verilmistir.

Besinci bolim G, operatorlerinin daha genel bir durumu olan Bezier varyantinin

yaklagim ozelliklerinin incelendigi boliimdir. Bu boliimiin ilk kisminda G, .

operatoriiniin Bezier varyant1 tanimlanarak operatoriin sinirli salinimli fonksiyonlara
yaklagim hizina iligkin bir teorem elde edilmistir. Bu teorem (16) de verilen
teoremden daha geneldir ve operatoriin 6zel durumlart (17-20) deki sonuglarida

icermektedir. ikinci kisminda G,. operatorinin c=1 durumunun basit

modifikasyonu olan (15) de tanimlanan M, operatorlerinin Bezier varyantini
tanimliyarak bu operatorler dizisinin [0,00) araligmin sonlu alt araliklarinda smnirl

salinimli fonksiyonlara yaklasim hiz1 olasilik teorisinin bazi1 sonuglar1 kullanilarak

elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Lineer Pozitif Operatorler

X veY lineer normlu fonksiyon uzaylart olsun. X den alinan her f fonksiyonuna
Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kuralina X den Y ye operator denir.
f eX ve X, g nin tamm kiimesine ait olmak tlizere g(X)=L(f;X) bi¢iminde

gosterilir.

Tanim 2.1.1: L: X —Y bir operatér olsun. Her f,,f, € X ve a,a, e R olmak

uzere

L(a f, +a,f,;x)=aL(f;x)+a,L(f,;;x)

esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.

Tanim 2.1.2: L:X —Y lineer operator olmak {izere Kabul edelim ki

X*={feX:f(t)=0} ve Y ={geY:g(x)>0} olsun. Eger, X uzaymnda

tanimlanan L lineer operatorii, X* kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y*

kiimesinde bir fonksiyona doniistliriiyor ise L operatoriine lineer pozitif operator

denir.

L lineer pozitif operator ise L(X')cY" saglanir. Yani f(t)>0 oldugunda

L(f;x)>0 olur.

Onerme 2.1.3: L: X =Y lineer pozitif operatdr olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

i) f,g € X olmak iizere Vt igin f (t) < g(t) ise L( f (t);x) < L(g(t);x) dir.

Buna L lineer pozitif operatoriiniin “monotonluk 6zelligi”’denir.



i) |L(f5x) < L(f

;X)) .
2.2 Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsakhik Kosullar:

1951 yilinda H. Bomann, toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f(x) fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir.

H. Bohmann (4) gostermistir ki x€[0,1],0<a,, <1 ve kK<r i¢in «,, <a,,

oldugunda
I-n ( f 5 X) = z f (an,k ) pn,k (X); pn,k (X) 20
k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin, n— o igin [0,1] araliginda siirekli f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ii¢c tanedir.

Bunlar:

%EE” L, (LX)~ 1||C[0,1] =0

%me” L, (tx) - X”C[O,l] =0

) 2.y _ w2 =
il s0-x],,, <0

seklinde ifade edilirler.

Asikardir ki Bohmann' 1n arastirdigi operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1]

araliginin disindaki degerlerden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin, H. Bohmann' in teoremini daha genel bir halde

vermistir.



Teorem 2.2.1 (Korovkin Teoremi): {Ln} lineer pozitif operatorler dizisi olsun.

a,(X), 5,(X) ve 7, (x), [a,b] de diizgin olarak sifira yakinsak olmak {izere

VX € [a,b] i¢in

L,(1;x)=1+¢a,(X)
L, (t;X) =X+ B,(X)
L, (%) = X +7,(X)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L (f;x), [a,b] araligi izerinde f(X) e diizgiin

olarak yakinsar. Burada f, [a,b] de siirekli, a da soldan, b de sagdan siirekli ve R

de siirl bir fonksiyondur (1,2).

Korovkin teoremi sonlu araliklarda saglanmasina ragmen sonsuz aralikta saglanmaz.
Sinirsiz bolgelerde Korovkin teoreminin saglanmadigini ve hangi kosullar altinda
problemin saglandigini 1976 yilinda A. D. Gadjiev (21,22) de vermistir.

Bu konuda Gadjiev' in ispatladigi teoremleri verelim.

2.3. Agirhikh Uzaylar

o(X) reel eksende siirekli monoton artan fonksiyon olmak ilizere p(X)=1+ [(p(x)]2

olsun. Bu durumda

[f (0| <M, p(x), M; >0

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini B, (R)

ile B, (R) uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini C (R) ile gosterelim. Bu

uzaylar



111, :sup{%:XeR}

normu ile birer normlu uzay olur. Burada p ya agirlik fonksiyonu B (R) ve

C,(R) uzaylarina ise agirlikli uzaylar denir. C (R) uzayinin

im T _ k, <o
K== p(X)

kosulunu saglayan fonksiyonlarinin kiimesini C/'; (R) ile gosterelim. C/'; (R) uzay

C,(R) uzaymn bir alt uzayi olur. Asagidaki teoremler (21-23) de bulunabilir.

Teorem 2.3.1 (21,22): ¢(x) reel eksende siirekli monoton artan fonksiyon olmak
lizere p(X) =1+ [go(x)]2 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
(). C,(R) uzaymndan B, (R) uzayma 0Oyle {Aj} lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanabilir ki bu operatdrler dizisi igin

lim||A, (¢":%) - 9" (x)] =0 v=0.12

[2.1]

kosullar1 saglanmasina ragmen dyle bir " e C ,(R) fonksiyonu bulunabilir ki
m\m(f*;x)— f*(x)Hp >1 olur.

(ii). C, (R) uzaymndan B (R) uzaymna bir {A1} lineer pozitif operatorler dizisi Es.
2.1 kosullarini sagliyor ise her f e C;(R) icin %E&”A‘(f;x)_ f(X)”p =0 esitligi

saglanir.



p=1 olmak izere L, wuzayr p-yinci mertebeden Lebesgue anlaminda

integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1r olsun. Simdi sonsuz bolgede L, = uzayini

p.p

tanimlayalim. p(X) =1+ x> agirlik fonksiyonu, h > 0 keyfi sabit ve p >1 igin

1/p
1x+h P
Lp’pz f:[ﬁ'ﬂf(uﬂ du} <M p(x), M; >0
x—h

biciminde tanimlanir. Bu uzayda norm

1 x+h p e
(2hj|f(uﬂ duJ

x=h

P(X)

f —
[, =sup

seklinde tanimlanir. Bu uzayin iki alt uzayini

1 x+h p e
{2hf|f(uﬂ du}

X =Jlfel xh
P(X)

: lim
p.p p,p ‘X‘—)w

=k, <o

ve

Ko —
L, ={fel :k =0}
olarak tanimlayabiliriz.

Teorem 2.3.2 (23): L,, dan L, ya doniisim yapan Gyle lineer pozitif {A |

operatorler dizisi tanimlayabiliriz ki asagidaki sartlar gecerli olur.
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(i) Oyle bir K pozitif sayis1 vardirki her n igin ||A]||L L. <K saglanir.

(i) lim| At 0 - x| =0, v=0,1,2
saglanir ve L, ~ da Oyle bir f* fonksiyonu bulabiliriz ki n— o igin
|A (700 - f _ >0 olr

Teorem 2.3.3 (23): {Aﬂ} , L,, dan L, ya doniistim yapan lineer pozitif operatorler

dizisi olmak tizere

(i) Oyle bir K pozitif sayis1 vardirki her n igin ”A1||_ L SKve
(ii) m”mt 0 -x_ =0, v=012
kosullar1  saglansm. Bu durumda her f el icin  n—o iken

p.p

||A](f;x)— f||L — 0 olur.

2.4. Stmirh Salinimh Fonksiyonlar

f, [a,b] terinde tanmimli, reel degerli bir fonksiyon, p:{XO,Xl,.. X }, [a,b]

e
araliginin bir parcalanmasi ve P de [a,b] araliginin tim p pargalanmalarinin

kiimesi olsun. f nin [a,b] tlizerindeki toplam salinim1

V() :supzn]f(xk)— f (X))l

peP k=1
genisletilmis reel sayisidir.

Tanim 2.4.1: Eger, Vab(f) sonlu ise f fonksiyonuna [a,b] iizerinde sinirh

salinimlidir denir.

[a,b] tizerindeki sinirli salinimli fonksiyonlarin sinifi BV[a,b] ile gosterilir.
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Onerme 2.4.2: Eger f fonksiyonu [a,b] aralig1 {izerinde monoton ise f smirh

salinimlidir.

Onerme 2.4.3: Eger f vef, [a,b] iizerinde azalmayan iki fonksiyon ise

f,-f, e BV[a,b] dir.
Onerme 2.4.4: Eger f e BV[a,b] ise f azalmayan iki fonksiyonun farkidur.

Onerme 2.4.5: Eger f fonksiyonu [a,b] aralig1 iizerinde simirli salinimli ise her

¢ €(a,b) i¢in lim f(x)= f(c+) ve lim f(x)= f(c-) vardir.
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3. G, OPERATOR DiZiLERININ AGIRLIKLI YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde [0,o) araliginda polinomsal biiyiime hizina sahip stirekli fonksiyonlara
genel bir toplamsal-integral tip operator dizisi olan {Gn,c} operator dizilerinin

yaklagim oOzelliklerini arastiracagiz ve agirlikli yaklasim hizina ait bir sonug

verecegiz.

3.1. G, Operator Dizisi Ile Agirhkh Yaklasim

meN olmak iizere C, [0,00) smifi |f(X)|£ M, (1+x*™), M, >0, agirlik sartini
saglayan [0,00) araliginda siirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun. C, [0,0) lineer

uzayi

)
” f ||(2m) = nggm

normu ile bir normlu uzay olur. C, [0,0) uzaymdaki

limM:kf <o
x=o ]+ X

sartin1 saglayan fonksiyonlarin kiimesi CX [0,0) ile gdsterelim.

Bu kisimda Srivastava ve Gupta nin (16) da tanimladig1 6zel durumlart yaklagim

teorisinde ¢ok kullanilan bazi operatorleri igeren G, operatorlerini ele aliyoruz.

CX¥ [0,00) uzayinda bu operatorlerin agirlikli yaklagimini elde edecegiz.

Bu operatorler:
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—NX :0
go0=1 5 €
’ 1+cx)™°, c=1,2,3,...
Ve
prix0) = g )

olmak tlizere
Goo (F5X) =1 P, (60)[ Ppyeser (60) F (D)t +P, , (x:0) F(0) [3.1]
k=1 0

bi¢iminde verilmistir.

0
n=

Burada {4, .(X)} _

asagidaki ozellikleri saglar:

fonksiyonlar dizisi [0,b], b >0, aralig1 tizerinde tanimli olup

(i). Her ne N i¢in ¢, . € C*[a,b], b>a>0.
(i)). Her ne N igin ¢, (0)=1.
(iii). Her ne N ve k e NU{0} i¢in (-1)“¢(x) >0, 0<x<b, oldugundan 4, . (X)

katli monotondur.

(iv). Her ne N ve k e NU{0} igin ¢ (x) = —ng%} . (X) esitsizligi saglanur.

n,c n+c.,c
Bu operatorler ¢ =0 i¢in ;

e—nx (nx)k

pn,k(x;o) = k'

olmak tlizere
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Gy (130 = 1Y Pry (60) By () F (DL +,, (50) T (0) 32]

bigiminde tammli G, operatdrleri (17,18) de tanimlanan ve yaklagim ozellikleri

incelenen Phillips operatorlerine indirgenir.

c=1 icin;

n+k-1 k —n/c—k
Pk (1) = K X (1+X)

Gy (F:0 =03 Py (6D Py (D F O +p,,, (1) 0) [3.3]
k=1 0

bi¢iminde tammli G, operatorleri (20) de tanimlanan toplamsal integral tip

operatorler olur. Bu operatorlerin = (20) de simultaneous yaklasim o6zellikleri

verilmistir.

Lemma 3.1.1: meN ve x>0 olmak lizere,

n(n+c)....n+(m-1)c) < 4 n(n+c)....n+(m-2)c) !
(n—c)(n—=2c)...(n—mc) ' (n=c)(n-2c)...(n—mc)
+..+a, n
(n—=c)(n—=2c)....(n—mc)
(ii). p(X)=1+x" olmak iizere G,.(p;X) <M p(X) olacak bigimde bir M >0 sabit

(). G, (t";x) =4,

X, 8, =1,a =m(m-1),a,,...,a, , €N

sayis1 vardir.
Ispat (i). ¢ =0 icin:

e ™ (nt)*

pn,k (t’ O) = k'



Ve

e—nt (I"It)k -1
jpnk [(t;0)t"dt ! b t"dt
B 1 0 —u (u)k+m -1
™Y (k=1)!

_ I'(k+m)

n™"(k =1)!
_k(k+1)... (k+m-1)
- nm+1

olur. Burada I', Gamma fonksiyonudur.

Bu durumda

M) ik(kﬂ) (K+m=1)

k=1

pn,k (X’ 0)

olur.

k,meN ve k #m—1 olmak tizere

— m—1-i

H(k+ j) = Za, H (k-1j), a, =1l,a =m(m-1),a,,...a_, €N

esitligi yardimi ile

Gn,c(tm; ) mzal |:Z k(k 1) (knm (m_l 1))e—nx (nli(') :|

R N
_a{Z—e (k—(m—i))!}

15

[3.4]
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St Lmomt| 3 e (0T
=LA [ze (k—(m—i»!}

~Ya Ly [3.5]
n

elde edilir.

c=12,3,... igin:

n/c+k—1)  T(n/c+k) (x.0) = n/c+k-1)  (cx)
k " T(kk+DI(n/c) T k (1+cx)" e

olmak tlizere

% n/c+k—1\% k-t
J. pn+c,k71 (t;C)tmdt :[ + jJ‘ (Ct) tmdt
0

k-1 (1+ct)/e
~ n/c+k-1)% "™
- Cm+1 (1+u)n/c+k

1 F(n/c+k) ['(k+m)'(n/c—m)
S c™ r(kI(n/c+1)  L(n/c+k)
_k(k+1D)...(k+ m-1)

"~ n(n-=c)....(n—mc)

dir.
O halde

b ~k(k+1)...(k+m—1)
G, (t ,x)—zpn,k(xac) (N—c)..(n—mc)

i(n/mk—le(kH) (k+m=1) (cx)*

(n—c)...n—=mc) (1+cx)"*

[3.6]

k=1



Es. 3.4 Es 3.6 ifadesinde yerine yazilirsa

. = (n/c+k—1 Z}a'lj_[(k_])
G, (t ;x):Z( ) J

i 1 n/c+k-1

:Za'—);( . Jk(k—l)...(k—(m—l—i)) (€x)

= (n—c)..(n—-mc m

(cx)"

(1 + Cx)n/c+k

()"

(n—c)....(n—mc) (1+cx)"'***

I
QD

y ! T(n/c+k) o
2 =0 n-mo) & T(k+ prn/oy kM=)

n n i
S 1 O L I S S )
7 (n=c)..(n—mc) 5% (k—(m—i)!T(n/c) n .(ner_l_i)(lJrcx)”/C+k

c

c

o))

17

c e r'(n/c+k) 1 (cx)"

LI T

7 (= 0)(n-me) & (k= (M-I N N o)
c ¢C

n n .
e L T(n/c+k) (cx)

~" (n- c) (n=mc) & (k—=(m=i)!IT(n/c+m—i) (1+cx)" ™

Il
QD

n n )
e MY e nreken) oot
_| (n C) (n mC)kml k (m |) (1+Cx)n/c+k

Il
QD

n n .
m-1 E(E +m-1-1) n/c+k—1 (CX)k—(m—i) (CX)m*i
i= (n=c)....n—mc) SLlk—=(m—i) (1+Cx)n/c+k

Il
QD

m-1 C.“(C+m_1_i)( X)m_i i (rll/c-l—k—lj (CX)ki(:]:ik
—(Mm—1i) ) (1+cx)

i= (n C) (n mC) k=m—i

= ( +m-—1-i)

a =onomey @

m-—

n-! . n(N+¢)...(N+(M—-1-1)c)

=0 (n—c¢)...(n—mc)

olur.

n/c+k

[3.7]
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O halde Es. 3.5 ve Es. 3.7 ifadelerinden ¢ =0,1,2,... i¢in

n(n+c)....n+(m-1)c) <M 4 n(n+c)...(n+(m-2)c) L1
(n—c)(n—-2c)...(n—mc) ' (n—c)(n—2c)...(n—mc)

n
™ (n=c)(n-2c)...(n—mc) X

G, (t";x)=a,

+..+a

elde edilir.

(i). G, (1+t™;x)=G, (LX)+G, (t*";x)=1+G,  (t*";x). Lemma 3.1.1 (i)
sikkindan dolay1 Gnﬁc(tzm;x) ifadesi derecesi 2m olan bir polinomdur. Bu

polinomun katsayilarina sirastyla

n(n+c)....n+(2m-1)c)
(n—c)(n—-2c)...(n—2mc)

bO (na m7 C) =

\%~

b.(n,m,c) = a, n(n+¢)..(n+@m-i-1)c) ,i=1,2,3,....2m—1
(n—c)(n—2c)...(n—2mc)

denilirse n— oo igin by(n,m,c) >1vei=12,.,2m-1iginb (n,m,c) -> 0 olur.
1=0,L...2m—-1 i¢in b(n,m,c) katsayilarinin bir st sinirt M, 21 olsun. Bu

durumda

G,.( +tPMx) =1+ G, . (t*™; x)
<T+M, (X7 + X" + .+ X)

<M, (X7 XM L+ x+1)

1+ X+...4+ x*"
ve syp——

T <M, olmak iizere MM, =M denilirse
x>0 + X
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G, 1+ %) < M (1+x")

olur.

G,., C,,[0,00) dan B, [0,0) a bir operatordiir.

nc?

Lemma 3.1.2 (16): meNuw{0} olmak iizere m -yinci moment fonksiyonu
T..(X0)=G, ((t — X)m;X) olsun. O zaman

T, (x0)=1, T (xC)= i, T (xC)= X(1+cx)(2n—c) + (1+ 3cx)ex
, ’ n-c ’ (n—c)(n—2c¢)

T, n(x:0) = O(n 1™y dir,
Teorem 3.1.3: Her me N ve her f € CX [0,00) igin

=0

@em

G, (f:0— F (0

lim‘
n—oo
olur.

Ispat. Lemma 3.1.2 den G,.(I,x) =1 oldugu i¢in

G..(I;x)-1
G,.(;X)— 1H(m = sgg%ﬁ‘ =0

olur.

Lemma 3.1.1 (i) den



n(n+c)..(n+(m-1Nc)
(n—c)(n—2c)...(n—mc)
n

G, (t";x)—x" :(

ljxm+a

+.+a,, X
(n—c)(n—2c)...(n—mc)

yazilirsa

Gn’c(tm;x)—xm‘

1+ x*™

G, (t";x) - XmH(Zm) =sup

x>0

2
_ oM )sup X+ X 4.+ X

m

%20 1+ x*"

=0(n™")
esitligi elde edilir.

Benzer bigimde

G, (") X", =0(n™)

olur.

O halde Teorem 2.3.1 den

=0

lim‘ -
n—o (2m)

G, (f:)— f(x)|

olur.

n(n+c)....n+(m-2)c) !
' (n-c)(n—2c)...(n—mc)

20
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3.2. G,. Operatoriiniin Agirhkh Siireklilik Modiiliiyle Yaklasim Hizinin

Hesaplanmasi

Tanim 3.2.1: <a,b>c R alt araliginda tanimh reel degerli ve siirekli bir f

fonksiyonu i¢in >0 olmak lizere w(f,d)= sup |f(x)— f(y)| sayisina f nin
|x-y|<o

birinci siireklilik modiilii denir. @(f,d) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

(1). o(f,0) fonksiyonu 6 nin monoton artan fonksiyonudur.

(i1). ;l—gl o(f,0)=0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun < a,b >
araliginda diizgiin siirekli olmasidir.

(iii). Her r e N igin o(f,ro) <rw(f,0) esitsizligi saglanir.

(iv). Her A e R" i¢in o(f,18) < (A+1)w(f,5) esitsizligi saglanir.

o(f,0) fonksiyonunun (ii) sikkindaki limitin 0 olmasi f nin <a,b> araliginda
diizgiin siirekli olmasi ile miimkiindiir. Biz ise f € Cj,[0,00) i¢in f nin [0,00)
araliginda diizgilin siireklilik kosulu olmaksizin G, operatorlerinin yaklagim hizini
[0,00) araliginin tamaminda elde etmek istiyoruz. Bu amacla [0,00) araliginda yeni

bir siireklilik modiilii tanimlayalim.

Tanim 3.2.2: f e C¥ [0,00) igin

f h)— f
0,(1,8)= sup FEM=100
xofn<s 1+ (X+h)™"

[3.8]

ifadesine f nin agirlikli siireklilik modiilii denir.

Farkli agirhikli uzaylarda toplamsal operatérler icin Gadjiev ve Ispir (24) de ve Ispir

(25) de agirlikls siireklilik modiilleri tanimlamislar ve 6zellikleri vermislerdir.
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Q. (f,0) agirlikh siireklilik modiiliiniin Tanim 3.2.1 de verilen birinci siireklilik

modiiliine benzer 6zellikleri sagladigini agagidaki Lemma da gdsterelim.

Lemma 3.2.3: meN ve f € C;m [0,0) olmak lizere Q _(f,0) fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglar.

(). Q,(f,0) fonksiyonu 6 nin monoton artan fonksiyonudur.
(ii). Her f € C¥ [0,00) icin lim Q_(f,5)=0.

50"
(iii). Her re N i¢in Q_(f,rd) <rQ, (f,0) esitsizligi saglanir.

(iv). Her A eR" igin Q, (f,A9) < (A+1)Q, (f,5) esitsizligi saglanir.
Ispat (i). Tanimdan agiktir.

(i1)). meN ve £>0 olsun. f e C;m [0,0) oldugundan Gyle bir X, >0 reel sayisi

T

bulunabilir ki her X=X, i¢in ———k;
X

<&g/2 esitsizligi saglanir. X, =X, +0

olsun. Bu durumda

O (f.o)s sup |[TEEW=T0O[ e - ()
osssadis] T+ O | Deies] T+ (e

<@y, (f,0)+ sup |f(x+h)—f(x)|

xex hiss| 14+ (X +h)>" |
olur. X=X, olmak lizere,
foem—foo| | fosm o fX
‘ 1+(x+h)" ‘_1+(x+h)2m CT 1+ (x+hy
B ALC S 1) I B ¢
T+ x+h)™ T 1+ (x+hy™
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2m 2m 2m

<5/2+‘ (21+x )f(x)2 _ 1+x K, + 1+Xx K, -k,

‘(1+xm)(1+(x+h)m) (1+ o+ hy™) " (14 (x+h)™)

2m 2m

<e/2+ L+x 2m| f(xz)m—kf +‘kf‘1—l+—X2m

1+ (x+h) |1+x 1+ (x+h)

2m

<ok f1-—X

1+ (x4 h)ym

<e+k \5%(2irnj5‘-l
i=1

0 zaman

2m 2m -
Q, (f.8) <@y, (f.8)+e+[k |6
i=1

esitsizligi elde edilir. Bu durumda lim Q_(f,0) < ¢ elde edilir ki & >0 sayis1 keyfi
50"

oldugundan ispat tamamlanur.

(ii1). r e N olmak iizere

r

| f(x+rhy— f(0)[=]D (f(x+kh)— f(x+(k=1h))

<r(1+(x+hy")Q, (f.5)
oldugundan Q_(f,ro)<rQ_(f,d) olur.
(iv). A< [[/1]] +1 esitsizligine (i) ve (ii1) uygulanarak elde edilir.

Teorem 3.2.4. meN ve f eCX [0,0) olsun. Bu durumda M, n den bagimsiz

pozitif bir sabit olmak iizere yeterince bliyiikk n ler i¢in
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<MQ, (f,n""?)

G, (f;x)-f(x)

(2m+1)
esitsizligi gerceklenir.
Ispat. Es. 3.8 ve Lemma 3.2.3 (iv) den

t-x

I (t)— f(x)|s(1+(x+|t—x|)2”’)(7+1]9m(f,5)

2m [|t—X| ]
<(1+@x+0) T+1 Q. (f,6)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige G, operatorii uygulanirsa

Gn,c (| f (t) — f (X)

;X)< Qm(f,a)[em (1+@x+1)"";x)

+G, ((1 +(2x+1)°" )@, XJ:l

[3.9]

elde edilir. Ikinci terime Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

G,. ((1 +x+t") I ;X| : x] < (G ((1 F@x+ty") ;x))m {G [|t ‘52X| ;XD

[3.10]

esitsizligini elde ederiz.

Es. 3.10 esitsizligi Es. 3.9 da yerine yazilirsa



25

G,. ([T

+(em ((1+(2x+t)2“‘)2 x)) [G {It ;;Iz XB [3.11]

;x)ﬁQm(fﬁ){Gn,c (1+@x+1)"";x)

olur.

Lemma 3.1.1 (ii) den

G, (1+(@x+1)":x) < My (1+X°™) [3.12]
Ve
(6. ((1e@xrv)5x)) <My [3.13]

esitsizliklerini saglayan M, ve M, pozitif sabitleri vardir.

Lemma 3.1.2 den

1/2
|t—x|2 1+x
G ;X On‘”2 X+X <M, —= 3.14
(n,c[ 5 ]J (n—"7) Sn” [3.14]

(1 +X)(1+x™)

2m+1

O halde Es. 3.14 ve Es. 3.13 esitsizliklerinden M, =su "
x>0 + X

M, =M ,M .M, olmak lizere

1/2 | |2 i 2m+1

t—X 14+ x>
Gnc(l+ 2X +1)*" 2;x)) G, . ;X <M 3.15
( » ( ( ) ) B 52 7 5 [n [ ]
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olur.

Es. 3.15 ve Es. 3.12 esitsizlikleri Es. 3.11 de yerine yazilirsa

Gn,c (| f (t) —f (X)

;x)st(f,d){M3(1+x2’“)+M 1+X2m+1}

7 5\/ﬁ

olur.

e 1+ x*"
Bu esitsizlikte Mg =sup———
x>0 1+ X

olmak ilizee M =M,M,+M, ve 5=n""

2m+l1

secerek 1+ X" e boliip supremum alinirsa teoremde istenen sonug elde edilir.
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4. G,, OPERATOR DiZIiSININ SIMULTANEOUS YAKLASIMI

Simultaneous yaklasimda operatoriin tiirevinin fonksiyononun tiirevine yaklasimi ve

Voronowskaja tip asimptotik yaklasimi problemi incelenir. Bu kisimda G

operatoriiniin » - yinci basamaktan tiirevinin fonksiyononun 7 - yinci basamaktan
tirevine yaklasimi ve 7 - yinci basamaktan tiirev cinsinden Voronowskaja tip
asimptotik yaklasima iligskin sonuglar elde edilecektir. Ayrica diizgiin fonksiyonlarin

yaklagimina iligkin bir sonug verilecektir.

Bu boliimde S pozitif bir reel say1 olmak tizere C,[0,%0) ile | f (x)| <M, (1+ x)’,
M, >0, agirlhik sartimt saglayan [0,00) aralifinda siirekli fonksiyonlarin uzayi

almacaktir. Ayrica Es. 3.1 de tamimlanan G,  operatorlerini, &(¢) Dirac delta

fonksiyonu ve K, (x,7)= nz DPus (50D, (t:0) +p,  (x;¢)0(f)  olmak  lizere

k=1

G,.(f;x)= J‘KW, (x;t) f(¢)dt olarak ifade edecegiz.
0

Lemma 4.1 (19,26): m e NU {0} olmak iizere ¢ =0 i¢in Szasz operatdriiniin ve

c=1,2,3,... i¢in Lupas operatoriiniin m yinci moment fonksiyonu

© k m
/’ln,m (x; C) = Z pn,k ('x; C) (_ - xj
k=0 n

ise p,,(x;¢)=1, p, (x;c)=1ve u,, (x;¢) = O(nf[[('"“)/z]]) dir.

Lemma 4.2 (19,26):

I

d | |
¥ (ker) = p(we) = 3l (k=m)q,, (0P, (s0)
2i+j<r
7,20
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olacak bicimde n ve k dan bagimsiz ¢, . (x;c) polinomlar1 vardir.

L,j.r

Teorem 4.3: Eger, f € (C,[0,0) olmak tizere r=1,2,3,... i¢in x € (0,%0) nokta-

sinda £ varsa, o zaman
Lm G (f(1);x) = £ (x) [4.1]
olur.

Ayrica, eger f) var ve (a—n,b+n)c(0,0),7 >0, alt araliginda siirekli ise Es.

4.1 ifadesindeki yakinsama [a,b] araliginda diizglindiir.

Ispat. f nin Taylor agilimindan ¢ — x igin £(¢,x) — 0 olmak iizere

r (i)
0= 3Ly s sty [4.2]

A

yazilir. Bu durumda

GO f@) = [ K (60 f 0y

” () w0 0
= 3 L OO )y e+ [ KL 50t 00— ' d
i=0 2 0 0

=1 +1,.

Lemma 3.1.1 (i) den .[Kn’g(t;x)tvdt=Gn,c(tv;x) ifadesi x in derecesi v olan bir
0

polinomu oldugu dikkate alinarak,
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I = f(l)(x)J-Kfl;)(t;x)(t—x)idl

f(”(x) o d T
Z ;(VJ( x) dx’IK"’C(t’x)t dt

i=0

_ f(')(x) v d' | n(n+c)..(n+(v-1)c)
_Z ;[ j( %) {(n c)(n-2c)...(.n— vc)x "

n(n+c)....(n+(v-2)c) Yt ta n .
"(n—-c)(n-2c)...n—vc) T (=) (n=2¢)...(n—vc)

o) n(n+c)...n+(r—-1)c)
=/ (x)(n—c)(n—?_c)...(n—rc)'

Dolayist ile n — oo igin I, = £ (x) olur.

Lemma 4.2 yi kullanarak

f :I ,Yc) (t;x)e(t, x)(t — x)" dt
0
3 n' (k - nx)’
=n mk=m) L eop (e
; 2:‘4;9 x (I+cx) Gy (X%5€) P, 1 (X5€)
i,j20
X [ Puresr (006Xt = x)" dt + 47 ()20, x)(~x)
0
Ustelik,

00

e
i+1 L,],r
|]2|S z n r r
2i+ j<r X' (I+ex) o
i,j>0

P, (x:0)|(k = nx)'|

X J-PM,/H (t;c)|€(t,x)”(t —
0

=I,+1,.

(r)
B
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t > xicin g(t,x) > 0 oldugundan, & >0 verildiginde &yle bir 6 >0 sayisi
bulunabilir ki 0 < |t - x| < 0 oldgunda |g(t,x)| < & olur. Ayrica, Eger, v > max(f,r)

olacak bi¢imde bir dogal say1 ise, dyle bir K pozitif sabiti bulunabilir ki |t - x| >0

oldugunda x|v olur. Bu durumda
qi j,r (x; C)
C, = su M
'Zijk_/(')ér x 1+ cx)’
i,j2!

olmak tlizere

I, <C Z ’”ank(x c)‘(k nx)"

21+/<r
1,720

X {E j pn+c,k—1 (t’ C)|t - x|r dt +K I pn+c,k—1 (t') C)|t - x|v dt}

‘t—x‘<§ ‘t—x‘zé

=Ce Yy ”‘ankuc)\(k w0 | [ psatolle—x] de

20+ j<r lt-x|<5
i,j20

+CK 3 ’“ank(x Ok=mx)| [ prciatoi—af dr

21+/<r ‘t x‘>b
i,j20

=1, +1.

I, ifadesinde _[ Doiesa (G0)dt =n"" esitligini goz oniine alip dnce integrale sonra
0

toplam tizerine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

I, <&C, Z ’“ank(x c)‘(k nx)"

2i+j<r
1,720

. 2,
X[J‘prﬁrc,kl (t;c)dl‘j (J.pn+c,kl (t;c)|t - x|2’ dtJ
5 0

1/2



© ' 1/2
<eC, Y n (Z P (x50 — nx|2'/j
k=1

2i+j<r
i,j0

© 1/2
x (nz Pos (x;c)j Prrcin GOt — x|2r dtJ
k=1 0
olur.

Lemma 4.1 den

k=0

> pafk=nf’ =n {Z P c)(f—x] Pl c)(—x)zf}

= {O(n™)+0m™)}, s>r
=0(n’)

Benzer sekilde Lemma 3.1.2 den

=T,,,(x:0) = P, o (x:0)(=x)"

=0(n")+0(n"), s>r
=0(n").

Es. 4.4 ve Es. 4.5 Es. 4.3 de yerine yazilirsa

I;<eCy Y. n'O(n”*)0(n™"?) = £0(1)

2i+j<r
1,j20

elde edilir.
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[4.3]

[4.4]

[4.5]
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Tekrar, [, ifadesinde J- Presa(e)dt =n™" esitligini goz oniine alip dnce integrale

0

sonra toplam {izerine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa C, = C,K olmak iizere

00

16 < C2 z ni+lzp;z,k (x;c)‘(k—l’lx)j‘

2i+j<r k=1
0,730
v
X I Priesa (& c)|t—x| dt
‘t—x‘Z&

0

< C2 Z nlepn,k (X, c)‘(k — l’lx)j‘

2i4j<r k=1
i,j20
1/2 1/2
2v
x J- p”*Qk*l (t’ C)dt J. pn+c,k—1 (t9 C) |t - x| dt
‘t—x‘zé ‘t—x‘zb‘
o) 1/2
<C, z n' [Z Do (xs0)(k = nx)zfj
2i+](')£r k=1
i3

w 1/2
x (nz Pus (50N [ P (GO = dtJ
k=1 0

olur.

Es. 4.4 ve Es. 4.5 den

16 < Z n[0(nj/2)0(nfv/2) — O(n(rfv)/Z)

2i+j<r
i,j20

elde edilir.

Limit durumunda & — 0 i¢in /; =0 ve n — o i¢in /;, — 0 oldugundan 7, = o(1)

olur. Ayn1 zamanda n — o i¢in /, - 0 oldugundan 7/, =o(1) bulunur. I/, ve I,

yerine yazildiginda Es. 4.1 elde edilir.
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Simdi Voronowskaja tip asimptotik teoremi verelim.

Teorem 4.4: Eger, f € C,I0, o) olmak tlizere » =1,2,3,... i¢in x € (0,0) noktasinda

£+ varsa, o zaman

lim [Gi,’f (f (@)= (x)] =cr’ fO(x)+[c@r+Dx+r] 7 (x)

+x(1+cx) 7 (x)

[4.6]

olur.

Ayrica, eger [ var ve (a—n,b+1) < (0,0),17 >0, alt araliginda siirekli ise Es.

4.6 ifadesindeki yakinsama [a,b] araliginda diizglindiir.

Ispat. f nin Taylor acilimi Es. 4.2 dikkate alinarak

GO (f (1) = TKf:z (60 /)i

S f (l)(x) j K (1)t —x) di + j K (6 x)e(t, %)t - x) " dt

n,c
10

=1 +18.

Once I, nin yaklagimini bulalim. _[ K, .(t;x)t"dt =G, (¢";x) ifadesi x in derecesi v

olan bir polinomu oldugu gézoniine alinarak

r+2

L —zf(l)(x)Z[ ]( X" rrTK,,,C(t;x)tde

f( )(x) [G(’) (t:x }

n,c

]((‘(r+1)1() ') |:(I" n 1)( X)G(r) (f x) n G(r) (tr+1 ):I



A (x){

(r+2)!

CE2ED G0+ (4 0G50 + G <f’”;x>}-

Lemma 3.1.1 den

_ n(n+c)...n+(m-1)c) " & m(m—1) n(n+c)...n+(m-2)c) e
(n—c)(n—2c)....(n—mc) (n—c)(n—2c)....n—mc)
+0(n™)

G, (t";x)=

n,c

yazilir. O zaman

o) n(n+c)..(n+(r—1)c)
L=7 (x){(n —c)(n—2c)..(n —rc)}

.\ 7 (x) { (r + D! n(n+c)..(n+ @ -1)c)
(r+1)! (n—c)(n—2c)....n—rc)
+{(r+1)! n(n+c)...(n+rc) x4 r(r 4 1)r! n(n+c)...n+(r—1)c)
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c) (n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)
N U (x) {(r +2)(r+1) . n(n+c)...,n+(r—-1c)
(r+2)! 2 ‘(n—c)(n-2c)...(n—rc)

) n(n+c)...n+rc)
+(r +2)( X){(r ! (n—c)n—20)(n—(r+1)) "

n(n+c)...n+(r—1)c)
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)
N (r+2)!  n(n+c)..(n+@+1)c) 2

2 (nm—c)(n—-2c)...,n—(r+2)c)

+r(r+1r!

n(n+c)...An+rc) By
+(r+D(r+2)(r+1)! (O —20) - (-2 2)0) x+0(n )H .

Bu durumda

n[ GO (f@ix) =@ ] =n[L+ I - O |=n[ L, - fOx) |+nl,  [4

34
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yazabiliriz.

Once sag taraftaki ilk terimi hesaplayalim.

My ) nn+c)..(n+(r-le)
L-rm@=1 (x){(n—c)(n—%)...(n—rc) 1}

N 7 (x) { (4 D! n(n+c)..(n+ @ -1)c)
(r+1! (n—c)(n—2c)....n—rc)
+{(r+1)! n(n+c)...(n+rc) Xt 1 (r + 1)r! n(n+c)..(.n+(r—1)c) H
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c) (n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)

N U (x) {(r +2)(r+1) 2 n(n+c)..(n+(r-1)c)
(r+2)! 2 ‘(n—c)(n-2c)...(n—rc)
n(n+c)...(n+rc) .
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)

+(r +2)(—x) {(r +1)!

+r(r+1)r!

n(n+c)..(n+(r—1)c)
(n—c)(n—2c)....n—(r+1)c)

N (r+2)!  n(n+c)..(n+@+1)c) 2
2 (m—c)(n—-2c)..,n—(r+2)c)

n(n+c).. n+rc) >
+(r+ 1D +2)(r +1)! = on 20— 1 20 x+0(n )H

Bu ifadede /' (x), f“"(x) ve f“*?(x) terimlerinin katsayilarma sirasiyla

A(n,c,r), B(n,c,r) ve C(n,c,r) diyelim.

Bu durumda
L — 7 x) = A(n,e,r) f7(x) + B(n,c,r) £ (x) + C(n,c,r) £ (%)

olur.

r lizerinden tiimevarim yontemi ile

limnA(n,c,r) = cr’, [4.8]
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limnB(n,c,r)=cr+1)x+r [4.9]
ve
limnC(n,c,r) = x(1+cx) [4.10]

oldugunu ispatlayalim.

Once Es. 4.8 ifadesini ispatlayalim.

n(n+c).(n+(r-1c)

A(n,c,r) =
(n—c)(n—-2c)...n—rc)
_n(n+c)..(n+(r—1Dc)—(n—c)(n-2c)..(n—rc)
(n—c)(n—-2c)...n—rc)
dir.
r=1 i¢in:
A(nc.1) = n—(n-c) __ ¢
—c n—c
Bu durumda
limnA(n,c,1) =limn =c
n—>0 n—»0 n —_ c
olur.

r=2 igin:
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n(n+c)—(n—c)(n—2c) _ den—2¢°

Ame,2) = (n—c)(n—2c) (n—c)(n—2c)

Bu durumda

_ 2
limnA(n,¢,2) = limn—3"=2¢___
n—»0 n—>0 (n —_ c)(n —_ 2c)

olur.

Kabul edelim ki » -1 igin

limnA(n,c,r —1) = c(r —1)° [4.11]
olsun.
Anc.r) = n(n+c)... n+(r—1)c) 1

(n—c)(n—2c)...n—rc)
_n(n+c)..(n+(r—1c)—(n—c)(n-2c)....(n—rc)
(n—c)(n—-2c)...An—rc)
[n(n +c¢)..(n+(r— 2)0)] (n+(r—1I)c)—- [(n —-c)(n—-2c)...n—(r— l)c)](n —rc)
- (n—c)(n—=2c)...n—rc)

B n[n(n +c¢)..(n+(r— 2)0)] +(r— l)c[n(n +¢)(n+(r— 2)6‘)]
- (n—c)(n—-2c)....n—rc)

-n [(n —c)(n—-2c)...n—(r— l)c)] + rc[(n —c)(n—-2c)...n—(r— l)c)]
" (n—c)(n—2c)...An—rc)

1 . n(n+c)...(n+(@#r—-2)c)—-(n—c)(n—2c)....n—(r—1)c
n—rc (n—c)(n—2c)...n—(r—1)c)

N (r— l)c[n(n +c¢)..(n+(r— 2)0)] + rc[(n —-c)(n—-2c)...n—(r- l)c)]
(n—c)(n—2c)....n—rc)

= [nA(n,c,r - 1)]

n—rc
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. (r— l)c[n(n +¢).(n+(r— 2)0)] +rc [(n —c)(n—-2c)...,.n—(r— l)c)]
(n—c)(n—=2c)....n—rc)

olur.

Bu esitligin her iki tarafin1 n ile ¢arparak n — oo igin limit alinirsa, Es. 4.11

esitligini dikkate alarak

limnA(n,c,r) = lim n‘: nA(n,c,r —1) }
H—>00 n—>0 n—rc
. (r— l)c[n(n +c¢)..(n+(r— 2)c)] + rc[(n —c)(n—2c)...(n—(r— l)c)]
+limn
n—o (n—c)(n—2c)....n—rc)

=limn limnA(n,c,r —1)
n—>x0 n—rcnoe

. (r— l)c[n(n +c)...(n+(r— 2)0)] + rc[(n —c)(n—2c)....n—(r — l)c)]
+limn
(n—c)(n—-2c)....n—rc)

n—>0

=c(r—1)° +2cr—c
=cr’

elde edilir.

Simdi Es. 4.9 ifadesini ispatlayalim.

Bnc.r)=— n(n+c)...(n+(r—-1)c) ‘i n(n+c)...(n+rc)
(n—c)(n—2c)....n—rc) (n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)
n(n+c)...(n+(r—-1)c)
(n—=c)(n—-2c)....n—(r+1)c)
dir.
r=1 i¢in:
B(n,c,1)=- " X+ nn+c) + 1
n—c (n—c)(n-2c) (n—c)(n—2c)



I n(n+c) i n
| n-c (n—c)(n—2c) (n—c)(n—2c)

__Gex+bn

(n—c)(n—-2c)
Bu durumda
limnB(n,c,1) =limn _ QBex+Dn
n—o n—o (I’l — C)(l’l - 2C)

=3cx+1
olur.
r =2 igin:
B(n.c.2)=— n(n+c) ‘i n(n+c)(n+2c)
,C, (n—c)(n—-2c) (n—c)n-2c)n-3c)
n(n+c)

(n—c)(n—2c(n—3c)
B (5¢cn® +5¢%n)x + 2n(n+c)
- (n—c)(n—2c)(n—13c)

Bu durumda

(5¢n® +5¢%n)x + 2n(n +c)

limnB(n,c,2) =limn =5cx+2
" oo (n—c)(n—2c)(n-3c)
olur.

Kabul edelimki » —1 icin

limnB(n,c,r —1) =c(2(r—1)+1)x+r—l

n—>0

[4.12]

39
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olsun.

B(n,c,r) =
_n(n+c).(n+(r—-1Dc) ot n(n+c)...(n+rc) i n(n+c)..(n+(r—-1)c)
(n—c)....(n—rc) (n—c)....(n—(r+1)c) (n—c)....(n—(r+1)c)
__ n(n+c)..(n+(@r—-1)c) (n—(r+1)c) i n(n+c)...An+rc) .
(n—c¢)...(n—rc) (n—(r+1)c) (n—c)....(n—(r+1)c)
. n(n+c)...n+((r—-1)c)
(n—c)....(n—(r+1)c)
[n(n +c¢)..(n+(r- 2)c)] (n+(r—-Dc)(r+1)c—n)
- { (n—c)..(n—rc)(n—(r+1)c)
N [n(n +c)..(n+(r- l)c)](n +rc) et (r—14]) [n(n +c)...(n+(r— 2)c)] (n+(r—1)c)

(n—c)....(n—(r+1)c) (n—c)....n—(r+1)c)

. [n(n+c)...(n+(r =2)0)](rc —n) L+ (nt(r=De) |
- (n—c)...(n—(r+1)c) (n—c)...(n—(r+1)c)
N n(n+c)...n+(r—-2)c)

(n—c)....n—(r+1)c)

e n(n+c)...n+(r—1)c) x4 n(r—1) n(n+c)...n+(r—-2)c)

(n—c)....(n—(r+1)c) (n—c)....n—(r+1)c)

[cn +r(r=Dc* —=(r=Den+ (r=1)c? J X

- l)zc n(n+c)...(n+(r—-2)c) N n(n+c)..(n+(r-1)c)

(n-c).(n=(r+c)y (n—c)..(n—(r+1)c)

Bu esitligin her iki tarafint »n ile carparak n — oo i¢in limit alinirsa, Es. 4.12

esitligini dikkate alarak,

limnB(n,c,r)
n—0

e {n[[nm+c)...(n+(r—2>c)]<rc—n)+n(n+c)...<n+(r_1>c) )

n=o (p—(r+1)c) (n—c)....n—rc) (n—c)...(n—rc)
n(r-1) n(n+c)..(n+(r— 2)0)}
(n—c)....n—rc)

L {n(n +0)e(n+(r—2))

(n—c)...,.(n—(r+1)c) [Cn +r(r=1)c* —(r—=Den+(r— l)cz]x

n—0
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. n(n+c)...(n+(r—-1)c) x4 (r—1)c
(n—=c)...(n—(r+1)c) (n—=c)...(n—(r+1)c) (n—=c)...(n—(r+1)c)

, n(n+c)..(n+(r—2)c) N n(n+c)..(n+ (- l)c)}

n
limnB(n,c,r) =lim—— | nB(n,c,r —1
n—o0 ( ) n—o (l’l — (7/- + l)C) [ ( )]

n(n+c)..(n+(r-2)c)
(n—=c)....n—(r+1)c)
e n(n+c)...(n+(r—1)c) PCH n(n+c)....n+(r—2)c) N n(n+c)...(n+r-1)c)
(n—c)...(n—(r+1)c) (n—c)....n—(r+1)c) (n—c¢)...(n—(r+1)c)

=2r-Dex+r—l+cex—rex+cex+rex+1

+limn

n—0

[cn +r(r=Dc* —=(r=Den+(r=1)c’ ] X

=cRr+Dx+r
elde edilir.
Son olarak Es. 4.10 ifadesini ispatlayalim.

C(n,c,r)
B n(n+c)....(n+(r—1)c)£_ n(n+c)...,n+rc) 2 _rn(n+c)...(n+(r—1)c)x
- (n—c)...An—rc) 2 (n—c)...n—(r+1c) (n—c)....n—(r+1)c)

+n(n+c)....(n+(r+1)c)£+(r+1) n(n+c)...(n+rc)
(n—c¢)..(n—(r+2)c) 2 (n—c)....(n—(r+2)c)

x+0(n?)

[n(n +¢)(n+(r— 2)0)] (n+ @ =-Dc)n—(r+e)n—(r+2c)) x*
(n—c)....(n—(r+2)c) 2
B [n(n +¢)(n+(r— l)c)](n +rc)(n—(r+2)c)) e
(n—c¢)...(n—(r+2)c)
L [n(n +¢)(n+(r— 2)0)] (n+(r—-De)n—(r+2)c) .
(n—c)...(n—(r+2)c)

[n(n +¢)....(n+ rc)] (n+@r+1e) x*
" (n—c)....n—(r+2)c) P

[n(n +¢)(n+(r— l)c)] (n+rc)

x+0(n™)
(n—c)....n—(r+2)c)

+(r+1)

dir.
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r=1 i¢in:

Clne.l) = n x_z_ n(n+c) 2 n .
n—c 2 (n—c)(n—2c) (n—c)(n—2c)
n(n+c)(n+2c) ﬁ L9 n(n+c)
(n—c)(n—2c)(n—3c) 2 (n—c)(n—2c)(n—-3c)
n’ [x(l + cx)] +n(...)
- (n—c)n-2c)(n-3c)

Bu durumda

n’ [x(l + cx)] +n(...)

limnC(n,c,1) =limn =x(1+cx)
n—o noe (n—c)(n—2c)(n-3c)
olur.
r =2 igin:
C(ne.2) = n(n+c) ﬁ_ n(n+c)(n+2c) 2 n(n+c) .
T —e)n-2¢) 2 (n-c)n-2c)(n-3c) (n—c)(n—2c)(n->3c)
n(n+c)n+2c)(n+3c) x° 49 n(n+c)(n+2c)

(n—c)(n—2c)(n—3c)(n—4c) 2 (n—c)(n—2c)(n—3c)(n—4c)
B n [x(l + cx)] + [diger terimler]
 (n—c)n—-2c)n-3c)(n—4c)

Bu durumda

. oo [x(l + cx)] + [diger terimler]
limnC(n,c,2) =limn
n—> oo (n—c)(n—2c)(n—3c)(n—4c)

= x(1+cx)

olur.
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Kabul edelim ki » —1 i¢in

limnC(n,c,r —1) = x(1+ cx) [4.13]

olsun.

C(n,c,r)
B n(n+c)....(n+(r—l)c)£_ n(n+c)...(n+rc) e _rn(n+c)...(n+(r—1)c)
- (n—c)....n—rc) 2 (n—c)...n—(r+1)c) (n—c)....(n—(r+1)c)

+n(n+c)....(n+(r+1)c)x_2+(r+l) n(n+c)..(n+rc)

+0(n?)
(n—c)....n—(r+2)) 2 (n—c)...(n—(r+2)c)

[n(n +¢)(n+(r— 2)0)] (n+(r=De)n—(r+De)n—(r+2c)) x?
(n—c)..(n—(r+2)c) 2

[n(n +¢)(n+(r— l)c)] (n+rc)(n—(r+2)c)) ,

- (n—c)....n—(r+2)c) g

. [n(n +¢)(n+(r— 2)0)] (n+(r—-De)n—(r+2)c)
: (n—c)....(n—(r+2)c) g

. [n(n +c)...(n+ rc)] (n+(r+1c) x?

(n—c)....n—(r+2)c) 2

n(n+c).(n+ - l)c)](n +rc)

+(r+ 1)[
(n—c)....n—(r+2)c)

x+0(n?)

n(n+c)...(n+(r—2)c) x_2+ n(n+c)...(n+(r—-2)c)
(n—c).(n—(r-Dec)(n—-(r+2)) 2 (n—c)....n—(r—c)(n—(r+2)c)

2

x[-2cn(n—(r+1)c)+(r—Dc(n—(r+1)c)(n—rc— 20)]%

3 n(n+c)...(n+(r—-1)c) 2
(n—c)....n—re)(n—(r+2)c)

n(n+c)...(n+(—-1)c)
- (n—c)...n—(r+2)c)

[n(n +¢)(n+(r— 2)c)]
(n—c)....n—rc)(n—(r+2)c)

[—nc + re(n—(r +1)c) — rc’ |x

—n(r—1)
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(=) n(n+c)...(n+(r—-2)c)
(n—c)....(n—(r+2)c)

_n(n+c)....(n+(r—1)c)x
(n—c)....(n—(r+1)c)
: n(n;c()....(: -:_rzc)) )§+( n(n;—c()....(? 4:"20)) )[(r+l)c]§
n—c)..(n—(r c n—c)..(n—(r c

oy n(n+c)...(n+(—-1)c) e n(n+c)...(n+(r—1)c) .

(n—c)....n—(r+2)c) (n—c)....n—(r+2)c)
n(n+c)...An+rc)
(n—c)....(n—(r+2)c)

[—nc+ (r=De(n—(r+1)c)— (r=1)c)]x

x+0mn™?).

Bu esitligin her iki tarafint n ile carparak n — oo i¢in limit alinirsa, Es. 4.13
esitligini dikkate alarak,

limnC(n,c,r)

= lim+[nC(n,c,r — 1)] + limn{ At €)...(n+ (1 =2)c)
e p—(r+2)c oo | (n—c)...n—(r—=1)c)(n—(r+2)c)

x[2cn(n—(r+1)c)+(r —Dc(n—(r+1c)(n—rc— 20)]%
_n(n+co)..(n+(r—1)c)
(n—c)...n—(r+2)c)
=1 n(n+c)...(n+(r—-2)c)
(n—c)....n—(r+2)c)
_n(n+c)..(n+(r—1)c) ot n(n+c)... n+rc)

(n—c)....n—(r+1)c) (n—c)....(n—(r+2)c)

[-nc+re(n—(r+1)c)—rc’]x°

[—nc+(r =De(n—(r+1)c)—(r=1)c*)]x

x2
[(r+ 1)0]7

n(n+c)...(n+(—1)c) .
(n—c)....(n—(r+2)c)

+rc

n(n+c)...An+rc)
(n—c)...(n—(r+2)c)
=x(1+cx)

x+0(n” )}

elde edilir.



45

O halde Es. 4.8, Es. 4.9 ve Es. 4.10 sonuglar1 Es. 4.7 ifadesinde yerine yazilirsa ve

Es. 4.7 ifadesindeki ikinci terimin limiti Teorem 4.3 deki /, nin ispatina benzer

olarak hesaplanarak Es. 4.6 sonucu elde edilir.

Teorem 4.5: f € C4[0,0) ve g=r, g=r+1 veya g =r+2 olsun. Eger, f'* var ve

(a—n,b+n)c(0,0), n >0, aralifinda siirekli ise, o zaman yeterince biiyiik » ler

i¢in

0=, 26 Elr)

+ Czn_(q_r)/za)(f(q) '’ ) +0(n™)

Cla,b]

[4.14]

esitsizligi saglanir. Burada C, ve C,, n den bagimsiz keyfi sabit ve a)( JAAR) ) , 7

nun sureklilik modiludir.

Ispat. f nin Taylor acilimindan, y(¢), (a—7,b+7) nin karekteristik fonksiyonu

olmak tlizere

q (i) (q) _ r@
10= 35y + SO ) e 0 700
yazariz. Buna gore

G (f(@0yx)= 7 (x) = {ijK“ (G)( ) di - [ (t)}
| n K

i=0

+ &I EO=TTO (e
0 q-

. T K (6;0h(t,x)(1 - 2(0)dr

=I,+1,+1,.
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Once 1, igin bir iist siir bulalim. Lemma 3.1.1 dikkate alinarak,

9 £@ i (i . r oo
I, = zof "(")ZO[;](—)C)'V %J.KM (tx)x"dt— [ (x)

_ Zq:f(i;'(X)i(ij(_x)i{ d’ { n(n+c)...(n+(v-1)c) o

dx" |(n—c)(n—-2c)....n—vc)

_pyrnt+o).(n+(v=2)) s e
+v(v 1)(n—c)(n—2c)...(n—vc)x +b(n,c,v 2,x)H (%)

yazilir. Burada b(n,c,v—2;x), G, (¢";x) polinomunun x in mertebesi v—2 den

kiiciik yada esit terimlerinin bir polinomudur.

Bu ifade

q =r igin:

n(n+c)..n+(r—1)c) 1

— £
I,=f (x){ (n—e)n—2¢)..(n—ro)

} = f@0w™).

g =r+1 igin:

o) nn+c)..(n+(r—le)
L=1 (x){(n—c)(n—%)...(n—rc) 1}

. f(r+1) (x)

(r+1)! [(”I)HM n(n+e)..(n+(r ~1)c)
r+1)!

‘(n—c)(n—-2c¢)...(n—rc)

n(n+c)...,n+rc)
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)

=70 ™)+ £V ()0 ) (x +1).

+{(r+1)! x+7(r+1)r! n(n+0)..(nt (r=1e) H

‘(n—c)n=2c)....n—(r+1)c)

qg=r+2 icin:
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nn+c)..(n+(@r—-he) 1}

_ £
I,=f (x){(n —c)(n—-2c)..(n-rc)

.\ 7 (x) { (4 D) n(n+c)..(n+(r—=1)c)
(r+1! (n—c)(n—2c)....n—rc)
I P n(n+c)...(n+rc) (4 D)) n(n+c)....n+(r—1)c)
‘(n—c)n-2¢)..(n—(r+ l)c) (n—c)((n—2c)...n—(r+1)c)
+f( +2)(x){(r+2)(r+l) 2 n(n+c)..,.n+(r—-1)c)
(r+2)! 2 (n—c)(n—2c)...n—rc)

n(n+c)...(n+rc)
(n—c)(n—-2c)...(n— (r+1)c)

n(n+c)...(.n+(r—1)c)
(n—c)(n—2c)...n—(r+1)c)

+(r+2)(—x) {(r +1)!

+r(r+1)r!

N (r+2)!  n(n+c)..(n+(r+1)c) 2
2 (n—-c)(n—-2)..(n—(r+2)c)

n(n+c)...(n+rc) _
+(r+D)(r+2)(r+1)! =20~ (2 20 x+b(n,c, r,x)H

= SO@OE™)+ £ @O )+ 1)+ £ ()0 )6+ x +1)+O(n)

oldugundan

9q .
”19 Cla,b] = Cln_lzuf(l)HC[a,b] + O(n_z) [4.15]
elde edilir.

Simdi |]10| icin bir {ist stmr bulalim. /' igin Tamim 3.2.1 i dikkate alarak,

|110 | S ]E‘K:C) (% x)‘

(q) _ @
£ &) 'f <x>\|t_x|qm »
q:

(q) )
f HK ( )\(1+ |)|t A" dt



@ 5 o -
< a)(fq' ’ ){nz pflr]z : e (t;c)(|t _x|q L5 |t—xq+l )dt
) 0

k=1

+ |4y (x)‘(|x|q +57 4 )},5 >0

Lemma 4.2 den

a)(f(q’ ) W x:c)
|| € ——— {”;2;}; ﬁpnk( x;C)

X TP,HC,“ (f;c)(|t _ x|q L5 |t _ x|q+1 it

+47 A"+ X } 5>0

a)(f(q) ,5) _ " _
{—" ! ; k—nx) |————
= Zn {nzp (x5 |k =y | 2 (e

i,j=

X Tpn+c’,k—l (t’ C)(|t - x|q + 571 |t —X
0

q+1 )dt

+ | (x)‘(|x|q +57 4 )J,é >0

olur.

‘q
K = sup sup
2i+j<r xe[a,b] X (1+CX)
i,j>0

denilirse

|1m|<“’q_5{1< > {annk(x O)|(k —nx)’| j Procsa GO = de

2i+j<r
i,j=0

48
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(f(‘l) ) q+1
T Kz n{”zpnku )|k~ nx)’Upm A5 =" d
(f(q) ) o) g+l
|l o )

=I,+1;+1,.

Simdi s =1,2,3,...

nYy P o)k —nxl [ p,.., GOt —2 dt = OnV ") [4.16]
k=1 0

oldugunu gosterelim.

Bu ifadeye j Dot (t;c)dt =n"' esitligini gdéz Oniine alip Once integrale sonra

toplam tlizerine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

”Z P, (x:0) |k - nx|j J. Pricsa (£:0) |t - x|s dt
k=1
x 0' ) 1/2 » 12
<12 Py (s )= U Pricia(50)I ] U Prcsa ot =" dzJ
k=1 0 .

1/2

" \1/2 " ©
< (z Dok (x; c)|k - nx|2] ] an Dok (x; c)_[ Dot (t;c)|t - x|2s dt]
k=1 k=1 0

Bu esitsizlik Es. 4.4 ve Es. 4.5 den

j/Z)O(nfs/2)= 0(n(j7s)/2)

olur.
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Es. 4.16 dan
1, :M Z n"O(n(f*WZ) _ w(f(Q)’a)O(an)/z)
q! 2i+ j<r q!
i,j=0
ve
(9) (9)
1]3 = a)(qu! ,5) 2%rni0(n(.i—q—l)/2)5—l — a)(qu! ’5) O(n(r—q—l)/2)5—1
i,
olur.

w(f(q) ’ 5)

s, > 0 reel say1 olmak tizere [, = "

O(n_s(’) alnir. /,, I, ve I, ifadeleri

1/2

yerine yazilir veo =n"'" secilirse

f(q),5
||110 Clab] _%[O(H(rq)/z)_i_é‘10(’1(”,1)/2)_’_0(11_50 )} )
< Czn—(q—r)/za)(f(q) ’n—l/z)
elde edilir.

Son olarak /,, i¢in bir iist sinir elde edelim. Lemma 4.2 yi dikkate alarak,

‘qi,j,r (x;¢) . )
K= sup sup—— ve |h(t,x)| < M|t—x , v>max{f,q} olmak iizere
2i+ j<r xela,b] xr (1 + CX)r
1,730
N ; 14, (x50)
|| <n n'|(k — nx)’ ‘,"’—,pnm;c)
;m%r ‘ X' (I+ex) 7
i,j>

X [ Prcsr@O|h(t,x)|de +

‘t—x‘Zé‘

B () |0, )
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<KM Y n {ni P @)|(k = nx|

2i+j<r
i,j20

X Tp”“"k“ (t;c) |t - x|V dt} +
0

872 ()| |10, )

=1 +1.

Es. 4.16 dan [, = O(n(r‘v)/z) ve s, > 0 reel say1 olmak iizere /,, = O(n_s(’) yazilir.

1,5 ve I, yerine yazilirsa
1| <0(n""?)+0(n)=0(n?) [4.18]

olur.

Es. 4.15, Es. 4.17 ve Es. 4.18 ifadeleri yerine yazilrsa Es. 4.14 elde edilir.
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5. TOPLAMSAL INTEGRAL TiP OPERATORLERIN BEZIER VARYANTI
ILE YAKLASIM HIZININ HESAPLANMASI

5.1.G, . Operator Dizisinin Bezier Varyanti

Bu kisimda pozitif reel eksenin her sonlu alt aralifinda smirli salimmli ve

p(X)=(1+x)”, >0, agirhk sartim saglayan fonksiyonlarin uzay1 BV,[0,00) da

G, . operatdrlerinin Bezier varyantini tanimlayip yaklagim hizini elde edecegiz.

Tanim 5.1.1: o =1 bir reel sayi,
Jo(X0) = Z P (X:0) ve Qi (x:0) =I5 (%:0)— 7, (X:C)
=k

olmak lizere f € BV,[0,) i¢in G, operatdrlerinin Bezier varyantini

Gy, (110 =3 QL (60) By (10) F(DALAQLE (X:0) T (0) [5.1]

olarak tammliyoruz. G, ., operatorii G, operatoriinden daha genel bir operatérdiir.

Cunkii @ =1 i¢in G, , operatorii G, , operatoriine indirgenir. Ayn1 zamanda G,

a o

operatorleri asagidaki 6zel durumlari igerir.

Durum 1. Eger, =1 ve ¢=0 iseG,, operatorleri Es. 3.2 de verilen G, Phillips

n,0,1
operatorleri olur.

Durum 2. Eger, a =1 ve c=1 ise G, operatorleri Es. 3.3 de verilen G, toplam-

n,1,1

integral tip operatdrler olur.

Es. 5.1 de tanimlanan operatdrleri o(t) Dirac delta fonksiyonu ve
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K eo (X1) = nz Qn‘f”k) (X;0) Prcs (1) +Q§‘f)) (x;C)o(t) [5.2]
k=1
olmak lizere

Gy (15X = [ K, (6D f (O [5.3]

biciminde yazabiliriz.
Amacimiz i¢in asagidaki Lemmalar1 verelim.

Lemma 5.1.2 (16,27): Her x € (0,) ve k e N i¢in

1/~/2enx , egerc=0

Pri (X50) < V
J(d+cx)/2enx, egerc=1,2,3,..

dir.

® k
Lemma 5.1.3 (16,19): Her x € (0,%0) icin nJ' P, (t;0)dt = Z P, ;(X;c) dir.
X j=0

Lemma 5.1.4: xe(0,0) ve K . (X,t) Es. 5.2 deki esitlik olsun. O zaman A >2 ve

n,c,a

yeterince biiyiik n ler i¢in

(1) B, (XY) =j£KnCa(X,t)dt S—OMX(H_C;() (0<y<Xx)
) 0 ) n(X_y)
(i)). 1- 8, ., (X% 2) :TKnca(x,t)dt S—OMX(HCZX) (X< Z <o)
g g 5Ly n(z_x)

esitsizlikeri saglanir.
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a“ —h”

Ispat (i). Lemma 3.1.2 ve <a 0<a,b<l, a=1 esitsizligini

kullanarak

aAX(1+cx)
T (x;c) < ———~
(x—y)2 na{56) n(x—y)’

nCa(X y) < ji( j nCa(X t)dt<

elde edilir.
(i1). Benzer bigimde gosterilir.

Teorem 5.1.5: f e BV,[0,0) , reN, olsun. =1 ve A>2 sayilar1 ve x € (0,0)

icin Oyle bir K(f,a,c,4,r,x) sabiti bulabiliriz ki yeterince biiyiik n ler i¢in

f(H)—f(x-), 0<t<x

g,(t)= 0, t=x ,
f)—f(x+), t>x

V'(g,), [a,b] aralig1 iizerinde g, in toplam salinimi olmak iizere

<2y 1+cx

|f( +) = F(x-))

Gm(f;x){Lf(x+)+if(x—)}
” a+1 o+1

# QALHOD 5y won (g,) + K (oA 0n”
nx g

esitsizligi gerceklenir.

Burada t=Xx noktasinda Q,(t) fonksiyonu siirekli oldugundan & — 0" igin

V¥*?(g,) = 0 olup N — oo igin yukaridaki esitsizligin sag tarafi sifira gider.

Ispat. Herhangi bir smirli salinimli f (t) fonksiyonu
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-1, 0<t<x
I, t=x
sgn, (1) =4 0, t=xX ve o,(t)= 0. tex
1, t>X ’

olmak tizere

¢ ; 1 [5.4]
+9,0+0, (t)[ () -0 (X‘)}
2 2
bi¢iminde yazilir. Bu fonksiyona G, . , operatorii uygulanarak
1
G, (f:x)— [—f(x+)+ f(x— )}
” a+l1
f(x+) — f(x-) a1
| | Gy e (sg0, (1)) + +[G,... (g, (1) %)) [5.5]
2 a+l1

+ 00 -

f(x+) f(x—)|G % (t).x)‘
2 n,c,a X >

esitsizligi elde edilir.

Sag taraftaki terimlerin tst sinirlarimi elde edelim. Asikar olarak G, (0,,X) =0 dir.

Lemma 5.1.3 ve Lemma 5.1.4 i diistinerek ilk 6nce G, ., (sgn, (1); X) ye bakalim.

G,.c.. (sgn, (1);X) —1+2nZQ<“><x c) j Prccr ()t
= —1+2ZQ<‘”(X c)z Po.; (X:C)

:—1+2Z Pa (XC) 1, (X5C)
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Dolayist ile z @ (x;¢) =1 oldugu igin

n.J
J=0
G, .. (sgn (t)-x)+a—_1: 22 P (X;0)I% (X c)—LiQ(“.)(X'c)
n.c,a X > o+ 1 = n,j > n,j+l1 > o+ 1 = n,j s
elde edilir.
Ortalama deger teoreminden J, ;,,(X;€) <y, ;(X;¢) <J, ;(X;¢) olmak iizere
n T (x0) = 37T (%:0) = I (%50) = (@ + D) p, ; (6C)7; (X56)

esitligi yazilirsa ve Lemma 5.1.2 den

a—1
G t); _
ne (880, (0); X) + 0

3¢5 (%:0) = 35, (%:0)

<23 p,;(%C)
j=0

<2a).p,;(%0)p,;(%cC) [5.6]
i=0

1+cx
2enx

<2a

elde edilir.
Simdi G, , (g,(t);X) i¢in bir tist sir elde edelim. Es. 5.3 den

x=x/~n x+x/n ©

Gn,c,a(gx;x>=£ [ +]+] JKn,c,a(x;t)gxa)dt [5.7]
0 x=x/n x+x/n

yazilir. Bu integrallere sirast ile E,E, ve E; diyelim.



E, icin; y =Xx—-X/ Jn ve Lebesgue-Stieltjes kismi integrali alinirsa
E, jg O, (8,05 Y)) jﬂmu t)d, (g, )
elde edilir. |g, ()| <V,*(g,) oldugu igin
y
B <V (908,00, (V) + [ B 060X, (V(9,))
0

esitligi yazilip Lemma 5.1.4 ii uygularsak

E|<V)(9,)

aA(l+cx) a/”t(1+cx)J- 1 t(g ))

n(x-y)’

esitligini elde ederiz. Son terimin integrali alinirsa

|EI|SM{ XV (g )+2I t(g))dt}

olur. y yerine X — X/ Ju konulursa

aA(l+CX)| o, x LIS,
|E1| S%{x VJ(g,) + X 2HZVX_X/ﬁ(gX)}

k=1
esitsizligi elde edilir. O halde

20A(1+CX) z

E
Bl

X— x/\/_(g )

57

[5.8]
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sonucu elde edilir.

E, i¢in; te[x—x/\/ﬁ,x+x/\/ﬁ} olsun. Bu durumda

x+x//n

El< [ |0, 0K, (bt
x—x/ﬁ

yazabiliriz.

b
(a,b) = [0,00) oldugu icin j Koo, (XAt <1 dir, |gx(t)|sv;(gx)sv;j/ff(gx)

oldugu goz Oniine alinirsa

1< X+X
Bl < -2V (@) [5.9]
k=1
elde edilir.
E, i¢in;

) g,(t), 0<t<2x
9,(t) =
g,(2x), 2x<t<ow

olmak tizere

E, = j Ky oo (%18, (t)dt + j Koo ([0, — g, (2%)]dt
x+x/\/ﬁ 2x

olur. Bu integrallerin her birine sirasiyla E,, ve E,, diyelim.
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E,, i¢in; Z =X+ X/ Jn denilirse

E; = lim {gxz)[l ~Bra (6D [+ 6, (R Bro (R 1]+ [[1- B, . (x,1)d, ((jx(t))]}

Lemma 5.1.4 uygulanirsa

alx(l+ex) . |Vig,) 6@® F 1 .
B ;13;{(2 X’ (R—xf+£(t—x)zd‘(V*(g*))}

adx(+cex) | Vi (9,) 1 ¢
o {(z X7 ! (t—x)* (V. (gX))}

olup

2x

1 t -2\ /72X (g ) -2 X+X/
Imdt(vx(gx))zx V.7 (9,) - + X ZV *(g,)

z ( - ) k=1
oldugundan
20A(1+CX) B, wex
By | < 2AUECI Sy o g [5.10]
nx k=1
elde edilir.

E,, i¢in; g, fonksiyonunun tanimindan

E,|< T Koew (D[ M1+ + M, (14+2%)" |dt

<(M, +M, nZQ(“)(x;c)T Prres s GO 1+ +(1+2x)" Jdt
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<a(M, + Mz)nkz; P OG0) [ Prees s OGO+ +(1+2%)" Jt
= 2X

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige t > 2X i¢in

(1+t) <2 (II X" (¢ xy
ve
(1+2%) <2 (1;_;()'“ — X

esitsizligi ile Lemma 5.1.3 ve Lemma 5.1.4 uygulanirsa n > r igin

E,|<a(M, +M,)2"™ (1+X) T (:0)<a(M, +M,)2" (”f) M,
K(f,a,c,/i,r,x):a(M]+M2)M32”1(1:Ti()

denilirse

E,|<K(f,a,c,A,r,x)n [5.11]
elde edilir.

Es. 5.8-5.11 sonuglar1 yerlerine yazilarak Es. 5.7 sonucu elde edilir. Es. 5.6 ve Es.

5.7 sonucu Es. 5.5 de yerine yazilirsa teoremde istenen elde edilir.
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5.2. M, Operator Dizisinin Bezier Varyanti

Bu kisimda pozitif reel eksenin her sonlu alt araliginda smirli salinimli ve

p(X) = (1+x)” agirlik sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzayi BV,[0,0) da Agrawal

ve Thamer tarafindan (15) de tanimlanmis olan M operatorlerinin Bezier varyantini
tammlayip yaklasgim hizim elde edecegiz. Belirtelim ki bu operatorler G

operatorlerinin € =1 6zel durumunun basit bir modifikasyonudur. Bu operatorler:

n+
Pri (X) = [ ]Xk 1+

olmak tizere
M, (150 = (=13 Py, (0] Py o (O F (DL (14 X)" £(0) [5.12]

biciminde verilmistir.

Bu operatorlerin Agrawal ve Thamer (15) tarafindan simultaneous yaklagimi ve

Gupta (28) tarafindan sinirl salinimli fonksiyonlara yaklagimi incelemistir.

Tanim 5.2.1: f eBV,[0,0),a>1 bir reel sayi, Jn,k(x):anjj(X) ve
j=k

Qrﬁi)(x) =J5 () =I5 (X) olmak iizere

M, (£:%) = (=13 Q0] Py, () F O+ () 1 (0) [5.13]

bigiminde tanimlanan M, operatorlerine Es. 5.12 de verilen M operatérlerinin

a

Bezier varyant1 denir.
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a =1 igin M, operatdrleri M operatorlerine indirgenir. Bu nedenle Es. 5.13 de

verilen M, operatorleri Es. 5.12 de verilen M operatorlerinden daha genel bir

operatorler dizisidir.

o(t) Dirac delta fonksiyonu ve

Koo (F52)=(n- l)kiQéf”k)(X) Pris (0 +Q0T ()3 (1) [5.14]
olmak tizere

M, . (f;x) =IKM (x;t) f (t)dt [5.15]

biciminde yazabiliriz.
Amacimiz i¢in asagidaki Lemmalar1 verelim.

Lemma 5.2.2 (28): me N U {0} olmak lizere m -yinci moment fonksiyon
T..(X)=M, ((t - x)m;x) olsun. O zaman

2X X% (2N + 6) + 2nX
Tn,O(X) =1, Tn,l X)) =——, Tn’2 x) = ( )
n-2 (n—=2)(n-3)

e Tn,m (X) — O(n*[[(mﬂ)/z]])

dir.

Lemma 5.2.3: x€(0,0) ve K, (X,t) Es. 5.14 deki esitlik olsun. O zaman A >2 ve
yeterince biiyiik n ler i¢in

aAX(1+ X)

(= y)? (0<y<Xx)

y
@): B (6Y) = [K,, (1)t <
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aAx(1+X)
n(z-x)’

(X<zZ<x)

(ii). 1= B, (%:2) = ana(x tydt <

esitsizlikleri saglanir.

Ispat (i). 0<y<xveO<t<y<Xise Xt >1 dir. Lemma 5.2.2 ve a>1 i¢in
X—y

a% —b“

< ala-h]| esitsizligini kullanarak

aAX(1+ X)
n(x-y)’

Lo (XY) < j[ j (xt)olt<(X S T (0 <

elde edilir.

(i1). Benzer bicimde gosterilir.

Lemma 5.2.4 (28): Her Xxe(0,00) i¢in (n —I)T p,, (Ddt = i Py (X)) esitligi
X i=0

saglanir.

Lemma 5.2.5 (28): {&},., bagimsiz rasgele degiskenler dizisi olsun. Her x>0,

k e N i¢in geometrik dagilim

“
Pla=k)= (Hx] Tix

bigiminde tanimlanirsa o zaman E(&)=x, E(E-E(£)=x"+Xx ve

E|& —E(&)[ <3x(1+x)* dir.
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Lemma 5.2.6 (29): (Berry-Esseen) {& }”, bagimsiz rasgele degiskenler dizisi olmak
izere E(E)=u,V(E)=0>>0veE |§1 -E( )|3 <o olsun. Bu durumda

1/427 £C < 0,82 olmak lizere her ne N veteR igin

t

1o El& -E@&)|
(mf§}§ m<ﬂ %ﬂif duj<C——=

|
<C
N

dir.

Lemma 5.2.7. Her x € (0,%0) ve k € N igin asagidaki esitsizlikler saglanir.

(DJ&W%J&Amkﬁ%%%%
ve
(i) |95, 00 -3¢, 0] s LD

1/nx(1+-x)'

Ispat (). {&}7, rasgele degiskenler dizisi Lemma 5.2.5 deki gibi tanimlansin ve

olsun. Bu durumda 7 rasgele degiskenin olasilik dagilimi
1, = \F§]§ H) 77, rasgele deg g

n+k-—

P (7, =k)=( K

1] X (1+x)" " = p, , (x)

dir. O halde

35 (0 =35, 00| € @3, (0 = 3,4, (0)

(1 - Z pn,j (X)] - (1 - Z pn—l,j (X))

<alP(n,, <k-1)=P(n, <k -1)|

<al.

<a
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_ k—=1-nx _ k=1-(n-1)x

A X1+ X) Ve J(n=DxA+ x)

denilirse

1t 1t
| =|P(57,, <k-D)—-— [ e Pdu+— [ e ?du-P(y, <k-1)
: N2 _J; N27 _J;
yazilir.
L ]'2 e 2y = i\[ 62y + Te“z/zdu
N2 o, N2 o, N27
oldugundan
| <|P(7,_, <k —1)—LT e 2dul+|P(y, <k —1)——— T e 2du
- e 2z =, " N2r =,
- LTe‘“z/ *du
N27
olur.
Bu esitsizligin sag tarafindaki ifadelere siras1 ile 1,1, ve |, diyelim. Lemma 5.2.5
ve Lemma 5.2.6 dan
LT e E|l& -ECD]  3,6)(x+1)
1, <|P(7,, <k-D-—= [ e*"*dul<(0,82) <>
NIV RS o’Jn-1 Jnx(1+x)

Ve



LA e ElZ -ECG) _ @4)(x+1)
L <P, <k-1)——— du| < (0,82 <
o 7 e e N IR
olur.

1 B -u?/2 Az_Al

|, =|—— du| <
! \/ﬁ,{e U<@(1+A2/2)
yazilir.

Eger, 1<k <3nx+2 ise

1 k-1 L (4.2)x+(1,4)

B X
AZ_A'_\/W \/ﬁ+«/m+\/ﬁ\/H(\/ﬁ+ n—l) Jmx(+x)

Eger, k > 3nx+2 ise

A -A < 1 2nx(1+x) < 3X+2

X
2r1+A72) JxA+x) [ﬁ+ Jn(k=1-2nx+ () (k=1)) |~ J/nx(1+x)

esitsizligi saglanir. O halde son iki esitsizlikden her K € N igin

- (1,44)x+(0,68)

x4 %)

—uz/zdu

I, =

1 A
— | €
N2 ;[
olur.

Bulunan |, 1, ve |, sonuglar yerine konursa
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(7,44)x + (6,68)

JNX(1+ X)

| =|P(77,., <k-1)—P(y7, <k -1)| <

elde edilir.

(ii).

35 (0 =35 00| S a3, (00 =3, ()
Juic 00+ Py 0= 3,4, ()]
<@ ([9540 00 = Iy 0|+ Py (00)

<a

yazilirsa Lemma 5.1.2 ve Lemma 5.2.7 (i) den istenen sonug elde edilir.

Teorem 5.2.8: f € BV,[0,0), r e N, olsun. ¢ >1 ve A>2 sayilar1 ve X e (0,0)
noktasi i¢in N den bagimsiz dyle bir K(f,a,4,r,x) sabiti bulabiliriz ki yeterince

biiyiik n ler i¢in

f(H)—f(x-), 0<t<x

gx(t): Oa t=x ,
f)— f(x+), t>x

V'(g,), [a,b] aralig1 iizerinde g, in toplam salinimi olmak iizere

< 20(9x+8)
Jnx(1+

# SOAUEX Sy (g,) 4 K (L, 2100
nx k= -

‘Mn,a<f;x> [a%f(x+>+a—+f(x )} D= 1)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. f(t) fonksiyonu Es. 5.5 deki gibi yazilarak M he Operatorii uygulanirsa

o

‘Mna(f;x)—[Lf(x+)+if(x—)} <
’ a+l1 a+1

%| f(x4) - f(x—>|‘Mn,a (sgnx<t>;x>+Z—: M, (g, ®:%)| [5.16]

+

F0- F ()~ f(x—)‘\MM (8, ()

esitsizligi elde edilir.

Asikar olarak M (6,,X)=0 dir. Teoremin ispati igin M _(sgn, (t);X) ve
M, . (g,(t);X) nin Ust smirlarinin hesabina ihtiyacimiz var. Lemma 5.2.4 {n

sonucunu diistinerek,

0 k-1
M., (sgn,(;X) = =142 Qi (¥ P,y (X)
k=1 j=0

=—1+ 22 pn,lﬁj (X)‘]r?ijﬂ (X)
=0

yazilir. )" Q\*;(x) =1 oldugundan
i=0

a-1 - 2 &
M (sgn, (t);X)+——=2 ()JE (X)) ——— @) (x
n,a( g x() ) a+1 ;pnu( ) n,J+1( ) a+1jZOQn1,J( )

elde edilir.

Ortalama deger teoreminden J_, .. (X) <y, ;(X)<J_ ;(X) olmak iizere

Qrgtflﬂj) (x)= Jr(:l,j (x)— ‘]r?j:jﬂ (X) =(a+1) Pt (X)yr?—l,j (X)
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esitligi yazilirsa ve Lemma 5.2.7 den

a_
o+

M, . (Sgnx(t);x)+ ‘]r?ijJrl(X)_]/r?—l,j(X)‘

1
1

< 22 pn—l,j (X)
j=0

- 20(9x+8)

~Jnx(1+ %)

[5.17]

esitsizligi elde edilir.

Simdi M, (g, (t);x) ifadesini birinci kesimde yapilan islemlerle benzer gekilde

hesaplayacagiz. Es. 5.14 den

x=x/n x+x/~+/n ©

Mn’a(gx;x):( [+ +] JKn,a(x;t)gX(t)dt [5.18]
0 x-xa/n  x+x/vn

yazilir. Bu integrallerin her birine sirasiile E,E, ve E; diyelim.

E, icin; y =Xx—Xx/ Jn ve Lebesgue-Stieltjes kismi integrali alinirsa
y y

E, = [ 9,04 (B, 6 )~ [ £, 0, (9, (1)
0 0

elde edilir. |g, ()| <V,*(g,) oldugu i¢in

y
B <V, (908, (6 V) + [ A, s, (V' (9,))

esitsizligi yazilir ve Lemma 5.2.3 uygulanirsa



aAX(1+X) a/lx(1+x)j 1
n(x—vy)* n o (X— t)

|El | < \/yX (g )
esitligini elde ederiz. Integral ifadesi hesaplanirsa

aAX(1+X) | V(g)
|El|£—n { V(g)+2j o t}

olur. y yerine X — X/ Ju konulursa

|E,| <

OAX(1+X)| 5« PR L.
—| XV, -V
n |:X 0 (gx)+ X n ; X_X/ﬁ(gX)i|

esitsizligi elde edilir. O halde

A
|E|<2a (1+x)Z x w_(g )

sonucu elde edilir.

(V*(g0)

E, i¢in; te[x—x/\/ﬁ,x+x/\/ﬁ} olsun. Bu durumda

x+x/\/ﬁ
E,| < j |9, (DK, (x:t)dt
x—x/~/n

yazabiliriz.

b
(a,b) =[0,00) oldugu igin j K,,Ochdt <1 dir. |g,(0)] <V, (g,) <

oldugu g6z oniine alinirsa
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[5.19]

x+x/«/—
Vx x/n

(9,)



1< X+X
HAEESRAICH
nio
elde edilir.

E, i¢in;

Qx(t):{ g,(t), 0<t<2x

0,(2x), 2x<t<o

olmak tizere

o0

E,= | K,.0s0g,®dt+ [K,, (6D[g,()-9,(20]dt

X+x/+/n

olur. Bu integrallerin her birine sirasiyla E,, ve E,, diyelim.

E,, icin; Zz =X+ X/ Jn denilirse
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[5.20]

E, = ,gigrgo{gx(z)[l - B, (%2 |+ 6,(R)[ B, (x,R)~1]+ j[l — .. (x,t)d, (gx(t))]}

Lemma 5.2.3 uygulanirsa

E,|<

n R—w

OM,X(1+X)hm sz(gx)+ gx(R) +
(z-x)’

_aAx(1+x) |V, (9,) N
- n (z—x)°

olup

d, (Vi(gx))}



2x 1

.[(t_—x)zdt (th(gx)) = X—zvxzx(gx) (g ) + X—ZZV x+x/\/—(g )

(z-x)’ P

oldugundan

2&1(1 + X) S X+x /K
By < V. kZ:l:Vx (9,)

elde edilir.

E., icin; g, fonksiyonunun tanimindan

|E,,|< T Koo OGO M, 11"+ M, (1+2x)" |t
< (M, +M,)(n —l)iQ,ﬁf‘k)(x)T Do D[ A+ +(1+2%)" [dt

<a(M,+M,)(n- 1)i Po (x)T Do O A+ +(1+2)" [dt
k=1 2X

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige t > 2X i¢in

(1+1) <2 (l;r%)(t — X
ve

(1+2%)7 <2' (I:Tx)(t — X

esitsizligi ile Lemma 5.2.2 ve Lemma 5.2.3 uygulanirsa n > r i¢in
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[5.21]



73

E,|<a(M, +M,)2" (”;‘) T () <a(M, +M,)2" (”zf) M,
X ’ X
K(f,at, 4,1, = a(M, +M,)M, 2" (l;f)
denilirse
[E,|<K(f,a,4,r,xn [5.22]
elde edilir.

Es. 5.19-5.22 sonuglar1 yerlerine yazilarak Es. 5.18 sonucu elde edilir. Es. 5.17 ve

Es. 5.18 sonucu Es. 5.16 da yerine yazilirsa teoremde istenen sonug elde edilir.
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