
 

TOPLAMSAL İNTEGRAL TİP OPERATÖRLERİN                               

AĞIRLIKLI YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

  

 

 

 

 

Halime Mücella DEMİRHAN ÇAVUŞOĞLU 

  

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK 

  

 

 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

  

 

 

 

 

KASIM  2006 

ANKARA 



Halime Mücella DEMİRHAN ÇAVUŞOĞLU tarafından hazırlanan TOPLAMSAL 

İNTEGRAL TİP OPERATÖRLERİN AĞIRLIKLI YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

adlı bu tezin YÜKSEK LİSANS tezi olarak uygun olduğunu onaylarım. 

 

 

                     Doç. Dr. Nurhayat İSPİR 

        Tez Yöneticisi 

 

 

Bu çalışma, jürimiz tarafından oy birliği ile, MATEMATİK  Anabilim Dalında 

YÜKSEK LİSANS  tezi olarak kabul edilmiştir. 

 

 

Başkan : Prof. Dr. Ahmet Ali ÖÇAL     

 

Üye  : Prof. Dr. Bahri TURAN        

 

Üye  : Doç. Dr. Ayhan ŞERBETÇİ 

 

Üye  : Doç. Dr. A.Duran TÜRKOĞLU      

 

Üye  : Doç. Dr. Nurhayat İSPİR      

  

Tarih  : 01.11.2006   

 

Bu tez, Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yazım kurallarına uygundur.       

 



TEZ BİLDİRİMİ 

Tez içindeki bütün bilgilerin etik davranış ve akademik kurallar çerçevesinde elde 

edilerek sunulduğunu, ayrıca tez yazım kurallarına uygun olarak hazırlanan bu 

çalışmada orijinal olmayan her türlü kaynağa eksiksiz atıf yapıldığını bildiririm. 

 

 

Halime Mücella DEMİRHAN ÇAVUŞOĞLU 

 

 
 
 
 
  



 iv 

TOPLAMSAL İNTEGRAL TİP OPERATÖRLERİN  

AĞIRLIKLI YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

(Yüksek Lisans Tezi) 

 

Halime Mücella DEMİRHAN ÇAVUŞOĞLU 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Kasım 2006 

 

ÖZET 

 

Bu tezde, Agrawal ve Thamer tarafından tanımlanmış olan Mn toplamsal 

integral tip pozitif lineer operatörlerinin ağırlıklı yaklaşım özellikleri araştırıldı. 

İlk olarak, bu operatörler dizisinin yaklaşım derecesi, bilinen süreklilik modülü 

yardımı ile verildi ve [0,∞∞∞∞) aralığında tanımlı, sürekli sonsuzda polinomsal 

büyüyen fonksiyonların ağırlıklı yaklaşım özellikleri Mn operatörleri yardımıyla 

araştırıldı. Bundan başka, Mn operatörlerinin yakınsaklık hızı, ağırlıklı 

süreklilik modülü cinsinden ifade edildi. Son olarak, bu operatörlerle 

simultaneous yaklaşımın özellikleri çalışıldı. 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, we investigated the weighted approximation properties of a 
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 SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte 

sunulmuştur. 

Simgeler Açıklama 

〈〈〈〈a,b〉〉〉〉  [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (–∞,∞), (–∞,a), (a,∞) aralıklarından 
biri 

Bρρρρ(IR) Her x∈IR için |f(x)| ≤ Mf.ρ(x) koşulunu sağlayan 
fonksiyonlar uzayı 

C[a,b] [a,b] aralığında sürekli fonksiyonlar uzayı 

C2ππππ 2π periyotlu sürekli fonksiyonlar uzayı    

Cρρρρ(IR) Her x∈IR için |f(x)| ≤ Mf.ρ(x) koşulunu sağlayan sürekli 
fonksiyonlar uzayı 

  k
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)x(f
lim:Cf  alt uzayı 

||||||||f||||||||ρρρρ  Bρ(IR) uzayında tanımlanan norm 

||||||||L||||||||X→→→→Y  X normlu uzayından Y normlu uzayına dönüşüm yapan L 
operatörünün normu 

Ln(f;x) L operatörünün f fonksiyonuna uygulanmasından elde 
edilen fonksiyon 

L ρ,p   
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X+ {f∈X: f(t) ≥ 0} 

ρρρρ(x) Ağırlık fonksiyonu 

ΩΩΩΩ(f;δδδδ) f fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü 

ωωωω(f;δδδδ) f fonksiyonunun süreklilik modülü 

→
→  Düzgün yakınsama  
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1. GİRİŞ 

Bu tezin amacı, pozitif reel eksende sürekli, polinomsal büyüme hızına sahip 

fonksiyonlara toplamsal – integral tip operatörler dizisi ile ağırlıklı yaklaşımın 

özelliklerini araştırmaktır. 

Yaklaşım teorisinde, kompakt aralıklarda sürekli fonksiyonlara lineer pozitif 

operatörlerle yaklaşım problemi önemli bir yer tutmaktadır. Weierstrass, kompakt 

aralıklarda sürekli fonksiyonlara yakınsayan bir polinomlar dizisinin var olduğunu 

ispatlamıştır [1]. Daha sonra bir çok matematikçi tarafından bu teoremi sağlayan 

farklı polinom dizileri oluşturulmuştur. Bu dizilerin oluşturulma tekniği lineer pozitif 

operatörlerle yaklaşım problemini ortaya çıkarmıştır. Bernstein [2], [0,1] aralığında 

sürekli fonksiyonlar için 

Bn(f;x) = ∑
=

−−














n

0k

knk )x1(x
k

n

n

k
f              0 ≤ x ≤ 1 

toplamsal operatörünü tanımlayarak, bu operatörler dizisinin [0,1] aralığında düzgün 

olarak f fonksiyonuna yaklaştığını ispatlamıştır. Bohman [3], özel bir lineer pozitif 

operatörler dizisi tanımlayarak bu tip dizilerin [0,1] kapalı aralığında yaklaşım 

koşullarını vermiş, daha sonra Korovkin [4, 5], daha genel durumlarda lineer pozitif 

operatörler dizisinin yaklaşım problemini ele alarak “Korovkin Teoremi” olarak 

bilinen teoremi ispatlamıştır. 

Bernstein operatörleri ile, süreksiz fonksiyonlara yaklaşmak uygun olmadığından, 

integrallenebilir fonksiyonlar uzayında Korovkin Teoremi’ni incelemek için, 

Kantorivich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatörleri tanımlamışlardır [5]. 

Bu operatörler sırası ile, f∈L1[0,1], x∈[0,1] ve  

Pn,k(x) = knk )x1(x
k

n
−−








 

olmak üzere 
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Kn(f;x) = ∫∑
+

+

+

=

+
1n
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n,k dt)t(f)x(P)1n(  

Dn(f;x) = ∫∑
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1

0

k,n

n

0k
k,n dt)t(f)t(P)x(P)1n(  

 

şeklinde tanımlanır. Sonlu aralıklarda tanımlı bu operatörler için, Korovkin Teoremi 

sağlanır. Sınırsız aralıklarda, yaklaşım problemi, ağırlıklı uzaylarda incelenir. 

Ağırlıklı uzaylarda yaklaşım koşulları ve Korovkin tip teoremler Gadjiev [6,7] 

tarafından verilmiştir. 

Bu tezde, Agrawal ve Thamer [8] tarafından tanımlanan, temel fonksiyonları klasik 

Baskakov fonksiyonları olan toplamsal – integral tip operatörlerin [0,∞) aralığında 

sürekli ve polinomsal büyüme hızına sahip fonksiyonlara ağırlıklı yaklaşım 

özellikleri ve yaklaşım hızı incelenmiştir. 

Bu tez, birinci bölüm giriş bölümü olmak üzere üç bölümden oluşmaktadır. 

İkinci bölümde temel kavram ve teoremler tanıtılmıştır. Bu amaçla fonksiyon 

uzayları ve lineer pozitif operatörlerle ilgili tanım ve teoremler verilmiş, C[a,b] 

uzayında Korovkin Teoremi ifade edilmiştir. Ayrıca Lp[a,b] uzayı ve ağırlıklı 

uzaylarda yaklaşım koşullarına ilişkin teoremler verilmiştir. 

Üçüncü bölümün ilk üç kesiminde, Agrawal ve Thamer [8] tarafından tanımlanan 

{Mn(f;x)} toplamsal-integral tip operatörler dizisinin temel özellikleri ve ağırlıklı 

yaklaşımı incelenmiş, sonlu aralıklarda tanımlı fonksiyonlara yaklaşım hızı süreklilik 

modülü ile hesaplanırken, C[0,∞) uzayında tanımlı fonksiyonlara, yaklaşım hızı 

ağırlıklı süreklilik modülü ile ifade edilmiştir. Son kesimde ise [8] de verilen 

simultaneous (eş anlı) yaklaşım problemi ele alınarak, Mn operatörünün r. 

basamaktan türevinin, fonksiyonunun aynı basamaktan türevine yaklaşım problemi 

çalışılmıştır.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR    

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak temel kavramlar verilmiş, sürekli 

fonksiyon uzaylarında lineer pozitif operatörler tanımlanmıştır. 

2.1. Sonlu Aralıklarda Tanımlı Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

2.1. Tanım 

[a,b] kapalı ve sonlu aralığında tanımlı, sürekli fonksiyonlar uzayını C[a,b] ile 

gösterelim.  C[a,b],  

i) (f+g)(x) = f(x)+g(x) ve 

ii) λ∈IR olmak üzere 

(λf)(x) = λf(x) işlemleri ile bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayı üzerinde bir norm, 

||f||C = 
bxa

max
≤≤

|f(x)| 

şeklinde tanımlanır. 

C[a,b], bu norm altında bir Banach uzayıdır.  

(fn), C[a,b]’de bir dizi ve f∈C[a,b] olmak üzere (fn) dizisinin f fonksiyonuna 

yaklaşması için gerek ve yeter koşul, her x∈[a,b] için  

|fn(x)–f(x)| < M.εn       

olmasıdır [9]. Burada M > 0 ve εn ise sıfıra yakınsayan bir dizidir. 

C[a,b] uzayında tanımlanan maximum normuna göre lim fn = f ile {fn} fonksiyonlar 

dizisinin f fonksiyonuna [a,b] kümesi üzerinde düzgün yakınsaması aynı şeydir.  
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2.2. Lineer Pozitif Operatörler 

X ve Y normlu fonksiyon uzayları olmak üzere X’den alınan her f fonksiyonuna 

Y’de bir g fonksiyonunu karşılık getiren bir L kuralı varsa, bu L kuralına X’den Y’ye 

bir operatör denir. f∈X, g∈Y ve x, g’nin tanım kümesine ait olmak üzere 

L(f)(x) = L(f;x) = g(x) 

ya da daha açık biçimde; t, f’nin x, g’nin tanım kümesine ait olmak üzere 

L(f(t);x) = g(x) 

biçiminde gösterilir. 

X uzayına L operatörünün tanım bölgesi denir ve X = D(L) ile gösterilir. L(f;x) = 

g(x) ise Y uzayının bir elemanı olup bu şekildeki g fonksiyonlarının kümesine L 

operatörünün değerler kümesi denir ve R(L) ile gösterilir. R(L)⊂Y’dir. 

Bu kısımdaki tanımlarda X ve Y normlu fonksiyon uzayları olacaktır. 

2.2. Tanım 

L: X→Y bir operatör ve x∈Dg olsun. L operatörü  

i)  ∀f1,f2∈X için L(f1+f2;x) = L(f1;x) + L(f2;x) 

ii) ∀α∈IR için L(αf;x) = α.L(f;x)  

şeklindeki iki koşulu sağlıyorsa, L operatörüne lineer operatör denir.  

2.3. Tanım 

L: X→Y bir operatör olsun. D(L)⊂X, L’nin tanım kümesi olmak üzere ∀f∈D(L) için 

||L(f;x)||Y ≤ M.||f||X  (2.1) 
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eşitsizliğini sağlayan M∈IR+ varsa L’ye D(L)’de sınırlı operatör denir. 

||L||X→Y = inf {M: ||L(f;x)||Y ≤ M.||f||X} 

sayısına L operatörünün normu denir. 

2.1. Önerme 

 L: X→Y sınırlı lineer operatörü için 

||L||X→Y = 
X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 

eşitliği sağlanır. 

İspat 

||L||X→Y tanımından 

≤
X

Y

||f||

||x)L(f;||
||L||X→Y   

eşitsizliği sağlanır. Buradan 

X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 ≤ ||L||X→Y  (2.2) 

eşitsizliği bulunur. Diğer taraftan infimum tanımından her ε > 0 için en az bir fε∈X 

vardır öyle ki, 

||L(fε;x)||Y ≥ (||L||X→Y – ε) ||f ε ||X 

eşitsizliği bulunur. Buradan da 

X

Y

||f||

||)x;L(f||

ε

ε  ≥ ||L||X→Y – ε 
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eşitsizliğini elde ederiz. Buradan 

X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 ≥ 
X

Y

||f||

||)x;L(f||

ε

ε  ≥ ||L||X→Y – ε 

elde edilir. Sol taraf ε’a bağlı olmadığından ε→0 için eşitsizlik bozulmaz. Buna göre 

X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 ≥ ||L||X→Y (2.3) 

eşitsizliği elde edilir. Sonuç olarak Eş. 2.2 ve Eş. 2.3 eşitsizliklerinden 

||L||X→Y = 
X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 

bulunur. 

2.1. Sonuç 

L: X→Y sınırlı lineer operatörü için 

||L||X→Y = Y
1||f||

||x)L(f;||sup
X =

 

eşitliği gerçeklenir. 

İspat 

Önerme 2.1’den 

||L||X→Y = 
X

Y

0||f|| ||f||

||x)L(f;||
sup

X ≠

 = 
YX0||f||

)x;f(L
||f||

1
sup

X ≠

 

            = 
YX0||f||

x;
||f||

f
Lsup

X










≠
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g(x) = 
X||f||

f
 dersek ||g||X = 1 olur. Buradan 

||L||X→Y = Y
1||g||

||x)L(g;||sup
X =

 

elde edilir. 

2.4. Tanım 

L: X→Y lineer bir operatör olsun. Her ε > 0 sayısına karşı gelen bir δ(ε,f0) > 0 

sayısı, ||f–f0||X < δ olduğunda ||L(f) – L(f0)||Y < ε eşitsizliği sağlanacak şekilde 

bulunuyorsa L operatörü f0∈X için süreklidir denir. 

2.5. Tanım 

L: X→Y lineer bir operatör, (fn)⊂X bir dizi olsun. 

0
||||

n ff x→ ⋅   iken )f(L)f(L 0

||||

n
y→

⋅
 

ise L operatörüne x0 noktasında dizisel süreklidir denir. 

2.1. Teorem 

X, Y normlu uzaylar L: X→Y lineer operatör olsun. Bu durumda L operatörü için 

sınırlılık ve süreklilik birbirine denktir. 

2.6. Tanım 

L: X→Y lineer operatör olsun. 

X+ = {f∈X: ∀t∈Df için f(t) ≥ 0}      ve     Y+ = {g∈Y: ∀x∈Dg için g(x) ≥ 0} 

olmak üzere, X uzayında tanımlanan L lineer operatörü, X+ kümesindeki her bir f 

fonksiyonunu Y+ kümesinde bir fonksiyona dönüştürüyorsa, başka bir deyimle 
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L(X+)⊂Y+ oluyorsa L operatörüne lineer pozitif operatör denir. L lineer pozitif 

operatör ise, ∀t∈Df için f(t) ≥ 0 olduğunda ∀x∈Dg için L(f;x) ≥ 0 olur. 

2.2. Önerme 

L: X→Y lineer pozitif operatör olsun. f,g∈X olmak üzere, her t∈D(f) için f(t) ≤ g(t) 

ise ∀x∈Dg için L(f;x) ≤ L(g;x)’tir. Buna L lineer operatörünün monotonluk özelliği 

denir. 

İspat 

∀t∈D(f) için f(t) ≤ g(t) ise 

0 ≤ (g–f)(t)’dir. 

L lineer pozitif operatör olduğu için, Tanım 2.6’dan 

0 ≤ L(g–f;x) 

burada, Tanım 2.2’yi kullanırsak 

0 ≤ L(g;x) – L(f;x)  

L(f;x) ≤ L(g;x) 

eşitsizliğine ulaşırız. 

2.3. Önerme 

L: X→Y lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda |L(f;x)| ≤ L(|f|;x) eşitsizliği 

vardır. 

İspat 

–|f| ≤ f ≤ |f| eşitsizliğini L operatörüne uygulayalım. Lineer pozitif operatörlerin 

monotonluk özelliğinden 
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L(–|f|;x) ≤ L(f;x) ≤ L(|f|;x) eşitsizliği elde edilir. Burada Tanım 2.2’yi kullanırsak 

–L(|f|;x) ≤ L(f;x) ≤ L(|f|;x) 

eşitsizliği elde edilir. 

Bu ise, 

|L(f;x)| ≤ L(|f|;x) anlamına gelir. 

2.1. Örnek 

f∈C[0,1] olmak üzere 0 ≤ x ≤ 1 için 

∑
=

−−















=

n

0k

knk
n )x1(x

k

n

n

k
f)x;f(B  

şeklinde tanımlanan Bernstein Polinomu, her bir n için, bir lineer pozitif operatördür. 

2.2. Örnek 

f, [0,∞) da tanımlı reel değerli sürekli bir fonksiyon ve x ≥ 0 olmak üzere 

Zn(f;x) = ∑
∞

=

− 








0k

k
nx

!k

)nx(

n

k
fe  

şeklinde tanımlanan Szasz Operatörü de, her bir n için, lineer pozitif operatördür. 

2.3. Örnek 

f∈C[0,A)   A > 0 olmak üzere 

An(f;x) = ∑
∞

=
++







 −+









0k
kn

k

)x1(

x

k

1kn

n

k
f  

şeklinde tanımlanan Baskakov Operatörü, her bir n için, lineer pozitif operatördür. 
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2.4. Önerme 

K: [a,b]×[a,b]→IR 

f: [a,b]→IR 

A: L[a,b]→C[a,b] 

olmak üzere  

A(f;x) = ∫
b

a

dt)x;t(K).t(f  

şeklinde tanımlanan A operatörünün pozitif olması için gerek ve yeter koşul K(t;x)’in 

pozitif olmasıdır. Burada K(t;x) ifadesine A operatörünün çekirdeği denir. 

İspat 

A operatörünün lineer olduğu açıktır. Önce A operatörünün pozitif olduğunu kabul 

edelim ve kabul edelim ki en az bir t0 için K(t0;x) < 0 olsun. Operatörün K çekirdeği 

sürekli olduğundan, t0’ı içeren öyle bir [α,β]⊂[a,b] aralığı vardır ki, her t∈[α,β] için 

K(t;x) < 0 olur. Buna göre 

f(x) = 




βα∈

βα∈

],[x,1

],/[]b,a[x,0
 

şeklinde tanımlanan f fonksiyonu için, f ≥ 0 olmasına karşın 

A(f;x) = 0dt)x,t(K <∫
β

α

 

bulunur. Bu ise A operatörünün pozitif olması ile çelişir. O halde her t ve x için 

K(t;x) ≥ 0 olmalıdır. 

Tersine, her t ve x için K(t;x) ≥ 0 olduğunu kabul edelim ve f ≥ 0 alalım A’nın 

tanımından 
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A(f;x) = ∫
b

a

dt)x,t(K).t(f  > 0 

elde edilir. Bu ise A’nın lineer pozitif operatör olması anlamına gelir. 

2.5. Önerme 

(ak) reel sayıların bir dizisi ve f, Pk (k∈IN) reel değişkenli ve reel değerli 

fonksiyonlar olmak üzere, 

L(f;x) = ∑
=

n

0k
kk )x(P)a(f  

şeklinde tanımlanan L operatörü lineerdir. L operatörünün pozitif olması için gerek 

ve yeter koşul, her x ve k için Pk(x) ≥ 0 olmasıdır. 

İspat 

L operatörünün lineerliği açıktır. L operatörünün pozitif olduğunu ve en az bir k0 için 

0P
0k <  olduğunu kabul edelim. 

Buna göre 

f(x) = 




=

≠

0

0

k

k

ax,1

ax,0
 

şeklinde verilen f fonksiyonu için f pozitif olmasına rağmen 

L(f;x) = ∑
=

=
n

0k
kkkk )x(P).a(f)x(P)a(f

00
 

          = 0)x(P
0k <  

elde edilir. Bu ise L’nin pozitif olması ile çelişir. Buna göre her x ve k için Pk(x) ≥ 0 

olmalıdır.  
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Tersine, her x ve k için Pk(x) ≥ 0 ve f ≥ 0 olsun. L’nin tanımından 

L(f;x) = ∑
=

n

0k
kk )x(P)a(f  ≥ 0 

elde edilir. Bu da L’nin pozitif olması demektir. 

2.4. Örnek 

f∈C[0,1]  x∈[0,1] olmak üzere 

∑∑
==

− 







=−
















=

n

0k
n,k

n

0k

knk
n )x(P

n

k
f)x1(x

k

n

n

k
f)x;f(B  

şeklinde tanımlanan Bernstein Polinomu’ndan aşağıdaki işlemlerle Kantorovich 

Operatörü elde edilir. 

∑
=

−−−− −−−−















=

n

0k

1knkkn1k
n ])x1(x)kn()x1(kx[

k

n

n

k
f)x;f(B

dx

d
 

∑∑
−

=

−−

−−

=

−− −−
−









−−

−








=

1n

0k

1knk

)!1kn(

n

0k

kn1k )x1(x).kn.(
!k)!.kn(

!n

n

k
f)x1(x.k.

!k)!.kn(

!n

n

k
f  

∑∑
−

=

−−

=

−− −
−−









−−

−−








=

1n

0k

1knk
n

0k

kn1k )x1(x.
)!k1n!.(k

!n

n

k
f)x1(x.

)!1k)!.(kn(

!n

n

k
f  

∑∑
−

=

−−
−

=

−− −
−−

−








−−

−−

−







 +
=

1n

0k

1knk
1n

0k

1knk )x1(x.
)!k1n!.(k

)!1n(

n

k
fn)x1(x.

!k)!.1kn(

)!1n(

n

1k
fn  

∑
−

=

−−−
−−

−
















−







 +
=

1n

0k

k1nk )x1(x.
)!k1n(

)!1n(

n

k
f

n

1k
fn  

∑
−

=
−
















−







 +
=

1n

0k
1n,k )x(P

n

k
f

n

1k
fn  

∑ ∫
−

=

+

−ζζ=
1n

0k

n

1k

n/k

1n,k )x(Pd)(fn  
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Buna göre; n∈IN, f∈L1[0,1] , x∈[0,1] olmak üzere aşağıdaki şekilde tanımlanan, n. 

Kantorovich Operatörü 

Kn: L1[0,1] → C[0,1] 

Kn(f;x) = (n+1)∑ ∫
=

+

+

+

n

0k

1n

1k

1n

k
n,k )t(d)t(f)x(P  

lineer pozitif bir operatördür. 

2.5. Örnek 

n ≥ 1 olmak üzere, ∀f∈L1[0,1] ve ∀x∈[0,1] için  

Pk,n(x) = knk )x1(x
k

n
−−








     olmak üzere 

Dn(f;x) = ∑ ∫
=

+
n

0k

1

0

n,kn,k dt)t(f)t(P)x(P)1n(  

şeklinde tanımlanan Bernstein–Durrmeyer Operatörü de lineer pozitif bir 

operatördür. 

2.3. C[a,b] Uzayında P.P. Korovkin Teoremi 

Yaklaşım Teorisi’nin amacı, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanışlı olan 

diğer fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde etmektir. Böyle bir gösterim, 

fonksiyon hakkında bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir. 

1885 yılında Weierstrass [a,b] aralığında sürekli her f fonksiyonuna bir polinomla 

yaklaşılabileceğini ifade etmiştir.  
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2.3.1. Weiertrass’ın ilk yaklaşım teoremi [1] 

∀ε > 0 ve f(x)∈C[a,b] için öyle bir P(x) polinomu vardır ki, ∀x∈[a,b] için |P(x)–f(x)| 

< ε eşitsizliği sağlanır. 

Başka bir ifade ile [a,b] aralığında sürekli her f fonksiyonu için f(x)’e [a,b] aralığında 

düzgün yakınsayan bir {Pn(x)} polinom dizisi vardır. 

Bu teoremin birçok ispatı bulunmaktadır. Bu ispatlardan birini de 1912 yılında S.N. 

Berstein [2] yaparak, lineer pozitif operatörler ile yaklaşım teorisinde önemli rol 

oynayan Bernstein Polinomları’nı tanımlamıştır. 

2.3.2. Weierstrass’ın ikinci yaklaşım teoremi [1] 

Bu teorem, periyodik sürekli fonksiyonlara yaklaşan trigonometrik polinomların 

bulunabileceğini ifade eder. 

f(x), 2π periyotlu sürekli bir fonksiyon ve ε > 0 ise öyle bir T(x) trigonometrik 

polinomu vardır ki x’in bütün reel değerleri için |T(x)–f(x)| < ε eşitsizliği sağlanır. 

Bu teoremin ispatı De-La Vallee Poussin tarafından 1908’de yapılmıştır. 

1952 yılında H. Bohman [3] toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin 

[0,1] aralığında sürekli f fonksiyonuna yaklaşması problemini incelemiştir. H. 

Bohman göstermiştir ki, x∈[0,1]  ve  0 ≤ αk,n ≤ 1   k < r   için αk,n < αr,n olduğunda 

Ln(f;x) = ∑
=

≥α
n

0k
n,kn,k 0)x(P)(f    

pozitif operatörler dizisinin, n→∞ için [0,1] aralığında sürekli f fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olması için gerek ve yeter koşullar 

Ln(1;x) →
→  1  

Ln(t;x)  →
→  x  
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Ln(t
2;x) →

→  x2  

şeklinde ifade edilir. Bohman operatörlerin değeri, f fonksiyonunun [0,1] 

aralığındaki değerlerinden bağımsızdır. 

1953 yılında P.P. Korovkin [4], H. Bohman’ın teoremini genelleştirmiştir.  

2.4. Teorem (Korovkin Teoremi) 

{Ln} lineer pozitif operatörler dizisi, ∀x∈[a,b] için 

0x)x,t(Llim
]b,a[Cn

n
=− ϑϑ

∞→
       ϑ = 0,1,2 (2.4) 

koşulları sağlanıyorsa, bu durumda, [a,b] kapalı aralığında sürekli olan her f 

fonksiyonu için, Ln(f;x), [a,b] aralığında düzgün olarak f(x)’e yakınsar [7,4]. 

İspat 

f∈C[a,b] olduğundan ∀ε > 0 için öyle bir δ = δ(ε) > 0 sayısı bulabiliriz ki, |t–x| < δ 

olduğunda, ∀x,t∈[a,b] için,  |f(t)–f(x) < ε eşitsizliği sağlanır. 

Ayrıca 

|f(t)–f(x)| = |f(t)–f(x)| χ(t)      +      |f(t)–f(x)| χ(t)  

                                      [x–δ,x+δ]                [x–δ,x+δ]c 

               ≤ ε.1 + 
2

2

f

)xt(
K.2

δ

−
 (2.5) 

eşitsizliğini yazabiliriz. Çünkü t∈[x–δ,x+δ]c olduğunda 

|t–x| ≥ δ olup 

δ

− |xt|
 ≥ 1 ve buradan da 
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2

2)xt(

δ

−
 ≥ 1 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Buna göre; |t–x| ≥ δ olduğunda, f’in sınırlılığını da göz önüne alarak Kf > 0 olmak 

üzere 

|f(t)–f(x)| ≤ 
2

2

f

)xt(
K.2

δ

−
 

eşitsizliği sağlanır. 

Şimdi, 

||Ln(f;x)–f(x)||C ifadesini düzenleyelim. 

Üçgen eşitsizliğini ve lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliğini kullanarak, 

||Ln(f;x)–f(x)||C = ||Ln(f(t)–f(x);x) + f(x)Ln(1;x)–f(x)||C 

≤ ||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C + ||f(x)(L(1;x)–1)||C 

≤ ||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C + ||
bta

max
<≤

|f(t)| (Ln(1;x)–1)||C 

= ||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C + ||f||C ||Ln(1;x)–1||C 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Bu eşitsizlikteki ikinci terim Eş. 2.4’den dolayı n→∞ iken sıfıra yakınsar, yani 

||f||C ||Ln(1;x)–1||C ≤ εn     ,     εn→0 

Buna göre 

||Ln(f;x)–f(x)||C ≤ ||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C + εn (2.6) 

olur. 
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Eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim Eş. 2.5’den dolayı 

||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C ≤ ε[Ln(1;x)–1] + ε + 
2

fK2

δ
 {||Ln(t

2;x)–x2||C – 2x||Ln(t;x)–x||C  

                                                      + x2||Ln(1;x)–1||C} 

eşitsizliğine dönüşür. Buradan da; 

||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C ≤ ε||Ln(1;x)–1||C + ε + 
2

fK2

δ
 {||Ln(t

2;x)–x2||C 

                             + (2
bta

max
<≤

|x|) ||Ln(t;x)–x||C + (
bta

max
<≤

 |x|2) ||Ln(1;x)–1||C} 

eşitsizliğini yazabiliriz. 

2
bta

max
<≤

|x| = 2b   ve   
bta

max
<≤

|x|2 = b2   olduğundan 

||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C ≤ ε||Ln(1;x)–1||C + ε + 
2

fK2

δ
 {||Ln(t

2;x)–x2||C 

                                + 2b ||Ln(t;x)–x||C + b2 ||Ln(1;x)–1||C} 

Bu eşitsizlikte de Eş. 2.4 koşullarından dolayı, n→∞ için 

||Ln(|f(t)–f(x)|;x)||C → 0 

olur. Buradan Eş. 2.6 eşitsizliğinden yararlanarak; 

n→∞ için 

||Ln(f;x)–f(x)||C→0 

olduğunu görürüz. Bu da ispatı tamamlar. 

2.2. Sonuç 

{Ln} lineer pozitif operatörler dizisi [a,b] aralığında 

Ln(1;x) →
→  1 (2.7) 
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Ln((t–x)2;x) →
→   0 (2.8) 

koşullarını sağlıyorsa C[a,b] uzayında olan her f fonksiyonu için, [a,b] aralığında 

n→∞ iken, 

Ln(f;x) →
→  f(x) 

sağlanır [9, 14]. 

Burada  →
→   düzgün yakınsamayı ifade etmektedir. 

Korovkin Teoremi’ndeki 1, x, x2 fonksiyonları yerine [a,b] aralığında lineer bağımsız 

herhangi üç fonksiyonu alamayız. 

2.5. Teorem [9] 

f0, f1, f2 sürekli fonksiyonlarından oluşmuş [a,b] aralığında ikiden fazla sıfır yeri olan 

bir F(x) polinomu varsa, bu durumda öyle bir L lineer pozitif operatörü bulabiliriz ki, 

x∈[a,b] ve k = 0,1,2 için 

L(fk;x) = fk(x) 

koşulları sağlanmasına rağmen öyle bir f*∈C[a,b] fonksiyonu vardır ki 

L(f*;x) ≠ f*(x)’dir. 

Dolayısıyla Korovkin Teoremi’nin koşullarındaki 1, x, x2 fonksiyonlarının yerine 

seçilecek fonksiyonlardan oluşturulmuş herhangi bir F(x) polinomunun [a,b] 

aralığında ikiden fazla sıfır yeri olmamalıdır. 

2.6. Teorem (Baskakov Teoremi) 

Ln(f;x) lineer pozitif operatörler dizisi olsun.        ϑ = 0,1,2 için 

Ln(t
ϑ;x) →

→  xϑ (2.9) 
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şeklindeki üç koşul sağlanıyorsa ve tüm IR’de 

|f(x)| ≤ Mf(1+x2) (2.10) 

ise, ∀f∈C[a,b] için Ln(f;x) →
→  f(x)’dir. 

İspat 

∀ε > 0 için |t–x| ≤ δ olduğunda, f∈C[a,b] olduğu için 

|f(t)–f(x)| ≤ ε 

|t–x| ≥ δ olduğunda ise, Eş. 2.10’dan dolayı 

|f(t)–f(x)| ≤ |f(t)| + |f(x)| 

≤ Mf(1+t2) + Mf(1+x2) 

= Mf(2+t2+x2) (2.11) 

Ayrıca |t–x| ≥ δ ise 
δ

− |xt|
 ≥ 1 ve 

2

2)xt(

δ

−
 ≥ 1 olacağından Eş. 2.11’den 

|f(t)–f(x)| ≤ Mf(2+t2+x2) 

= Mf(2 + (t–x+x)2 + x2) 

= Mf(2 + (t–x)2 + 2.(t–x).x + x2 + x2) 

≤ Mf 







+−+−+

δ

− 22

2

2

x2|xt|x.2)xt(
)xt(

.2  

≤ Mf 








δ

−
+

δ

−
+−+

δ

−
2

2
2

2
2

2

2 )xt(
x2

)xt(
x.2)xt(

)xt(
.2  

= Mf(t–x)2 









δ
+

δ

2
++

δ 2

2

2

x2x
1

2  

)x(C
x2x

1
2

2

2

2 δ=
δ

+
δ

2
++

δ
  dersek 
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∀ε > 0 için 

|f(t)–f(x)| ≤ ε + Cδ(x) Mf(t–x)2 (2.12) 

Buradan Ln’nin lineerliğini ve Eş. 2.9’u kullanarak  

Ln(|f(t)–f(x)|;x) ≤ εLn(1;x) + Cδ(x) Mf Ln ((t–x)2;x) 

= ε(Ln(1;x)–1) + ε + Cδ(x) Mf[Ln(t
2;x)–2x.Ln(t;x) + x2Ln(1;x)] (2.13) 

Eş. 2.13 eşitsizliğinde Eş. 2.9 şartlarını kullanırsak, Cδ(x) sonlu bir sayı olduğu için, 

Ln(|f(t)–f(x)|;x)’in 0’a yaklaştığı görülür. Buna göre 

Ln(f;x) →
→  f(x) sonucunu elde ederiz. 

2.4. Lp Uzaylarında P.P. Korovkin Teoremi 

2.7. Tanım 

(X,A,µ) bir ölçü uzayı olsun. 1 ≤ p < ∞ olmak üzere, 

Lp = {f∈M(X,A): ( )∫ ∞<||
X

p
dxxf } (2.14) 

kümesine p-ninci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı denir. Burada X bir 

küme, A X üzerinde bir σ cebiri M(X,A) X üzerinde tanımlı genişletilmiş reel değerli 

µ ölçülebilir bütün fonksiyonların kümesidir. 

f∈Lp olsun. α∈IR ise, αf∈Lp’dir. Çünkü fp∈Lp olduğunda, |f|p integrallenebilir olup 

|α|p. |f|p de integrallenebilirdir. Dolayısıyla |αf|p integrallenebilirdir. Ayrıca f,g∈Lp ise 

|f+g|p ≤ (|f|+|g|)p ≤ (2.max{|f|,|g|})p ≤ 2p(|f|p+|g|p) 

olacağından |f+g|p integrallenebilirdir ve dolayısıyla f+g∈Lp olur. Şu halde Lp 

kümesi bir vektör uzayıdır. Bu uzay üzerinde p ≥ 1 olmak üzere 
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||f||p = ( )
p

X

dxf

/1

p|| 









∫ µ  (2.15) 

şeklinde tanımlanan 

||.||p: Lp→IR fonksiyonu Lp üzerinde bir yarı normdur. 

2.7. Teorem (Hölder Eşitsizliği) [11] 

p > 1, 1
q

1

p

1
=+  olsun. f∈Lp, g∈Lq ise f.g∈L1  ve 

||f.g||1 ≤ ||f||p.||g||q  ’dir. (2.16) 

2.8. Teorem (Minkowsky Eşitsizliği) [11] 

Eğer p ≥ 1, f,g∈Lp ise f+g∈Lp  ve 

||f+g||p ≤ ||f||p + ||g||p   ’dır. (2.17) 

Belirtelim ki; f∈Lp olmak üzere ||f||p = 0 ∫ ⇔=µ⇔ 0d|f| p  hemen hemen her yerde 

f = 0 dır [11]. (2.18) 

Buna göre Lp üzerinde tanımlanan ||.||p fonksiyonu için 

(a) ||f||p = 0 ⇔  hemen hemen her yerde f = 0 

(b) ||αf||p = |α|.||f||p 

(c) ||f+g||p ≤ ||f||p + ||g||p 

özellikleri sağlanır ki bu ||.||p fonksiyonunun Lp üzerinde bir yarı norm olduğunu 

gösterir. 

Lp üzerinde 
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f  ∼ g ⇔ hemen hemen her yerde f = g  

biçiminde tanımlanan ∼ bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. Dolayısıyla bu bağıntı Lp 

uzayını denklik sınıflarına ayırır. Bu denklik sınıflarının kümesi Lp ile gösterilir. 

Buna   göre   Lp’nin   elemanları   [f]   biçimindeki    denklik   sınıflarıdır.   Lp   uzayı 

[f] + [g] = [f+g] 

λ.[f] = [λ.f]  

şeklinde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre bir vektör uzayıdır. 

p ≥ 1 olmak üzere 

||[f]||p = ||f||p = 

p/1

x

p d|f| 









µ∫  

biçiminde tanımlanan ||.||p fonksiyonu Lp üzerinde bir normdur. 

Her ne kadar Lp’nin elemanları denklik sınıfları ise de, onları denklik sınıflarının 

temsilci elemanları ile göstermek mümkündür. 

2.9. Teorem (Luzin Teoremi) 

Sonlu aralıklarda tanımlanmış Lp uzaylarındaki her f fonksiyonu ve her ε > 0 için 

öyle sürekli bir g fonksiyonu bulabiliriz ki, bir µ ölçüsü için 

µ{E: f(x) ≠ g(x)} < ε’dur [12]. 

2.10. Teorem [9] 

Kabul edelim ki Lp(a,b)’den Lp(a,b)’ye dönüşüm yapan {An} lineer pozitif 

operatörler dizisi için aşağıdaki şartlar geçerli olsun. 

a) An-lerin normları düzgün sınırlı olsun. Yani öyle bir M sabiti olsun ki tüm n-ler 

için 
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pp LLn ||A|| →  ≤ M < ∞  n = 1,2,... 

sağlansın. 

b) n→∞ ve ϑ = 0,1,2, için 

pLn ||xx);(tA|| ϑϑ −  → 0 

olsun. O takdirde keyfi f∈Lp(a,b) fonksiyonu için  

n→∞ iken 
pLn ||f(x)x);f(A|| −  → 0 olur. 

2.5. Ağırlıklı Uzaylarda Yaklaşım 

Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapalı aralıklarında verilmiştir. Reel eksenin 

tamamında veya sınırsız alt aralıklarında yaklaşım koşullarını Gadjiev [6,7] 

araştırmıştır. Sınırsız aralıklarda Korovkin Teoremi ağırlıklı uzaylarda incelenmiştir. 

2.8. Tanım 

ϕ  reel eksende sürekli monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 

ρ(x) = 1 + [ϕ(x)]2 (2.19) 

şeklinde ρ fonksiyonu tanımlansın. 

|f(x)| ≤ Mf.ρ(x)            Mf > 0 (2.20) 

eşitsizliğini sağlayan reel değişkenli ve reel değerli fonksiyonların kümesini Bρ(IR) 

ile, bu uzaydaki sürekli fonksiyonların kümesini ise Cρ(IR) ile göstereceğiz. 

Bρ(IR) = {f: |f(x)| ≤ Mf.ρ(x)} 

Cρ(IR) = {f∈Bρ(IR): f sürekli} 
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Bρ(IR) uzayında, toplama ve skalerle çarpma işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

+: Bρ(IR)→ Bρ(IR) 

        (f,g)→f+g 

∀x∈IR için |(f+g)(x)| = |f(x)+g(x)| 

≤ |f(x)| + |g(x)| 

≤ Mf.ρ(x) + Mg.ρ(x)       Eş.2.20’den 

= Mf+g.ρ(x) 

Buna göre her f,g∈Bρ(IR) için f+g∈Bρ(IR)’dir. 

F herhangi bir cisim olmak üzere 

F× Bρ(IR)→ Bρ(IR) 

        (α,f)→αf 

∀x∈IR için (α.f)(x) = α.f(x) 

şeklinde tanımlansın,  

f∈Bρ(IR) ise (αf)(x) = α.f(x)           Eş. 2.20’den 

≤ α.Mf.ρ(x)        

= fM′ .ρ(x) 

olduğundan   

∀f∈Bρ(IR) için α∈F olmak üzere (αf)∈Bρ(IR)’dir. 

Bρ(IR), yukarıda tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre bir lineer 

uzaydır. Bu uzayda norm 

||f||ρ = 
)x(

|)x(f|
sup

IRx ρ∈

 (2.21) 
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şeklinde tanımlanır.  

Bu norm ile Bρ(IR) ve Cρ(IR) lineer normlu uzaylardır.  

Burada ρ fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu, Bρ(IR) ve Cρ(IR) uzaylarına ise ağırlıklı 

uzaylar denir. 

Cρ(IR) uzayında 

)(

)(
lim

x

xf

x ρ∞→
 = kf < ∞ (2.22) 

koşulunu sağlayan fonksiyonların kümesini kCρ (IR) ile göstereceğiz. kCρ (IR) ve 

Cρ(IR), Bρ(IR)’nin alt uzayıdır. 

2.6. Önerme 

Cρ(IR)’de tanımlı bir lineer pozitif operatörün Cρ(IR)’den Bρ(IR)’ye dönüşüm 

yapması için gerek ve yeter koşul 

||L(ρ;x)||ρ ≤ M (2.23) 

olacak şekilde M > 0 sayısının bulunmasıdır. 

İspat 

Önce f∈Cρ(IR) alalım ve 

L: Cρ(IR)→Bρ(IR) dönüşümünün var olduğunu kabul edelim. Buna göre ∀f∈Cρ(IR) 

için L(f;x)∈ Bρ(IR) olur. 

Özel olarak M1 > 0 olmak üzere |ρ(x)| ≤ M1.ρ(x) olduğu için ρ(x)∈Cρ(IR) ve 

L(ρ;x)∈Bρ(IR) olur. Bu ise Eş. 2.20’den 

|L(ρ;x)| < M.ρ(x)  
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olacak şekilde M > 0 sayısının bulunması demektir. 

Buradan M
(x)

|x);L(|
<

ρ

ρ
 eşitsizliğini elde ederiz. 

Şimdi supremum alırsak,  

M
(x)

|x);L(|
sup

IRx

<
ρ

ρ

∈

  

Buradan da, Eş. 2.21’den dolayı 

||L(ρ;x)||ρ < M 

sonucuna ulaşırız. 

Şimdi ||L(ρ;x)||ρ ≤ M olacak şekilde M > 0 sayısının var olduğunu kabul edelim. 

||L(ρ;x)||ρ = M
(x)

|x);L(|
sup

IRx

≤
ρ

ρ

∈

 

olduğuna göre 

M
(x)

|x);L(|
≤

ρ

ρ
 

olacaktır. Bu ise 

|L(ρ;x)| ≤ M.ρ(x) (2.24) 

anlamına gelir.  

f∈Cρ(IR) olduğu için Eş. 2.20’den 

|f(x)| ≤ Mf.ρ(x) olacak şekilde Mf > 0 vardır.  

Lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliğinden  
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|L(f;x)| ≤ L(|f|;x) 

= 







ρ

ρ
x;.

|f|
L  

olduğunu biliyoruz. 

Buradan L’nin lineerliğini kullanarak 

)x;(L.
|f|

ρ
ρ

=               

≤ Mf.L(ρ;x)            Eş. 2.24’den 

≤ Mf.M.ρ(x) 

Mf.M = M2 dersek 

|L(f;x)| ≤ M2.ρ(x) 

eşitsizliğini elde ederiz ki bu da L(f;x)∈Bρ(IR) olduğunu ispatlar.  

2.7. Önerme 

L: Cρ(IR)→Bρ(IR) lineer pozitif operatörü tanımlansın. Bu durumda 

ρρ
ρρ

||x);L(|||||| =→BCL  . (2.25) 

İspat 

Operatör normunun tanımından 

( )

ρ

ρ

ρ

ρρ ||f||

||xf,L||
sup||||

0||||f ≠
→ =BCL  

1||||f

sup
=

=
ρ

ρ||x);L(|| f  
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







ρ
=

∈=ρ )x(

|)x;f(L|
supsup

IRx1||f||

 

Buradan, lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliğinden 









ρ

||
≤

∈=ρ )x(

)x;f(L
supsup

IRx1||f||

 





















ρ









ρ⋅

ρ
=

∈=ρ )x(

)x;
|f|

L

supsup
IRx1||f||

 

























ρ










ρ
ρ

≤
∈

∈=ρ )x(

x;
)t(

|f(t)|
sup)t(L

supsup
IRt

IRx1||f||

 

ρ
∈= 








ρ

ρ
=

ρ

||f||
)x(

)x);t((L
supsup

IRx1||f||

 

= ||L(ρ;x)||ρ (2.26) 

eşitsizliği elde edilir. 

Diğer taraftan ||ρ||ρ = 1 olduğundan 

ρρ
=

→ ρ≥=
ρ

ρρ
||x);L(||||x)L(f;||sup||L||

1||f||
BC  (2.27) 

eşitsizliği bulunur. Eş. 2.26 ve Eş. 2.27’den Eş. 2.25 elde edilir.  

2.11. Teorem [7, 9] 

ϕ(x) reel eksende sürekli monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 

ρ(x) = 1 + [ϕ(x)]2 
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ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda Cρ(IR) uzayından Bρ(IR) uzayına öyle {An} 

lineer pozitif operatörler dizisi tanımlanabilir ki, bu operatörler dizisi için 

∞→n
lim  ||An(ϕ

ϑ;x) – ϕϑ(x)||ρ = 0             ϑ = 0,1,2 

şeklindeki üç şart sağlanmasına rağmen öyle bir f*∈Cρ(IR) fonksiyonu bulunabilir 

ki; 

∞→n
lim  ||An(f*;x) – f*(x)||ρ ≥ 1    olur. 

Bu teorem Korovkin Teoremi’nin sonsuz bölgelerde geçerli olmadığını gösterir. 

2.6. Örnek 

f∈C[0,∞) olmak üzere 

An(f;x) = 






∉

≤≤−+−++

]n,0[x)x(f

nx0)]1x(f)x(f2)1x(f[
n2

1
)x(f  

şeklinde tanımlansın 

ϕ(x) = x    ve    ρ(x) = 1+x2   olsun. 

An lineer pozitif operatördür. 

An(ρ;x) = 






∉ρ

≤≤−ρ+ρ−+ρ+ρ

]n,0[x)x(

nx0)]1x()x(2)1x([
n2

1
)x(  

An(ρ;x) ≤ 2.ρ(x) olduğundan önerme 2.6’ya göre An Cρ’dan Bρ’ya bir dönüşüm 

tanımlar. 

Şimdi Korovkin Teoremi’nin şartlarının sağlandığını gösterelim. 

An’nin tanımı gereğince 
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An(1;x) = 1   ve   An(t;x) = x   olduğu açıktır. 

An(t
2;x) = 







∉

≤≤−+−++

]n,0[xx

nx0])1x(x2)1x[(
n2

1
x

2

2222

 

olduğundan n→∞ için 

An(t
2;x) →

→ x2’dir. 

Buna göre Korovkin Teoremi’nin koşulları sağlanmaktadır. 

Şimdi Cρ’dan 

f*(x) = x2.cosπx 

fonksiyonunu alalım. 

An(f*;x) = 






∉

≤≤−+−++

]n,0[x)x(*f

nx0)]1x(*f)x(*f2)1x(*f[
n2

1
)x(*f  

|An(f*;x) – f*(x)| = 






∉

≤≤+π

]n,0[x0

nx0)2x4(|xcos|
n2

1 2

 

olur. Buradan 

||An(f*;x) – f*(x)||ρ = 
(x)

|)x(*f)x*;f(A|
sup n

IRx ρ

−

∈

 

= )2(4x|xcos|sup
n2

1 2

]n,0[x

+π
∈

 

= 
n

2n4 2 +
 

Buna göre 
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||An(f*;x) – f*(x)||ρ ≥ 1’ dir. 

2.1. Lemma [9] 

Eğer An: Cρ→Bρ lineer pozitif operatörler dizisi için n→∞ olduğunda 

||An(ϕ
ϑ;x) – ϕϑ(x)||ρ → 0   ϑ = 0,1,2 

şeklindeki üç şart geçerli ise, her bir f∈Cρ fonksiyonu için herhangi bir [a,b] sonlu 

aralığında 

 −
∈∞→

|f(x)  x)(f,A|suplim n
]b,a[xn

 = 0 (2.28) 

olur. 

2.12. Teorem [6,7] 

{An} lineer pozitif operatörler dizisi 

0||(x)  x),(A||lim n
n

= ϕ−ϕ ρ
ϑϑ

∞→
         ϑ = 0,1,2 

şeklindeki üç şartı sağlıyorsa, her  f∈ kCρ   için  n→∞  iken, 

||Anf – f||ρ → 0 

olur. 

2.6. Lp,ρρρρ Uzaylarında Ağırlıklı Yaklaşım 

x∈IR olmak üzere 

ρ(x) = 1 + x2 

olsun. 
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2.9. Tanım 

Keyfi h > 0 sabiti ve p ≥ 1 için Lp,ρ uzayı 

Lp,ρ = 












ρ≤









ζζ∫

+

−

)x(.Md|)(f|
h2

1
:f f

p/1hx

hx

p  

şeklinde tanımlanır. 

Lp,ρ uzayı bir lineer uzaydır. 

Bu uzayda norm 

||f||p,ρ= 
)x(

d|)(f|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

IRx ρ











ζζ∫

+

−

∈

 (2.29) 

şeklinde tanımlanır. 

2.10. Tanım 

Lp,ρ uzayının k
,pL ρ  alt uzayı 

k
,pL ρ  = 

























=
ρ











ζζρ−ζ

∃∈
∫
+

−

∞→
ρ 0

)x(

d|)(K)(f|
h2

1

lim,K:Lf

p/1hx

hx

p
f

x
f,p  

0
,pL ρ  = 

























=
ρ











ζζ

∈
∫
+

−

∞→
ρ 0

)x(

d|)(f|
h2

1

lim:Lf

p/1hx

hx

p

x

k
,p  

şeklinde tanımlanır. 
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2.13. Teorem [6, 7] 

Lp,ρ’dan Lp,ρ’ya dönüşüm yapan öyle lineer pozitif {An} operatörler dizisi 

tanımlayabiliriz ki aşağıdaki şartlar geçerli olur. 

i) Öyle bir K pozitif sayısı vardır ki her n için 

ρρ→ ,pp, LLn ||A||  ≤ K    sağlanır. 

ii) 0||x)x;t(A||lim
p,Ln

n
=−

ρ

ϑϑ

∞→
          ϑ = 0,1,2 

sağlanır ve Lp,ρ’da öyle bir f* fonksiyonu bulabiliriz ki, 

n→∞ için 

ρ
−

p,Ln ||f**fA||  > 0 

olur. 

2.14. Teorem 

Lp,ρ’dan Lp,ρ’ya dönüşüm yapan öyle lineer pozitif {An} operatörler dizisi 

tanımlayalım ki, aşağıdaki şartlar geçerli olsun. 

i) Öyle bir K > 0 sayısı vardır ki, her n için 

ρρ→ ,pp, LLn ||A||  ≤ K     

ii) 0||x)x;t(A||lim
p,Ln

n
=−

ρ

ϑϑ

∞→
          ϑ = 0,1,2 

Bu durumda, keyfi f∈ k
,pL ρ  için n→∞ iken  

ρ
−

p,Ln ||ffA|| → 0 olur. 
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İspat 

İspatı 0
,pL ρ  uzayı için yapmak yeterlidir. Çünki, f∈ k

,pL ρ  ise 

F(x) = f(x) – kf ρ(x)∈ 0
,pL ρ ’dır. Buradan 

f(x) = F(x) + kf ρ(x) yazabiliriz. 

||Anf – f||ρ ≤ ||Anf – F||ρ + Kf ||Anρ – ρ||ρ 

Eşitsizlikte 1. terim F∈ 0
,pL ρ  olduğundan, 2. terim ise tanımdan dolayı n→∞ için 0’a 

yaklaşır. 

Kabul edelim ki f∈ 0
,pL ρ  olsun. Buna göre 

0
)x(

d|)(f|
h2

1

lim

p/1hx

hx

p

x
=

ρ











ζζ∫

+

−

∞→
 (2.30) 

olacaktır. 

Bu durumda öyle bir x0 sayısı vardır ki |x| > x0 iken 

)x(.d|)(f|
h2

1
p/1hx

hx

p ρε<







ζζ∫

+

−

 (2.31) 

olur. 

Luzin Teoremi’ne göre 

Gh(x0) = [–x0–h , x0+h] 

aralığında öyle sürekli bir g fonksiyonu vardır ki, 
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ε<













ζζ−ζ∫

+

−−

p/1
hx

hx

p
0

0

d|)(g)(f|
h2

1
 (2.32) 

eşitsizliği sağlanır. 

Gh(x0) aralığının kapalı bir G alt kümesinde 

g(x) = f(x) ve 

|)x(g|max|)x(f|max
)x(GxGx 0h∈∈

=  

olur. 

Şimdi kabul edelim ki 

M(x0) = 






=









∈∈
|,1)x(g|maxmax|,1)x(f|maxmax

)x(GxGx 0h

 

ve 

δ < 






 ε

h;
)x(M

h2
min

0
p

p

 (2.33) 

olsun. 

Ayrıca aşağıdaki şekilde bir ϕ fonksiyonu tanımlayalım. 

ϕ(x) = 








∈

δ++>

∈

δ+ )x(G\)x(Gx;rdoğrusaldı

hx|x|;0

)x(Gx;)x(g

0h0h

0

0h
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Bu durumda 

Lp,ρ’daki norm tanımı ve Minkowsky eşitsizliğinden 

)x(

d|)()(f|
h2

1

sup||)x()x(f||

p/1hx

hx

p

IRx
L ,p ρ











ζζϕ−ζ

=ϕ−
∫
+

−

∈
ρ

 

)x(

d|)()(f|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

x|x| 0 ρ











ζζϕ−ζ

≤
∫
+

−

≤

 + 
)x(

d|)(f|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

hx|x| 0 ρ











ζζ∫

+

−

δ++≥

 + 

)x(

d|)(|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

hx|x| 0 ρ











ζζϕ∫

+

−

δ++≥

 + 
)x(

d|)()(f|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

]x,hx[]hx,x[x 0000 ρ











ζζϕ−ζ∫

+

−

−δ−−−∪δ++∈

(2.6.6) 

ifadesini yazabiliriz. 

Burada Eş. 2.31’den  

–x0–h–δ    –x0–h      –x0  –x0+h               x0+h    x0   x0+h      x0+h+δ 

 

g(x) 

ϕ 
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)x(

d|)(f|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

hx|x| 0 ρ











ζζ∫

+

−

δ++≥

 < ε 

ϕ’nin tanımından  

)x(

d|)(|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p

hx|x| 0 ρ











ζζϕ∫

+

−

δ++≥

= 0   ’dır 

Buna göre Eş. 2.34 eşitsizliğini, 

p/1
h2x

hx

p

p/1
hx

hx

p
0

0

0

0

d|)()(f|
h2

1
d|)()(f|

h2

1













ζζϕ−ζ+ε+














ζζϕ−ζ≤ ∫∫

δ++

−

+

−−

 

0

0

1/

2

1
| ( ) ( )|

2

p

x h

p

x h

f d
h δ

ζ ϕ ζ ζ
− +

− − −

 
 + − 
 
 

∫  (2.35) 

şeklinde düzenleyebiliriz. Buradaki birinci terim Eş. 2.32’den dolayı ε’dan küçüktür. 

Buna göre 

(2.6.7) < 2ε +  
0 0

0 0

1/ 1/
2

1 1
| ( ) ( )| | ( )|

2 2

p p
x h x h

p p

x h x h

f d f d
h h

δ

ζ ϕ ζ ζ ζ ζ
+ + +

− +

   
− +   

   
   

∫ ∫  

+

p/1
hx

h2x

p

p/1
hx

h2x

p

p/1
h2x

hx

p
0

0

0

0

0

0

d|)(|
h2

1
d|)(f|

h2

1
d|)(|

h2

1













ζζϕ+














ζζ+














ζζϕ ∫∫∫

−−

δ+−−

−−

δ−−−

δ++

+

 

+

p/1
hx

hx

p
0

0

d|)()f(|
h2

1













ζζϕ−ζ∫

+−

−−

 (2.36) 

eşitliğini yazabiliriz. 
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(2.36) eşitsizliğinde ikinci terim ve sonuncu terim (2.32)’den dolayı ε’dan küçük 

kalır. Ayrıca ϕ’nin tanımından 

p/1
hx

hx

p

p/1
h2x

hx

p
0

0

0

0

d|)(|
h2

1
d|)(|

h2

1













ζζϕ=














ζζϕ ∫∫

δ++

+

δ++

+

 

ve 

p/1
hx

hx

p

p/1
hx

h2x

p
0

0

0

0

d|)(|
h2

1
d|)(|

h2

1













ζζϕ=














ζζϕ ∫∫

−−

δ−−−

−−

δ−−−

 

olur. 

Buna göre 

2.36

p/1
hx

hx

p

p/1
h2x

hx

p
0

0

0

0

d|)(|
h2

1
d|)(f|

h2

1
4














ζζϕ+














ζζ+ε≤ ∫∫

δ++

+

δ++

+

p/1
hx

hx

p

p/1
hx

h2x

p
0

0

0

0

d|)(|
h2

1
d|)(f|

h2

1













ζζϕ+














ζζ+ ∫∫

−−

δ−−−

−−

δ−−−

. (2.37) 

Buradan, ϕ’nin tanımından |ϕ(x)| ≤ M(x0) ve δ ≤ h eşitsizliklerini kullanırsak; 

(2.37) ≤ 4ε + 
p/1

0

p/1
h3x

hx

p

h2
)x(M2d|)(f|

h2

1 0

0








 δ
+














ζζ∫

+

+

 

                    

p/1
hx

h3x

p
0

0

d|)(f|
h2

1













ζζ+ ∫

−−

−−

 (2.38) 

olur. 

Eş. 2.38 eşitsizliğinde Eş. 2.31’i kullanırsak 

(2.38) ≤ 4ε + ε.ρ(x0+2h) + ε.ρ(–x0–2h) + 
p/1

0 h2
)x(M.2 







 δ
 (2.39) 
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eşitsizliğini yazabiliriz. 

Eş. 2.39 eşitsizliğinde ρ’nun tanımını ve Eş. 2.33’ü kullanırsak 

ρ||ϕ−|| ,Lp
)x()x(f ≤ 4ε + 2ερ(x0+2h) + 2M(x0). p/1)h2(

1
.(2h)1/p.ε 

             = sbt.ε (2.40) 

eşitsizliğine ulaşırız.  

Ayrıca, burada ρ(x) = 1+x2 olmak üzere öyle bir x1 > x0 sayısı bulabiliriz ki, 

M(x0) < ε.ρ(x1) (2.41) 

olur.  

Şimdi 

ρ
−

,pLn ||)x(f)x;f(A||  ifadesini düzenleyerek 

ρ
−

,pLn ||)x(f)x;f(A||  ≤ 
ρ

−
,pLn ||)x(f)x;f(A|| [–x1,x1] 

+
1 1

1/ 1/

n

|x| x |x| x

1 1
| ( )| |A ( ; )|

2 2
sup sup

( ) ( )

p p
x h x h

p p

x h x h

f d f d
h h

x x

ζ ζ ζ ζ

ρ ρ

+ +

− −

≥ ≥

   
   
   +

∫ ∫
 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim, Lemma 2.1’e göre sıfıra yaklaşır. 

ρ
ϕ−≤

ρ











ζζ∫

+

−

≥
p,

1

Ln

p/1hx

hx

p
n

x|x|

||)x;|)t()t(f|(A||
)x(

d|);f(A|
h2

1

sup  
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)x(

d|);(A|
h2

1

sup

p/1hx

hx

p
n

x|x| 1 ρ











ζζϕ

+
∫
+

−

≥

 

                                              
)x(

)x(M
||1x)(1;A||)x(M||f||||A||

1

0
Ln0Ln p,p, ρ

+−+ϕ−≤
ρρ

 

olup; Eş. 2.40, Eş. 2.41 ve teoremin i koşulundan dolayı 

ρ
ϕ−

p,Ln ||f||||A||  < ε.K 

ε<
ρ

Μ

)x(

)x(

1

0  

elde edilir. Buradan teoremin ii koşulunun kullanılması ile de n→∞ için 

ρ
−

p,Ln ||1x)(1;A|| → 0  

olduğundan ispat tamamlanır. 
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3. TOPLAMSAL İNTEGRAL TİP OPERATÖRLERİN YAKLAŞIM 

ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde [0,∞)’da sürekli ve polinomsal büyüyen fonksiyonlar için Agrawal ve 

Thamer [8] tarafından tanımlanmış olan Mn toplamsal – integral tip operatörleri ele 

alınacaktır. İlk kesimde Mn operatörünün yaklaşım özellikleri, ikinci ve üçüncü 

kısımda ise, yaklaşım hızı verilecektir. Son kısımda operatörün [8] de verilen eş anlı 

yaklaşım özelliği incelenecektir. 

3.1. Mn Operatörünün Temel Özellikleri 

f∈Cρ[0,∞) = {f∈C[0,∞): |f(t)| ≤ Mf(1+t2), Mf > 0} 

Pn,k(x) = )kn(k )x1(x
k

1kn
+−+







 −+
              x∈[0,∞) 

olmak üzere 

Mn(f(t);x) = )0(f.)x1(dt)t(f)t(P)x(P)1n( n

0

1k,n
1k

k,n
−

∞

−

∞

=

++− ∫∑  (3.1) 

şeklinde tanımlanır. 

3.1. Teorem 

Eş. 3.1 ile tanımlanan Mn operatörü lineer pozitif bir operatördür ve her f∈ kCρ  için 

∞→n
lim  ||Mn(f;x)–f(x)||ρ = 0’dır. 

İspat 

Her f(t) ≥ 0 için Mn(f;x) ≥ 0 olduğundan Mn operatörü pozitiftir. 

Mn operatörünün lineerliği ise, integral ve toplam operatörünün lineerliğinden açıktır. 
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Her f∈ kCρ  için 
∞→n

lim  ||Mn(f;x)–f(x)||ρ = 0 olduğunu gösterebilmek amacı ile, Teorem 

2.12’nin şartlarını kontrol edelim. 

Mn(1;x) = n

0

1k,n
1k

k,n )x1(dt)t(P)x(P)1n( −
∞

−

∞

=

++− ∫∑  (3.2) 

Eş. 3.2’de Pn,k(x) ve Pn,k-1(t) değerlerini yerine yazarsak 

Mn(1;x) = dt)t1(t
1k

2kn
)x1(x

k

1kn
)1n(

0

)1kn(1k

1k

)kn(k ∫∑
∞

−+−−
∞

=

+− +








−

−+
+







 −+
−  

             + (1+x)–n (3.3) 

eşitliğini elde ederiz. Şimdi 

dt)t1(t
1k

2kn

0

)1kn(1k∫
∞

−+−− +








−

−+
 

integralini hesaplayalım. 

= dt)t1(t
)!1k()!1n(

)!2kn(

0

)1kn(1k∫
∞

−+−− +
−−

−+
     

olup burada t = 
u1

u

−
 değişken değişimini kullanırsak 

∫ −− −
−−

−+
1

0

2n1k )u1(u
)!1k()!1n(

)!2kn(
 (3.4) 

integralini elde ederiz. 

Beta fonksiyonu yardımı ile 

∫ −− −
−−

−+
1

0

2n1k )u1(u
)!1k()!1n(

)!2kn(
 = 

)1nk(

)1n()k(
)1n,k(B

)!1k()!1n(

)!2kn(

−+Γ

−ΓΓ
=−⋅

−−

−+
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 = 
)!2nk(

)!2n)!.(1k(

)!1k()!1n(

)!2kn(

−+

−−
⋅

−−

−+
 

 = 
1n

1

−
 (3.5) 

bulunur. 

Bu ifadeyi Eş. 3.3’de yerine yazarsak 

Mn(1;x) = n

1k

)kn(k )x1(
)1n(

1
)x1(x

k

1kn
)1n( ++

−
⋅+







 −+
− ∑

∞

=

+−  

= ∑
∞

=

+−+






 −+

0k

)kn(k )x1(x
k

1kn
 (3.6) 

(1+x–xt)–n = ∑
∞

=
++−

−++−

0k

kk

kn
t.x.

!k.)x1)!.(1n(

)1kn)...(1n(n)!.1n(
 

                 = ∑
∞

=
++







 −+

0k

k

)kn(

k

t
)x1(

x

k

1kn
 

olduğundan, burada t = 1 alırsak 

1–n = ∑
∞

=
++







 −+

0k
)kn(

k

)x1(

x

k

1kn
 

eşitliğini elde ederiz. Bu son ifade bize 

Mn(1;x) = 1 (3.7) 

olduğunu gösterir. 

Mn(1;x) = 1 olduğuna göre 

∞→n
lim  ||Mn(1;x)–1||ρ = 0 (3.8) 

olur. 
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Mn(t;x) ifadesinin değerini bulabilmek için Eş. 3.1’de f(t) = t alırsak 

Mn(t;x) = ∫∑
∞

−

∞

=

−
0

1k,n
1k

k,n dtt).t(P)x(P)1n(  (3.9) 

eşitliğini elde ederiz. 

Şimdi, 

∫
∞

−

0

1k,n dtt).t(P  integralini hesaplayalım.  

Pn,k–1(k) ifadesinin değerini yerine yazıp, 
u1

u
t

−
=  değişken değişimini uygularsak, 

∫ −−
−−

−+
1

0

3nk )u1(u
)!1k)!.(1n(

)!2kn(
 

integralini elde ederiz. Buradan yine Beta Fonksiyonu yardımı ile 

)!2kn(

)!3n!.(k

)!1k)!.(1n(

)!2kn(

−+

−
⋅

−−

−+
=  

)1n)(2n(

k

−−
=  (3.10) 

eşitliğini elde ederiz. 

Eş. 3.9 eşitliğini Eş. 3.8’de yerine yazarsak  

Mn(t;x) = ∑
∞

=

+−

−−
+







 −+
−

1k

)kn(k

)1n).(2n(

k
)x1(x

k

1kn
)1n(  

            = ∑
∞

=

+−

−−−

+++

1k

)kn(k

)2n)!.(1k)!.(1n(

)x1.(x)!.1kn(
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           = ∑
∞

=

++−++

− 0k

)1kn(k

!n!.k

)x1.(x)!.kn(

2n

nx
 (3.11) 

eşitliğini elde ederiz. 

Eş. 3.11 eşitliğinden, Eş. 3.7’den dolayı 

Mn(t;x) = )1n(1
2n

nx +−⋅
−

 

             = 
2n

nx

−
 (3.12) 

eşitliğini elde ederiz. 

Mn(t;x) değerini kullanarak 

∞→n
lim  ||Mn(t;x)–x||ρ = 

∞→n
lim  

ρ

−
−

x
2n

nx
 

= 
∞→n

lim  
ρ− 2n

x2
 

= 
∞→n

lim  
2

),0[x x1

2n

x2

sup
+

−

∞∈

 

= 
∞→n

lim  
2

),0[x x1

x2
sup

2n

1

+− ∞∈

 

ifadesine ulaşırız. Buradaki supremum sonlu olduğundan 

∞→n
lim  ||Mn(t;x)–x||ρ = 0     bulunur. (3.13) 

Benzer yöntemler kullanılarak 

Mn(t
2;x) = 

)2n)(3n(

nx2

)2n)(3n(

x)1n(n 2

−−
+

−−

+
 (3.14) 
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bulunur. 

Şimdi 

∞→n
lim ||Mn(t

2;x)–x2||ρ 

ifadesini inceleyelim. 

∞→n
lim ||Mn(t

2;x)–x2||ρ = 
∞→n

lim  
ρ

+−

−+

6n5n

x6nx2nx6
2

22

 

                               = 
∞→n

lim  
2

2

22

),0[x x1

6n5n

x6nx2nx6

sup
+

+−

−+

∞∈

 

≤ 
∞→n

lim  
6n5n

n6
2 +− 2

2

),0[x x1

x
sup

+∞∈

+
∞→n

lim  
6n5n

n2
2 +− 2

),0[x x1

x
sup

+∞∈

 

+ 
∞→n

lim  
6n5n

6
2 +− 2

2

),0[x x1

x
sup

+∞∈

 

≤ 
∞→n

lim  
6n5n

n6
2 +−

+
∞→n

lim  
6n5n

n2
2 +−

+ 
∞→n

lim  
6n5n

6
2 +−

 

Bu son eşitsizlik 0’a yaklaştığı için 

∞→n
lim  ||Mn(t

2;x)–x2||ρ = 0’dır. (3.15) 

Sonuç olarak; Eş. 3.8, Eş. 3.13 ve Eş. 3.15 eşitliklerinden dolayı, Teorem 2.12’nin 

koşulları gerçeklendiğinden, her f∈ kCρ  için 

∞→n
lim  ||Mn(f;x)–f(x)||ρ = 0’dır. 

Eş. 3.7, Eş. 3.12 ve Eş. 3.14 eşitliklerini ve Mn operatörünün lineerliğini dikkate 

alarak Mn operatörü için merkezi momentleri hesaplayabiliriz. 
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Mn((t–x);x) = 
2n

x2

−
 (3.16) 

Mn((t–x)2;x) = 
)2n)(3n(

nx2x)n26( 2

−−

++
     ’dir. (3.17) 

Son ifadenin ispatını verelim. 

Mn((t–x)2;x) = Mn((t
2–2xt+x2);x) 

Mn’nin lineerliğinden 

= Mn(t
2;x) – 2xMn(t;x) + x2Mn(1;x) 

eşitliğini elde ederiz. 

Burada, Mn(t
2;x), Mn(t;x) ve Mn(1;x) değerlerini yerine yazarsak 

Mn((t–x)2;x) = 2
222

x
2n

nx
x2

)2n)(3n(

nx2nxxn
+

−
⋅−

−−

++
 

Buradan gerekli düzenlemelerle; 

Mn((t–x)2;x) = 
)2n)(3n(

nx2x)n26( 2

−−

++
 

eşitliğine ulaşırız. 

Daha genel olarak aşağıdaki teoremi verelim. 

3.2. Teorem [13] 

Mn((t–x)m;x) = Tn,m(x) 

 = ( ) nmm

kn

k

kn xxdtxttPxPn
−

∞

−

∞

=

+−+−− ∫∑ )1()()()()1(
0

1,
1

,  

olmak üzere 
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i)  Tn,m(x) = O(n-[(m+1)/2]) 

ii) Özel olarak herhangi λ > 2 ve x > 0 verildiğinde öyle bir N(λ;x) > 2 tamsayısı 

vardır ki n ≥ N(λ;x) olan tüm n’ler için 

Tn,m(x) ≤ 
n

xx )1( +λ
    ’dir. 

3.2. Mn Operatörünün Süreklilik Modülüyle Yaklaşım Hızının Hesaplanması 

Burada [0,∞)’un sonlu alt aralığında süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım hızı 

bulunacak, daha sonra da ağırlıklı süreklilik modülüyle [0,∞)’un tamamında 

yaklaşım hızı verilecektir. 

3.1. Tanım 

<a,b> ifadesi [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (–∞,∞), (–∞,b), (a,∞) aralıklarından birini 

göstersin, x,y∈<a,b> için δ > 0 olmak üzere 

ω(δ) = |)y(f)x(f|sup
|yx|

−
δ≤−

 

değerine f’in süreklilik modülü denir [5,4,1]. ω(δ) yerine ω(f;δ), ωf(δ) gösterimleri 

de kullanılabilir. 

Süreklilik modülünün özellikleri aşağıdaki gibidir. 

i)  ω fonksiyonu δ’nın monoton artan bir fonksiyonudur. 

ii) f’nin 〈a,b〉 de düzgün sürekli olması için gerek ve yeter koşul 
+→δ 0

lim  ω(δ) = 0 

olmasıdır. 

iii) m∈IN ise ω(mδ) ≤ mω(δ)’dır. 

(iv) λ > 0 reel sayısı için ω(λδ) ≤ (λ+1) ω(δ)’dır. 
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v) |f(t)–f(x)| ≤ ω(|t–x|) 

vi) |f(t)–f(x)| ≤ )(1
|xt|

δω







+

δ

−
 

3.3. Teorem 

Eş. 3.1 ile tanımlanan Mn lineer pozitif operatörü ve f∈Cg[0, ∞) olmak üzere, 

yeterince büyük n’ler ve A > 0, x∈[0,A]⊂[0,∞) için, 

|Mn(f;x)–f(x)| ≤ K.ω[0,Α] 








n

1
 

eşitsizliğini sağlar. Burada K, n den bağımsız bir sabit ve ω[0,A], f’nin [0,A] 

aralığında verilen süreklilik modülüdür. 

İspat 

Mn’nin lineerliğini kullanarak; 

Mn(f(t)–f(x);x) = Mn(f(t);x) – Mn(f(x);x) 

                        = Mn(f(t);x) – f(x).Mn(1;x) 

eşitliğini yazabiliriz. 

Mn operatöründe (1+x)–n yerine onun eşiti olan Pn,0 yazarak ve üçgen eşitsizliğini 

kullanarak 

|Mn(f;x)–f(x)| = ∑ ∫
∞

=

∞

− −+−−
1k 0

0,n1k,nk,n ))x(f)0(f(Pdt))x(f)t(f)(t(P)x(P)1n(  

                     ≤ ∑ ∫
∞

=

∞

− −+−−
1k 0

0,n1k,nk,n |)x(f)0(f|Pdt|)x(f)t(f|)t(P)x(P)1n(  (3.18) 

eşitsizliğini elde ederiz. 



 50 

Süreklilik modülünün vi özelliğinden 

|f(t)–f(x)| ≤ )(
|xt|

1 δω







δ

−
+  

|f(0)–f(x)| ≤ )(
x

1 δω







δ

+  

eşitsizliklerini yazabiliriz. Bunları Eş. 3.18’de kullanırsak 

|Mn(f;x)–f(x)| ≤ ∑ ∫
∞

=

∞

− δω







δ

−
+−

1k 0

1k,nk,n )(dt
|xt|

1)t(P)x(P)1n(  

           )(
x

1P 0,n δω







δ

++  

= ω(δ) 



+− ∑ ∫

∞

=

∞

−

1k
0,n

0

1k,nk,n Pdt)t(P)x(P)1n(  






δ
⋅+−−

δ
+ ∑ ∫

∞

=

∞

−
1k

0,n

0

1k,nk,n

x
Pdt|xt|)t(P)x(P)1n(

1
 

= ω(δ)





















+−−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

x.Pdt|xt|)t(P)x(P)1n(
1

)x;1(M 0,n

0

1k,n
1k

k,nn  

= ω(δ)





















+−−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

x.Pdt|xt|)t(P)x(P)1n(
1

1 0,n

0

1k,n
1k

k,n  

= ω(δ)





















+−−

δ
+ ∫∑

∞

−−

∞

=

x.Pdt|xt|)t(P)t(P)x(P)1n(
1

1 0,n

0

1k,n1k,n
1k

k,n  

Bu eşitlikte integral üzerine Cauchy-Schwartz Eşitsizliğini uygularsak 

≤ ω(δ)
























−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

2/1

0

2

1k,n
1k

k,n dt)t(P)x(P)1n(
1

1  














+










−∫

∞

− x.Pdt)xt(P. 0,n

2/1

0

22

1k,n  
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= ω(δ)
























−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

2/1

0

1k,n
1k

k,n dt)t(P)x(P)1n(
1

1  














+










−∫

∞

− x.Pdt)xt(P. 0,n

2/1

0

2
1k,n  

eşitsizliğini elde ederiz. Bu eşitsizlikte, toplam üzerine Cauchy-Schwartz 

Eşitsizliğini uygularsak 

≤ ω(δ)
























−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

2/1

0

1k,n
1k

2

k,n dt)t(P)x(P)1n(
1

1  














+










−− ∫∑

∞

−

∞

=

x.Pdt)xt)(t(P.)x(P)1n(. 0,n

2/1

0

2
1k,n

1k

2

k,n  

= ω(δ)
























−

δ
+ ∫∑

∞

−

∞

=

2/1

0

1k,n
1k

k,n dt)t(P)x(P)1n(
1

1  














+










−− ∫∑

∞

−

∞

=

x.Pdt)xt)(t(P.)x(P)1n(. 0,n

2/1

0

2
1k,n

1k
k,n  

= ω(δ) ( ) ( )( )( )





+−−−

δ
+ x.Px.Px;)xt(M.P)x;1(M

1
1 0,n

2/12
0,n

2
n

2/1

0,nn  

eşitliğini elde ederiz. 

1
)x1(

x
1P)x;1(M

n0,nn ≤
+

−=−    olduğundan 

≤ ω(δ) ( )( )





+−−

δ
+ x.Px.P)x;)xt((M

1
1 0,n

2/12
0,n

2
n  

≤ ω(δ) ( )





+−

δ
+ x.P)x;)xt((M

1
1 0,n

2/12
n  
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Pn,0.x = 
n)x1(

x

+
 ifadesi x∈[0,∞) için 

n1

1nnn
)x1(

)x1(

1

)x1(

x1

)x1(

x −

−
+=

+
=

+

+
≤

+
 

               ≤ 
n

1
 

ayrıca Teorem 3.2’den, 

Tn,m(x) = ( )]2/)1m[(nO +−  olduğundan 

Tn,2(x) = ( ) )n(OnO 1]2/3[ −− = ’dir. 

Buna göre 

Mn ((t–x)2;x)1/2 + Pn,0.x ifadesi için, K′ bir sabit olmak üzere 

≤ 
n

K′
 diyebiliriz. 

δn = 
n

1
  alırsak 

|Mn(f;x) – f(x)| ≤ 














 ′
+ω

n

K
.n1

n

1
]A,0[  

eşitsizliğini elde ederiz. 

Buna göre, 

|Mn(f;x) – f(x)| ≤ )K1(
n

1
]A,0[

′+







ω  

                        = K.ω[0,Α](n
–1/2). 
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3.3. Ağırlıklı Süreklilik Modülü 

ω(δ) fonksiyonunda 
+→δ 0

lim ω(δ) = 0 olması için gerekli ve yeterli koşulun f’in <a,b>’de 

düzgün sürekli olması gerektiğini Tanım 3.1 ii’de belirtmiştik. Bu bölümde ise 

f∈ kCρ [0,∞) için f’in düzgün süreklilik koşulu olmaksızın Mn lineer pozitif 

operatörünün yaklaşım hızını ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla bulacağız. 

3.2. Tanım 

 ρ(x) = 1+x2 olmak üzere, her f∈ kCρ  için 

Ω(f;δ) = 
2

h,0x )hx(1

|)x(f)hx(f|
sup

++

−+

δ≤≥

 (3.19) 

ifadesine f fonksiyonunun kCρ [0,∞) uzayında ağırlıklı süreklilik modülü denir. 

Ω(f;δ) ağırlıklı süreklilik modülünün Tanım 3.1’de verilen süreklilik modülüne 

benzer özelliklerini aşağıdaki Lemma’da verelim. 

3.1. Lemma [14, 15] 

f∈ kCρ [0,∞) olmak üzere Ω(f;δ) fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar. 

(i) Ω(f;δ) fonksiyonu δ’nın monoton artan fonksiyonudur. 

(ii) Her f∈ kCρ [0,∞) için 
+→δ 0

lim  Ω(f;δ) = 0 

(iii) Her r∈IN için Ω(f;rδ) ≤  r.Ω(f;δ) eşitsizliği sağlanır. 

(iv) Her λ∈IR+ için Ω(f;λδ) ≤ (λ+1) Ω(f;δ) eşitsizliği sağlanır. 

(v) |f(t)–f(x)| ≤ (1+(2x+t)2) 







+

δ

−
1

|xt|
 Ω(f;δ) 
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İspat 

(i) Tanımdan açıktır. 

(ii) ε > 0 olsun. f∈ kCρ [0,∞) olduğunda 

)x(

)x(f
lim
x ρ∞→

= kf < ∞ 

olacaktır. Buna göre öyle bir x0 > 0 sayısı vardır ki,  

Her x ≥ x0 için 
2

k
)x(

)x(f
f

ε
<−

ρ
 eşitsizliği sağlanır. 

x1 ≥ x0+δ olsun. Bu durumda 

Ω(f;δ) ≤ 
2

h,xx
2

h,xx0 )hx(1

)x(f)hx(f
sup

)hx(1

)x(f)hx(f
sup

11 ++

−+
+

++

−+

δ≤≥δ≤≤≤

 

          ≤ +δω );f(]x,0[ 1 2
h,xx )hx(1

)x(f)hx(f
sup

1 ++

−+

δ≤≥

 

olur. x ≥ x1 olmak üzere 

2ff22 )hx(1

)x(f
KK

)hx(1

)hx(f

)hx(1

)x(f)hx(f

++
−+−

++

+
=

++

−+
 

≤ f2f2
K

)hx(1

)x(f
K

)hx(1

)hx(f
−

++
+−

++

+
 

< ff2

2

f2

2

22

2

KK
)hx(1

x1
K

)hx(1

x1

))hx(1)(x1(

)x(f)x1(

2
−⋅

++

+
+⋅

++

+
−

+++

+
+

ε
 

≤ 
2

2

ff22

2

)hx(1

x1
1KK

x1

)x(f

)hx(1

x1

2 ++

+
−+−

+++

+
+

ε
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≤ 
2

2

f
)hx(1

x1
1K

22 ++

+
−+

ε
+

ε
 

≤ 
2

2

f
)hx(1

x1
1K

++

+
−+ε  (3.20) 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Eş. 3.20 eşitsizliğinde, 

22

22

2

2

)hx(1

)hx2(h

)hx(1

x)hx(

)hx(1

x1
1

++

+
=

++

−+
=

++

+
−  

eşitliğinden yararlanarak, |h| ≤ δ olduğundan  

)2(
)hx(1

x1
1

2

2

δ+δ≤
++

+
−  

eşitsizliğini elde ederiz. Bunu Eş. 3.20’ye uygularsak 

)2(.K
)hx(1

)x(f)hx(f
f2

δ+δ+ε≤
++

−+
 

olur. 

Buna göre 

Ω(f;δ) ≤ ]x,0[ 1
ω (f;δ) + ε + |Kf| . δ(2+δ) 

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda 
+→δ 0

lim Ω(f;δ) ≤ ε 

elde edilir ki ε > 0 sayısı keyfi olduğundan ispat tamamlanır. 

(iii) r∈IN olmak üzere 
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|f(x+rh)–f(x)| = ( )∑
=

−+−+
r

1k

)h)1k(x(f)khx(f  

Buradan Ω(f;δ)’nın tanımından  

|f(x+rh)–f(x)| ≤ r(1+(x+h)2).Ω(f;δ) 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Buradan 

);f(.r
)hx(1

)x(f)rhx(f
sup

2
h,0x

δΩ≤
++

−+

δ≤≥

 

Ω(f;δr) ≤ r.Ω(f;δ) 

bulunur.  

(iv)             ≤ λ ≤         +1 

eşitsizliğine Ω(f;δ)’nın (i) ve (iii) özellikleri uygulanarak 

λ∈IR+ olmak üzere 

Ω(f;λδ) ≤ (λ+1) Ω(f;δ) 

eşitsizliğine ulaşılır. 

(v) Ω(f;δ) = 
2

h,0x )hx(1

|)x(f)hx(f|
sup

++

−+

δ≤≥

 

tanımından ve (iv) özelliğinden 

|f(t)–f(x)| ≤ (1+(x + |t–x|)2) 







+

δ

−
1

|xt|
 Ω(f;δ) (3.21) 

λ λ
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eşitsizliğini elde ederiz. 

1+(x+|t–x|)2 ifadesi, 

t ≥ x iken 

= 1+t2                x∈[0,∞) olduğu için 

≤ 1+(2x+t)2  ’dir. 

t ≤ x iken   ise 

= 1 + (2x–t)2             x∈[0,∞)  olduğundan 

≤ 1 + (2x+t)2 

Buna göre Eş. 3.3.3 eşitsizliğinden 

|f(t)–f(x)| ≤ (1+(2x+t)2) 







+

δ

−
1

|xt|
 Ω(f;δ) (3.22) 

eşitsizliğini elde ederiz. 

3.4. Teorem 

f∈ kCρ [0,∞) olsun. Bu durumda M, n’den bağımsız pozitif bir sabit olmak üzere 

)n;f(.M||)x(f)x;f(M|| 2/1

x1n 3

−

+
Ω≤− . 

İspat 

Lemma 3.1 (v)’i Mn operatörüne uygularsak, Mn lineer pozitif operatörünün 

lineerliğinden ve monotonluk özelliğinden, 

Mn(|f(t)–f(x)|;x) ≤ Ω(f;δ) 





δ

−
+++++ )x;

|xt|
.)tx2(1((M)x);)tx2(1((M 2

n
2

n (3.23) 
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eşitsizliği elde edilir. 

Bu eşitsizlikte ikinci terime Cauchy-Schwartz Eşitsizliği uygulanırsa 

( )
2/1

2

2

n

2/122
n

2
n x;

|xt|
M.x;))tx2(1((Mx;

|xt|
.)tx2(1(M 



















δ

−
++≤








δ

−
++  

eşitsizliği elde edilir. 

Bu eşitsizliği Eş. 3.23’de yerine yazarsak 

Mn(|f(t)–f(x)|;x) ≤ Ω(f;δ) 



++ )x);)tx2(1((M 2

n  



























δ

−
+++

2/1

2

2

n
2/122

n x;
)xt(

M.)x;))tx2(1((M  (3.24) 

bulunur. 

Mn((1+(2x+t)2;x) = Mn(1;x) + 4x2 Mn(1;x) + 4x Mn(t;x) + Mn(t
2;x) eşitliğinde 

Mn(1;x), Mn(t;x), Mn(t
2;x) değerleri yerine yazılırsa, M1 > 0 olmak üzere 

Mn((1+(2x+t)2;x) = 1 + 4x2 + 
)2n)(3n(

nx2

)3n)(2n(

x).nn(

2n

n.x4 222

−−
+

−−

+
+

−
 

                             ≤ M1(1+x2+x) 

eşitsizliği elde edilir.  

Ayrıca   22

2

0x

M
x1

xx1
sup ≤

+

++

≥

 olacak şekilde M2 > 0 reel sayısı vardır. 

Buradan M1.M2 = M3 > 0 olmak üzere 

Mn((1+(2x+t)2;x) ≤ M3(1+x2)             (3.25) 



 59 

eşitsizliğini yazabiliriz. Benzer şekilde 

Mn((1+(2x+t) 2)2  ;x)1/2 = Mn((1+4x2+4xt+t2)2;x)1/2  

≤ M4(1+x4+2x2)1/2 

≤ M4(1+x2) (3.26) 

olacak şekilde M4 > 0 reel sayısı vardır.  

Aynı düşünce ve Teorem 3.2 ii’nin kullanılması ile, M5 > 0 olmak üzere 

( ) 2/12
n

2/1

2

2

n )x;)xt((M
1

x;
)xt(

M −⋅
δ

=


















δ

−
 

≤ xx)n(O.
1 22/1 +
δ

−  

≤ 
n.

)x1(M5

δ

+
 (3.27) 

eşitsizliği elde edilir. 

Eş. 3.26 ve Eş. 3.27 eşitsizliklerinden 

M6 = 
3

2

0x x1

)x1)(x1(
sup

+

++

≥

 

ve 

M7 = M4 . M5 . M6 alırsak 

( )( )
2/1

2n

2/122
n x;

)xt(
M.x;)tx2(1(M 








δ

−
++  

≤ M4 (1+x2) 
n

)x1(M5

δ

+
 

≤ 
)x1(

)x1).(x1).(x1(
sup

n

M.M
3

32

0x

54

+

+++

δ ≥
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= )x1(M
n

M.M 3
6

54 +⋅
δ

 

= 
n

)x1(M 3
7

δ

+
 

olup 

( )( )
2/1

2

2

n

2/122
n x;

)xt(
M.x;)tx2(1(M 









δ

−
++  ≤ 

n

)x1(M 3
7

δ

+
 (3.28) 

eşitsizliği elde edilir. 

Şimdi Eş. 3.24, Eş. 3.25 ve Eş. 3.28 eşitsizliklerini kullanırsak 

Mn(|f(t)–f(x)|;x) ≤ Ω(f;δ).(M3(1+x2)+
n

)x1(M 3
7

δ

+
) (3.29) 

eşitsizliğini elde ederiz. 

Burada     M8 = 
3

2

0x x1

x1
sup

+

+

≥

     dersek  

Eş. 3.3.11 eşitsizliğinden 

Mn(|f(t)–f(x)|;x) ≤ Ω(f;δ) 







+

δ
++ )x1(

n

M
)x1(M.M 373

83   

eşitsizliğini elde ederiz. Burada 

δ = n–1/2 seçersek 

Mn(|f(t)–f(x)|;x) ≤ Ω(f;n-1/2) [ ])x1)(MM.M( 3
783 ++  

eşitsizliğini elde ederiz. 
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Buradan da M = M3.M8+M7 dersek 

3
n

IRx x1

)x;|)x(f)t(f(|M
sup

+

−

∈

 ≤ Ω(f;n-1/2).M 

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak 

ρ2 = 1+x3 dersek 

2
||)x(f)x;f(M|| n ρ−  ≤ M.Ω(f;n-1/2) 

eşitsizliğine ulaşırız. 

3.4. Eş Anlı Yaklaşım 

Bu kısımda 3.1 ile tanımlanan Mn operatörünün r. basamaktan türevinin f∈Cα[0,∞) 

fonksiyonunun f(r) türevine noktasal yakınsak olduğu verilecektir. Önce teoremin 

ispatında yardımcı olacak bazı tanım ve lemmaları verelim. 

3.3. Tanım [8] 

f∈Cα[0,∞) = {f∈C[0,∞):|f(t)| ≤ M.(1+t)α    ,   M > 0   ,   α > 0} 

olmak üzere, 

α
∞<≤ +

=
α t)(1

|f(t)|
sup||f||

t0
C  

şeklinde tanımlanır. 

Ayrıca Eş. 3.1 ile tanımlanan Mn operatörünü 

Mn(f(t);x) = ∫
∞

0

n dt)t(f)x;t(W  
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Wn(t;x) = (n–1) )t(.)x1()t(P)x(P n

1k
1k,nk,n δ++ −

∞

=
−∑  

şeklinde yeniden ifade edebiliriz. 

3.2. Lemma [8] 

xr (1+x)r )().()()( ,,,

0,
2

, xPxqnxknxP
dx

d
knrji

ji
rji

ji

knr ∑
≥
≤+

−=  

olacak şekilde n ve k’den bağımsız qi,j,r(x) polinomları vardır. 

3.3. Lemma [8] 

∫
∞

ϑϑ =
0

nn )x;t(Mdtt)x;t(W  

ϑ⋅
−−

−ϑ−−ϑ+
= x

)!2n)!.(1n(

)!2n()!1n(
 

3.4. Lemma [8] 

µn,m(x) = ∑
∞

=









−

0k

m

k,n x
n

k
)x(P  

olmak üzere x∈[0,∞) için µn,m(x) = O(n–[(m+1)/2]) 

dir. 

3.5. Teorem 

f∈Cα[0,∞), r∈IN olmak üzere i = 1,2,3,... için x∈[0,∞) noktasında f(r) varsa, o zaman  

)x(f)x);t(f(Mlim )r()r(
n

n
=

∞→
   olur. 
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İspat 

t→x için ε(t;x)→0 

olacak şekilde f’in Taylor Açılımı 

f(t) = ri
r

0i

)i(

)xt)(x;t()xt(
!i

)x(f
−ε+−∑

=

 

dir. Buna göre 

∫
∞

=
0

)r(
n

)r(
n dt)t(f)x;t(W)x);t(f(M  eşitliğinden, 

dt)xt)(x;t()xt(
!i

)x(f
)x;t(W ri

r

0i

)i(

0

)r(
n 








−ε+−= ∑∫

=

∞

 

∫∫∑
∞∞

=

−ε+−=
0

r)r(
n

0

i)r(
n

r

0i

)i(

dt)xt()x;t()x;t(Wdt)xt()x;t(W
!i

)x(f
 

= Ι1 + Ι2
 

eşitliğini yazabiliriz. 

I1 ∫∑
∞

=

−=
0

i)r(
n

r

0i

)i(

dt)xt()x;t(W
!i

)x(f
   ifadesinde 

(t–x)i’nin binom açılımını yazalım. 

(t–x)i = ∑
=

−−






i

0v

vvi t.)x(
v

i
 

Bu eşitliği I1’de yerine yazarsak: 
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I1 ∫∑ ∑
∞

= =

−−







=

0

v
n

r

0i

i

0v
r

r
vi

)i(

dtt)x;t(W
dx

d
)x(

v

i

!i

)x(f
 

Burada Lemma 3.3’ü kullanırsak 

= 







+

−−

−−−+

terimlerli'xolan

küçükdenrderecesi
x

)!2n()!1n(

)!2rn()!1rn(

dx

d

!r

)x(f r

r

r)r(

 

= 








−−

−−−+

)!2n)!.(1n(

)!2rn()!1rn(
)x(f )r(  

ifadesi elde edilir. Bu ifade  n→∞ için f(r)(x)’e yaklaşır. 

I2 = ∫
∞

−ε
0

r)r(
n dt)xt()x;t()x;t(W  eşitliğinde 

)x;t(W )r(
n  ifadesini yerine yazarsak 

I2 = ∫ ∑
∞ ∞

=

−
− −ε










δ++−

0

r

1k

n
1k,nk,nr

.dt)xt()x;t()t()x1()t(P)x(P)1n(
dx

d
 

Burada Lemma 3.2’yi kullanırsak 

I2 .);().()()()1(
)1(

)(.

0

1,
1

,

0,
2

,,

∫∑∑
∞

−

∞

=
≥
≤+

−−
+

= xttPxnxkxPn
xx

xqn
kn

j

k

kn

ji
rji

rr

rji

i

ε  

rrnrr )x).(x;0()x1(
)!1n(

)!1rn(
)1(dt)xt( −ε+

−

−+
−+− −−   

ve 

|I2| ≤ ∫∑∑
∞

−

∞

=
≥
≤+

−−
+ 0

1,
1

,

0,
2

,,
|);(|)(||)()1(

)1(

|)(|
xttPnxkxPn

xx

xqn
kn

j

k

kn

ji
rji

rr

rji

i

ε .|t–x|r dt 
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rrn .x|x)(0;|)x1(
)!1n(

)!1rn(
ε+

−

−+
+ −−  

= I3 + I4  

olur. 

t→x için ε(t;x)→0 olduğundan ε > 0 verildiğinde öyle bir δ > 0 sayısı bulunabilir ki 

0 < |t–x| < δ olduğunda |ε(t;x)| < ε olur. Ayrıca v > max(α,r) olacak biçimde bir doğal 

sayı ise öyle bir K pozitif sabiti bulunabilir ki |t–x| ≥ δ olduğunda  

|ε(t;x)(t–x)r| < K.|t–x|v  

olur. Bu durumda 

C1 rr

rji

ji
rji xx

xq

)1(

|)(|
sup

,,

0,
2 +

=

≥
≤+

    dersek 

I3 ≤ C1 +






−−− ∫∑∑
<−

−

∞

=
≥
≤+

dtttPxnxkxPnn
xt

kn

j

k

kn

ji
rji

i

δ

ε
||

r
1,

1
,

0,
2

|)x|)(||)()1(  







−∫
δ≥

−

|x-t|

v
rk,n dt|xt|).t(PK  

= I5 + I6
  

eşitsizliği sağlanır. 

I5 ifadesinde önce integrale, sonra toplam üzerine Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

uygulanırsa 

I5 ≤

2/1

0

r2
1k,n

2/1

0

1k,n
j

1k
k,n

0j,i
rji2

i
1 dt)xt()t(Pdt)t(P|nxk|)x(P)1n(nC 










−×










−−ε ∫∫∑∑

∞

−

∞

−

∞

=
≥
≤+
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≤ .dt)()()()1()()(

2/1

0

2
1,

1
,

2/1

2

1
,

0,
2

1 









−−×










− ∫∑∑∑

∞

−

∞

=

∞

=
≥
≤+

r

kn

k

kn

j

k

kn

ji
rji

i
xttPxPnnxkxPnCε  

Ayrıca 













−+−







−=− ∑∑

∞

=

−
∞

= 0k

j2n

j2

k,n
j2

1k

j2
k,n )x()x1(x

n

k
)x(Pn)nxk()x(P  

ifadesinde Lemma 3.4’ü kullanırsak herhangi bir s > 0 için 

{ }2 2
,

1

( ) ( ) ( ) ( )j j j s

n k

k

P x k nx n O n O n
∞

− −

=

− = +∑  

                                  = O(nj) 

olur. 

Şimdi 

∑ ∫
∞

=

∞

− −−
1k 0

r2
1k,nk,n )xt()t(P)x(P)1n(  

ifadesini inceleyelim; Burada Teorem 3.2’yi kullanırsak; 

∑ ∫
∞

=

∞

− −−
1k 0

r2
1k,nk,n )xt()t(P)x(P)1n(  = Mn((t–x)2r;x)–(1+x)–n.(–x)2r 

= O(n–r) + O(n–s) 

= O(n–r) 

eşitliğini elde ederiz. Buna göre 

I5 ≤ )1(O.)n(O).n(OnC 2/r2/j

0j,i
rji2

i
1 ε=ε −

≥
≤+

∑  olur. 

Benzer şekilde; 



 67 

I6 = ∫∑∑
≥

−

∞

=
≥
≤+

−−−
δ|x-t|
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1

,

0,
2

1 dt||.).(||)()1( v

kn

j

k
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rji

i
xtKtPnxkxPnnC  

≤ 

2/1

|x-t|

2
1,

2/1

|x-t|
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1

,

0,
2

2 dt)).((.dt)(||)()1(













−














−− ∫∫∑∑

≥

−

≥

−

∞

=
≥
≤+ δδ
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knkn

j

k
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rji

i
xttPtPnxkxPnnC  

≤ .dt)()()()1()()(
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1
,

2/1

2

1
,

0,
2

2 









−−×










− ∫∑∑∑

∞

−

∞

=

∞

=
≥
≤+

v

kn

k

kn

j

k

kn

ji
rji

i
xttPxPnnxkxPnC  

Şimdi, Lemma 3.4’ü kullanırsak 

I6 = 

2/1

0

v2
1k,n

1k
k,n

2/j

0j,i
rji2

i
2 dt)xt()t(P)x(P)1n()n(OnC 










−−× ∫∑∑

∞

−

∞

=
≥
≤+

dur. 

Tekrar Teorem 3.2’yi kullanırsak 

I6 = )n(O).n(On 2/v2/j

0j,i
rji2

i −

≥
≤+

∑  

= ( ) )1(onO 2/)vr( =−  

bulunur. Ayrıca limit durumunda ε→0 için I5 → 0’dır. n→∞ için I6→0 ve I3 = o(1) 

olur. 

n→∞ için  I4→0  olduğundan  I2 = o(1)  olur. I1 ve I2 yerine yazıldığında 

)x(f)x);t(f(Mlim )r()r(
n

n
=

∞→
 

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır. 
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