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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullamilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalan ile birlikte

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
(a,b) [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (—o0,0), (—0,a), (a,o0) araliklarindan
biri
By(IR) Her xelR icin |f(x)] £ Mgp(x) kosulunu saglayan
fonksiyonlar uzay1
C[a,b] [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1
Can 27 periyotlu siirekli fonksiyonlar uzay1
C,(IR) Her xe R icin [f(x)| £ M.p(x) kosulunu saglayan siirekli
fonksiyonlar uzay1
C:j feC,: lim f(x) =k; <o alt uzayr
X== p(x)
(€1l B,(IR) uzayinda tanimlanan norm
IILlIx>Y X normlu uzayindan Y normlu uzayina doniigiim yapan L
operatoriiniin normu
La(f;x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasindan elde
edilen fonksiyon
1 x+h 1p
5 P
L,, {f(ﬂ £|f(;)| d{j <M,px),h>0,M, >0}
b
L,[a,b] {f : j Ifof dx < oo}
X* {fe X: f(t) 2 0}
p(x) Agirlik fonksiyonu
Q(f;0) f fonksiyonunun agirliklr siireklilik modiilii
o(f;8) f fonksiyonunun siireklilik modiilii
%

= Diizgiin yakinsama



1. GIRIS

Bu tezin amaci, pozitif reel eksende siirekli, polinomsal biiyiime hizina sahip
fonksiyonlara toplamsal — integral tip operatorler dizisi ile agirhikli yaklagimin

ozelliklerini aragtirmaktir.

Yaklagim teorisinde, kompakt araliklarda siirekli fonksiyonlara lineer pozitif
operatorlerle yaklasim problemi onemli bir yer tutmaktadir. Weierstrass, kompakt
araliklarda siirekli fonksiyonlara yakinsayan bir polinomlar dizisinin var oldugunu
ispatlamistir [1]. Daha sonra bir ¢ok matematikc¢i tarafindan bu teoremi saglayan
farkl1 polinom dizileri olusturulmustur. Bu dizilerin olusturulma teknigi lineer pozitif
operatorlerle yaklasim problemini ortaya ¢ikarmistir. Bernstein [2], [0,1] araliginda

siirekli fonksiyonlar i¢in
. k n k n—-k
Bu(fix) = ) f| = x5 (1-x) 0<x<1
= \nJlk

toplamsal operatoriinii tanimlayarak, bu operatorler dizisinin [0,1] aralifinda diizgiin
olarak f fonksiyonuna yaklastigini ispatlamistir. Bohman [3], 6zel bir lineer pozitif
operatorler dizisi tanmimlayarak bu tip dizilerin [0,1] kapali araliginda yaklagim
kosullarim vermis, daha sonra Korovkin [4, 5], daha genel durumlarda lineer pozitif
operatorler dizisinin yaklasim problemini ele alarak “Korovkin Teoremi” olarak

bilinen teoremi ispatlamistir.

Bernstein operatorleri ile, siireksiz fonksiyonlara yaklasmak uygun olmadigindan,
integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda Korovkin Teoremi’ni incelemek igin,
Kantorivich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatorleri tanimlamiglardir [5].

Bu operatorler sirasi ile, fe L1[0,1], x€[0,1] ve
n
Pox(x) = (k} X (1—x)"*

olmak iizere



Kt
n+l

Ka(f:x) = (n+1) Z P, . (x) j £(t) dt
k=0 k

n+l

Dy(fx) = (n+1) 3P, (%) [P0 f(®)dt
k=0 0

seklinde tanimlanir. Sonlu araliklarda tanimli bu operatorler i¢in, Korovkin Teoremi
saglanir. Simirsiz araliklarda, yaklagim problemi, agirlikli uzaylarda incelenir.
Agirlikli uzaylarda yaklasim kosullari ve Korovkin tip teoremler Gadjiev [6,7]

tarafindan verilmistir.

Bu tezde, Agrawal ve Thamer [8] tarafindan tanimlanan, temel fonksiyonlari klasik
Baskakov fonksiyonlar1 olan toplamsal — integral tip operatorlerin [0,00) araliginda
siirekli ve polinomsal bilyiime hizina sahip fonksiyonlara agirhikli yaklagim

ozellikleri ve yaklagim hiz1 incelenmistir.
Bu tez, birinci boliim giris boliimii olmak iizere ii¢ boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliimde temel kavram ve teoremler tanitilmigtir. Bu amagla fonksiyon
uzaylann ve lineer pozitif operatorlerle ilgili tanim ve teoremler verilmis, C[a,b]
uzaymda Korovkin Teoremi ifade edilmistir. Ayrica Lp[a,b] uzayr ve agirhikh

uzaylarda yaklasim kosullarina iliskin teoremler verilmistir.

Uciincii boliimiin ilk ii¢ kesiminde, Agrawal ve Thamer [8] tarafindan tanimlanan
{M,(f;x)} toplamsal-integral tip operatorler dizisinin temel 6zellikleri ve agirlikli
yaklagimi incelenmis, sonlu araliklarda tanimli fonksiyonlara yaklagim hiz1 siireklilik
modiilii ile hesaplanirken, C[0,o) uzaymda tanimli fonksiyonlara, yaklasim hizi
agirlikli siireklilik modiilii ile ifade edilmistir. Son kesimde ise [8] de verilen
simultaneous (es anli) yaklasim problemi ele alinarak, M, operatoriiniin r.
basamaktan tiirevinin, fonksiyonunun ayni basamaktan tiirevine yaklagim problemi

calisilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calisma boyunca kullamilacak temel kavramlar verilmis, siirekli

fonksiyon uzaylarinda lineer pozitif operatorler tanimlanmistir.
2.1. Sonlu Araliklarda Tanimh Siirekli Fonksiyonlar Uzay1
2.1. Tanim

[a,b] kapal1 ve sonlu araliginda taniml, siirekli fonksiyonlar uzayini1 C[a,b] ile

gosterelim. C[a,b],

1) (f+g)(x) = f(x)+g(x) ve

ii) Ae R olmak iizere

(AM)(x) = M(x) islemleri ile bir vektor uzayidir. Bu vektor uzay1 iizerinde bir norm,

Ifllc = max If(x)I

seklinde tanimlanir.
C[a,b], bu norm altinda bir Banach uzayidir.

(fn), Cla,b]’de bir dizi ve feCl[a,b] olmak iizere (f,) dizisinin f fonksiyonuna

yaklagmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her xe [a,b] icin
If.(x)—f(x)l < M.g,
olmasidir [9]. Burada M > 0 ve €, ise sifira yakinsayan bir dizidir.

C[a,b] uzayinda tanimlanan maximum normuna gore lim f, = f ile {f,} fonksiyonlar

dizisinin f fonksiyonuna [a,b] kiimesi iizerinde diizgiin yakinsamas1 ayni seydir.



2.2. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y normlu fonksiyon uzaylar1 olmak iizere X’den alinan her f fonksiyonuna
Y’de bir g fonksiyonunu karsilik getiren bir L kurali varsa, bu L kuralina X’den Y’ye

bir operator denir. fe X, ge Y ve X, g'nin tanim kiimesine ait olmak iizere

L) (x) = L(f;x) = g(x)

ya da daha acik bigimde; t, f’nin x, g’nin tanim kiimesine ait olmak {izere

L(f(t);x) = g(x)

biciminde gosterilir.

X uzayma L operatoriiniin tanim bolgesi denir ve X = D(L) ile gosterilir. L(f;x) =
g(x) ise Y uzaymin bir elemam olup bu sekildeki g fonksiyonlarinin kiimesine L

operatoriiniin degerler kiimesi denir ve R(L) ile gosterilir. R(L)CY dir.

Bu kisimdaki tanimlarda X ve Y normlu fonksiyon uzaylar1 olacaktir.

2.2. Tanim

L: X—Y bir operatdr ve xe D, olsun. L operatorii

1) Vfl,fzeX igil’l L(f1+f2;X) = L(fl;X) + L(fz;X)

ii) Voe R igin L(af;x) = o.L(f;x)

seklindeki iki kosulu sagliyorsa, L operatériine lineer operator denir.

2.3. Tanim

L: X—>Y bir operator olsun. D(L)cX, L’nin tanim kiimesi olmak iizere Vfe D(L) icin

IL(E;x)lly < MLIIfll Q2.1



esitsizligini saglayan Me IR" varsa L’ye D(L)’de sinirh operatdr denir.

ILI—y = inf {M: IIL(£;x)lly < M.IIflIx}

sayisina L operatoriiniin normu denir.

2.1. Onerme

L: X—Y simrh lineer operatorii icin

||L||X_>Y: su M

iz T Il
esitligi saglanir.
Ispat
IILIx—y tanimindan

NLEONY ey
I 1l

esitsizligi saglanir. Buradan

IL(E;x) Il

<IILlx_y
iz IHE Il

2.2)

esitsizligi bulunur. Diger taraftan infimum tanimindan her € > 0 i¢in en az bir f,e X

vardir 6yle ki,
IL(fe;x)lly = (IILlix—y —€) IIf, lIx
esitsizligi bulunur. Buradan da

IL(E,;x) Il

> ||L||X_>Y — €&
TAN



esitsizligini elde ederiz. Buradan

sup IL(f;x) Il > IL(f ;%) Iy
iz IHE Il I, 1y

> ||L||X_>Y — &

elde edilir. Sol taraf €’a bagli olmadigindan €—0 igin esitsizlik bozulmaz. Buna gore

TE@EONy Sy
lIflly 0 “f“X

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak Es. 2.2 ve Es. 2.3 esitsizliklerinden

iy = sup HAEX My

TN | b |

bulunur.
2.1. Sonug
L: X—Y sirh lineer operatorii i¢in

ILIx—y = sup IIL(f;x) Il

Il =1
esitligi gerceklenir.
Ispat

Onerme 2.1’den

iy = sup B0y

iz T Il Il %0

L f ;X
[IIfIIX jY

Il

= sup
Nl 0

L(f;x)

Y

(2.3)



g(x) = dersek ligllx = 1 olur. Buradan

I 1l

ILIx—y = sup IL(g;x) Il

ligly = 1
elde edilir.
2.4. Tanim

L: X—>Y lineer bir operator olsun. Her € > 0 sayisina karst gelen bir d(¢,fp) > 0
sayist, lIf-follx < & oldugunda IIL(f) — L(fo)lly < € esitsizligi saglanacak sekilde

bulunuyorsa L operatorii fye X icin siireklidir denir.

2.5. Tanim

L: X—Y lineer bir operator, (f,)cX bir dizi olsun.

f —h 5f iken L(f,)———L(f,)

ise L operatoriine xo noktasinda dizisel siireklidir denir.
2.1. Teorem

X, Y normlu uzaylar L: X—Y lineer operator olsun. Bu durumda L operatorii igin

sinirhilik ve siireklilik birbirine denktir.

2.6. Tanim

L: X—Y lineer operator olsun.

X" = {fe X: VteDrigin f(t) >0} ve Y  ={geY: VxeDy icin g(x) >0}

olmak iizere, X uzayinda tammlanan L lineer operatorii, X' kiimesindeki her bir f

fonksiyonunu Y* kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa, bagka bir deyimle



L(X"cY" oluyorsa L operatoriine lineer pozitif operator denir. L lineer pozitif

operatdr ise, Vte Dy i¢in f(t) 2 0 oldugunda Vxe Dy i¢in L(f;x) = O olur.
2.2. Onerme

L: X—Y lineer pozitif operator olsun. f,ge X olmak iizere, her te D(f) i¢in f(t) < g(t)
ise Vxe Dy i¢in L(f;x) < L(g;x)’tir. Buna L lineer operatériiniin monotonluk 6zelligi

denir.

Ispat

Vte D(f) icin f(t) < g(t) ise

0 < (g-H)(t)dir.

L lineer pozitif operator oldugu i¢in, Tanim 2.6’dan
0 <L(gf;x)

burada, Tanim 2.2’yi kullanirsak

0 < L(g:x) — L(f;x)

L(f;x) < L(g:x)

esitsizligine ulasinz.

2.3. Onerme

L: X—>Y lineer pozitif operatdor olsun. Bu durumda IL(f;x)l < L(lfl;x) esitsizligi

vardir.
Ispat

—Ifl £ f < Il esitsizligini L operatoriine uygulayalim. Lineer pozitif operatorlerin

monotonluk 6zelliginden



L(-Ifl;x) < L(f;x) < L(lfl;x) esitsizligi elde edilir. Burada Tanim 2.2’yi kullanirsak
—L(fl;x) < L(f;x) < L(Ifl;x)

esitsizligi elde edilir.

Bu ise,

IL(f;x)I < L(Ifl;x) anlamina gelir.

2.1. Ornek

fe C[0,1] olmak iizere 0 < x < 1 i¢in

3 k n k _ n—k
Bn(f,x)—l;)f(;j(ka (1-x)

seklinde tamimlanan Bernstein Polinomu, her bir n icin, bir lineer pozitif operatordiir.
2.2. Ornek

f, [0,00) da tanimli reel degerli siirekli bir fonksiyon ve x = 0 olmak iizere

v e k) ()"
Zo(f:x) = e ,;)f(nj o

seklinde tamimlanan Szasz Operatorii de, her bir n icin, lineer pozitif operatordiir.
2.3. Ornek

fe C[0,A) A >0 olmak iizere

had k n+k-1 Xk
Aall) = Zf(;j( K ](Hx)"*k

seklinde tamimlanan Baskakov Operatorii, her bir n icin, lineer pozitif operatordiir.
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2.4. Onerme

K: [a,b]X[a,b]>IR
f: [a,b]>IR
A: L[a,b]—CJa,b]

olmak iizere
b
Af:x) = j £(0).K(t;x) dt
seklinde tanimlanan A operatdriiniin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K(t;x)’in
pozitif olmasidir. Burada K(t;x) ifadesine A operatoriiniin ¢ekirdegi denir.
Ispat

A operatoriiniin lineer oldugu aciktir. Once A operatériiniin pozitif oldugunu kabul
edelim ve kabul edelim ki en az bir ty icin K(to;x) < 0 olsun. Operatdriin K cekirdegi
stirekli oldugundan, to’1 igeren 6yle bir [a,B]c[a,b] araligi vardir ki, her te [a,B] i¢in

K(t;x) < 0 olur. Buna gore

(0, xela,bl/oB]
f(x)_{l . xe[ouB]

seklinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in, f = 0 olmasina karsin
B
A(fx) = [K(t,x)dt <0

bulunur. Bu ise A operatoriiniin pozitif olmasi ile celisir. O halde her t ve x i¢in

K(t;x) = 0 olmalidir.

Tersine, her t ve x icin K(t;x) = 0 oldugunu kabul edelim ve f > 0 alalim A’nin

tanimindan
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A(fix) = j £(t).K(t,x) dt >0

elde edilir. Bu ise A’nin lineer pozitif operator olmasi anlamina gelir.
2.5. Onerme

(ax) reel sayilarn bir dizisi ve f, Py (keIN) reel degiskenli ve reel degerli

fonksiyonlar olmak iizere,
L(f;x) = D f(a,) P, (x)
k=0

seklinde tanimlanan L operatorii lineerdir. L operatoriiniin pozitif olmasi icin gerek

ve yeter kosul, her x ve k i¢in Py(x) = 0 olmasidir.
Ispat

L operatoriiniin lineerligi agiktir. L operatoriiniin pozitif oldugunu ve en az bir kg i¢in

P, <0 oldugunu kabul edelim.

Buna gore

0 , x=#a,
f(x) = ’
L, x=a,

seklinde verilen f fonksiyonu icin f pozitif olmasina ragmen
L(fx) = Y f(a )P (x) =f(a, )P, (x)
k=0
=P, (x)<0

elde edilir. Bu ise L’nin pozitif olmasi ile ¢elisir. Buna gore her x ve k i¢in Py(x) = 0

olmalidir.
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Tersine, her x ve k i¢cin Py(x) 2 0 ve f > 0 olsun. L’nin tanimindan
L(f;x) = D f(a )P (x) 20
k=0

elde edilir. Bu da L’nin pozitif olmas1 demektir.
2.4. Ornek

fe C[0,1] xe[0,1] olmak iizere

N
k=0 \ 1

seklinde tamimlanan Bernstein Polinomu’ndan asagidaki islemlerle Kantorovich

Operatorii elde edilir.

d N k)(n k-1 n—k k n—k-1
—B, (f;x)= ) f| — k 1- -(n-k)x*(1-

&= 2 (£5X) k; (nj(kJ[ x T (I=x)"" —(n-k)x"1=-x)"""]

5[k k-1 n—k n—k-1
_ka( jmkx 1—x)" Zf( jW(/H/()X(I X)

(n—k—1)!

C k n! k=11 n—k_n_l E n! k1 yn—k-1
,;)f(ﬁj(n—k)!.(k—l)!'x d=x) ;)f(njk!.(n—l—k)!‘x d=x)

[ k+l (n-D! K n—k-1 k (n-D! k-l
‘“k_of( n j(n—k—l)!.k' ) “Z( jld(n ot 7%

n ¥ [f(kﬂJ_f(Eﬂﬂ-x“(l—x)"‘“‘
= n n (n—l—k)!
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Buna gore; ne N, fe L;[0,1] , xe[0,1] olmak iizere asagidaki sekilde tanimlanan, n.

Kantorovich Operatorii

K,: Li[0,1] — C[0,1]

Kt
n+l

Ku(f) = (0+1) 3B, () [F(0d(V

n+l
lineer pozitif bir operatordiir.
2.5. Ornek

n = 1 olmak iizere, Vfe L;[0,1] ve Vxe[0,1] i¢in

Pin(x) = (EJ x* 1-x)""  olmak iizere
N 1

D(fix) = (n+1) D" P,,(x) [P, () (1) it
k=0 0

seklinde tamimlanan Bernstein—-Durrmeyer Operatorii de

operatordiir.

2.3. C[a,b] Uzayinda P.P. Korovkin Teoremi

lineer pozitif bir

Yaklasim Teorisi’nin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh olan

diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Bdyle bir gosterim,

fonksiyon hakkinda bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir.

1885 yilinda Weierstrass [a,b] aralifinda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklasilabilecegini ifade etmistir.
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2.3.1. Weiertrass’in ilk yaklasim teoremi [1]

Ve > 0 ve f(x)e C[a,b] icin dyle bir P(x) polinomu vardir ki, ¥xe [a,b] i¢in IP(x)-f(x)I

< € esitsizligi saglanir.

Bagka bir ifade ile [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonu i¢in f(x)’e [a,b] araliginda

diizgiin yakinsayan bir {P,(x)} polinom dizisi vardir.

Bu teoremin bir¢ok ispat1 bulunmaktadir. Bu ispatlardan birini de 1912 yilinda S.N.
Berstein [2] yaparak, lineer pozitif operatorler ile yaklasim teorisinde onemli rol

oynayan Bernstein Polinomlari’n1 tanimlamistir.
2.3.2. Weierstrass’in ikinci yaklasim teoremi [1]

Bu teorem, periyodik siirekli fonksiyonlara yaklasan trigonometrik polinomlarin

bulunabilecegini ifade eder.

f(x), 2w periyotlu siirekli bir fonksiyon ve € > 0 ise Oyle bir T(x) trigonometrik

polinomu vardir ki x’in biitiin reel degerleri i¢in IT(x)—f(x) < € esitsizligi saglanir.
Bu teoremin ispat1 De-La Vallee Poussin tarafindan 1908’de yapilmistir.

1952 yilinda H. Bohman [3] toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin
[0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir. H.

Bohman gostermistir ki, xe [0,1] ve 0 <o, <1 k<r icin Ok, < Oyp oldugunda
Lo(fx) = Y f(o, ) P, (x)20
k=0

pozitif operatorler dizisinin, n—e i¢in [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosullar

La(1;x) 3 1

Ly(t;x) 3 X
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La(t%%) = x>

seklinde ifade edilir. Bohman operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1]

araligindaki degerlerinden bagimsizdir.
1953 yilinda P.P. Korovkin [4], H. Bohman’in teoremini genellestirmistir.
2.4, Teorem (Korovkin Teoremi)

{Ln} lineer pozitif operatorler dizisi, Vxe [a,b] icin

=0 9=012 (2.4)

C[a,b] -

lim‘Ln(tﬁ,x)—xﬁH
n—oo

kosullart saglamiyorsa, bu durumda, [a,b] kapali aralifinda siirekli olan her f

fonksiyonu icin, L,(f;x), [a,b] aralifinda diizgiin olarak f(x)’e yakinsar [7,4].
Ispat

fe C[a,b] oldugundan Ve > 0 i¢in dyle bir & = d(¢) > 0 sayis1 bulabiliriz ki, It—x| < &

oldugunda, Vx,te [a,b] icin, [f(t)—f(x) < € esitsizligi saglanir.
Ayrica
f(O)—f(x)l = fO)—LX) %) + KO- 1)

[x—9,x+0] [x—0,x+8]°

(t—x)?

<el+ 2K

(2.5)

esitsizligini yazabiliriz. Ciinkii te [x—8,x+0]° oldugunda

lt—x| > & olup

L= x| > 1 ve buradan da
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)2
%21

esitsizligini elde ederiz.
Buna gore; It—x| > 8 oldugunda, f’in sinirhiligin1 da goz Oniine alarak K¢ > 0 olmak

uzere

(t—x)°
82

If()—f(x)l < 2K,

esitsizligi saglanir.

Simdi,

IIL,(f;x)—f(x)llc ifadesini diizenleyelim.

Ucgen esitsizligini ve lineer pozitif operatdrlerin monotonluk 6zelligini kullanarak,

I (F:%)—F()lle = MLa(fFO)—F(x):X) + FOLa(13)~f(X)llc
< L (FO)—F LX)l + IF)L(13x)—1)lle
S ILA(FO-F O + Hmax IFO] (La(15%)-Dlle

= ILL(H()—£)Ex)lc + Nifllc ILy(15x)—1llc
esitsizligini elde ederiz.
Bu esitsizlikteki ikinci terim Es. 2.4’den dolay1 n—eo iken sifira yakinsar, yani
Ifllc ILa(1;x)-1llc <&, €—0
Buna gore
IILn(f5x)—f(x)llc < NLa(()—-£(x)x)lc + €, (2.6)

olur.
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Esitsizligin sag tarafindaki birinci terim Es. 2.5’den dolay1

IL, (f()—fx)x)llc < e[Ly(1;x)-1] + € + % {IILa(t3%)—Xlc — 2X|[La(t;X)—X]lc

+ X7 La(1;x)-1lc}

esitsizligine doniisiir. Buradan da;

L, (IF()~F(x)X)le < ellln(13x)~1lc + € + % (L (%%)—x 1l

+(2 max IxI) IL,(t;x)—xllc + (ma)b( IxI) IILL(1;x)-1llc}
ast< ast<

esitsizligini yazabiliriz.

2max Ixl=2b ve max IxI*=b’ oldugundan

a<t<b a<t<b

L (IF()~F(x)X)le < ellln(1:x)~1llc + € + 2? (L (%%)—x 1l

2

+ 2b ILy(t;%)—xllc + b* ILy(15%)—1llc }
Bu esitsizlikte de Es. 2.4 kosullarindan dolayi, n—eo i¢in
IL, (f()—f(x)I;x)llc — 0
olur. Buradan Es. 2.6 esitsizliginden yararlanarak;
n—co igin
ILs (f;x)—f(x)llc—0
oldugunu goriiriiz. Bu da ispat1 tamamlar.
2.2. Sonug

{Ly,} lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] aralifinda

La(1;x) 3 1 (2.7)
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La((t=x)%x) 3 0 (2.8)

kosullarimi saghiyorsa C[a,b] uzayinda olan her f fonksiyonu icin, [a,b] araliginda

n—>o iken,
Ly(fx) = ()
saglanir [9, 14].

Burada 3 diizgiin yakinsamayi ifade etmektedir.

Korovkin Teoremi’ndeki 1, x, x> fonksiyonlar1 yerine [a,b] araliginda lineer bagimsiz

herhangi ii¢ fonksiyonu alamayiz.
2.5. Teorem [9]

fo, f1, f siirekli fonksiyonlarindan olugsmus [a,b] araliginda ikiden fazla sifir yeri olan
bir F(x) polinomu varsa, bu durumda dyle bir L lineer pozitif operatorii bulabiliriz ki,

xe[a,b] ve k =0,1,2 i¢in

L(fi;x) = fi(x)
kosullar1 saglanmasina ragmen Oyle bir f*e C[a,b] fonksiyonu vardir ki
L(f*;x) # f*(x)’dir.

Dolayisiyla Korovkin Teoremi’nin kosullarindaki 1, x, x> fonksiyonlarinin yerine
secilecek fonksiyonlardan olusturulmus herhangi bir F(x) polinomunun [a,b]

araliginda ikiden fazla sifir yeri olmamalidir.
2.6. Teorem (Baskakov Teoremi)
L,(f;x) lineer pozitif operatorler dizisi olsun. ¥ =0,1,2 icin

L.(t"x) 2 x° (2.9)



seklindeki ii¢ kosul saglaniyorsa ve tiim IR’de

If(x)l < My(1+x%)

ise, Vfe C[a,b] i¢in Ly(f;x) =3 f(x)’dir.

Ispat

Ve > 0 icin lt—x| < § oldugunda, fe C[a,b] oldugu i¢in
If(—f(x)I<e

lt—xI > J oldugunda ise, Es. 2.10’dan dolay1

If(0)—F(x)I < IO + (X))
< M((14t%) + M(1+x%)
= M{(2+t%+x%)

_ _ 2
Ayrica lt—xI > d ise It 8X| >1ve < SZX) > 1 olacagindan Es. 2.11°den

If(6)—f(x)] £ M 2+t°+x7)
= M2 + (t=x+X)* + x%)

= M2 + (t=X)* + 2.(t=X).X + X* + X°)

2
SM{Z.“;;{) +(t—X)2+2.X|t—X|+2X2]
2 ) )
< Mgl 2. ('[—ZX) +(t—x)2+2.x (t—x) +9x2 (t_ZX)
2 2x  2x’
=Mf(t—x)2 (§+1+§+ 5 ]

2
5_22+1+2§X+28L2:C5(X) dersek

19

(2.10)

@2.11)
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Ve > 0igin
f(t)—f(x)I < e + Cs(x) Mf(t—x)2 (2.12)
Buradan L, ’nin lineerligini ve Es. 2.9’u kullanarak

La(If()—F(x)1;x) < €Ln(15%) + Cs(x) M Ly ((t-%)%3x)
= &(La(1;x)=1) + € + C5(x) M La(t%;x)-2%.La(t;x) + x*La(1;%)] (2.13)

Es. 2.13 esitsizliginde Es. 2.9 sartlarim kullanirsak, Cs(x) sonlu bir say1 oldugu igin,
L,(f(t)—f(x)l;x)’in 0’a yaklastig1 goriiliir. Buna gore

Lu(f;x) :i f(x) sonucunu elde ederiz.

2.4. L, Uzaylarinda P.P. Korovkin Teoremi

2.7. Tanim

(X,A,W) bir 6lcii uzay: olsun. 1 < p < oo olmak {lizere,
L,= {feM(X,A):Il f(x)]” dx < o0} (2.14)
X

kiimesine p-ninci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinif1 denir. Burada X bir
kiime, A X iizerinde bir ¢ cebiri M(X,A) X tizerinde tanimli genisletilmis reel degerli

| Olciilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesidir.

feL, olsun. ae R ise, afe L, dir. Ciinkii f,e L, oldugunda, |f|’ integrallenebilir olup

loP. [fl” de integrallenebilirdir. Dolayisiyla loflP integrallenebilirdir. Ayrica f,ge L, ise
gl < (Ifi+lgl)? < (2.max{Ifl,Jgl})? < 2P(IfP+glP)

olacagindan If+gl° integrallenebilirdir ve dolayisiyla f+geL, olur. Su halde L,

kiimesi bir vektor uzayidir. Bu uzay iizerinde p > 1 olmak iizere
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I, = ( j | F(x)IP d,uJ 2.15)

seklinde tanimlanan

[Ill,: L,—IR fonksiyonu L, iizerinde bir yar1 normdur.

2.7. Teorem (Holder Esitsizligi) [11]

p>1, l+l:1 olsun. feL,, geL,ise f.geL; ve
q

If.glly < Iifll,.liglly dir. (2.16)
2.8. Teorem (Minkowsky Esitsizligi) [11]

Egerp =1, f,geLl, ise f+gel, ve

If+glly, < Iiflly + ligll, °dar. (2.17)

Belirtelim ki; fe L, olmak iizere lIfl, =0 < II f I’ du=0 < hemen hemen her yerde

f=0dur[11] (2.18)
Buna gore L, lizerinde tamimlanan [I-l, fonksiyonu i¢in

(a) lifll, =0 < hemen hemen her yerde f =0

(b) llofll, = I Nfll,

(c) lif+gll, < I, + ligll,

ozellikleri saglanir ki bu I, fonksiyonunun L, iizerinde bir yar1 norm oldugunu

gosterir.

L, lizerinde
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f ~ g < hemen hemen her yerde f =g

bi¢ciminde tanimlanan ~ bagintist bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla bu bagint1 L,
uzaymi denklik smiflarina ayirir. Bu denklik smiflarimin kiimesi L, ile gosterilir.

Buna gore L,nin elemanlar1 [f] big¢imindeki denklik smiflandir. L, uzayi
[f] + [g] = [f+g]
A.[f] = [AA]

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine goére bir vektor uzayidir.

p 2 1 olmak iizere
1/p
MW%=M%=(ﬂfP&J

bi¢iminde tanimlanan II-ll, fonksiyonu L, iizerinde bir normdur.

Her ne kadar Ly’ nin elemanlar1 denklik smiflart ise de, onlar1 denklik siniflarinin

temsilci elemanlari ile gostermek miimkiindiir.
2.9. Teorem (Luzin Teoremi)

Sonlu araliklarda tanimlanmis L, uzaylarindaki her f fonksiyonu ve her € > 0 i¢in

oOyle siirekli bir g fonksiyonu bulabiliriz ki, bir 1 dlciisii i¢in
L{E: f(x) # g(x)} < €dur [12].
2.10. Teorem [9]

Kabul edelim ki Ly(a,b)’den Lpy(a,b)’ye doniisim yapan {A,} lineer pozitif

operatorler dizisi i¢in asagidaki sartlar gecerli olsun.

a) Ay-lerin normlart diizgiin sinirlt olsun. Yani 6yle bir M sabiti olsun ki tiim n-ler

icin
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HA, Il SM<eo n=12,..

saglansin.
b) n—e ve 8 =0,1,2, icin

A (t%;x)—x" I, —0
olsun. O takdirde keyfi fe L,(a,b) fonksiyonu i¢in
n—oo iken Il A (f;x)—1(x) IILp — 0 olur.

2.5. Agirhikh Uzaylarda Yaklasim

Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapali araliklarinda verilmistir. Reel eksenin
tamaminda veya siirsiz alt araliklarinda yaklasim kosullarim1 Gadjiev [6,7]

arastirmistir. Sinirsiz araliklarda Korovkin Teoremi agirlikli uzaylarda incelenmistir.
2.8. Tanim

¢ reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p(x) =1 + [T (2.19)
seklinde p fonksiyonu tanimlansin.

If(x)l < Mt.p(x) M;>0 (2.20)

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini By(IR)

ile, bu uzaydaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini ise Cy(IR) ile gosterecegiz.
Bo(IR) = {f: If(x)I < Mr.p(x)}

Co(IR) = {fe Bp(IR): f siirekli}



B,(IR) uzayinda, toplama ve skalerle carpma islemleri asagidaki gibi tanimlansin.

+: Bp(IR)— B,(IR)

(f.g)—>f+g

Vxe R icin I(f+g)(x)I = If(x)+g(x)!
< H)+ lgx)l
S Mep(x) + Mg.p(x) Es.2.20’den
= Mpyg.p(X)

Buna gore her f,ge By(IR) i¢in f+ge By(IR) dir.
F herhangi bir cisim olmak iizere

Fx B,(IR)— By(RR)

(a,H)—af

vxe R i¢in (a.f)(x) = o.f(x)

seklinde tanimlansin,

fe Bp(IR) ise (af)(x) = o.f(x) Es. 2.20’den
< o M.p(x)
= M} .p(x)

oldugundan

Vfe By(IR) i¢in ae F olmak iizere (af)e Bp(IR) dir.

24

B,(IR), yukarida tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir lineer

uzaydir. Bu uzayda norm

iil, = sup 10!

xR P(X)

2.21)
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seklinde tanimlanir.

Bu norm ile By(IR) ve Cp(IR) lineer normlu uzaylardur.

Burada p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu, By(IR) ve Cy(IR) uzaylarina ise agirlikli

uzaylar denir.

C,(IR) uzayinda
SO <o (2.22)
== p(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesini C:j (IR) ile gosterecegiz. C:j (IR) ve

Co(IR), Bp(IR)’nin alt uzayidir.
2.6. Onerme

Co(IR)’de tanimli bir lineer pozitif operatoriin Cy(IR)’den By(IR)’ye doniisiim

yapmasi i¢in gerek ve yeter kosul

IIL(p;x)llp <M (2.23)
olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir.

Ispat

Once fe Cy(IR) alalim ve

L: C,(IR)—By(IR) doniisiimiiniin var oldugunu kabul edelim. Buna gore Vfe Cy(IR)
icin L(f;x)e By(IR) olur.

Ozel olarak M; > 0 olmak iizere Ip(x)l £ M;.p(x) oldugu igin p(x)e Co(R) ve
L(p;x)e Bo(IR) olur. Bu ise Es. 2.20’den

IL(p;x)l < M.p(x)
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olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasi demektir.

I L(p;X) |
p(x)

Buradan <M esitsizligini elde ederiz.

Simdi supremum alirsak,

up PO
xR P(X)

Buradan da, Es. 2.21°den dolay1
IL(p;x)lly, <M
sonucuna ulasiriz.

Simdi IIL(p;x)ll, < M olacak sekilde M > 0 sayisinin var oldugunu kabul edelim.

IL(p;x)lly = sup LX) | <M
xR P(X)

olduguna gore

IL(p;x) | <M
p(x)

olacaktir. Bu ise

IL(p;x)I < M.p(x) (2.24)
anlamina gelir.

fe Cy(IR) oldugu i¢in Es. 2.20°den

If(x)l < M.p(x) olacak sekilde My > O vardir.

Lineer pozitif operatorlerin monotonluk 6zelliginden
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IL(f;x)1 < L(Ifl;x)

= L(E.p;xj
p

oldugunu biliyoruz.
Buradan L’nin lineerligini kullanarak

[f]
=—L(p;x)
p

< MeL(p;x) Es. 2.24°den
< MeM.p(x)

MM = M, dersek

IL(f;x)] £ My.p(x)

esitsizligini elde ederiz ki bu da L(f;x)e Bp(IR) oldugunu ispatlar.

2.7. Onerme

L: C,(IR)—B,(IR) lineer pozitif operatdrii tamimlansin. Bu durumda

IILIICp_,Bp =IIL(p;x) Il , . (2.25)
Ispat

Operator normunun tanimindan

I L(f, x) I
ILIl. ,, = sup (—)p
TP | b i 8
= sup ILCfsx 0,

Ifn, =1



i, =1 (xeR  P(X)

Buradan, lineer pozitif operatorlerin monotonluk 6zelliginden

i, =1 [ xe®R  P(X)

L(lfl P X)J
_ P
= sup ysup———=

I, =1 | xelR p(x)

1 (0)
L| p(t ;
[p 0 X]

< sup {sup
Iy =1 | xelR p(x)

= sup {supm}llf I
ifl, =1 { xelR ~ P(X

= IL(p;x)llp
esitsizligi elde edilir.
Diger taraftan llpll, = 1 oldugundan

LIl Ly = sup IL(EX)I, 21 L(p:x) I,

i, =1

esitsizligi bulunur. Es. 2.26 ve Es. 2.27°den Es. 2.25 elde edilir.

2.11. Teorem [7, 9]

¢(x) reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p(x) =1+ [ex)]

28

(2.26)

(2.27)
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agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda Cy(IR) uzayindan By(IR) uzayma Oyle {A,}

lineer pozitif operatorler dizisi tanimlanabilir ki, bu operatorler dizisi i¢in

lim IA,(9%x) — @°(x)ll, = 0 9=0,1,2

seklindeki ii¢ sart saglanmasina ragmen Oyle bir f*e Cy(IR) fonksiyonu bulunabilir

ki;

lim IA,(f*;x) - f*X)ll, 21 olur.

Bu teorem Korovkin Teoremi’nin sonsuz bolgelerde gecerli olmadigim gosterir.
2.6. Ornek

fe C[0,) olmak iizere

f(x)+2l[f(x+1)—2f(x)+f(x—1)] 0<x<n
n
f(x) x¢[0,n]

Ay(f;x) =

seklinde tanimlansin
ox)=x ve px)= 1+x* olsun.

A, lineer pozitif operatordiir.

An(p:x) = p(x)+ i[p(x +D-2px)+p(x—1)] 0<x<n

p(x) x¢[0,n]

An(p;x) < 2.p(x) oldugundan onerme 2.6’ya gore A, Cy’dan By’ya bir doniisiim

tanimlar.
Simdi Korovkin Teoremi’nin sartlarinin saglandigini gosterelim.

Ap’nin tanimi geregince
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Ap(1;x) =1 ve Ay(t;x) =x oldugu aciktir.

1
An(tx) = x? +E[(X+l)2 -2x*+(x-1°] 0<x<n

X’ x ¢ [0,n]

oldugundan n—eo igin

An(tix) x> dir.

Buna gore Korovkin Teoremi’nin kosullar1 saglanmaktadir.
Simdi C,’dan

f*(x) = X2.COSTIX

fonksiyonunu alalim.

A — T FOOF T (D =205+ #(x =] 0<x<n
£#(x) x ¢ [0,n]

1 2
IAL(F%:x) — F*(x)] = Zlcosnxl(4x +2) 0<x<n
0 x ¢ [0,n]

olur. Buradan

IA,(f*;x) — f*(X)Hp = sup | An (f*x)—f*(x)I

xeIR px)
1 2
= — sup lcosmx | (4x~ +2)
n x€[0,n]
_ 4n* +2
n

Buna gore
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NAL(E*;x) — £*(x)ll, = 17 dir.

2.1. Lemma [9]

Eger A,: C,—By lineer pozitif operatorler dizisi i¢in n—oo oldugunda
IAL(9”;x) — @°(X)ll, — 0 9=0,1,2

seklindeki ii¢ sart gegerli ise, her bir fe C, fonksiyonu i¢in herhangi bir [a,b] sonlu

araliginda

lim sup A (f,x)—f(x)| =0 (2.28)

N—=% yela,b]
olur.
2.12. Teorem [6,7]

{A,} lineer pozitif operatorler dizisi

limll A (¢°,x)—¢°(x)Il, =0 9=0,1,2

seklindeki ii¢ sart1 sagliyorsa, her fe Cl; icin n—co iken,
lALf —fllp — 0

olur.

2.6. L, Uzaylarinda Agirhkh Yaklasim

xe IR olmak iizere

p(x)=1+x"

olsun.



2.9. Tanim

Keyfi h > 0 sabiti ve p 2 1 i¢in L, , uzay1

1 x+h 1/p
Lyp= {f :(E j J £ de < Mf.p(x)}

seklinde tanimlanir.

L o uzay1 bir lineer uzaydir.

Bu uzayda norm

x—h

1 x+h . 17p
(Z,h Jie@n ch

[Ifllp,p= sup

xelR p(X)

seklinde tanimlanir.

2.10. Tanim

k
Lppuzaymmn L

L =ife L, 3K,

p.p

L2 ={fel® :lim

p.p PP |x| o0

seklinde tanimlanir.

, lim
X[mee p(x)

|

alt uzay1

1 x+h , 1/p
(%ng@—m p(§)1 ch .

1 x+h , 7p
thﬂf«;)l ch .

p(x)

32

(2.29)
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2.13. Teorem [6, 7]

Lyp’dan L,p’ya doniisim yapan Oyle lineer pozitif {A,} operatorler dizisi

tanimlayabiliriz ki asagidaki sartlar gecerli olur.
i) Oyle bir K pozitif sayis1 vardir ki her n i¢in

WA, N, o <K saglamr.
i) limll A (t”;x)—x" I, =0 4=0,12

saglanir ve L, ,’da Oyle bir £* fonksiyonu bulabiliriz ki,
n—oo icin
Il A f*—f* ”LW >0

olur.
2.14. Teorem

Lypdan L,y’ya doniisim yapan Oyle lineer pozitif {A,} operatorler dizisi

tanmimlayalim ki, asagidaki sartlar gecerli olsun.
i) Oyle bir K > 0 sayis1 vardir ki, her n icin

A, I <K

Lpp=Llpp =

ii) lim Il A, (t°3x) = x" I, =0 9=0,1,2

Bu durumda, keyfi fe L];qp igin n—eoiken Il A f—fll, '— 0 olur.
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Ispat
Ispat1 L(;,p uzay1 i¢in yapmak yeterlidir. Ciinki, fe Ll;p ise
F(x) = f(x) - ki p(x)e L(L,p ’dir. Buradan
f(x) = F(x) + k¢ p(x) yazabiliriz.
AT — flly < IALf — Fll, + K¢ 1A,p — plly

Esitsizlikte 1. terim Fe L(;,p oldugundan, 2. terim ise tanimdan dolay1 n—eo i¢in 0’a

yaklagir.

Kabul edelim ki fe L(;,p olsun. Buna gore

1 x+h 17p
- p
(Zh xﬂf@' ch By

‘1‘15}0 e, (2.30)

olacaktir.

Bu durumda 6yle bir xq sayis1 vardir ki Ixl > xo iken

(i Xﬁ f(@©1r dCJUP <ep(x) (2.31)
2h 7

olur.

Luzin Teoremi’ne gore

G(x0) = [-X0-h , xo+h]

araliginda Oyle siirekli bir g fonksiyonu vardir ki,



1/p

1 Xo+h
— |- I”d <e
( o j © - dg
esitsizligi saglanir.

Gp(xp) araliginin kapali bir G alt kiimesinde

g(x) =f(x) ve

max | f(x) = max [g(x)l

xeG xeGy, (X¢)
olur.
Simdi kabul edelim ki

M(xo) = max{m%x | f(x) I,l} = max{ max |g(x)l,1

xeGy (xg)

ve

p
0 < min Zhe :h
MP(x,)

olsun.

Ayrica agagidaki sekilde bir @ fonksiyonu tanimlayalim.

g(x) ; xe GL(xy)
o(x) =40 ; IxI>x,+h+9d

dogrusaldir ; xe G, ,;(x,)\G,(x,)

35

(2.32)

(2.33)



—xo-h-0 —xg-h —xlo —x0|+h X(I)+h Xo Xo+th  xo+h+d

Bu durumda

L, daki norm tanim1 ve Minkowsky esitsizliginden

x—h

(;h i@ -e@)r dcj

1100 =9 N, =sup 0(x)

1 x+h . I/p
(% j Jf«;)—w(@l dcj

1 x+h ) /p
[ Jrer ]
+

36

<su + su
IxIS)E), p(x) IxIZxO-RHS p(x)
1 x+h 17p 1 x+h
( [ler dcj f [1E@-0@)r dg
2h -, 2h 7
sup + sup
IXI2x(+h+3 p(X) x€[ X, Xo+h+8]U[—Xxo—h—3,—X, ] p(X)

ifadesini yazabiliriz.

Burada Es. 2.31°den

J (2.6.6)
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1 x+h 17p
— |If)IPd
sup <t
IxI2x(+h+5 p(x)

¢’nin tanimindan

l x+h p
(Zh [ler dcj
sup xh -=0 ’dir

IxI2x, +h+8 p(x)

Buna gore Es. 2.34 esitsizligini,

1/p

2h

—Xo—h Xo—h

1 Xo+h . 7p 1 Xo+2h+8 ,
s(— [T @ -9 ch +e+(g JIE©-e@rdg

1/p
1 —xy+h

+Ho | rO-e@rag (2.35)

—xy—2h-0

seklinde diizenleyebiliriz. Buradaki birinci terim Es. 2.32’den dolay1 €’dan kiigiiktiir.

Buna gore

2h

Xo+h

1 Xo+h ) Up 1 Xo+2h+0 ) Vp
(2.6.7) < 2¢ + (ﬂ [ rO-e) d(J +( [ r d(}

Xo—h

1x0+2h+8 ) /p | et ) 7p | et ) 7p
o Jled dcj +(% 1@ ch +[E [1e@1 ch

Xo+h —Xx¢—2h-3 —Xo—2h+3

1 —Xo+h , p
o JHO-0@)! ch (2.36)

—Xo—h

esitligini yazabiliriz.
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(2.36) esitsizliginde ikinci terim ve sonuncu terim (2.32)’den dolay1 €’dan kiiciik

kalir. Ayrica @’nin tanimindan

| Rtz 17p | R 1/p
[ [leyr dCJ ( [reyr dCJ

Xo+h Xo+h

ve

(% ror dc} ( e dcl

—Xxg—2h-3 —xo—h -3

olur.

Buna gore

1 Xo+2h+8 p 1 Xo+h+3 17p
236<48+£ fier ch ( [lo@r dg}

Xo+h Xo+h

[2 ]If(f,)l" ng [ jup(c)w dcj . (2.37)

-Xo—2h-8 —xo—h -3

Buradan, ¢’nin tanimindan l@(x)l < M(x¢) ve 0 < h esitsizliklerini kullanirsak;

Xo+h

(2.37) <4e + [zi Ojlf(C)IP dCJ +2M(x0)( J

( j| £ dC} (2.38)

—x0—3h
olur.

Es. 2.38 esitsizliginde Es. 2.31°1 kullanirsak

1/p
(2.38) < 4e + £.p(xo+2h) + £.p(—x0—2h) + 2.M(x,) (%) (2.39)
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esitsizligini yazabiliriz.
Es. 2.39 esitsizliginde p’nun tanimini ve Es. 2.33’{i kullanirsak
1) = @) Il , < 4 + 2ep(xo+2h) + 2M(x0).ﬁ .2h)""e
= sbt.e (2.40)
esitsizligine ulaginz.
Ayrica, burada p(x) = 1+x* olmak iizere Oyle bir x; > xq sayis1 bulabiliriz ki,

M(xo) < €.p(X1) 2.41)

olur.

Simdi
ITA, (f;x)—1(x) IILpb ifadesini diizenleyerek

ITA, (f;x)—1f(x) IILP_p <A, (f;x)—f(x) IILP_p [—x1,Xx1]

1 x+h , p 1 x+h . ) p
(%XLIJ‘(QI d(j (%X[hlAn(f,g“)l d(j

+Su + Su
|x|25 p£(x) IxIZE P(x)

esitsizligini elde ederiz.
Esitsizligin sag tarafindaki birinci terim, Lemma 2.1°e gore sifira yaklagir.
1 x+h
— 1A, (;0)I”d
[Zh Jia@ora

Jl/p
sup <A, (f(t)—@t) Ex) I,
IxI2x, p(x) »e
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1 x+h ‘ , /p
[% JI A (@01 ch

+
g 0(x)
<SHA, T =@, +M(x) A, (1;x) =11l L MO,)
" Poop(x))

olup; Es. 2.40, Es. 2.41 ve teoremin i kosulundan dolay1

1A, IIf-@ll,  <eK

M(x,) <e
p(x,)

elde edilir. Buradan teoremin ii kosulunun kullanilmasi ile de n—eo igin

Il An(l;x)—lllep—> 0

oldugundan ispat tamamlanir.
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3. TOPLAMSAL iINTEGRAL TiP OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu boliimde [0,00)’da siirekli ve polinomsal biiyiiyen fonksiyonlar icin Agrawal ve
Thamer [8] tarafindan tamimlanmis olan M, toplamsal — integral tip operatérleri ele
alinacaktir. Ik kesimde M, operatériiniin yaklasim ozellikleri, ikinci ve iigiincii
kisimda ise, yaklasim hiz1 verilecektir. Son kisimda operatériin [8] de verilen es anli

yaklagim 6zelligi incelenecektir.
3.1. M,, Operatoriiniin Temel Ozellikleri

fe Cp[0,00) = {fe Cl0,00): IE(D)] < Mi(1+6), My > 0}

Py i(x) = (n +11§ - lj X (14 %)~ xe[0,00)

olmak iizere

M,(f(©:%) = (n—1) kipn* (x) ]iPn,k_l(t) £(6) dt +(1+x) ™ £(0) G.1)
=1 0

seklinde tanimlanur.

3.1. Teorem

Es. 3.1 ile tammlanan M, operatérii lineer pozitif bir operatordiir ve her fe C'g icin
lim [IMy(f;x)—f(x)ll, = 0’dur.
Ispat

Her f(t) = 0 icin M, (f;x) = 0 oldugundan M, operatérii pozitiftir.

M, operatoriiniin lineerligi ise, integral ve toplam operatoriiniin lineerliginden agiktir.
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Her fe C:j icin lim [IM,(f;x)—f(x)ll, = 0 oldugunu gosterebilmek amaci ile, Teorem

2.12’nin sartlarin1 kontrol edelim.
My(1;%) = (n— 1)2 k(x)j (Ot 1+ (3.2)

Es. 3.2°de Py x(x) ve Pyx.1(t) degerlerini yerine yazarsak

> (n+k-1 T(n+k-2
Mi(13) = (n=D) 2, x5 (1) | £ (146
k=1 k oL k-1

+(1+x)™ (3.3)

esitligini elde ederiz. Simdi

t(n+k-2
J' ¢k (1+t)—(n+k—1)dt
k-1

integralini hesaplayalim.

J‘ (n+k-2)! s (1+t)—(n+k—1)dt

o m=Dl(k— 1)'

olup burada t = degisken degisimini kullanirsak

—u

1

(n+k-2)! k-1 n-2
(n—l)!(k—l)!! v d-w) (3.4)

integralini elde ederiz.

Beta fonksiyonu yardim ile

1
(n+k-2)! J- 0 (I—u)™? = (n+k-2)! -B(k,n—l)zr(k) I'm-1)
(n—DI(k=1!+y (n-D!(k-D)! I'k+n-1)



(n+k-2)! (k-Dl.(n-2)!

T a-DIk—-D! (k+n-2)!

1
n—1

bulunur.

Bu ifadeyi Es. 3.3’de yerine yazarsak

= (n+k-1
Mu(1;x) = (n—1) z f x5 (14 x)" ™ ';+(1+X)n
oLk (n—1
> +k-1
= (n Jxk (1+x) ™
k=0 k

W S m-Dlnm+D k-1
(I+x=x0) _kZ:;, DL+ k!

_Z"’: n+k-1 xk tk
el k) aex)me

oldugundan, burada t = 1 alirsak

= (n+k-1 k
"= Z( j - (n+k)
k=0 k (I+x)

esitligini elde ederiz. Bu son ifade bize
My(1;x) =1

oldugunu gosterir.

M, (1;x) = 1 olduguna gore

lim [IMy(1;x)-1ll, =0

n—eo

olur.

43

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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M, (t;x) ifadesinin degerini bulabilmek i¢in Es. 3.1’de f(t) = t alirsak
Ma(t:x) = (n—1) Z e (x)j (D dt (3.9)
esitligini elde ederiz.
Simdi,

J.Pn,k_1 (t).t dt integralini hesaplayalim.
0

Py x-1(k) ifadesinin degerini yerine yazip, t = IL degisken degisimini uygularsak,
-u

¢ (n+k=2)!
e

_ n-3
oo 47

integralini elde ederiz. Buradan yine Beta Fonksiyonu yardimu ile

_ _(n+k-2)!  k.(n-3)!
T (m=DLk-=D! (n+k-2)!

k
_m (3.10)

esitligini elde ederiz.

Es. 3.9 esitligini Es. 3.8’de yerine yazarsak

Mn(t,X) = (9/1) i [n +11(( - 1J Xk (1 + X)—(n+k) k
k=1

(n—2).(n 7_4 1)

B i m+k+DIx*.(1+x)" P
A2 a-DLk-D.(n-2)




. nx i (n+k)!Ix*.1+x) "D

n—-2 < k!.n!
esitligini elde ederiz.

Es. 3.11 esitliginden, Es. 3.7’den dolay1

Ma(t;x) = X 1~ (+h

esitligini elde ederiz.

M, (t;x) degerini kullanarak

lim IMp(t;x)—xll, = lim —X
n—oo n—e | —12 o
_ lim [-2X
no=n =2
2x
. n—2
= lim sup

n—eo

2
x€[0,00) 1 + X

= lim sup >
noe ) —2 00 1+ X

ifadesine ulasiriz. Buradaki supremum sonlu oldugundan

lim [IM(t;x)—xll, =0  bulunur.

n—eo

Benzer yontemler kullanilarak

Mn(tz;x) _ n(n + l)x2 2nx
(n=3)(n-2) (n-3)(n-2)

45

@3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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bulunur.

Simdi

Tim M%)l
ifadesini inceleyelim.

6nx* + 2nx — 6x> ||
n’—5n+6 "p

n—seo

lim IM,(£%;x)—xll, = lim ”
|

6nx> + 2nx — 6x>

. n’-5n+6
= lim sup 5
N2 xe[0,00) 1+x
. 6n x* . 2n
< lim —; sup > +lim — sup >
5% N7 —=5N4+6 xefo) 1+ X" 29 N7 —=5N46 xef0) 1+ X

2

. X
+ lim — sup >

= N7 —5n146 xeo) 1+ X

) 6n . 2n ) 6
< lim +lim + lim

e n?—5n1+6 o= n?—=5n4+6 o= n’—5n+6

Bu son esitsizlik 0’a yaklastig1 i¢in

lim IM,(t%5%)—x’ll, = 0dur. (3.15)

n—eo

Sonug olarak; Es. 3.8, Es. 3.13 ve Es. 3.15 esitliklerinden dolayi, Teorem 2.12’nin

kosullart gerceklendiginden, her fe C:j icin
lim [IM,(f;x)—£(x)ll, = 0’dur.

Es. 3.7, Es. 3.12 ve Es. 3.14 esitliklerini ve M, operatoriiniin lineerligini dikkate

alarak M, operatorii icin merkezi momentleri hesaplayabiliriz.
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2x

M, ((t=x);x) = —

(3.16)

_(6+ 2n)x” +2nx

2. ) 1
M, ((t—x)";x) = (h_3)n-2) dir. (3.17)

Son ifadenin ispatin1 verelim.

Mi((t-%)%%) = My((-2xt4x%);%)

M, nin lineerliginden

= M,(£%:X) — 2xMa(£;%) + x*My(1;%)

esitligini elde ederiz.

Burada, Mn(tz;x), Mi(t;x) ve My(1;x) degerlerini yerine yazarsak

2.2 2
Mn((t—x)2;x)= n°"x° +nx +2nx_2x' nx +x2
(n-3)(n-2) n—2

Buradan gerekli diizenlemelerle;

2
Mn((t—x)z;x) _ (6+2n)x° +2nx
(n—3)(n-2)

esitligine ulasiriz.
Daha genel olarak asagidaki teoremi verelim.
3.2. Teorem [13]
Ma((t=%)"%) = Tam(X)
= (n-1) ki Py () [ Py (00 =) dt+ ()" (1 +.2)”
= 0

olmak tizere
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D) Tam(x) = O ™)

ii) Ozel olarak herhangi A > 2 ve x > 0 verildiginde 6yle bir N(A;x) > 2 tamsayist

vardir ki n > N(A;x) olan tiim n’ler i¢in

Ax(1+ x)

n

Tn,m(X) < "dir.

3.2. M,, Operatoriiniin Siireklilik Modiiliiyle Yaklasim Hizinin Hesaplanmasi

Burada [0,e0)’un sonlu alt aralifinda siireklilik modiili yardimiyla yaklasim hizi
bulunacak, daha sonra da agirlikli siireklilik modiiliiyle [0,o0)’un tamaminda

yaklagim hiz1 verilecektir.

3.1. Tanim

<a,b> ifadesi [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (—o0,0), (—eo,b), (a,e0) araliklarindan birini

gostersin, x,ye <a,b> i¢in 8 > 0 olmak iizere

o(®) = sup I£(x)—f(y)l

Ix—yl<d

degerine f’in siireklilik modiilii denir [5,4,1]. () yerine o(f;0), () gosterimleri
de kullanilabilir.

Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagidaki gibidir.
i) o fonksiyonu &’nin monoton artan bir fonksiyonudur.

ii) f'nin (a,b) de diizgiin siirekli olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul gim @) =0
—0"

olmasidir.
iii) me IN ise (md) < mw(d)’dur.

(iv) A > 0 reel sayisi icin @(AJ) < (A+1) () dur.
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v) f()—f(x)l < o(It—xI)

[t—x|

vi) If(O)—F(x)I < ( + 1) ()

3.3. Teorem

Es. 3.1 ile tammmlanan M, lineer pozitif operatorii ve fe Cg[0, o) olmak iizere,

yeterince biiyiik n’ler ve A > 0, xe [0,A]C[0,0) igin,

|Mn(f;x)_f(X)| < K-m[O,A] {Lj

Vn

esitsizligini saglar. Burada K, n den bagimsiz bir sabit ve @5, f'nin [0,A]

araliginda verilen siireklilik modiiliidiir.
Ispat
M, nin lineerligini kullanarak;

M, (f(H)—£(x);x) = My (f(t);x) — Mp(f(x);x)
= My (f(t);x) — £(x).Mp(1;x)

esitligini yazabiliriz.

M, operatoriinde (1+x) " yerine onun esiti olan P, yazarak ve iiggen esitsizligini

kullanarak
My (f;x)—f(x)l = |(n —1) i P (x) TPn,k_l (O () -1 (x))dt+P (f(0)—1(x))
k=1 0
<(n-1) iPngk (x) ]iPn,k_l(t) If()—f(x)Idt+P  If(0)-f(x)I (3.18)
k=1 0

esitsizligini elde ederiz.
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Siireklilik modiiliiniin vi 6zelliginden

[t—x1

If(t)—f(x)l < (H— j (9)

IF(0)—F(x)l < (1 + %j o(3)

esitsizliklerini yazabiliriz. Bunlan Es. 3.18’de kullanirsak

[t—x1

IMa(f:x)—f()1 < (n—1) i P, (x) TP&H (t)(l + j dt o)
k=1 0
+ PH,O(I + %j (d)
= a(3) {(n ) i P, (x) [P, () dt+P,,
k=1 0

Loy iPnk(x)J‘Pnkfl(t)lt—xldt+Pn0 -f}
8 k=1 , 0 , Y 8

=w(0)| M, (I;x) +%[(n o)) iPn,k(x) TPn,k—l(t) [t—x|dt+ PH'O'XH

= a(3) 1+%[(n -1 ipn,k(x) TPMH (O1t—x1dt+P,, xﬂ

- ) )
= (d) 1+g((n -1 kz:lpn_k(x) l\/Pmkl (1) /P,y (O Tt —x I dt+ PHYO.XJ:|

Bu esitlikte integral iizerine Cauchy-Schwartz Esitsizligini uygularsak

1 - o 5 1/2
< @(8) [1+g[(n -1 kz:IP“‘k(x) [ £ JPs (O dtJ

. U P (t=x)? dtj + PHYO.XJ]
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= w<6>[1+—[(n 1 2 (%) UPnk (0) dt}

U e (t=x)? dtJ +Pn_0.x}]

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte, toplam iizerine Cauchy-Schwartz

Esitsizligini uygularsak

<co(8)[1+—[ (n— 1)2,/ P, (x) j kl(t)dtj

P (O(t-x)* dtj +P xj]

N 12
= 0)(8) [1 +_[ (n-1) ZPn,k (x) an,k—l(t) dtJ
k=1 0

.[(n 1 im

O'—.S

- 172
. [(n —1) 3P, (). [P, (D(t=%)’ dtJ + Pn,o.x}]
k=1 0
) [1 + % ((Mn 1;x)—P, )2 (M, (t-%)%x)-P, ,.x*)" +P, x)}

esitligini elde ederiz.

M, (Lx)-P ,=1- <1 oldugundan

1+x)"

< o(3) [l+%((Mn((t —x)%x)-P, x2 ) + Pngo.x)}

< 0(d) [1 +%(Mn (t=x)%x)" + Pnyo.x)}



Pn,o.X =

X ; ifadesi xe [0,00) icin

X o +x 1

< = _1=(1+x)l"n
a+x)" Jd+x)" (d+x)"

<L
n

ayrica Teorem 3.2’den,

Tom(X) = O(n_[(m“)/ 2]) oldugundan
Taa(x) = O(n )= 0(n™) *dir.
Buna gore

M, ((t—x)z;x)“2 + Py o.x ifadesi i¢in, K bir sabit olmak iizere

KI
< — diyebiliriz.
N

1
0, = — alirsak
T

n

1 K’
IMa(£:x) — F)I < @y 4, (T {1 + ﬁ}—RD
n

esitsizligini elde ederiz.
Buna gore,

IMa(£;x) — FX)I < @y 4, {Lj (1+XK)

Jn

-1/2
= K.(D[(),A](Il )

52
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3.3. Agirhikh Siireklilik Modiilii

(d) fonksiyonunda ew}lr(n ®(d) = 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun f’in <a,b>’de
—0"

diizgiin siirekli olmast gerektigini Tanim 3.1 ii’de belirtmistik. Bu boliimde ise
fe C]; [0,00) i¢in f’in diizgiin siireklilik kosulu olmaksizin M, lineer pozitif

operatoriiniin yaklagim hizin1 agirliklr siireklilik modiilii yardimiyla bulacagiz.

3.2. Tanim

p(x) = 1+x” olmak iizere, her fe C} igin

If(x +h)—f(x)I

Q(f;0) =
(0) woltjss 1+ (x+h)’

(3.19)

ifadesine f fonksiyonunun C:j [0,00) uzayinda agirlikli siireklilik modiilii denir.

Q(f;0) agirlikli siireklilik modiiliiniin Tanim 3.1°de verilen siireklilik modiiliine

benzer ozelliklerini asagidaki Lemma’da verelim.

3.1. Lemma [14, 15]

fe C:j [0,00) olmak iizere Q(f;0) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) Q(f;0) fonksiyonu 8’nin monoton artan fonksiyonudur.

(ii) Her fe C'; [0,00) i¢in e%1_)r(r)1 Q(f;0) =0

(iii) Her re IN i¢in Q(f;rd) < r.Q(f;0) esitsizligi saglanir.

(iv) Her Ae R" icin Q(f;A8) < (A+1) Q(f;) esitsizligi saglanir.

[t—x1

) If(O—FX) < (1+2x+t)%) ( +1j Q(f:8)



Ispat
(i) Tamimdan agiktir.

(ii) € > 0 olsun. fe C;[0,0) oldugunda

olacaktir. Buna gore dyle bir xo > 0 say1s1 vardir ki,

00
p(x)

Her x = xy i¢in

€ el e o
< 5 esitsizligi saglanir.

X = Xo+0 olsun. Bu durumda

f(x +h) —f(x) f(x +h)—f(x)

Q(f;0) < > >
osx<x, Jh<s | 1+ (X +h) wx b | 14+ (x+h)
f(x+h)—f(x
< @y, (F:8) + fx+h)~1(x)
xel,‘h‘SS 1+(X+h)
olur. X 2 x; olmak iizere
fx+h)—fx)|_| fx+h) K
| 1+(x+h)? | [l+x+h)?* T T 14 (x+h)?
f(x+h) fx)
“N+x+h)? Y 1+x+h)? O f
s+| A+xHf () 1+x] 1+x>

2|1+ x3)A+(x+h)?) 1+(x+h)® Gy

1+x?2

€ 1+x* [fx)
1+(x+h)’

<=+
2 1+(x+h)* [14x

K| +[K,|[1-

¢
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e € 1+x?
< B B o
272 T+ (x+h)
2
< a+|1<f|1—1+1(+—ih)2 (3.20)
X

esitsizligini elde ederiz.

Es. 3.20 esitsizliginde,

x| _jecrh)® x| | h@xth) |
1+(x+h)?| | 1+(x+h)* | [1+(x+h)?|

esitliginden yararlanarak, |h| < 8 oldugundan

2
‘ L+x <3(2+9)

14+ (x+h)?

esitsizligini elde ederiz. Bunu Es. 3.20’ye uygularsak

f(x+h)—-f(x)

T ah) <e+[K,;[8(2+8)

olur.
Buna gore

Q(f;9) < @y, (£;0) + & + IKd . 8(2+0)
esitsizligi elde edilir. Bu durumda gll’(r)l Qf;0) <e

elde edilir ki € > 0 sayis1 keyfi oldugundan ispat tamamlanur.

(ii1) re IN olmak iizere



I (x-+rh)—f(x)l = Z (f(x + kh) = f(x + (k = Dh)

k=1
Buradan Q(f;8)’nin tanimindan
If(x+rh)—f(x)l < r(1+(x+h)2).£2(f;8)
esitsizligini elde ederiz.

Buradan

|£(x +rh) —f(x)|
1+(x+h)* |

<1.Q(f;9)

x20,|h|<8

Q(f;0r) < 1.Q(f;0)

bulunur.

Gv) IAl <A <Al +1

esitsizligine Q(f;0) nin (i) ve (iii) 6zellikleri uygulanarak
Ae R" olmak iizere

Q(f;A0) < (A+1) Q(f;0)

esitsizligine ulasilir.

If(x+h)—f(x)I
wofhjss 1+ (x+h)’

(v) Q(f;0) =
tanimindan ve (iv) ozelliginden

E(O)—F)! < (1+(x + It=x1)?) (% + 1} Q(f:8)
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esitsizligini elde ederiz.

1+(x+lt—x1)? ifadesi,

t > x iken

= 1+t xe [0,00) oldugu i¢in

< 1+(2x+t)° dir.

t<xiken ise

=1+ (2x—t)2 xe [0,0) oldugundan
<1+ (2x+t)°

Buna gore Es. 3.3.3 esitsizliginden

[t—x|

E(O)—F(x)! < (1+(2x+1)%) ( +1) Q(f:5) (3.22)

esitsizligini elde ederiz.
3.4. Teorem

fe C:j [0,%) olsun. Bu durumda M, n’den bagimsiz pozitif bir sabit olmak tizere
M, (f5x) = fx) Il < MQ(; n 2y,

Ispat

Lemma 3.1 (v)’i M, operatoriine uygularsak, M, lineer pozitif operatoriiniin

lineerliginden ve monotonluk 6zelliginden,

Ma(f()—F(X):x) < Q(F;8) [Mn (1+2x +D2);x) + M, (1+(2x + t)?%; x)} (3.23)
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esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlikte ikinci terime Cauchy-Schwartz Esitsizligi uygulanirsa

) 1/2
Mn((l +(2x + t)z.LSXl;Xj < (M, (+@x+ t)z)z;x)”z{Mn(%;xB

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizligi Es. 3.23’de yerine yazarsak

M, (If(t)—f(x)l;x) < Q(f;0) {Mn ((1+(2x +1)*);x)

2 1/2
+Mn((1+(2x+t)2)2;x)1’2{Mn((t;5‘) ;XD } (3.24)

bulunur.
Ma((1+2x+0)%x) = Ma(1:x) + 4x> Ma(1;x) + 4x My(t;x) + M(tx) esitliginde
M, (1;x), My(t;x), Mn(tz;x) degerleri yerine yazilirsa, M; > 0 olmak iizere

4x*’n  (n* +n)x’ 2nx

Mu((1+Q2x+0)%:x) = 1 + 4x% +
n-2 (-2)n-3) (n-3)n-2)

< My(1+x°+x)
esitsizligi elde edilir.

2
Ayrica sup 1—;)(—%2—)( <M, olacak sekilde M, > O reel sayis1 vardir.
x>0 + X

Buradan M;.M, = M3 > 0 olmak iizere

Ma((1+2x+)%:x) < M3(14x7) (3.25)
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esitsizligini yazabiliriz. Benzer sekilde

Ma((1+2x+t) % %)% = My((1+4x7+4xt+7)7x) 2
< My(1+x*+2x%)1?

< My(1+x%) (3.26)
olacak sekilde My > O reel sayis1 vardir.

Ayn diisiince ve Teorem 3.2 ii’nin kullanilmasi ile, Ms > 0 olmak iizere

S

< %.O(n_”z) Vx+x
< M;(1+x)

= 84

(3.27)

esitsizligi elde edilir.
Es. 3.26 ve Es. 3.27 esitsizliklerinden

2
M6 - Supw

3
x20 1+x
ve

M7 =My . M5 . Mg alirsak

(M, 1+ 2x + t)z)z;x)‘/z.Mn((t gzx) ;xj

M;(1+x)

§~/n

M, M A+ x).(1+x>).(1+x%)
< 4 5
&+/n o 1+x%)

<My (1+x7)
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= MMy v x)
8+/n
M, (1+x7)
3n
olup
(M ((1+(2X+t)2)2'x)”2M (t—x)z_x " < M (3.28)
" M) ST |
esitsizligi elde edilir.
Simdi Es. 3.24, Es. 3.25 ve Es. 3.28 esitsizliklerini kullanirsak
3

My (If(H)—f(x);x) < Q(f;ﬁ).(M3(l+x2)+M) (3.29)

8/n

esitsizligini elde ederiz.

2
Burada M; = sup I Xz dersek

0 1+ X

Es. 3.3.11 esitsizliginden

§/n

M, (If(O)-f(x)l;x) < Q(f:8) [M3.M8(1 o)+ My x3)}

esitsizligini elde ederiz. Burada
& =n"? secersek
ML (FO-f)x) < Q(En™) (M, M, + M)A +x)]

esitsizligini elde ederiz.
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Buradan da M = M3.Mg+Mj5 dersek

sup M, (If(t) —E(X) l;x) < Q)M
xelR 1+ X"

esitsizligi bulunur. Sonug olarak
P2 = 1+x° dersek

M, (f:x)—f(x) Il <M.Q(fin"?)

esitsizligine ulasiriz.
3.4. Es Anh Yaklasim

Bu kisimda 3.1 ile tanimlanan M, operatdriiniin r. basamaktan tiirevinin fe Cy[0,00)
fonksiyonunun f tiirevine noktasal yakinsak oldugu verilecektir. Once teoremin

ispatinda yardime1 olacak bazi tanim ve lemmalar1 verelim.
3.3. Tanim [8]
fe Cy[0,00) = {fe C[0,00):If() < M.(1+)* , M>0 , >0}

olmak tizere,

£l = sup DL
" gmrew (141)

seklinde tanimlanur.

Ayrica Es. 3.1 ile tammmlanan M, operatoriinii

M,(£(t):x) = Twn (t:x) £(t) dt
0



Wa(tx) = (n-1) iPn,k(x) P, (0 +(1+x)".3(t)
k=1

seklinde yeniden ifade edebiliriz.

3.2. Lemma [8§]

X" (1+x)" LP,,k(x)= Zni(k_nx)jqijr(x)'Pnk(x)
dx" 2i+j<r w .
i, 720

olacak sekilde n ve k’den bagimsiz q;j(x) polinomlar: vardir.

3.3. Lemma [8]
jWn(t;x) t” dt=M, (t”;x)
0

_(@+9-Dn-0-2)!
 (n=DlLm-2)!

3.4. Lemma [8]

Mo (X) = iP,,,koo(E—xj
k=0

n

olmak iizere xe [0,00) icin [y m(x) = O(n ™2
dir.

3.5. Teorem
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fe Cy[0,00), re IN olmak iizere i = 1,2,3,... icin x€ [0,00) noktasinda 0 varsa, 0 zaman

lim Mf) (f(t);x)=f"(x) olur.



Ispat
t—x icin &(t;x)—0

olacak sekilde f’in Taylor A¢ilimi

r (i)
(1) = z f fx)

~2 (t—x) +e(t;x)(t—Xx)"
i=o L

dir. Buna gore

M (f(t);x) = J.er”(t; x) f(t) dt esitliginden,
0

o )
= JW},E” (t;X) z L) (t—x) +e(t;x)(t—x)" | dt
0

<)

r (@) hod ) bk
= Zf—fx) J.er”(t; X) (t—x)' dt+ J'err) (t;x) &(t;x) (t—x)" dt
i=0 1. 0 0
=L +1
esitligini yazabiliriz.

r (i) oo .
L =Z—f % [WP(t:x) (t=x)' dt ifadesinde
0

iso

(t-x)"nin binom acilimini yazalim.

v=0

(t—x)' = Z[i}(—x)ﬂ.ﬂ

Bu esitligi I,’de yerine yazarsak:
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r @) i : oo
Ilzzf _(X) Z[ j— i‘Vdd—j (x) ¢ dt
0

o S Uy

Burada Lemma 3.3’ kullanirsak

£ (x) d {(n +r=D!(n-r-2)! o derecesir den kﬁgﬁk}

! dx’ (n—-D!(n-2)! olan x'li terimler

£ (x) {(n+r—l)!(n—r_2)gj
(n—1!.(n—-2)!

ifadesi elde edilir. Bu ifade n—seo icin f”(x)’e yaklagir.
= j WO (t;x) e(t; x) (t—x)" dt esitliginde
0

W (t;x) ifadesini yerine yazarsak

b ] 8

((n 1) Z OP L (O+A+x) 8(t)j e(t;x) (t—x)" dt.
Burada Lemma 3.2’yi kullanirsak

ljr( )
N S —1)2 P () (k=nx) x j A (0£(5),
7 X )

(n+r-— )

(t—x)" dt+ (=" D!

A+x)"" €0;x).(=x)"

veE

n'l
|12|32i+zj:<r fl’jr’) (—1)2 L)k - nxvj ()1 =" dt

i,j20
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(n+r—-1)!

D! A+x)™" " 1e0;x)1.x"
n-1)!

= I3-+ I4
olur.

t—x i¢in €(t;x)—0 oldugundan € > 0 verildiginde dyle bir & > 0 sayisi bulunabilir ki
0 < It—xI < & oldugunda le(t;x)l < € olur. Ayrica v > max(a,r) olacak bi¢imde bir dogal

say1 ise Oyle bir K pozitif sabiti bulunabilir ki lt—xI > & oldugunda
le(t;x)(t—x)'T < K.lt—x"

olur. Bu durumda

lg, (0]
Ci= sup L dersek
2itisr x"(1+x)"
i,j2!

2i+j<r
i,j20

lr—xl<&

L<C ) n"(n—l)Zank(x)lk—anjx{e _[P,Lk_l(t)lt—x)lr dt +
k=1

K [P, . ().1t=xI" dt}

It-x1>8
= 15'+ 16
esitsizligi saglanir.

Is ifadesinde Once integrale, sonra toplam {izerine Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa

- 1/2 - 1/2
5<eC, > n'(n—-1) Y P, (x) k—nx (j Pn,k_l(t)dtJ x( [P (t—x)zrdtJ
k=1

2i+j<r 0 0
i,j20



66

2i+j <r
i,720

1/2 - 1/2
<eC, Yo (ZP,,,k(x)(k—nx)“J x(m—l)ZP,,,k(x) jP,,,k_xr)(r—x)”dtJ .
k=1 k=1 0

Ayrica

2j

P, (0 (k—nx)* =’ {ipn,koo (5— x) ~(1+ x>-“<—x>2j}
k=1 k=0 n

ifadesinde Lemma 3.4’ kullanirsak herhangi bir s > 0 i¢in

A R
= O(n)
olur.

Simdi
(n=1) Y°P, (xX) [Py (1) (t=%)
k=1 0
ifadesini inceleyelim; Burada Teorem 3.2’yi kullanirsak;

(n=1) D P, (0 [Py, (0 (1=20" = Myl 30-(14%) (=0
k=1 0

=0m™) +0m™)
=0(m™

esitligini elde ederiz. Buna gore

Is<eC Z n' O(n*).0(n"""*) =e.0(1) olur.

2i+j<r
i,j>0

Benzer sekilde;
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l=C, > n'(n=1) Y P, () k=nxl’ [P, (0).KIt—xI"dt
k=1

2i+j<r It-x126
i,720

1/2 172
=G Zni(n—DZR,,k(x)Ik—an"[ [P dtJ [ [P 0.0-0 dtJ
k=1

2i+jsr It-xI>8 It-xI28
i,j20

1/2

2i+j<r
i,j20

172 -

<C, Y n' [ P, (x) (k—nx)” J X [(n - Y P, (x) j P @) @t—x)" dtj
k=1 k=1 0

Simdi, Lemma 3.4’1i kullanirsak

- 172
I=C, > n' O(ni”)x[(n—l)ZP&k(x) j P, () (t—x)" dtj dur.
2i+j<r k=1 0

i,j20

Tekrar Teorem 3.2’yi kullanirsak

Ie= Y n' O(n’*).0(n™""?)

2i+j<r
i,j20

= 0(n"""?)=0(1)

bulunur. Ayrica limit durumunda €—0 icin Is — 0’dir. n—eo icin [¢—0 ve Iz = o(1)

olur.
n—oo i¢in I4,—0 oldugundan I, = o(1) olur. I; ve I, yerine yazildiginda

lim M® (£ (t);x) = f 7 (x)

sonucuna ulasilir. Bdylece ispat tamamlanir.
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