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TESEKKUR

Tez konumu verip, beni Topolojik Dinamiklere yodnlendiren, fikirleriyle yol
gosteren, caligsmalarim boyunca yardimlarint ve destegini highir zaman
esirgemeyen Sayin Hocam Prof.Dr.Cemil YILDIZ a, ayrica manevi destekleri
ile beni higbir zaman yalniz birakmayan esim Fatma ve aileme, yardimlan
icin mesai arkadaslarima tesekkOrh bir borg bilirim.



1.GIRIS

Bu tez calismamizin temelini olusturan konularin tarihi gelisimi sdyle
olmustur. ik olarak Prof.George Birkhoff dinamik sistemlerin teorisi (zerine
calismalar yapmistir. Onun bu galismalari ylzyihin ilk yarisinda dinamik
sistemlerin aksiyomatik yapisi Gzerine olmustur, Bu tecriye otonom olmayan
diferensiyel denklemlere énemli bir uygulama olarak bakilmistir.

Otonom olmayan adi diferensiyel denklemlerin ¢&zUmlerine, verilen
diferensiyel denklemi daha yiksek boyutlu faz uzayina gémerek ve bagimsiz
dediskene yeni koordinat gozlUyle bakarak, dinamik sistem olarak
dlstnebiliriz. Bu dustince gecerlidir fakat diferensiyel denklemin asil yapisini
bozabilir. Ornegdin veni denklem sinirlt bir ¢ézime, periyodik veya hemen
hemen periyodik bir ¢ézime sahip olmayabilir. Bundan dolayi, topolojik
dinamikler teorisinin otonom olmayan diferensiyel denklemlere uygulanmasi
igin kuvvetli bir teknik gelistirilememigtir.

Sonralari bazi yazarlar (L.G.Deysach,G.R.S‘ell‘,R.K.Miller) bu teknigi
gelistirmiglerdir. L.Markus ve Z.Opial topolojik dinamiklerin bazi tekniklerini,
denklemlerin ¢dzUmlerinin asimtotik davranislar “asimtofik bagimh” veya
“hemen hemen Qaglmln” diye tartismak igin kullanmiglardir.J.P.LaSalle ve
R.K.Miller periyodik veya hemen hemen periyodik denklemlerin ¢ézimleri icin
limit kimesi kavramini kullanmiglardir.

Bu calismamizda éncelikle metrik uzay, kompaktlik ve streklilik kavramlarini
verecediz. Daha sonra tam metrik uzay ve metrik uzayin tamlamasindan
bahsedecegiz.

Ayrica noktasal ve kompakt yakinsaklik topolojisi ilte kompakt agik topoloji

kavramlarini verecegiz. Daha sonra diferensiyel denklemlerin ¢ézGmlerinin

varlik ve teklik teoremlerini verecegiz.



Son kisimda dinamik sistem kavramini verip otonom olmayan diferensiyel
denklemlerin ¢6zUmlerine dinamik sistem gézlyle bakmak igin bir yol
verecediz. Bu bakis acisi cok genel olacaktir ve gok zayif hipotezleri
saglayan btun diferensiyel denklemler icin gegerli olacaktir.



2.TEMEL KAVRAMLAR
2.1.Metrik Uzaylar, Kompaktiik ve Diizgiin Streklilik

Tanim 2.1.1: Bos olmayan bir X kiimesi ve XxX den R nin igine tanimlanan
bir d fonksiyonu asagidaki sartlari saghyorsa, d ye X Uzerinde bir metrik,
(X,d) ikilisine de metrik uzay denir:

Y X,y,zeX igin,

mq) d(X,y)=0

mz) d(x,y¥)=0 < x=y

ma) d(x,y)=d(y,x)

my) d(X,z)< d(x,y)+d(y,z) (Ucgen esitsizligi)[6]

Tanim 2.1.2: mq,mz,my4 aksiyomlari ile birlikte (my) x=y = d(x,y)=0 sartini
sagliyorsa d ye metrikimsi, ({,d) ikilisine de metrikimsi uzay denir. Metrik
uzaylar igin verilecek bir ¢ok sonu¢ metrikimsi uzaylar icin de dogrudur[6].

Ornekler 2.1.3:

a) Rreel sayilar Uzerinde her x,yeR i¢in d:RxR — R, d(x,y) = [x-y| seklinde
tanimlanan d fonks'iyionu metrik sartlarini saglar. Bu metrige reel sayilarin
(reel dogrunun ) mutlak deger veya alisiimis metrigi denir.

b) R nin kendisiyle kartezyen carpimi olan RxR=R? tizerinde, yani dizlemde
VX=(x1,%2),y=(y1,¥2)€R? igin d(x,y)=[{y1-x1)*+{y2-%2)*]"? seklinde tanimlanan d
fonksiyonuha R? nin alisiimis metrigi veya Oklid metrigi denir.

c) Benzer sekilde R" Gzerinde, her x=(x1,...%)), Y=(y1,....¥n)eR" icin
d(x,y)=(>"(x; ~y;)*)"” seklinde tanimlanan d fonksiyonu da R" nin alisilmig
i=1

metrigidir.
d) R" Gzerinde, her x=(x1,....%n),y=(y1,....yn)eR" icin  d(x,y)=maks{|x-yi| :
1<i<n} seklinde tanimlanan d fonksiyonu da metrik sartlarini saglar(Taksi-kab

metrigi).



e) X+ herhangi bir kiime ve d:XxX—R fonksivonu

fO.x:y

dixy) =4.
[, x=y

olsun. d fonksiyonu metnk sartlarim saglar. Bu sekilde

tanimlanan metrige (avrik) diskret metrik denir.

Teorem 2.1.4: (X.d) bir metrik uzay ve AcX olsun. Bu durumda d metridinin A

va kisitlamasi olan dlyAxA—sR  fonksiyonu A fizarinda hir matriktir  Ri

sekilde elde edilen (A.d") uzavina (X.d) uzavinin bir alt uzav! denir{8].

Tanim 2.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve AcX olsun. A kiimesinin noktalan
arasindaki uzakliklarin olusturdudu kiimenin en klcUk Ust sinirna(ekis, sup)
A min ¢api denir ve d(A)=sup{d(x,y):x,yeA} seklinde yazilir.

Capi sonlu (d(A)<w) olan kimeye sinirh kiime, capi sonsuz (d(A)= )
kiimeye sinirsiz kiime denir{6].

Tanim 2.1.6: (X.d) ve (Y,d) metrik uzaylar, xoeX ve XY bir fonksiyon
olsun. Verilen her £>0 sayisina karsilik d(x,x0)<d oldudunda d (f(x).f(x))<e
olacak sekilde €'a badh pozitif bir & sayisi varsa, f fonksivonuna xo
noktasinda sureklidir denir. Yani, |

f, xoeX da streklic> [ Ve>0 igin 3650 » d(x,X0)<8 = d (f(x),f(xo))<e durl.

Eger 1. X — Y fonksiyonu VxeX noktasinda surekli ise,  fonksiyonuna X
uzayinda slreklidir denir[6].

Teorem 2.1.7: (X,d) bir metrik uzay ve ] = {A}ier X in aciklar ailesi olsun. Bu
durumda {A}ic: aciklar ailesi asadidaki sartlar saglar:
(i @ ve X acik kimelerdir.
(i) Sonlu sayidaki herhangt acik kiimelerin arakesiti agik bir kimedir.
(iii) Keyfi sayidaki agik kiimelerin birlesimi agik bir kimedir[6].



Not: (X,d) metrik uzayinda tanimlanan aciklar ailesi topoloji aksiyomlarin
saglar. Dolayisiyla X Uzerindeki d metrigi tarafindan olusturulan 14

topolojisine metrik topoloji denir.

Tanim 2.1.8: (X,T) topolojik uzayinin 1 topolojisi, X Gzerindeki herhangi bir d

metrigi ile olusturulan T4 topolojisi ile ayni ise (X,T) topolojik uzayina

metriklenebilir uzay denir[6].

Tanim 2.1.9: X+ kiUmesi Uzerinde di,d» ve dz (¢ metrik ve’ 2>0, v>0 reel
sayilar olsun. Eger Vx,yeXicin,

Ads(x,y) < dz(x,y) <vydi(xy)
badintisi varsa, bu metriklere denk metrikler denir{6].

Tanim 2.1.10: X#& klUmesi Uzerinde dq ve d, metrikleri verilmis olsun. X deki
di-acik kimeleri dy-agik ve dx-agik kimeleri di-agtk ise, di ve d, metriklerine
denk ya da esdeger metrikler denir[6].

Ayni topolojiyi Greten metriklere denk metrikler denir.

Tanim 2.1.11: (X,d) ve (Y,d’) metrik uzaylar ve f:X—-Y bir fonksiyon olsun.
Eger Ve>0 icin 36>0 sayisi var » VxyeX icin d(x,y)<d = d'(f(x),f(y))<e

ise, f fonksiyonuna X uzayinda dizgin sUreklidir denir[6].

Not: Duzgin surekli bir fonksiyon sureklidir ancak bu ifadenin tersi dogru
degildir.

Ornek 2.1.12: R reel sayilar kimesi alisilmis metrikle donatilmis olsun.
fR-R, f(x) = x* ile tanimli f fonksiyonu R de streklidir fakat diizgtin surekli
degildir.




Tanim 2.1.13: X=& bir kime ve f| ={Asiel} ailesi verilmig olsun. Eder X
kuimesi f] nin elemanlarinin birlegimi tarafindan kapsaniyorsa, yani

Ao UAi , Avet]
iel

ise, f| ailesine X kiimesinin bir 6rtdst denir. Eder 6rtinin elemantar: sonlu
ise, Orthye sonlu értll denir.

Eger X, f] min bir T alt ailesinin elemanlanimin birlesimi tarafindan

kapsaniyorsa, T ya alt 6rth denir.

X in metrik uzay olmasi ve f| 6riisinin bitlin elemanlarinin acik olmasi
halinde ortiye acik 6rtQ, f| 6rtislnin bltin elemanlarinin kapal olmasi
halinde 6rtiye kapal 6rtl denir[6].

Ornek 2.1.14: (R,d) ahsiimis metrik uzay olsun. f} ={(a,b):a,beR,a<b} seklinde
tanimlanan 1] ailesi, R nin agik bir ériiistdar.

Tanim 2.1.15: (X,d) bir metrik uzay ve AcX olsun. A nin bir értGstine ait
kimelerin her birisinin ¢apt bir £ > 0 sayisindan kugik ise, bu ortiye A nin

e-0rtlsii denir.

Eger Ve>0 igin A nin sonlu bir e-6rtlsl var ise, A ya tamamen sinirh kiime
denir[6].

Teorem 2.1.16: (X,d) bir metrik uzay ve A ¢ X tamamen sinirlt bir kiime
olsun. Bu durumda A smirh bir kimedir. Fakat tersi genelde dogru degildir[6].

Omek 2.1.17: d(x,y)=}x-y] metrigi aliinda R reel sayilar kimesi sinirh veya

tamamen simirli degildir. d (¢ y)=min{jx-y},1} metrigi altinda R reel sayilar
kimesi sinirh fakat tamamen sinirh degildir{3].



Tamm 2.1.18. (X,d) bir meirik uzay olsun. X uzayinin her f| ={A}« acik
6rtisinin sontu bir alt 6rttsh varsa X uzayina kompakt uzay denir.

Teorem 2.1.19: (X,d) bir kompakt metrik uzay, (Y,d’) metrik uzay ve f.X->Y
sirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda X uzayinin { alundaki gérintisi
kompakttir.

Teorem 2.1.20: (X,d) bir metrik uzay ve X kompakt olsun. Bu durumda,
AKX kompakitir <> A kapalidir,

Teorem 2.1.21: (R" ,d) metrik uzay olsun. Bu durumda,
AcR" kompaktiir <> A kapali ve sinirhidir.

Tamm 2.1.22: (X,d) bir metrik uzay, (x,) X de bir dizi xoeX olsun. Her r>0
sayisina karsilik n > no iken d(x,Xo)< r olacak sekilde r ye bagh bir ngeN

sayisi varsa, (x,) dizisi xo a yakinsiyor denir ve X, — X veya limx, = Xg

seklinde yazilir. Bu durumda,

limx, =XeVr>0igin 3 no(r)eN > Vn = np= d{XyXo) < r dir[B).

fi—>w

Teorem 2.1.23: (X,d) bir metrik uzay ve AcX olsun. Bu durumda,

acA < A nin elemanlarindan olusan ve a noktasina yakinsayan bir

(an) dizisi vardir.

Teorem 2.1.24: (X,d) bir metrik uzay ve AcX olsun. Bu durumda,
A, X de kapalidir < A igindeki her dizinin limiti A dadir.

Tanim 2.1.25:. (X,d) metrik uzay olsun. Eger X in sonsuz her alt kiimesinin
en az bir limit (yifima) nokiast varsa (Xd) metrik uzaymna
Bolzano-Weiersirass (B-W) kompakt denir.



Tarim 2.1.26: (X,d) metrik uzay olsun. EGer X deki her dizinin yakinsak bir
ait dizisi varsa, X uzayina dizisel kompakt uzay denir.

Tamm 2.1.27: (X,d) metrik uzay olsun. X in sayilabilir her agik 6rtsinin
soniu bir alt 6rtist varsa, X e sayilabilir kompakt uzay denir.

Teorem 2.1.28: (X,d) metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) X kompakitir.
(ii) X sayilabilir kompakttir.
(iii) X B-W kompakitir.
(iv) X dizisel kompakitir.

Tarmm 2.1.29: (X,d) metrik uzayinin bir {A}ie; 6rtUsi verilsin. Eger capi >0
sayisindan kiglk olan X in her alt kimesi, {A}ic: ailesine ait kimelerden biri

tarafindan kapsaniyorsa, 6>0 sayisina bu &rtl icin Lebesgue sayisi denir[3].

Teorem 2.1.30: (X,d) bir kompakt metrik uzay ise, X uzayinin her {A}ia acik
dritist bir Lebesgue sayisina sahiptir[3].

Teorem 2.1.31: (X,d) bir kompakt metrik uzay, (Y,d’) metrik uzay ve f. XY
sUrekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f dizgin streklidir[7].

Ispat: Her e>0 ve her xq,x2eX igin d{x,x2) <& = d'(f(x),f(x2)) < ¢ olacak

sekilde & na bagh olan bir &>0 sayistnin varlifini gosterecegiz. ye¥Y
merkezli B(y,%) acgik yuvariyla olusturulan 'Y uzayinun bir agik értGsiuni

alalim. f fonksiyonu strekli oldugundan, Y uzayinin bu agik yuvarlarinin f
altindaki ters gbrintGlerinden olusan X uzayinn bir {Ai};el acik ortis
vardir. X kompakt oldugunda {A}ic agtk o6rtlsi bir 6>0 Lebesgue sayisina
sahiptir. Béylece xq ve xgnoktast, dixi,xz) <& kosulunu sadlayan X uzayina

ait iki nokia ise, {x,%} kimesinin ¢capr & dan kigUktlr. Dolayisiyla bu



kiimenin f altindaki {f(x1),f(x2)} gOrintisd, en az bir B(y,%) acik yuvari
icindedir. O halde,
d(F0). (%)) < d'(f(xa)y) + d(f(x2).y) < §2~+-;: = ¢ olur. Boylece f duzgin

sUreklidir.

Teorem 2.1.32: (X,d) ve (Y,d) metrik uzaylar, :X — Y bir fonksiyon (xn)c X

bir dizi olsun. f X de streklidir < X de xp—x = f(x,) — f(x) olmasidir.

Tanim 2.1.33: X=@ herhangi bir kime, (Y,d) metrik uzay fX - Y olmak
tzere (f)nen fonksiyonlar dizisi olsun. Eger Ve>0 igin dnoeN > Vnxng ve
vxeX icin d(fu(x).f(x)) <& oluyorsa f:X — Y olmak Gzere (fo)nen dizisi f ye
dizgtn(uniform) yakinstyor denir[3].

Teorem 2.1.34: (diizgin limit teoremi) X bir topolojik uzay, (Y,d) metlrik uzay
fX—Y olmak Uzere (f)nen sUrekli fonksiyonlann bir dizisi olsun. (fn)nen f
ye diizgln yakinstyorsa, f stireklidir[3].

Ornek 2.1.35:

nx
nx+1 "

.:[0,1] = R olmak Uzere (f.)nen fonksiyonlar dizisini fn(x) = O<x<1,

ne N ile tanimlayalim.

2
fi(x) = — f(x)=§)—(%,...oxur.

____.;’2
X+1

x=0 igin (f2(0)) = (0,0,...,0,...) olup f(x) = lim f(0) = O dir.

X -1 dir.
1

O<x<1icin f(x) = lim

Y4

Her x<[0,1] igin fu{x) fonksiyonlar streklidir ama f(x) strekli degildir[2].
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Ornek 2.1.36:

f2:[0,1]— R olmak Ozere (fa)nen fonksiyonlar dizisini fo(x) =

ne N ile tanimiayalim.
x=0igin (fx{0)) = (0,0,...,0,...) olup f(x) = limf{0) = O dr.

. . nx? .
O <x<tigin f(x) = lim =x dir.
o X +1

O halde 0 <x <1 igin f(x) = x olup f(x) sOreklidir. COnkl yakinsaklik

dizgundir. Simdi bunu gésterelim: Keyfi e>0 verilsin.

2

Fa0-f(x) | = |

nX X | = X <e:>n>1—~1— ve%-lg -1, 0<x<1
A X

nx +1 nx +1 £ X

™| =

olur. no=—2~ -1 segilirse Vn>np icin n >g~-1 elde edilir. ng sadece € na
X

bagh oldugundan yakinsakhk duzgindur[2].

2.2.Tam Metrik Uzay

Tanim 2.2.1: (X,d) metrik uzay, (x,) X de bir dizi olsun. Her £>0 i¢in n,m=no

iken d(xn,xm)<e oluyorsa (x,) di'zisine Cauchy dizisi denir[4].

Tanim 2.2.2: (X,d) metrik uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise
(X,d) metrik uzayina tam uzay denir[4].

Teorem 2.2.3: (X,d) metrik uzay olsun. X deki yakinsak her dizi Cauchy
dizisidir{4].

Teorem 2.2.4: (X,d) metrik uzay ve (x,)cX bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda {ginel } sinicl bir kimedir[4].

Teorem 2.2.5: (X,d) bir tam metrik uzay, AcX kapali bir kime olsun.-Buy—
durumda (A,da) tam metrik uzaydir{4].



i1

Ispat: (x,) A da herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (x») X de bir
Cauchy dizisi olup yakinsaktuir. A kapah oldugundan A daki her dizinin limiti
yine A dadir. (A, da) tam metrik uzaydir.

Teorem 2.2.6:(X,d) bir tam metrik uzay ise d (x,y)=min{1,d(x,y)} olmak tizere
(X,d) metrik uzayr da tamdir[4].

Ispat: Her x,yeX icin d'{x,y)< d(x,y) olmasindan aciktir.

Teorem 2.2.7: (%)X d metrigine gére Cauchy dizisidires (x,) d metrigine
gére Cauchy dizisidir[4].

Teorem 2.2.8:(xn)cX d metrigine gore yakinsaktire(x,) d metrigine gore
yakinsaktirf4].

Teorem 2.2.9: X deki her Cauchy dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa, (X,d)
metrik uzay tamdir|3].

Ornek 2.2.10: (1,1 R, d.: (+1,1)x (-1,1) = R, ¥x,ye(-1,1) icin d{x,y) = [x-y|
ve (xn)=(1~%) dizisi verilsin. (%n) bir Cauchy dizisi olup (-1,1) arahdinda

yakinsak degildir. Bu 6rnek tamhidin topolojik 6zellik olmadi§int gésterir. Yani
tamlik homeomorfizm altinda korunmaz. (-1,1) arahgi R ye homeomorftur ve
R alisiimig metrikle tamdir{7].

Ornek 2.2.11: Q rasyonel sayilar kimesi Ozerinde her x,yeQ igin, d(x,y)=|x-
y| metrigi verilmis olsun. Bu durumda (Q,d) tam degildir. Cunku

1.4,1.41,1.414,1.4142.1.41421,... dizisi R de /2 ye yakinsar ve ( da
bir Cauchy dizisidir. Fakat /2 ¢Q dur{3].
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Teorem 2.2.12: Bir Cauchy dizisinin dizgin slrekli bir fonksiyon altindaki
gbruntiisti de bir Cauchy dizisidir[7].

[spat: (X,d) ve (Y,d') metrik uzaylarvef: X - Y ddizgin strekli bir fonksiyon
olsun. (x,) < X bir Cauchy dizisi olsun. f diizgln sUrekli oldugundan Ve>0
ve VxyeX icin d(x,y)< 8 = d'(f(x),f(v))< ¢ olacak sekilde yalnizca £ a bagh
bir 6>0 sayist vardir. (x,) bir Cauchy dizisi oldugundan, buldugumuz 5>0
sayisina kargilik 3ngeN 3 Vmn 2 ng igin d(Xm,X,)< 8 olur. O halde her >0
icin dngeN > V m,n 2 np igin & (f(xm),f(xn))< & oldugundan (f(x,))cY dizisi
bir Cauchy dizisidir.

Uyari: Bir Cauchy dizisinin sirekli bir fonksiyon altindaki gorintOst bir
Cauchy dizisi olmayabilir.

Ornek 2.2.13: (0,1]’ ve R metrik uzaylar ve f:(0,1] - R, f(x) = % fonksiyonu
verilsin. Bu durumda f slireklidir. (x,) = (%) dizisi bir Cauchy dizisidir fakat

(f(% )) = (n) dizisi R de bir Cauchy dizisi de@i}dir{?].

Teorem 2.2.14; (X,d) metrik uzay, (Y,di) tam metrik uzay, f : X —» Y bir
homeomorfizm ve f dizgln sOrekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X,d)
metrik uzay: tamdir{7].

Ispat: (x,)cX bir Cauchy dizisi olsun. f diizgin sirekli oldugundan (f(xu))cY
bir Cauchy dizisi olur. Y tam olduundan (y,) = (f(xn)) dizisi yoeY
noktasina yakinsar. f bire bir ve drten oldugundan yp = f(xo) olacak sekilde
xoeX vardir. 1 sirekli oldugundan f'(y,) — f'(ys) olur. f bire bir
oldugundan F1{F(x.)) = %, — T {f{x0)) = x0eX olur. O halde (X.d) uzay tamdir,
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Tarmim 2.2.15: (X,d) ve (Y,d:) iki metrik uzay, f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. Eger f ve f' fonksiyonlarinin her ikisi de dizglin strekli ise f ye
duzgin homeomorfizm denir.

Uyari: Cauchy dizileri dizgin homeomorfizm altinda korunur. DUzgGn
homeomorfizm altinda korunan bir 6zellige dizgln ozellik denir. Cauchy
dizisi olma, tamhik, dlzgtn streklilik, duzgin ézelliklerdir. Ancak bu Gg 6zellik
topolojik 6zellik degildir.

Teorem 2.2.16: R* uzayi Oklid metrigi veya p maksimum metrigi ile
tamdir]3).

ispat: (RXp) uzayimin tam metrik uzay oldugunu gésterelim. (x,)c R"
Cauchy dizisi olsun. Bu durumda {x,}c R* sinirli bir kimedir. Her n,m > N

iken p(Xn,Xm)<1 olacak sekilde N dogal sayisi vardir.

M=maks{p(x1,0},..., p(xn-1,0), p(xn,0)+1} sayisi p(x,,0) icin bir Gst sinirdir.
Béylece (xn) dizisinin her terimi [-MM]* dadir. [-M,M]¢ kompakt
oldugundan, (x,) yakinsak bir alt diziye sahiptir. Dolayisiyla (R¥,p) tamdir.

Tanim 2.2.17: (Y,d) metrik uzay, her a,beY icin d'(a,b)=min{1,d(a,b)} olsun.
J indis kiimesi olmak tizere Y'={f | f.J—>Y fonksiyon} olsun. Her f,geY" igin,
o (f.g)=sup{d (fla),gla)):aed} ile tanimli p metrigine Y' UGzerinde
dizgin(uniform) metrik denir[3].

Teorem 2.2.18: (Y,d) tam melrik uzay olsun. Bu durumda (Y',p) metrik

uzayi tamdir{3].

ispat: (Y,d) tam metrik uzay ise (Y,d') uzayi da tamdrr.
(Fnen  Y' de Cauchy dizisi olsun. Her mneN ve aed igin
d (Falo), fru{0))<p (Fn,fm) oldugiundan (fa{o))nen (Y,d) uzayinda Cauchy dizisi
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olur. Ayrica bu dizi y, gibi bir noktaya yakinsaktir. f:J—Y , fla)=y, seklinde
tanimli bir fonksiyon olsun. p. metrigine gore f,—>f oldugunu gdstermek
istiyoruz. Verilen &0 igin m,n=ng iken p (fu,fm)< &/2 olacak sekilde yeterince
bilyik no sayist secebiliriz. Bu durumda m,nzng ve a.ed igin d (fx{a),fn{or))<
e/2 olur. n ve o, sabit tutulsun, m keyfi olsun. Béylece d (f.(a),f(a))< &/2 olur,
Bu esitsizlik her aed ve n=ng icin saglandifindan p (fn,f)< e/2 < & olur ki bu

da p metrigine gére f,—f olmast demektir.

Teorem 2.2.19: X bir topolojik uzay ve (Y,d) bir metrik uzay olsun. Bu
durumda C(XY)={f | XY streklii fonksiyon}=Y*  kimesi diizgiin metrik
altinda kapafidir. Béylece eger Y tam ise, C(X,Y) dizgin metrikle tamdir{3].

ispat: Oncelikle eger (funencY® dizisinin Y* Gizerindeki p  metrigine gore
feY* elemanina yakinsiyorsa, bu dizinin f ye Y Uzerindeki d” metrigine gére
dizgin yakinsadigini gdstermeliyiz. Keyfi e>0 verilsin. f,—¢ s f oldugundan
IneeN 3 Vn2ne igin p (fi.)<e olur. Ayrica VxeX ve Vnzno icin

d (f2(%),f(x)) < p (fn,f)<e olup (f,) fye dlizgiin yakinsak olur. Simdi C(X,Y) nin
Y¥de p metrigine gore kapall oldugunu gésterelim. feY* elemani G(X,Y)
nin bir yigiima (limit) noktasi olsun. Bu durumda  (fo)nenaC(X,Y) dizisi vardir
oyle ki bu dizi p metrigine gbre f ye yakinsar. Buradan f duzgln limit
teoremine goére strekli olup feCOLY) dir. O halde C(X,Y) kapahdir. Buradan
(CCX.Y),p) tam metrik uzay olur.

Tanim 2.2.20: (Y,d) metrik uzay, X = bir kime veya bir topolojik uzay
olsun. FcY* olmak tzere F asagidaki ozelligi sadlasin:

Her fgeF icin  {d(f(x),g(x)) : xeX} kimesi sinirli olsun. Her f,geF icin
p(f,0)=sup{d(f(x),g(x)) : xeX} seklinde tanimlanan p fonksiyonuna F
Uzerinde sup(supremum) metridi denir3].

Bu metrik daha énce tanimlanan p~ duzglin metridi ile nasil karsilastirilabitir?
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Teorem 2.2.21: Her f,geF icin p (f,g)=min{p(f,g),1} dir[3].

Bunun anlami sudur: F Gzerinde p ve p tamimiidir. p metrigi p tarafindan
uretilen standart sinirh metriktir. ikisi de F Uzerinde ayni topolojiyi Gretir. F nin
p metridi ile tam olmasi igin gerek ve yeter sart p metrigi ile tam olmasidir.

Bu metrikler denktir.

Teorem 2.2.22: X bir topolojik uzay olsun. B{X,R)={f | .X—R sinirli} kimesi
sup metridi ile tamdir[3].

Tanim 2.2.23: (X,d) , (Y,p) metrik uzaylar ve f: X — Y bire bir fonksiyon
olsun. E§er vx,yeX icin p(f(x),f(y)) = d(x,y) oluyorsa fye izometri denir. f
déniisimi X uzayim Y uzayina gdémuyor denir. f 6rten ise bu iki metrik
uzaya izometriktir denir. Eger (X,d) ile (f(X),p) izometrik ise X uzayr Y

uzayi icine gémulebilir denir ve f(X) alt uzayina da gémi denir.

Homeomorfik olan iki.uzay izometrik olmak zorunda degildir. Ayni zamanda
her izometri diizglin sUrekli bir fonksiyondur[7].

Omnek 2.2.24: R?R"#RQ tizerinde, yani duzlemde Vx=(x,x2),y=(y1,y2)eR? igin
d(x,y)=[{y1-51 Y +{y2%2)"
verilsin. aeR olmak Uzere V(x,y)eR? igin,

Oklid metriginin dogurdugdu alisiimis topolojik uzay

f(x,y) = ( xcosa + ysina , -xsina + ycosa ) seklinde tanimlanan f: R* — R?

dontistimi bir izometridir[4].

Teorem 2.2.25: (X,d1) ve (Y,dz) iki metrik uzay olsun. EGer f: X = Y

fonksiyonu izometri ise bir homeomorfizmdir]7].

ispat; f bire bir ve 6rten oldugundan ' vardir. X ve Y izometrik iken

fonksiyonu da izometridir. GUnka,
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VabeY igin dxab) = do(ff'(a),fi' (b)) = di(f'(a),f'(b)) dir. Simdi f nin
strekli oldugunu goésterelim. xeX nokiasi ve f(x) = a noktasimin herhangi bir
B(f(>),r) komsulugunu alalim. Bu durumda,

Bx,r) = { yeX : di(xy) = do{f(x),f(y)) < r } kimesi, x noktasinin bir actk
komgulududur ve #B(xr)) < B(f(x),r) olur. O halde f surekiidir. Benzer
sekilde f' fonksiyonunun strekli oldugu gosterilebilir.

Tarim 2.2.26: (X,d) , (Y,p) metrik uzaylar , f: X > Y izometri ve f(X) =Y

ise Y uzayina X uzayinin tamlamas! denir[7].

Teorem 2.2.27. Her metrik uzay tamlanabilir. Bir metrik uzayin tamlaniglar
birbirine izometriktir[7].

Teorem 2.2.28:(X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda X in bir tam metrik
uzaya izometrik gdmmesi vardir[7].

Teorem 2.2.29: (X, d) metrik uzay olsun. X uzayi kompakitir < X tam ve

tamamen simirhidir[7].

Tarmim 2.2.30: (Y,d) metrik uzay , F < C(X,Y) ve xpeX olsun, Here> 0 icin
AUeN(xp) var 3 VxeX ve VieF icin d(f(x),f(x0)) <& oluyorsa F kimesine

Xo nokiasinda eg sUreklidir denir.

Eger F kimesi her xoeX noktasinda es strekli ise F ye X de es sureklidir
denir[3].

Teorem 2.2.31: X kompakt uzay, (Y,d) kompakt metrik uzay ve FcC(X)Y)

olsun. Bu durumda F nin es strekli olmasi igin gerek ve yeter sart F nin p

sup metrigine gore tamamen sinirl olmasidir[3].
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Teorem (Ascoli) 2.2.32: X kompakt uzay ve (C(X,R"),p) metrik uzay olsun.
Bu durumda Fc C(X,R") nin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart F nin
kapali,sinirh ve eg strekli olmasidir{3].

2.3.Noktasal Yakinsakiik Topolojisi

Tanim 2.3.1: X bir kime ve Y topolojik uzay olsun. xeX ve UcY acik
olsun. S(xU) = {f | feY® ve f(x)eU} kimesini tanimlayalim. S(x,U)
kimelerini alt taban kabul eden Y* (zerindeki topolojiye noktasal yakinsakiik
topolojisi (veya nokia agik topoloji) denir.

Bu topolojinin taban elemanltari S(x,U) kimelerinin sonlu arakesitlerinden

olusur. f yi iceren taban elemanlari f ye sonlu sayida noktada yakin olan g
fonksiyonlarindan olugur (Bakiniz Sekil 2.3.1).

/ Us

¢ o]

/ Uy
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Y* Uzerindeki noktasal yakinsakiik topolojisi yeni degildir. X yerine J, aed
olmak Uzere, S(o.U) ={x|x:J =Y, x{o)eU }= =g (U)=Y?! olup standart
kartezyen carpim uzayinin alt taban elemanidir.

Teorem 2.3.2: Noktasal yakinsaklik topolojisine gére (fo)nen fonksiyonlar
dizisinin f fonksiyonuna yakinsamasi icin gerek ve yeter sart her xeX igin
fn(x) in f(x) e yakinsamasidir.

Ispat:(=). fn — T olsun. Keyfi xeX verilsin. UCY agik, f(x)eU, S(x,U) f nin

komsulugu olsun.

f, — f oldugundan 3 noelN var 3 Vn=ngigin fhoe S(x,U) olur. Dolayisiyla

vn=nmnigin f(x)elU olur ki bu da fi(x) — f(x) olmas! demektir.

(<) Her xeX igin fy(X)'— f(x) olsun. Bu durumda UcY acik, f(x)eU
olmak Uzere dnpeN var 3 Vn=np iken fy(x)eU olur. Dolayisiyla vn = ng

icin fneS(x,U) olur.

Ornek 233: R'={f|f:1=1]01] — R fonksiyon } ve f,(x) = x" sirekli

fonksiyonlarin dizisi olsun. Bu durumda f,{x),

0 0<x<«1
f(x) = ’
09 {‘i . x:fi_

ile tarimlt (x) fonksiyonuna yakinsar ve f surekli degildir. Bu bize C(I,R)

srekli fonksiyonlar uzayinin noktasal yakinsaklik topolojisine gére kapali
olmadi§inu verir.

Tanim 2.3.4; (Y,d) metrik uzay ve X bir topolojik uzay olsun. f.geY®, KX

kompakt olmak Uzere € > O igin By(fe) = { sup{ d(f(x),a(x)) : xeK }< g}
kiimesini tarumlayalim. ’
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Bk(fg) kumeleri Y* (zerinde bir topoloji igin tabandir. Buna kompakt
yakinsaklik topolojisi (ya da kompakt kiimeler Gzerindeki diizgin yakinsakhk
topolojisi) denir.

Bu topoloji noktasal yakinsaklik topolojisi ile su noktada ayrihir: f yi iceren bir
taban elemam f ye kompakti bir kiimenin her noktasinda yakin olan ¢
fonksiyonlarindan olusur.

Eger ge B{fg) ise,
d = & - sup{ d{f(x),g(x)) : xeK}
alarak Bg(g,8)c B(f,e) elde ederiz.

Teorem 2.3.5: f,: X — Y olmak (zere kompakt yakinsakiik topolojisine gére
fo—f olmasi icin gerek ve yeter sart her KcX kompakt alt kimesi igin

fn] k— f| k yakinsamasmin diizgin olmasidir.

Teorem 2.3.6: X bir topolojik uzay ve (Y,d) bir metrik uzay olsun. Y*
fonksiyon uzayi Uzerindeki topolojiler arasinda asagidaki badinti vardir:
(duzgln) > (kompakt yakinsaklik) o (noktasal yakinsakiik)
Eger X kompék’t ise (dizgln) = (kompakt yakinsaklik)
Eger X ayrikise (kompakt yakinsaklk) = (noktasal yakinsaklik)

2.4 . Kompakt-Acik Topoloji

Tanim 2.4.1: X ve Y iki topolojik uzay olsun. Ko X kompakt ve U < Y agik
olsun. S(KU) = {f]feC(X)Y) ve f(K) < U} kimesini tanimlayahm. S(K,U)
kimelerini alt taban olarak kabul eden C(X)Y) (zerindeki topolojiye
kormnpakt-acik topoloji denir. Bu topolojinin tabani,

B={ :
=1

t

S U) - Ko X kompakt ve Ui Y agik} dir.
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Teorem 2.4.2: X bir topolojik uzay ve (Y,d) bir metrik uzay olsun. Bu
durumda C(X)Y) 0Uzerinde kompaki-agik topoloji ile kompakt yakinsaklik
topolojisi cakigir.

Ispat: ACY ve £>0 igin,U(Ae) = U Ba(a,e) kimesine A nin s-komsulugu

achA
denir. E§er A cV kompakt ve V agikise 3> 0 var > U(Ag) <V oldugunu
gosterelim. Her aeA igin Bg(a,5(a)) — V olacak sekilde d(a)> 0 segebiliriz.
A kompakt oldugundan sonlu

Bd(a1,% o(ar)),..., B‘j(an,%~ S(an)) acik kimeleri tarafindan &rttldr.
g = min {—;— d(@):i=1,2,...n} olsun. Budurumda efer acA ise

3 Bd(ai,% &(ay)) icin ae Bd(ai,% 8(a))) ve Ugcgen esitsizliginden

Ba(a,e) < Ba(ay, d(a))
olur. Bu VaeA igin saglandigindan U(Ag) cV olur.
Simdi kompakt yakinsaklik topolojisinin, kompakt-agik topolojiden daha ince
oldugunu gosterelim. S(K,U), C(X)Y) Uzerindeki kompakt-agik topolojinin
keyfi bir taban elemani ve fe S(K,U) OIsun. .

f sOrekli oldugundan K < X kompakt iken f(K) < U kompakt olur. Bu
durumda U nun icinde kalacak sekilde f(K) nin s-komsulugunu secebiliriz.
Dolayisiyla Bx({f,e) < S(K,U) olur. Bu da kompakt yakinsaklik topolojisinin,
kompakt acik topolojiden daha ince olmasi demektir.

Simdi kompakt agik-topolojinin, kompakt yakinsaklk topolojisinden daha ince
oldugunu gosterelim. Kompakt yakinsaklik topolojisine gére f igin verilen her:
acik kiime Bk(fe) taban elemamni kapsar. Biz Bk(fe) tarafindan
kapsanacak ve f yi icerecek sekilde kompakt agik-topolojinin bir taban
elemaniru bulacadiz.
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Her xeX igin bir Vyx komsulugu var 3 f(V,) cUxc Y ve Uyxin gapiedan
koguktar [ernegin, Vx i f(Vy),  f(x) in gl4 — komsgulugu iginde kalacak
sekilde segebiliriz. Boylece f(V;) , f(x) in /3 - komsulugu iginde kalr]. K
kompakt kiimesi soniu tane Vi tarafindan kapsanir(x = X1,...,%a).

Ke = V.~ K olsun. Bu durumda Ky kompakiur. Taban elemar
S(K, Uy ) no . S(K, .U, ) olup f yi igerir ve Bk{fs) tarafindan

kapsanir.

Teorem 2.4.3: X bir topolojik uzay ve (Y,d) metrik uzay olsun. Bu durumda
C(X,Y) Uzerindeki kompakt yakinsaklik topolojisi Y Gzerindeki d meilrigine
bagh degildir.



22

3.DIFERENSIYEL DENKLEMLER
3.1.Lipschitz Sartt

Tanim 3.1.1: (X,d) ve (Y,d) metrik uzaylar, f: X —> Y bir donusim olsun.
Her xyeX icin 3 k20 var > d(f(x).fy)) < k.d(xy) oluyorsa fye Lipschitz

dénlsum denir.

Teorem 3.1.2: Her Lipschitz déntigim dlzgin streklidir ancak tersi dogru
olmak zorunda degildir. ‘

Ornek 3.1.3: (X,d) ayrik metrik uzay, (Y,d') herhangi bir metrik uzay ve .f :
X— Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda f dizgin sGreklidir. Her ¢>0 igin
8=1 secilmesi yeterlidir. d(xy) <8=1 iken d(f(x),fy)) =0<e olur. Fakat f
Lipschitz sartini saglamaz.

Tanim 3.1.4: D < R? olmak izere, D acik ve baglantil ise D ye bdlge denir.
Eger D sinir noktalarint iceriyorsa D ye kapali bélge denir.

Tanim 3.1.5: D < R? kapali veya agik bir bolge ve f: D - R bir fonksiyon
olsun. Eger, V¥ (x,y1), (¢y2)eD igcin 3k>0var 3| fOeyq) - f(xva) [ < k| y1- vz
oluyorsa f fonksiyonu y ye gbre Lipschitz sartini sadliyor denir. k sayisina
Lipschitz sabiti denir.

Teorem 3.1.6: D « R? kapall veya agik bir bélge ve f: D — R bir fonksiyon

olsun. Her (x,y)e D igin offoy var ve sinirli olsun. Bu durumda,

k= sup M dir.

()b

Ornek 31.7: D ={(xy)eR?: [x|<a,|y|<b,abeR},f:D >R, f(xy) =y

olsun.



23

of(x,y)
oy

=2y varve Y{(x,y)e D igin sinrhdir.

k= sup

{x,¥)eD)

6fg§; Y)l = sup | 2y | =2b olur. Yada V (x,y1), (x,y2) € D icim;

(y)D

[Ty -fxy) =1 yi—yi = 1yi-val s+ y2] <20 ys-ya2|

olup k=2b olarak bulunur.

Ornek 3.1.8: D = { (x,y)eR?: |x|<a,|lyl<b,abeR}, f:D=>R,flxy =
x|y | olsun. ¥ (x,y1), (x,y2) € D igin, '

[fOGye) - T00y2) [ = I xlys] - Xlyz] [ = [X] [ yi-y2[<a|yi-y2] olup k=a
dir. Diger taraftan x =0 olmak Uzere (x,0)eD noktasinda of/foy yoktur.

3.2.Varhk ve Teklik Teoremleri

Tanim 3.2.1: D < R® bir bolge, (xoyo) € D bir ig nokta olsun. f : D — R
surekli olmak Uzere,

—=fxy) .. ("

diferensiyeal denklemini ele alalim. Asagidaki ifadeler varsa ;
1) Bl R ve xoe(e,B) olsun,
2) ¢ : [o,B] — R dbnistmU asadidaki sartlan salasin:

(i) (x,0(x))eD ve Vxelo,B] icin F(x,¢(x)) tanimit,

(if) 51%;52 =f(x,6(x)) yani Vxelo,B] icin ¢, (*) denklemini sadlasin,

(iii) ¢{x0) = Yo olsun,
O halde bu probleme baslangic deder problemi denir ve

dy
—~2 =1 \ , =
L =f(xy) | y0) = Yo

ile ifade edilir. ¢ ye bu denklemin ¢ézimi denir.

(i) secenedi ¢ nin strekli ve ¢ tlrevine sahip oldugunu gdsterir.
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Teorem3.22: D c R? kapall veya agik bir bdlge ve §-D — R bir fonksiyon
olsun.

o : [o,B] > R surekii, vxelo, Bl igin (x$(x))eD ve xoe(a,B) olsun. Bu
durumda ¢ , [o,B] arahiginda EC% = f(x,y) denkleminin d(%o) = Yo sartini

saflayan ¢ézUmadir < vxe[a,B] igin  ¢(x) = Yo * ]7 f[ to)idt ...(*%)

Xg

olmasidir.

[spat:(=>): % = f(x,y) = 9—?;% = f(x,d(x)) , Vxelo,B]

= dd(x) = f(x,0(x))dx , ¥Yxe[o,B]

X

=00 = [ flLoMdt+c

*o

d(Xo) = Yo => C = Yo elde edilir.

(=) o(x) = Yot jf f[t,o()]dt = %Xl = f(x,p(x)) olur. Boylece vxela,B] icin

Xy

¢, % = f(xy) denklemini saglar. Ayrica (**) denkleminden ¢(xo) = Yo elde

edilir.

Teorem 3.2.3: (temel varlik ve teklik teoremi)

D cR? birbolgeve f:D—R olmak iizere her (x,y)eD igin fve —2—;— strekli
olsun. Bu durumda (xo,Yo) € D olmak Gzere,
d
EX =f(x,y) , y(xo) = Yo
X

baslangi¢ deger probleminin |x - Xo| £ h araliginda tanimh ¢(Xo) = Yo sartini

saglayan bir tek ¢ ¢6zUml vardir.
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Teorem 3.2.4: (varlik ve teklik teoremi)
Hipotez:
1)Dc R? bir bolge ve f: D — R fonksiyonu asagidaki iki sarti saglasin:
(i) f, D bolgesinde srekli,
(ii) f, y ye gore Lipschitz sartini D bélgesinde saglasin. Yani,
YV (x,y1), (X,y2) € D icin 3 k>0 var > | f{xy1) - f(x,y2) | <k|y1-yz2| olsun.
2) (xo,yo)eDve B={(Xy): [X—Xo| <2, Jy—vyo| <b} < Dolsun. Her (x,y)eD -
icin M = maks| f(x,y) | ve h=min(a,b/M) olsun.
iddia:
dy
dx

¢cbzimi var dyle ki;

=f(x,y) , y(Xo) = Yo denkleminin [x —xo] < h araliginda tanimli bir tek

() Her xelo—hyxo+h] isin Z22 = f(x,4(x) ve

(i) &(x0) = yo dir.
Uyari 1. B ¢ D oldugundan f (i) ve (ii) sartlarini sadlar. B kapali
oldugundan M sabiti gercekten vardir.

Eder a>b/M ise h=a olurve ¢ ¢dzimil |x—Xg| <a igin tamimhdir.

Efer a<b/M ise h=Db/Molurve ¢ ¢dziml [x - x| <h<a igin
tanimhdir.

Uyarn 2: Bu teorem bize sunu syler:

Eder, f slrekli ve B de y ye gbre Lipschitz sartini sadlarsa

% = f(xy) denkleminin |x — xo| < h Uzerinde tanimii ¢(x0) = yo sartini

saglayan bir tek ¢ ¢6zOmU vardir.

Ornek 3.2.5: "?jx =y'®  y(0) = 0 baslangi¢ deger problemini ele alalim.
X .

fxy) =y, B={(xy):X|<a,ly]<b,abeR} boigesinde stireklidir.
y(0) = 0 olacak gekilde |x] <h arahginda bu problemin bir géﬁz{%&ﬁ@ardm

3

RS¥Y
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Eger f Lipschitz sartini sadlarsa bir tek ¢bzimi vardir.

13

lf(X,y1)_f(X,Y2)I=ly11i3—Y2 I
Yi—Y2 Yi—Y2

Eger yi=06>0 ve y,=-8 secilirse;

lf(x:y1)"f(xxy2) I =1 /62/3
Yi—Y2

olur.

y = 0 da Lipschitz sarti saglanmaz. Boylece yukaridaki teorem uygulanamaz.

Aslinda tek ¢6zUm yoksa iki ¢ézum vardir. Her xeR igin

2 3/2.
¢1(x) =0 ve ¢(x) = {(5 X" x 20 verilen denklemin ¢ézUmleridir.
Ox<0

Ornek 3.2.6:% = y?, y(1) = -1 baslangic deder problemini ele alalim. Bu
durumda

fxy) = y* ve ?—f%i'l = 2y her (xy)eR? igin streklidir.
C

B={(xy):x-1<a ly+1<b,abeR} bélgesinde f teoremin gartlarin
saglar. Her (x,y)eB i¢in M = maksjf(x,y)] ve h= mih(a;b/M) olsun. O haide
bu problemin |x— 1| <h araliginda tanimli bir tek ¢dzimU vardir,
1T—-asx<1+a ; -b-1<y<b-1
M=(-1-b?=(b+1)* ve h=min[a,b/(b+1)?] olur.
Fb)y=b/(b+1)? = F(b)=(1-b)/(b+1)®
b=1 de b>0 icin F(b) maksimum degerini alarak F(1) = 1/4 olur.
Boylece eder a > 1/4 ise,
b/(b+1P<a=h=b/(b+1)?<1/4 olur.
Eger a<1/4 ise h < 1/4 dur.
b=1,a>1/4 igin h=min[a, b/ (b +1)%] = min(a,1/4)=1/4 bulunur.
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h=1/4 ise x—1]<h=[x—1]<1/4
= 314 < x < 5/4 elde edilir.

Boylece teoremin sartlari saglanmig olur ve problemin ¢dzimo

x—1] < 1/4 araligindadir.

Problem ¢ézulirse y = 1/x olup bu ¢d6zim 0 < x <« arali@inda tanimhdir

ve slrekli tireve sahiptir.

Teorem 3.2.7: D= {{xy)eR*:a<x<b,-w<y<w, abeR} olmak tizere
f: D — R sureklive D de y ye gore Lipschitz sartini sadlasin. Yani, V(x,y1),
(Xy2)eD igin I k>0 var > |f(xy1) - f(xy2) | < k|y1-y2| olsun. Bu

durumda, (Xo,Yo)eD olmak (zere —g% = f(x,y) denkleminin ¢{xo) = yo sartini

saglayan ¢ ¢dzimi a <x <b araliginda tanimhidir. Ayricaeger a=-w ve

b=w ise ¢, YxeR icin tanimhidir.
3.3.Diferensiyel Denklem Sistemi

Tanim 3.3.1: y1,y2,....¥n n-tane bilinmeyen, DcR™ bir bélge ve 1 <i<n
olmak Uzere

fi: D - R sUrekli olsun.

d
W1 - 1%, yryaryo)
dx

d
_y_2 = fo(x, Y1,¥2,...,¥n)
dx

L= fn(x; y1,y2:---,yn>
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denklem sistemini alalim.

&1 .92 ,....0n n-tane reel degerli fonksiyonu Vxefa,b] icin tanimli

olsun. Bu durumda [ X,$1(X) ,d2(X) ,....,0n(x) JeD ve

d
¢1a§x = f1 X, 01(X) ,02(X) ,.....0n(X) ]
X
de, (3
¢,(x) = ol X,01(X) ,$2(X) ,.-..,0n(X) ]
dx
_"Z?%dg_c_)__ = fa[ %,01(X) ,02(X) ,....,0n(X) ]

oluyorsa (¢1,02,....,6n) Sirall n-lisine (*) denkleminin ¢cézimi denir[2]. .

Tanim 3.3.2: BcR™ acik bélge , (x.t) = (X1,%2,.... %, )eR™" , 1 <i<n icinfi B

de tanimii fonksiyonlar ve x4,Xs,...,Xn bilinmeyen fonksiyonlar olsun.

ax,
—% = f1(Xq,X2,..., %n, 1
pm 1(X1,X2,...,Xn, 1)
dx,
—= = fo(X4,Xa,.... Xn,t
p 2(X1,X2,...,.Xn, 1)
dx
— = (X1, Xo,..., Xn,
dt n( 1,42 : n )

denklemn sistemini alalim.

I={teR:a<t<b,abeR} <R olmak Uzere asadidaki sartlar saglanirsa ¢,

Oz ,....,0n fonksiyonlarina yukarida verilen diferensiyel denklem sisteminin 1
araliginda ¢6zUmidur denir:

Viel igin,
(i) d1'(E) b2 (1) ,....,on'(1) var,
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(if) (¢a(t) d2(t) ... on(t),t ) B
(ii)) 0'(t) = i (91() ,d2(t) ,.....On(t).1) . 1= 1,2,.,0

X = (X1,%2,....%n) , X(1) = (X (0, %a2(t),... . %a(1) ) ve f(x,1) = (fi(x1), fax.1),..., fa(x,1))
olmak (izere denklem sistemi,

dx
— =f(xt
pm (x.t)

formunda yazilabilir. Bu denklem sistemine otonom olmayan diferensiyel

denklem sistemi denir. Bu durumda Vtel igin,

(OE),1) = (d1(t) ,02(t) s Onlt),E )EB Ve () = f( d(t)t)

olur.

Eger %? =f(x) ise otonom diferensiyel denklem sistemi olur{10].
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4.DINAMIK SISTEMLER
4.1.Temel Kavramlar ve Tammilar

Tanim 4.1.1: ( X,d ) bir metrik uzay ve T bir topolojik grup olsun. n: XxT — X
déntstimi, asadidaki sartlar saglarsa = ye X {(zerinde bir dinamik sistem
(flow) denir :

(WxeXicin n (x,0)=x

(ilZWxeXve ViseT icin, n(n(xt),s)=n{xit+s)

(ifi) = streklidir.

Burada R reel sayilar , Z tamsayilar grubu ve R nin aligimis topolojileri ile
birlikte ele alacadiz. T = R iken n srekli dinamik sistemve T =Z iken ayrik
dinamik sistem elde edilir.

Tanim 4.1.2. R* = { teR : t > 0 } olmak Uzere = : XxR" — X ddniglmi
yukaridaki (¢ sarti sadlarsa X (zerinde yari dinamik sistem (semiflow) olarak
adlandirthir. Glnka R bir yan gruptur.

Teorem 4.1.3: = , X Uzerinde bir dinamik sistem ve m(x) = n(x.t) ile
tanimlansin. Bu durumda VieR igin m dénlGsimi X den X e bir
homeomorfizmdir.

ispat: m birebir midir?

X, x26X ve m( %) = m(X2) olsun.

(Hve (iyden xy=xn(=x (x1,t)~t) yazdabilir. m( x¢) = m( %) oldugundan
X1=w (T (Xt ),-t) = X4 = %2 olur.

O halde &, birebirdir.

7 Orten midir?

VyeX igin x=xn{yt) alinirsa z{xt)=n{=n{y-1)t)=y elde edilr.
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. ortendir. Dolayisiyla =;' tersi vardir.

7 nin stirekli oldugunu biliyoruz. ;' strekli midir?
(i) den me( M) = mest => Ws= Weut ( ;" ) yazilabilir. ns = ns oldugundan ;' =n4
olmalidir. VteR icin =y strekli oldugundan =;' =zt de sUreklidir,

s homeomorfizm olur.

Ornek 4.1.4: dx/dt = f(x) diferensiyel denklemini ele alalim. X = R" Oklid
uzayl ve feC' olsun. ¥xeR" icin bu diferensiyel denklemin ¢( x,0 ) = x
sartini saglayan bir tek ¢(x,t) ¢6zimi olsun. Bu durumda R" (zerinde bir
dinamik sistem =(x,t) = ¢(x,t) yazilarak elde edilebilir. Buradaki her ¢(x,t)

¢6zuml VieR igin sureklidir.

Tanim 4.1.5: (X,d) bir metrik uzay olsun. ¥xeX noktasi icin R de sifin
kapsayan agik araliklar L= (o, Bx) olsun. Iy a'rahklarmm asagidaki sureklilik
ozelligini sagladigini kabul edelim: Eger X de xy—x ise Ixc liminf Iy dir,
Dc XxR , D={ (x,t)eXxR : tely } olarak tanimlansin. Eger asagidaki
Ozellikler saglanirsa = : D — X fonksiyonuna X Gzerinde (lokal)dinamik
sistem denir:

(i) YxeX igin =(x,0) =x (birim dzelligi)

(ii) EGer telyx ve selyxy ise (t+s)e Ix ve m(m(xt),s)=n{xt+s)
dir.

(i) = sUreklidir.

(iv) Her Iy arahigi 1,= R anlaminda maksimaldir.

(V) Xn—> X ise Ik liminf I = sup (inf x,) dir.

Not.(lEc D ve n:E — X lokal dinamik sistem ise maksimallik 6zelliginden
E=D olur

(i) Her xeX icin I,=R ise bu durumda = global dinamik sistem olur.
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Tanim 4.1.6: x, X Uzerinde bir lokal dinamik sistem ve xeX sabit tutulsun. t

nin fonksiyonu olan =w(x,t) ye x boyunca hareket denir. y(x) = { n{x,t) : telx}

kimesine de x boyunca ybringe (orbit) denir.

YOO ={m (x1):0<t<B} (pozitif yar: yéringe)
yX)={n(xt) ox<t<0} (negatif yari ydringe)

Tanim 4.1.7: xeX noktasinin kabugu H(x)= y(x) ile tanimlanir.

H'(x)= y"(x) (pozitif kabuk),
H(x)=y"(x) (negatif kabuk)

Teorem 4.1.8: &, X Uzerinde bir dinamik sistem olsun. Eger {x,}cX agi i¢in
Xn —> X ise {n(xnt)} fonksiyonlar adi =(xit) ye yakinsar ve yakinsaklik

Ix deki kompakt kiimeler Uzerinde dizginddr.

Tanim 4.1.9. EcX bir kime ve xeE iken vy(x)c E ise E kiUmesine

invaryanttir denir.
Y (x)c E ise E pozitif invaryanttir. y(x)c E ise E negatif invaryanttir.
Teorem 4.1.10: EcX invaryanttir < E butin yéringelerin birlesimine esittir.

Teorem 4.1.11: Invaryant bir kimenin kapanis! invaryanttir.

ispat: Ec X invaryant ve yeE olsun. y(y) ¢ E oldugunu yani, Vtel, igin
m(y,t)e E oldugunu gostermeliyiz. yeE oldugundan bir {y.} < E agi var 3
yn—> y dir. EQer tely ise, I, arahklannin strekliliginden bir m sayisi var >

nzm igin tel dir. = nin sOrekliliginden n (val) — = (y.t) dir
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E invaryant oldug§undan {r (ynt): n=m} alt afi E dedir. Boylece =(y,t) cE
olur. Benzer sekilde pozitif invaryant bir kimenin kapanginin pozitif
invaryant,negatif invaryant bir kimenin kapaniginin negatif invaryant oldugu

gbsterilebilir.

Tarnim 4.1.12: m, X Gzerinde bir dinamik sistem olsun, LB" = {xeX: fy=w},
LB = { xeX : o=}, LB = LB~ LB® kiimelerini tanimlayalim. Eger LB
bostan farkh ise LBxRc D olur. Ayrica LBxR ,z nin tanim kiimesi olur ve

7 . LBxR — LB olmak Gzere =, LB Gzerinde global dinamik sistem olur.

Tanim 4.1.13:Efer xelB® ise o-limit kimesi O =ﬂ H'(n (x1) ile

120

tanimlanir.

Tarnum 4.1.14: Eder xelB ise o-limit kKimesi A= ﬂ H(n(xt)) ile

t<0

tanimlantr.

Teorem 4.1.15: Limit kimeleri agagidaki esitliklerle de verilebilir:
O {yeX y=limnaXt) , {in} birdizive th—oo}
A= {yeX: y=Ilimzaxt) , {t} birdizive ty—>-w}

Teorem 4.1.16: . ve o-limit kimeleri kapali ve invaryanttir.

ispat: O, o-limit kimesini ele alalim . O, kapal kimelerin bir ailesinin

arakesiti olarak tanimlandigindan kapalidir.

Eger yeQy ise bir {t,} dizisi t,—> o olacak sekilde vardir. xo= = (X,t:)—> Yy
dir. Vitely igin  wr  sOrekli  olduundan  m(x,y)-mn(y,t) olur.
n(%nt) = wlx, t +{;) dir. 1+t = oldufundan w(y,t)e O, dir. O halde O

invaryanttir,
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Tanim 4.1.17: v(x) yoringesi kompakt bir kiimenin altkimesi ise yani H(x)
kompakt ise n(x,t) hareketi kompaktir denir. H*(x) kompakt ise w(xt) ye
pozitif kompakt ve H(x) kompakt ise n(x,t) ye negatif kompakiir denir.

Teorem 4.1.18: n(x,t) pozitif kompakt olsun. o-limit kiimesi olan €y bostan

farkhidir,kompaktir ve invaryanttr. Béylece VyeQyigin Iy= R dir. Ayrica Oy
baglantihidir,

Ispat: Qy in invaryant oldudunu biliyoruz. Eder n(x,t) pozitif kompakt ise
HE)cX kompaktir. r=0 icin H(% (x, 1)) cH'(x) oldudundan H'(x (x,r)) = X
kompaktir. { H(x,r) } kimeler ailesi azalan ve bostan farkli azalan kompakt
ailenin arakesiti bostan farkh ve kompakt oldugundan, Q bostan farkiidir ve
kompaktir.Eger yeQ, ise Vtely igin =n(y,t)cQy dir. Boylece Iy nin

raksimalliginden I, = R olur.

Simdi Oy baglantili olmasin. Bu durumda bostan farkh,ayrik ve agcik Ave B
kimeleri vardir 3 Qx cAUB olur. Aynica {tp} ve {s,} aglar bulabiliriz dyle ki;
O<sgy<ty< ... <sp<th<8p1 < ..., Sp> 0, > w
(X, sn)e A ve n(x, th)e B olur. w(x[snty] ) baglantli oldugundan bir
tn €[snta] vardir s n(x, th )¢ AUB olur. n(x, t) nin kompakthgindan {x(x, )}
adl n(x, t) — y olacak sekilde yakinsak bir alt ag vardir. Limit nokias! olan
y , X\ (AUB) kapali kimesinde bulunur ve t, — oo igin yeQy olur. Bu bir
celiskidir. O halde Qy baglantihdir.

- Teorem 4.1.19: n, X Uzerinde bir dinamik sistem olsun. © pozitif kompakt ise
LB bostan farkhdir.

Tanim 4.1.20: VieR icin n{xt) = x ise xeX nokiasina kararsizhk

(rest,equilibrium point) noktas! denir.
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Tanim 4.1.21: VteR ve xeX igin =n(xt+s) = n(xt) ise x noktasina
periyodik nokta denir. Ayrica n ye periyodik hareket ve seR ye de periyot
denir.

Eder bazi r>0 igin  w(xr) = x ve Vte(tr) icin w(x,r) = x ise

{n (x.t) : 0 <t <r} harekstine periyodik yéringe denir.

Teorem 4.1.22: (X,d) metrik uzay ve xeX olsun. Agsagidakiler vardir:

(i) Eger her 8 > 0 icin " (%) < B(y,3) olacak sekilde xe B(y,8) varsa yeX
karasizlik noktasidir.

(ii) Eger {m a(xt) =y ise yeX kararsizlik noktasidir[12].
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4.2.8trekli Fonksiyonlar Uzayi ve Dinamik Sistem

C =C(RR"Y Rden R"ye tanimh sirekli fonksiyonlarin uzayi olsun. C,
kompakt kiimeler Uzerinde dizgin yakinsaklik topolojisine sahip olsun. Yani
her Ko R kompakt olmak Gzere {fik} kisitlamalar dizisi flx ya dizgin

yakinsiyorken C deki {fi} dizisi f ye yakinsasin.

Simdi bu topolojinin metriklenebilir oldugunu gésterelim. I = [-n,n] ve R"
Uzerindeki norm | .| ile gosterilsin. f,geC -iken;

on(f,g) =sup{ | f(8) —g (6) | : Oe In}

pn(f,g)=min{ 1, on(f,g) }

p (.93, 2" (1)
seklinde tammilayahm. iddia ediyoruz ki p C Uzerinde bir metriktir ve
pff) > 0 o {fid > f dir. Once o, in yar metrik oldugunu gbésterelim.
vf,g,heC icin,

(i) on(f, g} = on(g.f)

(iiyon(f,f) =0

(it} on(f,g) < onlf,h) + on(h,g)
olur. Benzer sekilde p, ayni sartlari saglar. Ayrica o, ve pn denktirler. Bu
durumda C deki her {fi} dizisi ve f fonksiyonu igin,

pn (fi,f) = 0 < op(f,f) > 0

olur. | pna(f,g) ] <1 oldugundan VvfgeC igin p nun tamminda bulunan seri
mutlak yakinsaktir. Yukandaki G¢ sarti p nun sagladigini gérmek kolaydir.

p(f,g)=0 ise f=g oldufunu gosterelim.
vnelN icin p(f,g) =0 <« pn(f,g) = 0 olmasidir. Béylece her I, araligl icin
f(B6) = g(6) olur. U In = R oldugundan f =g olur. Dolayisiyla p, C

{izerinde bir metrik olur. Simdi p tarafindan Uretilen topolojinin, kompaki

kimeler Uzerindeki dizgin yakinsakhk topolojisi ile aymi  oldudunu



37

gosterelim. Ko R kompakt olsun. Dolayisiyla bazi n dogal sayilari icin Kcl,
olur. Eder p(fi,f) — 0 ise px(fi,f) — O dir. Yani o, (fi,f) = 0 dir. Bdylece

fk — f yakinsakhig I, ve K kimeleri Gzerinde dizglndur.

Dider taraftan kompakt kimeler Uzerinde {fi}, f ye dlzgun yakinsak olsun.

g >0 verilsin. 22“"5 g olacak gsekilde bir ng secelim. {fi} kompakt

n=ng +1
kOmeler Uzerinde dizgun olarak f ye yakinsadigindan, |, Gzerinde de

duzgun yakinsar. Boylece, kxko oldugunda, oi(fif) , ..., o, (if) yan
metrikleri kiiglk olacak gekilde bir ko sayisi bulunabilir.i 27on (fi,f) < e

n=1

olacak gekilde ko sayisini segelim. k = kg iken,
pEH<Y 27pn(fh+ S2"<2  olur.
n=1 n=ngy+1

Simdi n: CxR — C ddnlstimund, =(ft) =% ve () =f(t+0) olacak sekilde
tanimlayahm.

Teorem 4.2.1: x(f,t) =k dontsuiml C(R,R") lzerinde slrekli bir dinamik

sistem (flow) tanimlar.

Ispat: (i) VfeC(R,R") icin n(f,0)=f olur.

(i) vieC(R,R"), Vi,8eR icin;
7t (1 (£1),8) = n(f,8) = fius = w(f,1+8)
olur.

(iii) Simdi 7 nin stirekli oldugunu gosterelim. {f*} , limiti ¥ olan C de
bir dizi ve {ou} limiti O olan R de bir dizi olsun. Herhangi bir teR icin,
n( 9 t+ay) —» n(ft) oldugunu géstermek istiyoruz. oud < 1 kabulit genelligi
bozmaz. Ko R kompakt ve Ki={8+a : 6eK, |[a|<1} kompakt olsun. teR

sabit tutulsun ve ¢ >0 verilsin. Ny indeksini, '« K, k>l iken
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[ £%9%6) - £(0’) | <& olacak sekilde segelim. § > 0 sayisini, f nin K da diizgiin
yakinsamasini kullanarak, 6K, |a] <8 iken | fi(6+a) - fi(8) | <e olacak
sekilde secgelim. Ny indisini k> Nz iken Jox| <& olacak sekilde secelim.
N >Ny ve N>N; olacak sekilde bir N indisi segelim. Dolayisiyla, K> N ve
0K igin; | %0 +ox) - f(0) | < | K6 +ow) - fi(O+au) | + | fi(@+ou) - f(6) | < 2¢
olur. O halde = sUreklidir. Yukaridaki sekilde tanimlanan dinamik sistem
Bebutov dinamik sistemi olarak da bilinir.

Teorem 4.2.2: Bebutov dinamik sisteminde fi kompaktir & f fonksiyonu

sinirhidir ve R de diizgin streklidir.

ispat: Bu teoremin ispati icin Ascoli teoreminden faydalanalim:
AcC sarth kompakiir <

(i) A sinirlidir yani her bir 8eR bir KcR” kompakt alt kiimesi var 3
vieA igin f(0)eK

(i) A es sureklidir yani v8eR ve Ve >0 icin bir 8=3 (¢,0) vardir 3
VieA igin |0 -0 <8 iken |f(B) -f(0') | <e dur.

Simdi teoremi ispat edelim. f; nin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart,
v(f) nin sarth kompéki olmasidir. Kabul edelim ki fi kompakt olsun.
Dolayisiyla y(f) siirhdir yani 6 =0 icin bir B sayisi vardir s VteR igin

| f:(O) | = | f{t) | < B olur. Boylece f sinirhdir. 8o=0 icin y(f) es sGrekli
oldugundan Vv &> 0 igin bir & =8 (g) > 0 sayisi vardir > VteR igin [0]<8
iken | f(0) - f(0) | = | f(t) — f(1+0) | < e olur. Béylece f duzgun slreklidir.

Kabul edelim ki f sinirh ve dizgin sirekli olsun. y(f) nin swurll oldugu
aciktir. Eger 8(g) , f nin sOreklilidi icin gerekli ise VieRigin |9-0]<8 iken;
| f:(0) — fi(0') | = | f(1+0) — f(1+6") | <& olur. Yani y(f) es streklidir.
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Teorem 4.2.3: f; pozitif kompakitir < f sinirhdir ve R* (izerinde diizgiin

streklidir.

Ornek 4.2.4: f(6) = e® olsun. f pozitif kompakttirve Q;={0} olup O sifir
fonksiyonunu gostermektedir.

Ornek 4.2.4: f(8) = e olsun. Bu durumda  kompaktve = A;={0}

olur.

Omek 4.2.5: f(0) = sin® olsun.Yine f;, kompakt ve Q=A;={fs: 0<s <2x}
olur.

Ornek 4.2.6: f(8) = sin6® olsun. Bu durumda f sinirlidir fakat dizgiin sirekli

degildir. Ayrica O ve As bos kimedir.
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5.0TONOM OLMAYAN DIFERENSIVEL DENKLEMLER VE TOPOLOJIK
DINAMIKLER

5.1.Temel Kurutus, Kuvvetli Topolojiler ve Topoleojik Dinamikier
A Temel Kurulug

Tanim 5.1.1: R” Oklidyen n-uzay, WcR" agik alt kiime olsun. R" Gzerindeki
norm |x| ile gosterilsin. f: WxR — R" fonksiyonu agagidaki sartlar sa§larsa
uyumiu{admissile) fonksiyon olarak adiandirilir:

(iYf strekli ve

(i1) %? = f(x,t) diferensiyel denkleminin ¢dzOmleri biriciktir.

Uyar: (ii) sartindan verilen herhangi (xo,fo)e WxR noktas: igin ¢(lo) = xo
sartinl saglayan kesinlikle bir ¢cézam vardir.

Tamim 5.1.2: WcR” agik alt kime, f : WxR — R” olsun. %% = (1)
difersnsiyel denkleminin ¢dzimleri VieR igin slrekli ise f ye global varlik

6zelligini saghiyor denir.

Bu boélimde global varhk ozelligini sadlayan uyumlu { fonksiyonlar: ile
ilgilenecegiz.

Tanim 5.1.3: WcR" acik alt kime, f: WxR — R" olsun. f nin &telemeler

uzayl JI={f: f(xt) =f(x r+t), reR } ile tanimlanir,

Teorem 5.1.4: C=C (WxR,R" = {f]f: WxR — R" strekli } olmak Gizere feC

uyumiu ise VreR igin f{xt) = f(x,r+t) fonksiyonlari da uyumlu olur.
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Ayrica f global varlik ézelligini sagliyorsa VreR igin f; fonksiyoniar da

global varlik 6zelligini saglar.

Teorem 5.1.5: feC (WxR,R") olsun. R — 3, t — f; dénlisimi I Uzerindeki
kompakt acik topolojiye gére streklidir.

fspat: 3 = {fs: seR } olsun. Bu durumda JcC dir. (sp)aen © R bir dizi ve
s, —> s olsun. Her (xt)eWxR icin f sCrekli oldugundan,

f, (x1) = T(Xx, sptt) — f(x,s+t) = fs(x,1)
olur. f, WxR de slrekli oldugundan bu soreklilik WxR deki kompakt
kimelerde dUzgndur. Dolayisiyla yukandaki yakinsaklik WxR deki kompakt
kimelerde duzgindir. Yani (f, ) dizisi C (zerindeki kompakt agik

topolojiye gore fye yakinsar. O halde t — f; donligimu streklidir.

Tarim 5.1.6: C = C (WxR,R") Uzerindeki kompaki-acik topolojiyi Oreten p

metrigine C veya J Gizerinde temel(basic) metrik denir.

Teorem 5.1.7: WcR" acik alt kime, f: WxR — R" olsun. n*: CxR — C ,
n*(f,8) = T ile tanimli =*dénustmi C = C (WxR,R") zerinde bir dinamik
sistem tanimlar. Burada C Uzerinde kompaki-agik topoloji vardir. Her bir
JI={fs:secR}, n* in ydringesidir.

Teorem 5.1.8: WCR" agik alt kime, feC (WxR,R") global varlik ézelligini
saflayan uyumlu fonksiyon ve p I Uzerindeki temel metrik olsun. Bu
durumda X = Wx3 olmak (izere,

. AxR-—>X

(X, f;8) >, f;8)=((x,f;s), ) .. (1)
fle tarumlanan 7 donusimi X = WxJ  Ozerinde bir dinamik sistemdir.
Burada ¢(x, f:s) , X =f(xt) diferensiyel denkleminin §(x, f; 0) = x sartini

sadlayan ¢ézimodor,
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ispat: feC (WxR,R") global varlik 6zelligini sadlayan uyumlu forksiyon olsun.
p, 3 Uzerindeki temel metrik olmak Uzere,

d: XxX = R, d((xf),(X f)) = [x = X| + p(f.f) metrigini tanimlayahm.
Gergekten (X,d) metrik uzaydir. Simdi = nin X Uzerinde bir dinamik sistem
oldugunu gbsterelim.

() =(x, £,0) = (¢(x.F;0),f0 ) = (x/f)

(ii) (x,FleX ve s,reR olsun. ¢(t) = ¢(x,f;t) ve y(t) = ¢( ¢(s),fs,t)
olsun. Burada ¢(t) , ¥ = f(x,t) denkleminin ¢(0) = x sartini saglayan
¢cOzuUmudur. ’

w(0) = o((s).f5,0 ) = ¢(s) = d(x.f;s) olup y(t),

X =fs(xt) = f(x,s+t) ... (2)
denkleminin ¢cdzimudor,

Ayrica E(t) = ¢(t+s) , (2) denkleminin ¢cézim{ olup,
£(0) = ¢(s) = ¢(x.f;s) dir.

Cozumlerin tekliginden VteR igin wy(t) = ¢(t+s) saglanir. Buradan,

(X 58 )ir) == §(s).fsir)

= (0 d(s).fsir )ifsar)
= (w(r), fser)
o = (p(rts)  far)
= 7 X,f;s+r)
elde edilir.

© nin sbrekliligini gostermek icin Kamke’'nin teoremini kullanacagiz.

Teorem 5.1.9(Kamke):

(i) { 9n hen € C(WXR,R" bir dizi , gn — g ve bu yakinsaklk C Gzerindeki
kompakt-acik topolojiye olsun. neN icin ¢n, X = gn(x,t) denkleminin ¢ézimi
ve  ¢n(0) — XoeW  olsun. Bu durumda { én len  dizisinin

X = g(xt) denkleminin ¢ ¢dzUmUne yakinsayan bir alt dizisi vardir.
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¢(0) = xo olup yakinsaklik ¢ nin tamim araliindaki kompakt kiimelerde
dizgindar.
(ii) Ayrica eger X = g(x,t) denkleminin ¢dzUmleri biricik ise ¢, — ¢ dir.

Yakinsaklik ¢ nin tanim araligindaki kompakt kiimelerde dizgundr.

Simdi = nin strekli oldugunu gésterelim: {(Xn, f; Jen © X =Wx3 bir dizi ve {
th hen© R, (X0, €5 ) = (X,fs) ve th —t olsun. ¢n(t) = ¢ xn, T, 5t) ve &(t) = ¢

X,fs;t) olsun.

Kompakt-agik topolojiye gore f, — fs, X' = f5(x,t) nin goztmleri biricik ve

dn(0) = Xp — x = ¢(0) oldugundan ¢, — ¢ olur (yakinsakhk R deki kompakt
kimelerde dlzgundur). Ayrica t, — t oldugundan ¢q(tn) — ¢(t) olur. Bu

durumda;
TC( Xn, fsn !tn ) = ((!)n(tn), fann ) -> ( d)(t) 1 fs“‘t) = TC( X:fs;t )

olup = sureklidir (metrik uzaylarda dizisel sureklilik = streklilik).
B.Kuvvetli Topolagjiler

C Uzerindeki, genel olarak C nin alt k’i]fne|eri Ozerindeki kompakt-agik
topolojiden daha kuvvetli olan topolojilerle ilgilenecegiz.

Tanim 56.1.10: C'c C olsun. Eder her {fj}cC’ ve feC icin p(f,,f) - 0O
olmasi, kompakt-acik topolojiye goére f, — f olmasina denk ise C’

Uzerindeki p metrigi, temel metrikten daha kuvvetlidir denir.

Teorem 5.1.11: WcR" acik alt kiime , feC(WxR,R") global varlik 6zelliini
saglayan uyumlu bir fonksiyon ve p’, I Uzerinde temel metrikten daha
kuvvetli bir metrik olsun. Eder,

IR = F, (1) = f
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déntsimi p metrigine goére sirekli ise X = WxR olmak Uzere, (1) ile
tanimlanan = déniisim,

d : XxX — R, d(().0,F) = )= x|+ p (F.f)
iken X Uzerinde bir dinamik sistem tarmmlar.

C. T nin Kabugu

7 doéndsiminin topolojik dinamik ozelliklerini kullanarak X' = f(x1)
denkleminin ¢bzUmleri hakkinda bilgi elde etmek istiyoruz. Fakat bu noktada
teorik olarak hala bir kusur vardir. Topolojik dinamiklerin bir ¢gok sonuct,
taban uzayi olan X in tam veya bir tam metrik uzaya homeomorfik olmasina
dayanir. Genel olarak (3J,p) fonksiyon uzayi icin  bu dogru degildir ve
dolayisiyla (X,d) igin de dogru dedildir.

Kompakt agik topolojide S uzayr C = C(WxR,R") zerindeki = (f t)=F
dinamik sisteminin invaryant kimesidir. (C,p) tam metrik uzay iken C
Uzerindeki kompakt-acik topoloji p metridi ile Oretilir. Bu topolojiye gore

3= 3 alinirsa 3., . p metrigine gére tamdir, Feo kiimesine f nin kabugu

denir.

Dogal olarak Wx3 Gzerindeki = dinamik sistemi Wx3J), Gzerine

genisletilebilir mi, sorusu sorulabilir. Bunu yapabilmek icin ele alacagimiz
denklem Gzerinde bir takim kabiller yapmaliyiz.

Bunu yapmadan once X = f(xt) denkleminin davramislar (zerinde
calisacagiz. f uyumlu fakat global varlik ézelligini saglamayan bir fonksiyon
olsun. Oncelikle lokal dinamik sistem kavramini verecegiz. Genislerne

{izerinde daha sonra duracadiz.
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5.2.Uyumiu Diferensiyel Denklemler
A. Lokal Dinamik Sistem

Lokal dinamik sistem kavrami, dinamik sistemden =(x,t) hareketinin her teR

icin tanimli olmamasi ile ayrilir. Daha énce bu kavrami vermisgtik.

fe C(WxR,R") uyumliu fonksiyon ve I, f nin Gtelemeler uzayi olsun.

p = (x,0)eX =Wx3 ve ;=Iyg , X = g(x,t) denkleminin ¢(x,g,0) = x sartini

saglayan ¢(x,g,t) ¢dzUminin en genig tanim araligi olsun. I,= R veya

t— olp iken ¢(x,g,t) > o olsun. F = { (x,g;t)=(p;t)eXxR : tely } olsun.
n:F—->X

(x,g:t) > n(x,g:t) = ($(x,9,8),9s ) ... (3)
olarak tanimiansin.

Tanim 5.2.1: (X,d) bir metrik uzay ve 1= (a,f)cR olsun. ¢:1—> X,
“t— 0ol iken ¢(t) > o “ ifadesi sdyle tanimlanir :

(HT=R yani o #-0 veya Bz dur.

(iNEger a = -0 (veya Bzx) ise VKo X kompakt kimesi i¢in bir
TeR var,a<T<f 3 a<t<T icin ¢(t)eX\K(veya T<i<f) olur.

Teorem 5.2.2: feC(WxR,R") ve (J,p) metrik uzay olsun. Bu durumda (3)
ile tanimianan = dénlUstmi X = WxJ  Uzerinde bir lokal dinamik sistem

fanimlar.

Teorem 5.2.3: feC(WxR,R") uyumlu fonksiyon ve p , 3 (zerinde uyumlu
metrik olsun. Bu durumda (3) ile tamimlanan n déntsimi X = Wx3
Uzerinde bir lokal dinamik sistem tanimlar. Burada X = Wx3J  Uzerindeki d
metrigi, .

d: XxX — R, d(0D,0X,F) = [x = x| + p(f.)
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ile tanimlanir.

B.Kabuk

Daha 6nce WxS Uzerindeki dinamik sistemin Wx 3, Uzerine geniglemesi

Uzerinde durmustuk. Bu durumun lokal dinamik sistem igin sorulmasi

dogaldir.

feC(WxR,R" uyumlu fonksiyon olsun.” 3 6telemeler uzayini Gzerindeki

kompakt-agik topolojiyle birlikte dustnelim. 3, = 3 f nin kabugu
olsun(kapanis iglemi kompakt-acgik topolojiye géredir). (*) ile tanimlanan
Wx3J Uzerindeki n lokal dinamik sisteminin Wx S, Uzerine lokal dinamik

sistem olarak genisletilebilmesi icin f (zerindeki sartlari arayacagiz. ik énce
n nin 3 (Uzerine projeksiyonuna bakacadiz. Bunu konunun basinda

yapmistik.

Teorem 5.2.4: feC ve I, , f nin kompakt-agik topolojiye kabudu olsun.

n (f 1) = fi dénlgtma 3., Uzerinde bir dinamik sistem tanimlar ve bu 3

¢o

Ozerindeki dinamik éistemin genislemesidir. Béylece S, bir tam metrik

co

uzaya homeomorfiktir.

ispat: 7 (f,t) = f1 dénUstiminun I, Gzerinde bir dinamik sistem oldugu
daha oncekine benzer sekilde gdsterilebilir. Ayrica invaryant bir kimenin
kapanisi da invaryanttir. C nin C* tam metrik uzayina homeomorf oldugunu

biliyoruz. C* uzayinin kapali her alt uzay: da tam oldugundan 3. da tam

[229]

metrik uzaya homeomorftur.

~

3 Ozerindeki p uyumlu metrigi temel metrikten daha kuvvelli ise durum

basit degildir. Bu gicligi bir 6rnekie géstermeye caligalim.
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Ornek 5.2.5:
0 ;o dk<t<dk+2 , k=01,...

FR-R, ﬂt)z{(kﬂ)“‘sinzﬂ(kﬂ)t . Ak+2<t<4k+4 | k=01,
olmak zere X =f(t) diferensiye! denklemini ele alalim. feC! ve IcG! dir.
C' tizerinde, p C(R,R) Uzerinde temel metrik olmak izere;

d(f.g) = p(f.g) + sup{ | F(t) - g'(t) | : Osi<1 }
metrigini tarimlayalim. Bu durumda agagdidakiler gecerlidir :
(i)t — f ddnOsiMU d metrigine gore streklidir,
(i) E§er g=0 ise k> iken d(fa, g)—>0dr.
(iii) d( faes, 93 ) = p(fae3, @3 ) + 2 — 21 (K —0).

Diger bir deyigle, = (f t) = fy dénisumi C' Gzerinde sirekli degilse,
verilen metrige gére, ozellikle S Uzerinde strekli degildir. Kapanis islemi
C' tzerinde d tarafindan Uretilmig topolojiye goredir.

Tanim 5.26: < C ve N oOtelems invaryant yani geR ise VseR icin
gseR olsun. Asadidaki sartlar sadlanirsa p metrijine R ye uyumludur
denir:

(i) p , temel metrikien daha kuvvetlidir,

(i) ©'(g,t) = g doNiSUME R Uzerinde bir dinamik sistem tanimlar,

Eder feR ise 3N olup p I de uyumludur. Bu durumda (R,p) ya
gére fnin kabudu I nin kapanisina esittir. Bunu S ile gdsterecegiz. Fakat

p temel metrik ise R = C olur ve kabuk I, ile gdsterilir. E§er uyumiu

o

metrik temel metrikten daha kuvvetli ise 3 < 37, olur.

Teorem 52.7: feC ve I fnin (R,p) ya gore kabudu olsun. Bu durumda
m(f 1) =y dénlgimi I Gzerinde bir dinamik sistem tanimlar. Ayrica (91,p)

tam metrik uzay ise (3 ,p) uzayi da tamdir.
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Teorem 5.2.8: fe C(WxR,R") uyumlu fonksiyon, 3 f nin telemeler uzayi ve

p I Uzerindeki temel metrik olsun. I , f nin kompakt acik topolojiye gore

kabugu olsun. Kabugun her f elemani uyumlu ise (3) ile tanimlanan Wx3J
Uzerindeki = lokal dinamik sistemi Wx 3., uzayina genisletilebilir. Bu

genisleme (3) ile verilir.

ispat: Teorem5.1.8 ve Teorem5.1.9 yardimiyla ispat yapilir. Eger kabuktaki
her f uyumluise = genislemesi (3) ile verilir. x déntstmi lokal dinamik

sistem sartlarin sagdlar. = nin strekliligi icin Kamke’'nin lemmasi kulianihr.

Teorem 5.2.9: Rc C(WxR,R™) , R oteleme invaryant kime ve p R
Uzerindeki uyumlu metrik olsun. 3 ve I sirasiyla (R ,p) ya gére f nin
ételemeler uzayi ve kabugu olsun. Eger her f uyumlu ise Wx3 Uzerindeki
(3) ile tanimlanan = lokal dinamik sistemi , Wx3 Uzerine genisletilebilir. Bu

genisleme (3) ile verilir.

Tanim 5.2.10: fe C(WxR,R") uyumlu fonksiyon ve S, f nin kompakt agik
topolojiye gore kabugu olsun. Eger Vfe 3. uyumluise fye regilerdir(veya
3., -regllerdir) denir. Benzer sekilde I daki her fonksiyon uyumlu ise f ye

3 -regulerdir denir.

Teorem 5.2.11: fe C(WxR,R") ve f 3. -regiler olsun. Bu durumda eger 3’

f nin herhangi bir kabugu ise f 3 -regtilerdir.

Ispat: 3’ 3., olmasindan agiktir.

Teoremb5.2.10-5.2.11 asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:
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Teorem 5.2.12: fe C(WxR,R" ,3" f nin herhangi bir kabugu ve f 3 -regller
olsun. Wx3 Uzerindeki (*) ile tamimlanan = lokal dinamik sistemi, Wx3J'

{1zerine genigletilebilir. Bu genigleme (3) ile verilir.

Eger feC(WxRR" ve I f nin herhangi bir kabugu ise " daki her
fonksiyon streklidir. Béylece f I -regilerdir < Kabuktaki diferensiyel
denklem teklik sartini sadlar. Bu denklem feI olmak Gzere x = f(xt)

bicimindedir.

Teorem 5.2.13: feC(WxR,R") ve f xe gbre lokal Lipschitz gartini saglasin.
Lipschitz sabiti t den badimsiz olsun. Bu durumda f regulerdir.
Not: KcW kompakt, keR™ 3 x,yeK, teR ig¢in

| fx,t) —f(y,t) | <k | x~y| oluyorsa f Lipéchitz sartini sagliyor denir.

Ispat: p, C = C(WxR,R") Uzerindeki temel metrik olsun. 3 f nin ételemeler

uzayl, I, fnin C Uzerindeki kompakt acik topolojiye gére kabugu olsun.
3., daki her f fonksiyonunun f gibi Lipschitz sartini sagladigini

gosterecegiz. Bu x = f(xt) denkleminin ¢ézumlerinin biricik, dolayisiyla f
nin reguler oldugunu verecektir.

KcW kompakt, seR oimak Uzere fs f nin herhangi bir 6telemesi olsun. Bu
durumda vx,yeK ve VteR icin 3keR” var 3
| fs(x,1) — fs(y.1) | = | fx,t48) — fly,t+s) | <k | x —y | dir. Diger bir deyisle fnin

her Gtelemesi Lipschitz sartint saglar.

fe 3, olsun. Budurumda Ve>0 igin bir f. 6telemesivar > p(f fs)<e olur.

Ic R kompakt olsun. Dolayisiyla M = KxI ¢ WxR kompakt olur. p metrigdi
kompakt kimeler Gzerinde dizgin yakinsaklhk topolojisini Urettiginden (bu
topoloji C Gzerindeki kompakt agik topoloji ile aynidir) negatif olmayan 1(M;g)

fonksiyonu var 3> & — 0 iken (M) —0 olur. Ayrica geC ve p(f,g)<e
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iken sup{ | f(x,s) — g'(xs) | : (x,8)eM }< I(Me) olur (1 fonksiyonu fla
baghidir). (x),(y.)eM igin eger p(f fo)<e ise
11 (xt) — Py, t) | < 1t — (et |+ HH0ut) - Foly, ) |+ [ slyt) - (y.H |
<2 {Mie) +k|x—y]|
olur.€ —> 0 iken
|t =Py <k [x-y]
elde edilir. I ¢ R keyfi oldugundan bu durum VteR igin dogrudur.

Teorem 5.2.11 ve Teorem 5.2.12 nin sonucu olarak su teorem elde edilir:

Teorem 5.2.14: feC(WxR,R") ve f x e gore lokal Lipschitz sartini saglasin
ve Lipschitz sabiti t den bagimsiz olsun. Eger I f nin herhangi bir kabugu
ise f I-regllerdir.

X |1/2 ) | X IZ ev2t

e»t

Ornek 5.2.15:f: RxR —» R, f(x,t) = ‘
, Ixjce™®

olmak tzere x = f(xt) denklemini ele alalim. Bu denklemin ¢odzumleri
biriciktir fakat f(x.t) = [x|"?€3 co uyumiu degildir.

2 xke!

Ornek 5.2.16: F- RxR —> R, f(x,1) = 1
e? | |x|>¢

diferensiyel denklemini alalim.  Bu denklemin ¢dzumleri  biriciktir.

If(x,t)] < e'jx|+e* oldugundan f global varlik ézelligini saglar. Fakat, f(x,t) = x*

fonksiyonu 3., da olup global varlik dzelligini saglamaz.

5.3. % Uzerindeki Topolojiler

Bu kissmda C = C(WxR,R") veya C nin alt kimeleri Uzerindeki topolojileri
tartisacagiz. Birincisi kompakt-agik topolojidir. Burada bu topolaji igin nasi! bir

metrik kuracagimizi verecegiz. ikincisi Bohr metrik tarafindan Gretilen Bohr
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topolojidir. Bu topoloji adi diferensiyel denklemlerin teorisi igin ¢cok énemlidir.
Bu topolojiye gére uygunluk ve regilerligi tartisacadiz. Son olarak dizgin
topolojiyi ve C'-topolojiyi verecegiz.

A. Kompakt-Agik Topoloji :

C(WxR,R") Uzerindeki kompakt-acik topoloji igin bir metrik séyle kurulur:

{ Kn } c« WxR kompakt kiimelerin bir dizisi éyle ki WxR = UK,, olsun. Her

n=1
bir n icin C(WxR,R") Uzerinde bir yari metrik séyle kurulur:
1 T=glln = sup{] f(x,t) — g(x,t) | : (x,t)eKa}

”f—g“n

el = 4 =,

o) = k}iz*"pn(f,g) (4

p metrigi { K,} dizisinin secimine baglh olup bununla birlikte kompakt

komelerin herhangi bir dizisi denk metrigi Gretir.

Eder Ko Knet, N=1,2,... ise C(WxR,R") uzayi (4) ile verilen metrige gore
tamdir.

B. Bohr Topoloji

Sinirh ve sirekli fonksiyonlar uzayini B = B(WxR,R") ile gosterelim. Yani,
BWxRRM = {f|f: WxR - R" , YMcW kompakt kiimesi icin 3k=0 var 3
xeMteR iken | f(x1) [<k } dir. Simdi B(WxR,R") Uzerinde Bohr metrigini

tanimlayacagiz. { M, }o W kompakt kimeler dizisi 3 W = UMn olsun. Her
n=1

bir n igin B(WxR,R") Gzerinde bir yari metridi séyle kurabiliriz:
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| g llne = sup{ | f(x,t) = g(x,t}) | : xeMy ,teR }

I -9l

S T

b{f,g) = 22“"bn(f,g) .. (85) ile tammianan metrige Bohr metrigdi denir.

k=1
Ayrica bu metrige denk olan herhangi bir metrik de Bohr metrigi olarak
adlandirilir.

EGer MicMn , n = 1,2,... ise B(WxRR") (5) ile verilen metrife gore
tamdir. Bohr metrigi tarafindan Gretilen topolojiye Bohr topoloji denir.

Simdi asafidaki soruyu g6z 6nunde bulundurahm: feB(WxR,RY |
3 B(WxR,R") otelemeler uzay! olsun. Acaba b metri§i I ile uyumlu
mudur? Ya da denk olarak (f,t) — fi donlUsimi Bohr metrigine gére surekli

midir? Cevabimiz f(x,t) nin dizgin strekli olmasi halinde olumludur.

Teorem 5.3.1: fe B(WxR,R") olsun. b Bohr metri§i 3 6telemeler uzayina
uyumludur < f asagidaki sarti saglarsa:
(U) YMcW  kompakt kimesi ve Ve>0 igin 3d>0 var 3 |s|<d iken-

(x,t)eMxR olmak Uzere | f(x,t) — f(x,t+s) | < e dur.

ispat: { " }c B(WxR,R") olsun. M « W kompakt olmak tizere

s f o fU(x t) f(x,t) ye MxR de dizgiin yakinsamasidir.

vteR igin b(f,g) = b(f,g) oldugundan (5) ile verilen b metridi 6teleme
invaryanttir. Boylece b 3 ile uyumludur <> t = O nokiasinda t — f;
dénisumi b ye gbre sureklidir. (U) sarti suna denktir: {s)}cR , s, — 0 ise

f, (x1), f(xt) ye her MxR kuUmesimde dizgun yakinsaktir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.
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MNot: (U) ozelli@i sunu gosterir: VxeM icin f(x,t) t ye gbre dizgun streklidir.
Bunun tersinin dodru olmadi§ina dair érnek verilebilir. Fakat her iki durumda

da duzgtin soreklilik (U) sartini gésterir.

Teorem 5.3.2: feB(WxR,R") ve McW kompakt olmak Gzere f(x,t) her
MxR kimesinde duzgln suUrekli olsun. Bu durumda b Bohr metrigi

Otelemeler uzayi ile uyumludur.

Teorem 5.3.3: By = { feB(WxR,R") : f ,-(U) sartini sadlasin } olsun. Bu
durumda = (ft) = f doénistmi Bu(WxR,R™ Uzerinde bir dinamik sistem

tanimiar.

ispat: By 6teleme invaryant oldugundan sadece n dénustminin ByxR
Uzerinde sOrekli oldugunu géstermemiz yeterlidir.

{7 }c By, {sn}cR , ¥ - f ve s, > s olsun. (5) ile verilen Bohr
metrigi 6teleme invaryanttir. Dolayisiyla,

b(f®, o) = b(f™, £, ) <b(E®, f) +b(f, T, )

olup ispat taramlanmis olur.

Simdi By daki uyumlu fonksiyonlar icin regilerlik durumuna bakalim. feBy

ise f nin Bohr-kabugu, J nin Bohr topolojiye gére kapanisidir. Bunu I, ile
gosterecefiz. I, 3, dir. f, 3, -regiler ise f ye Bohrregilerdir denir.

fnin I, -regller olmasi 3, daki her fonksiyonun uyumiu olmasi demektir.
C. DlzglUn(Uniform) Topoloji:

BC(WxRR™ ={f|f: WxR — R" sinirli ve stirekli } olsun. vf,geBC ig¢in,
po(f.g) = 1 f—gll==sup{ | fO ) — g(xt) | (x.)eWxR } metrigini tanumlayalim.
Bu durumda = (ft) = f dénusimi By ~ BC Uzernde bir dinamik sistem

tenimlar. Eger W = R" ise feBC(R"XR,R") olmak Gzere her x = f(x1t)
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diferensiyel denklemi global varlik 6zelligini saglar. Boylece eger,
feBC(WxR,R") uyumlu ise (5) ile verilen lokal dinamik sistem, dinamik

sistem olur.
D. C'-Topoloji:

c' = CYYWxRR" = {f]|f, —g— : WxR — R" sirekli } olsun. p C Uzerindeki
O

i

temel metrik olmak Gzere, C' Gzerindeki metrigi Vf,geC' igin,
p(f.g) = p(f,g) + p(D,f,D,g) + ... + o(D, f,D, g) ... (6) ile tammlayahm.

Burada, D, f= -2 dir.
i 8X

I

Teorem 5.3.4: n'(ft) = f; ile tanimlanan dénisim C' Uzerinde bir dinamik

sistemdir. Burada C' Uzerindeki topolcji *(6) ile tanimlanan p metrigi

A

tarafindan Uretilen topolojidir. Eger (C,p) tam ise (C' p) da tamdur.

A

Bylece VfeC' uyumludur. Dolayistyla eger (C', p) ya gére f nin kabugu
3., ile gosterilirse f, ¥, -reglerdir.

U

54.3ve 3 Uzerindeki Topolojik Dinamikler

x' = f(x,t) denkleminin topolojik dinamik davraniglanini incelemeden 6nce 3
veya I Uzerindeki davraniglarini géz éniinde bulunduracagiz. Oncelikle 3
Gzerindeki kompakt-acik topoloji ile ilgilenecegiz. Bununla birlikte Bohr

topoloji ve C'-topoloji arasindaki baglantiya da bakacagiz.

@z opcC(WxR,R")  oteleme invaryant alt kime ve p uyumlu metrik

yani 7 (f,t) = déniustml (g ,p) Uzerinde bir dinamik sistem tanimlasin.
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Teorem 5.4.1:
(Yfep = icin bir sabit noktadir < f otonom fonksiyondur.

(i) © (f,t) hareketi periyodiktir < f(x,t) tye gére periyodiktir.

= C ve p temel metrik olsun. Bu durumda = (ft) ne zaman pozitif
kompakttir veya kompakttir sorusunu sorariz. Yani ne zaman vy (f) veya y(f)
C de relatif kompakitir.

Teorem 5.4.2:

(i) 7 (f,t) hareketi kompakt (C Uzerindeki kompakt-acik topolojiye gére) < f
sinirh ve McW kompakt olmak Uzere her MxR igin diizgin streklidir.

(i) = (f,t) hareketi kompakt (C Uzerindeki kompakt-acik topolojiye gére) < f

sinirl ve McW kompakt olmak Gzere her MxR” igin diizgin streklidir.

fspat: X ve Y ayrilabilir iki metrik uzay olsun. Ascoli teoremine goére;

Cc CXY)={f|f: X =Y surekli } olmak Gzere C’ kompakt-acik topolojiye
gbre relatif kompakitir < (a) { f(x) : feC' }cY VxeX icin relatif kompakttir,
(b)C' es sureklidir.

(i) ©(f,t) hareketi kompakt < y(f) = 3= {fs : seR } yérungesi relatif-
kompakttir. { fs(x.1) : seR } < R” kimesi relatif kompakttir < VteR igin f(x.t)
sinirlidir. EGer Ve > 0 icin 38 = 8(g,xo,to) >0 var 3 | x—%o|<8 ve |t—1|<d
iken | faxt) — fxolo) | = | fixsH) — f(xos*t0) | < & ..(7)
oluyorsa {fs: s€R }, (Xo,t0) noktasinda es slreklidir. Bu bize & nin 1y dan
bagimsiz olarak secilebilecegini verir. (7) bize McW kompakt olmak Uzere
f nin MxR de dizgin sbrekli oldugunu verir. Boylece ispat tamamlanmig

~olur.

Teorem 5.4.3: Eger = (ft) hareketi kompakt ise (kompakba@k topolojiye
gore) feBy olur. Diger bir deyisle t — fi dénusimd Bohr topolojive gore

sUreklidir.
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Tanim 5.4.4: feC(WxR,R") olsun. Her McW kompakt ve Ve>0 igin

{s:]f(xt) —~f(xs+t) | <eg, VxeM, VteR } kimesi R de relatif yojun ise fye

(t ye gére) Bohr hemen hemen periyodiktir denir. '
Bu tarmim fe C(WxR,R™) icin de gegerlidir.

Teorem 5.4.5; Kabul edelim ki feC(WxR,R") Bohr hemen hemen periyodik
olsun. Bu durumda f(x,t), McW olmak Uzere her MxR kimesinde sinirlidir

ve dlzgln sureklidir. Yani feBy olur.

Teorem 5.4.6: feBy olsun. Bu durumda 7 '(ft) = f; hareketi Bohr topolojiye

gdre kompakttir < f Bohr hemen hemen periyodikiir.

Daha sonra sunu gobrece@iz. f Bonhr hemen hemen periyodiktir < f;, I

Uizerindeki Bohr topolojiye gbére hemen hemen periyodiktir.

WxR Uzerinde tammh f Bohr hemen hemen periyodik fonksiyon kavrami
yeniden formile edilebilir. f '(x,t) = f(xt) olarak tanimlanirsa her t igin f
'eC(W,R" yani f': W — R" soreklidir. f* nin tanim kimesini McW alt
kumesine kisitlarsak, VMcW icin f'eC(M,R") elde ederiz. Boylece ' ye
C(M,R") de bir hareket géziiyle bakabiliriz. E§er McW kompakt ise C(M,R"),

Il . l= normuyla Banach uzay olur ve f' hareketi bu norma gére stirekii olur.
Bu tanimlarin sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.4.7: feC(WxR,R") Bohr hemen hemen periyodiktir < VYMcW
kompakt kimesi icin R — (C(M,R™, || . ), t — fi donlsimi hemen hemen

periyodiktir.

Teorem 5.4.8. feC'(WxR,R") olsun. Bu durumda #(ft) = hareketi
C'-topolojiye gore kompakttir(yani 3, kabugu kompakitir) < §,D,f,...,
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Dx,,f eBy olmasidir. Ozellikle McW olmak Uzere, eger f,ij,..., Dxnf her

MxR kiimesinde dizgin stirekli ise 7 (f,t) =, kompakttir.

Teorem 5.4.9: X kompakt metrik uzay ve = : XxR — X dénlsim0 X Uzerinde
bir dinamik sistem olsun. X minimal kiime olsun. Bu durumda X hemen
hemen periyodik minimaldir <> 3xeX var s y : X - C(M,R") herhangi bir
surekli fonksiyon ise (M kompakt metrik uzay), yx : R — C(M,R") dénistimi
C(M,R") Uzerndeki dizgin metrige gére hemen hemen periyodiktir. Burada
w(t) = y(r(x,b)) dir. ’

Teorem 5.4.10: feC(WxR,R") olsun. Agagidakiler denktir:

(a) f Bohr hemen hemen periyodiktir.

(b) f; hareketi p temel metri§ine gére hemen hemen periyodiktir.
(c) f; hareketi b Bohr metrigine gére hemen hemen periyodiktir.
(d) f; hareketi Bohr topolojiye gére tekrarlidir.

[spat:
(8) = (d): { M} « W kompakt kimelerim bir dizisi, W = CIMn olsun. n=1,2,...
e .

icin bn(f,g)<1 dir. Eger e>0 verilirse N yi 1/2V<e olacak sekilde segebiliriz.
Te) = {s:]f(xt) - f(xstt) | <e, xeM ,teR, n = 1,2,....N } olarak
tanimlayalim. f Bohr hemen hemen periyodik oldugundan T(g) R de relatif
yogundur. se T(g) igin,
br(f, fs) < || f—fsllne<e,n=12..,N
bo(f, fs) <1 ,n=N+1,. ..
olur. Béylece seT(e) igin b(f, fs) < 2¢ olur ki bu da f nin Bohr topolojiye
gore tekrarh olmasi demektir.
(c) = (b): f; hareketi b Bohr metrigine gére hemen hemen periyodik olsun.

{K,} kompakt kimelerin dizisi, K, =Mnx1, , {In } ¢ R kompakt kimelerin bir
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dizisi , R = Uln, olmak Uzere p temel metridini kurabiliriz. B(WxR,R")

n=1
Uzerinde p(f,g) < b{f,g) oldudundan fi p ya gére de hemen hemen
periyodiktir.

(b)y=(a): fy hareketi p temel metri§ine gére hemen hemen periyodik ise 3,
hemen hemen periyodik minimal kimedirr M < W kompakt ve
v 3,— CIMRY , (vi)(x) = f(x,0) ile tanimlansin. v sireklidir ve
Teorem 5.4.9 dan (yi(D)(x) = (wE)(X) =vf(x,t) = f Yx) duzgln norma gére
hemen hemen periyodiktir. M keyfi oldugundan Teorem5.4.7 den f Bohr
hemen hemen periyodiktir.
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