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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

TOPOLOJIK FONKSIYON UZAYLARINDA
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Serdar MINAZ
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ismail OSMANOGLU

Bu tez ¢alismasinda istatistiksel yakinsaklik kavrami, yari-diizgiin yapilarla donatilmis
topolojik fonksiyon uzaylari ¢ergcevesinde incelenmistir. Tarihsel arka plan ve temel
kavramlar sunulduktan sonra yari-diizglin yakinsaklik topolojisi ele alinmis; yari-
diizgiin degerli fonksiyon dizileri igin yeni istatistiksel yakinsaklik tanimlar
gelistirilmistir. Elde edilen topolojik fonksiyon uzaylarinda fonksiyon dizilerinin
noktasal ve diizgiin istatistiksel yakinsakliklar1 incelenmis, bu iki kavram arasindaki
denklikler arastirilmistir. Ayrica yerel-diizgiin uzaylarda limit fonksiyonlarin
siirekliligine iliskin sonuglara ulasilmistir. Son béliimde ise gelecekte yapilabilecek
caligmalara yonelik degerlendirmelere yer verilmis ve tez siiresince basvurulan

kaynaklar listelenmistir.

2025, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fonksiyon uzayz, Istatistiksel yakinsaklik, Noktasal istatistiksel
yakinsaklik, Diizgiin istatistiksel yakinsaklik.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

STATISTICAL CONVERGENCE
IN TOPOLOGICAL FUNCTION SPACES

Serdar MINAZ
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. ismail OSMANOGLU

In this thesis, the concept of statistical convergence is examined within the framework
of topological function spaces equipped with semi-uniform structures. After presenting
the historical background and fundamental notions, the semi-uniform convergence
topology is investigated, and new definitions of statistical convergence for semi-
uniform valued sequences of functions are introduced. The equivalence between
pointwise and uniform statistical convergence is studied in the obtained topological
function spaces, and results concerning the continuity of limit functions in locally
uniform spaces are established. In the final part, possible directions for future research

are discussed, and a list of references consulted throughout the study is provided.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

(xn) Reel say1 dizisi

lim x,, X, dizisinin limiti

Xp > M X, dizisinin M’ye yakinsamasi

|A] A kiimesinin eleman sayisi

o(K) K kiimesinin dogal yogunlugu
VoV V ¢evresi lizerinde geciskenlik

X, st x X, dizisinin istatistiksel limiti

1) Bos kiime

Top Noktasal yakinsaklik topolojisi
Tk Kompakt yakinsaklik topolojisi
Tsu Yar diizgiin yakinsaklik topolojisi
Teo Kompakt-agik topoloji

CX)Y) X’ten Y’ye tanimlanmus tiim siirekli fonksiyonlar kiimesi

YX (yadaF(X,Y))
XXY

X'ten Y’ye tanimlanmis tim fonksiyonlar kiimesi
X ve Y kiimelerinin kartezyen ¢arpimi



1. GIRIS

Fonksiyon uzaylarmin incelenmesi, matematiksel analiz ve topolojide fonksiyonlarin
yakinsama, stireklilik ve genel topolojik davraniglarini anlamak i¢in temel bir gergeve
sunar. Fonksiyonlarin davraniglarini sistematik bir bicimde ele alma cabasi, yalnizca
genel topolojinin gelisimine katkida bulunmakla kalmamis, ayn1 zamanda fonksiyon
uzaylarin1 bagimsiz bir arastirma alani haline getirmistir. Bu uzaylar, bir topolojik
uzaydan baska bir topolojik uzaya tanimli tiim fonksiyonlardan olusan kiimeler olarak
ele almir ve kendi baslarina bir topolojik yap1 gostererek fonksiyonlar1 klasik analiz

perspektifinden soyutlar.

Fonksiyon uzaylar1 kavram tarihsel olarak kademeli bir sekilde gelismistir. 1800’lerin
basinda fonksiyon kavrami hala belirsizken, Bolzano (1817) ve Cauchy (1921)’nin
caligmalan siirekli fonksiyon ve yakinsak seri kavramlarini netlestirmistir. 1826’da
Abel, diizgiin yakinsak siirekli fonksiyon serilerinin toplaminin siirekli oldugunu ortaya
koymustur. 19. ylizyilin sonlarina dogru, Ascoli-Arzela (1883-1895) ve Hadamard’in
calismalari, fonksiyon uzaylari lizerine sistematik arastirmalarin baglangici olarak kabul
edilir. Ozetle, bir topolojik uzayin noktalarinin fonksiyonlar oldugu yapilar fonksiyon
uzaylar1 olarak tanimlanir. 20. yiizyilin baslarinda Fréchet (1906), diizgiin yakinsama
kavramini formiile etmis, Tukey (1940) ise noktasal ve diizgiin yakinsama kavramlarim
topolojik bir cergeveye oturtmustur. 1935°te Tychonoff, fonksiyon uzaylar1 iizerinde
carpim topolojisini tanimlayarak noktasal yakinsaklik topolojisinin temelini atmuistir.
Fonksiyon wuzaylarmin topolojileri, 0Ozellikle noktasal yakinsaklik, kompakt-acik,
diizgiin yakinsaklik, fine ve graph topolojileri, fonksiyon dizilerinin davraniglarini ve

fonksiyonlar arasindaki mesafe iligkilerini anlamada 6nemli bir rol oynar.

Diizgiin uzay kavrami, metrik uzaylarin bir genellemesi olarak ortaya ¢ikmistir. Cauchy
ve Abel’in ¢aligmalariyla, diizgiin yakinsak fonksiyon serilerinin toplaminin siirekli
olmasi fikri gelismis ve Cauchy dizileri ile diizgiin siirekli fonksiyon kavramlart modern
diizglin uzay teorisinin temellerini olusturmustur. Fréchet, 1906 yilinda 6zel bir metrik
uzay tiirlinii tanimlayarak teoriyi sistematik hale getirmis, Hausdorft (1914), Banach

(1932) ve Bourbaki (1989) gibi matematik¢iler bu yapiyr derinlestirmistir. Diizgiin



uzaylar, topolojik yapiy1 ¢evreler veya oOrtiiler lizerinden tanimlayarak fonksiyonlarin
yakinsaklik ve siireklilik 6zelliklerini incelemek i¢in saglam bir ¢erceve saglar. Diizgiin
uzaylarda diizgiin yakinsama topolojileri basta Kelley (1975)’in ¢aligmalar1 olmak {izere
kapsamli bir sekilde incelenmis ve Bourbaki (1989)’nin katkilar1 fonksiyon
uzaylarindaki topolojilerin tanimlanmasinda diizgiinliiklerin roliinii vurgulamistir. Yari-
diizgiin uzaylar ise diizgiin uzaylarin baz1 aksiyomlarini gevseterek daha genel bir yap1
sunar; Huek tarafindan 1964’te tanitilan bu kavram, Katétov, Frolik ve Cech (1966)’in
caligmalar1 ile sistematik hale getirilmis ve Page’in 1989 yilindaki ¢alismasi hem

diizgiin hem de yari-diizgiin uzaylar1 kapsamli bir sekilde ele almistir.

Diizgiin uzay kavrami, metrik uzaylarin bir genellemesi olarak ortaya ¢ikmigtir. Cauchy
ve Abel’in calismalariyla, diizglin yakinsak fonksiyon serilerinin toplaminin stirekli
olmasi fikri gelismis ve Cauchy dizileri ile diizgiin siirekli fonksiyon kavramlart modern
diizgiin uzay teorisinin temellerini olusturmustur. Fréchet, 1906 yilinda 6zel bir metrik
uzay tliriinii tanimlayarak teoriyi sistematik hale getirmis, Hausdorff, Banach ve
Bourbaki gibi matematikc¢iler bu yapiy1 derinlestirmistir. Diizglin uzaylar, topolojik
yapiy1 g¢evreler veya ortiiler {lizerinden tanimlayarak fonksiyonlarin yakinsaklik ve
stireklilik ozelliklerini incelemek icin saglam bir cergeve saglar. Diizgiin uzaylarda
diizglin yakinsama topolojileri basta Kelley (1975)’in ¢aligmalar1 olmak iizere kapsamli
bir sekilde incelenmis ve Bourbaki (1989)’nin katkilar1 fonksiyon uzaylarmndaki
topolojilerin tanimlanmasinda diizgiinliiklerin roliinii  vurgulamigtir.  Yari-diizgiin
uzaylar ise diizgiin uzaylarin baz1 aksiyomlarini gevseterek daha genel bir yap1 sunar;
Husek tarafindan 1964’te tanitilan bu kavram, Katétov, Frolik ve Cech’in ¢alismalari ile
sistematik hale getirilmis ve Warren Page (1989)’in ¢alismas1 hem diizgiin hem de yari-

diizgiin uzaylar1 kapsamli bir sekilde ele almistir.

Istatistiksel yakinsaklik kavraminin temelleri, dogal sayilarin alt kiimelerinin dogal
yogunluguna dayanmaktadir ve ilk kez Zygmund (1935) tarafindan farkli bir isimle
anilmistir. Modern bigimde gelistirilmesi ve tam anlamiyla tanimlanmasi ise birbirinden
bagimsiz olarak Steinhaus (1951) ve Fast (1951) tarafindan gergeklestirilmistir. Bu
yaklagim, fonksiyon uzaylarinda daha genel ve esnek topolojilerin incelenmesine olanak

saglamakta ve yari-diizglin yakinsama topolojileri, fonksiyon dizilerinin ve reel say1



dizilerinin istatistiksel yakinsama 6zelliklerini analiz etmede kullanilabilme potansiyeli

dogurur.

Bu caligmanin temel amaci, yari-diizgiin topolojiler altinda fonksiyon uzaylarinda
istatistiksel yakinsama kavramini ayrintili olarak incelemektir. Ozellikle, fonksiyon
dizilerinin noktasal ve diizgiin istatistiksel yakinsama oOzellikleri ele alinacak ve bu
Ozelliklerin fonksiyon uzaylarinin topolojileriyle iliskisi tartisilacaktir. Ayrica, yari-
diizglin yapilarin fonksiyon uzaylar {lizerindeki etkisi ve sagladigi esneklik detayli

bicimde analiz edilecektir.

Calisma su yap1 cergevesinde sunulmustur: Birinci boliimde kavramlarin tarihsel
gelisimi ve literatiirdeki yeri ele alinmstir. ikinci boliimde temel tanim ve teoremlere
iliskin 6n bilgiler verilmistir. Ugiincii béliim, yari-diizgiin topolojiler ve bunlarin
fonksiyon uzaylarindaki roliine odaklanmaktadir. Dordiincii boliimde fonksiyon
dizilerinin noktasal ve diizgiin istatistiksel yakinsama o6zellikleri tanitilmistir. Besinci
bolimde bu kavramlarin karsilikli iligkileri ve yari-diizgiin yapilarin fonksiyon
uzaylarina etkileri incelenmistir. Altinci boliimde tartisma ve sonuglara yer verilmis,

son boliimde ise ¢alismada yararlanilan literatiir kaynaklari listelenmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, calismada kullanilacak temel tanim ve teoremler kisaca hatirlatilacaktir.
Buradaki igeriklerin ayrintili agiklamalar1 ve genisletilmis bigimleri i¢in 1ilgili

kaynaklara bagvurulabilir.

Tammim 2.1 Bir kiime Y {lizerinde yari-diizgiinlik ya da yari-diizgiin yap1, Y XY
kiimesinin altkiimelerinden olusan U ailesi olup asagidaki kosullar1 saglar:

(SUl)Her U € U igin Ay € U,

(SU2)UeUise Ut e U,

(SU3) UeUveUCc ViseVEU,

(SU4)U,VeUiseUNV e U.
Bu durumda (Y, U) cifti yari-diizglin uzay olarak adlandirilir. Eger asagidaki kosul da
saglanirsa:

(U5) Her U € U icin, éyle bir V € U vardir ki V? € U,
Bu durumda U bir diizgiinliik olusturur ve (Y, U) bir diizgiin uzay olarak adlandirilir.
Burada

Ay ={(v,y):y € Y}
Y’nin diyagonalini,
U™ = {(7,%): (x.y) € U}
U’nun tersini gosterir. Ayrica
VZ2=VoV={(xy) EYXY:Az €Y dyleki(x,2) €V, (zYy) € V}

Ifadesi V iizerinde geciskenlik kosulunu belirtir (Cech 1966).

Yari-diizgiinliiglin elemanlarina Y X Y’nin cevreleri (entourage) denir. (SU3) ve (SU4)
kosullar ile birlikte U’ nun bos olmamasi, U’'nun Y X Y iizerinde bir filtre oldugunu

gosterir.

Tanmm 2.2 U bir yari-diizgiinliik ve V € U olsun. Eger her U € U i¢in V € U olacak
sekilde V € V bulunabiliyorsa V alt koleksiyonuna, U’nun bir alt bazi denir (Page
1989).



Her yari-diizgiinliik i¢in simetrik elemanlar (U = U~1) yine bir alt baz olusturur (Page
1989). Bu durum, yari-diizgiin yapilarin simetrik ¢evreler {izerinden incelenmesine

olanak tanir.

Onerme 2.1 Herhangi Y kiimesi i¢in V € Y X Y olsun. Her y € Y icin
Viy]={z€Y:(y,z) €V}, ve V[A]= UAV[y], ACY
yE

olarak tanimlansin. Eger U bir yari-diizgiinlik ise, o zaman U[y] = {V[y]:V € U}

koleksiyonu her y € Y i¢in Y iizerinde bir filtre olusturur.

Ispat: Yan-diizgiinlik kosulu (SU1) geregi Ay S V. Dolayisiyla, her y €Y igin y €
V[y], yani V[y] # @.
Eger VS W ve V,IW €U ise, (SU3) kosulundan W € U ve V[y] € W[y] olur.
Boylece, filtreye dahil olma kosulu saglanir.
Eger V,W € U ise (SU4) kosulundan V N W € U. Bu durumda

VnW)lyl =Viyl nWlyl,
yani kesisim yine koleksiyonda yer alir. Bu ii¢ kosul, {V[y]: V € U} koleksiyonunun her

y € Y i¢in bir filtre olusturdugunu gosterir. O

Teorem 2.1 Bir kiime Y tizerinde bir yari-diizgiinlik U verildiginde, Y iizerinde U
tarafindan belirlenen tek bir topoloji Ty vardir. Bu topolojide her x € Y icin U[X]
kiimeleri, x noktasinin ty-topolojisinde bir ¢evre bazini olusturur. Yani

Ty ={0 € Y:Vy € 0, 3U € U dyle ki U[y] € O}
Bu topoloji, yari-diizgiinliik U tarafindan iretilen topoloji olarak adlandirilir ve U'nun

cevre yapisini topolojik yapiya dontistiiriir.

Ispat: Oncelikle 14, ’nun bir topoloji oldugunu gosterelim.

(1) Bos kiime i¢in kosul bos kiime mantig1 ile saglandigindan @ € 7. Ayrica her y € Y
icin Ay € U oldugundan U[y] € Y ve dolayisiyla Y € 1.

(i1) Her i € I i¢in O; € t¢; olsun ve O = U;¢;0; alalim. Her y € O i¢in bazi i ile y €
0;, bulunur; ¢linkii 0;, € Tq, 6yle bir U € U vardir ki U[y] € 0;, < 0. Bunedenle O €
Ty-

(i11) 04,0, € 17 olsun ve O = 04 N 0, alalim. Her y € O i¢in 04 ve 0,’den sirasiyla



Uy, U, € U dyle ki U;[y] € 04 ve U,[y] € O, bulunur. (SU4) kosuluna gére U = U; N
U, € UveUly] € U;[y] nU,[y] € 0, N O, = O elde edilir. Dolayisiyla O € 1.

(1)- (ii1) maddelerinden 7y nun bir topoloji oldugu goriiliir.

Her U € U i¢in Ay € U oldugundan y € U[y]’dir. Ayrica tanima gore her O € 1y ve
y € O i¢in bir U € U vardir ki U[y] € 0. Bu, {U[y]: U € U} ailesinin y etrafindaki
komsuluklarin bir alt baz1 oldugunu gosterir.

Eger t’ bagka bir topoloji olup her y € Y i¢in {U[y]: U € U} ailesi 7'-komsuluklarinin
bir alt bazi ise, her 7’-ag¢ik O ve her y € O i¢in bir U € U vardir ki U[y] € O;
dolayistyla O € t¢y. Ters yonde de tanim geregi her O € 1ty i¢in aymi kosul
saglandigindan O € 7'. Boylece 7’ = Ty olur.

Sonug olarak, aranan topoloji hem var hem de tektir. O

Tammm 2.3 Bir Y kiimesi lizerinde tamimli bir fonksiyon d:Y XY — R™*, asagidaki
kosullar1 sagliyorsa, d bir yari-sozdemetrik olarak adlandirilir:

(SYMI1) Her x € Yicin d(x,x) = 0,
(SYM2) Her x,y € Y i¢in d(x,y) = d(y, X).

Bu durumda (Y, d) cifti yari-sozdemetrik uzay olarak adlandirilir (Page 1989).

Onerme 2.2 Y iizerinde bir yari-sézdemetrik d verilsin. Her r > 0 igin

U, ={(xy) €eYXY:d(xy) <r}
seklindeki kiimelerin olusturdugu aile, Y XY iizerinde (SU1) ve (SU2) kosullarini
saglayan bir filtre bazidir. Bu aile, d’nin irettigi yari-diizgiinliik Ug’nin bir bazini

olusturur.

Ispat: Gosterilecektir ki B = {U,:r > 0} ailesi hem (SU1) hem (SU2) kosullarini saglar
ve Y XY iizerinde bir filtre bazidir. Dolayisiyla B, d tarafindan iiretilen yari-
diizglinliigilin bir bazini verir.

(1) Her x € Y i¢in d(x,x) = 0 oldugundan, her r > 0 i¢in (x,x) € U, elde edilir. Bu
nedenle Ay € U, ve (SU1) saglanir.

(i1) d simetrik oldugundan d(x,y) = d(y,x) her x,y € Y i¢in gegerlidir. Dolayisiyla
x,y)eU,odxy) <redlyx)<re (y,x) eU,



yani U;1 = U,.. Bdylece (SU2) saglanir.
(ii1) Bir aile B’nin filtre baz1 olmasi i¢in: (a) bos olmamasi ve (b) her iki elemanin
kesisimini i¢ine alan ii¢lincii bir eleman bulunmasi gerekir.
(a) B bos degildir, ¢iinkii her r > 0 i¢in U, € B.
(b) r,s > 0 i¢in t = min{r, s} > 0 alindiginda
dx,y) <t=d(x,y) <rved(x,y) <s,
yani U; € U, N Us. Boylece kosul saglanir ve B bir filtre bazidir.
(iv) U4 yari-diizgiinliigiiniin baz1 olmasi. Filtre bazindan tiiretilen filtre
Ug={UCYXY:ar >00yleki U, € U}
seklinde tanimlanir. B elemanlar1 (SU1) ve (SU2)’yi sagladig: igin, tiiretilen filtre de
yari-diizgiinliik kosullarini saglar. Boylece B, d tarafindan {iretilen yari-diizgiinliigiin

bazini olusturur. O

Tanimm 2.4 Bir yari-diizgiinliik, eger bir yari-sozdemetrik tarafindan iiretilmisse yari-

s6zdemetrize edilebilir olarak adlandirilir (Page 1989).

Teorem 2.2 Bir yari-diizgiinliik, ancak ve ancak sayilabilir bir baza sahipse yari-

s6zdemetrize edilebilirdir (Page 1989).

Tamim 2.5 X bir topolojik uzay ve (Y, U) bir yari-diizgiin uzay olsun. Eger her V € U
gevresi igin X, 1 igeren bir agik kiime Oy, < X bulunur ve her x € Oy i¢in

(f o), f(X)) EV
saglantyorsa f: X — Y fonksiyonu, x, € X noktasinda siirekli olarak adlandirilir. f, X’in

her noktasinda stirekli ise, f’in X {lizerinde siirekli oldugu sdylenir.

Tanmim 2.6 (X, U) ve (Y, V) diizgiin uzaylar olmak {izere, f,,: X — Y bir fonksiyon dizisi

ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Her x € X ve her V € V i¢in, n = n, oldugunda

(f(), () EV

olacak sekilde x noktasina ve V ¢evresine bagli bir n, € N sayis1 bulunabiliyor ise (f;,)

fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir (Kelley 1975).

Tamm 2.7 (X, U) ve (Y, V) diizgiin uzaylar olmak {izere, f,,: X — Y bir fonksiyon dizisi



ve f:X = Y bir fonksiyon olsun. Her V € V i¢in, n = n, ve her x € X oldugunda
(X, fx)) eV
olacak sekilde yalnizca V ¢evresine bagli bir ny € N sayis1 bulunabiliyor ise (f,)

fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir (Kelley 1975).

Diizglin yakinsaklik her zaman noktasal yakinsakligi gerektirir; ancak noktasal

yakinsaklik tek basina diizgilin yakinsaklig1 garanti etmez (Kelley 1975).

(Y,d) bir metrik uzay oldugunda, V cevresi metrik topoloji tarafindan belirlenir ve
yukaridaki tanimlar agsagidaki bi¢ime indirgenir:
e Her x€ X i¢in d(f,(x),f(x)) = 0 ise (f,), f fonksiyonuna noktasal olarak
yakinsaktir.

o  supyexd(fn(x), f(x)) = Oise (f), f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsaktir.

Tanimm 2.8 A € N olsun. A(n) kiimesi
A(n) ={ke€e A:k <n}

ile tanimlanir. A kiimesinin dogal (veya asimptotik) yogunlugu

5(A) = lim 1AM

n—-oo n

seklinde tanimlanir (limit mevcutsa). Burada &(A) € [0,1]’dir. Acik¢a sonlu alt
kiimelerin dogal yogunlugu sifirdir. A © N kiimesi i¢in 6(A) = 1 olmast durumunda A
kiimesine istatistiksel olarak yogun denir . Ayrica §(N\A) = 1 — §(A) esitligi saglanir
(Niven vd. 1991).

Tanmmm 2.9 (X,)ney dizisi X topolojik uzaymnda tanimli olsun. Eger x’in her agik
komsulugu O icin

S(fneN:x, €0}) =0
oluyorsa bu dizi, x € X noktasina istatistiksel olarak yakinsaktir denir.

(Maio ve Kocinac 2008).

Bu durum
st—t
X, — X

seklinde gosterilir. Burada t, X {izerinde verilen topolojiyi ifade eder.



Teorem 2.3 Eger X =R ya da X birinci sayilabilir bir topolojik uzay ise, Tanim
2.9°daki istatistiksel yakinsaklik su sekilde esdeger bicimde ifade edilebilir: 6(A) = 1
olacak sekilde bir A € N kiimesi vardir ve bu kiimenin elemanlarindan olusan ((X,)nea
alt dizisi x’e yakinsar. Bagka bir ifadeyle, x’in her agik komsulugu O i¢in dyle bir ny €
N bulunur ki, n = ny ve n € A (burada 6(A) = 1)) oldugunda x,, € O olur (Maio ve
Kocinac 2008).



3. YARI-DUZGUN YAKINSAMA TOPOLOJIiSi

Bu boéliimde, fonksiyon uzaylar1 iizerinde tanimlanan yeni bir topoloji olan yari-diizgiin
yakinsama topolojisi ele alinmaktadir. Bu topoloji, diizgiin uzaylarda tanimli klasik
yakinsama topolojilerinin dogal bir genellemesi olup, deger uzayin yalnizca yari-
diizgiin olmasi kosuluyla elde edilir. Oncelikle bu yapmin tanimi ve temel dzellikleri
sunulacak; ardindan kompakt-agik topolojiyle olan iliskisi ile yari-sozdemetriklik ve

tamlik kosullar1 incelenecektir.

Teorem 3.1 X bir topolojik uzay ve (Y,U) bir yari-diizgiin uzay olsun. A, X’in alt

kiimelerinden olusan ve X1 6rten bir koleksiyon olsun. Her A € A ve U € U i¢in

Ups={(f,9) EFX,)Y)XF(X,Y): (f(x),g(x)) € U tim x € A}
tanimlansin. O halde
Uy={Us:A€ A, U€EU}
koleksiyonu F(X,Y) tlizerinde bir yari-diizgiin yapinin alt bazini1 olusturur. Bu yari-
diizgiin yapiya A’daki kiimeler lizerinde yari-diizgiin yakinsamanin yari-diizgiinliigi

denir.

Ispat: Amacimiz U, ailesinin F(X,Y) x F(X,Y) iizerinde bir yari-diizgiin yapinin alt
bazi oldugunu gostermektir. Bunun i¢in, (Y, U)’de verilen (SU1)—(SU4) kosullarinin
U4 1¢in de gegerli oldugunu gosterecegiz.
F(X,Y) lizerinde diyagonal kiime

Ar ={(f.f):f €F(X,Y)}
ile gosterilsin. Her U € U i¢in (SU1) geregi Ay S U oldugundan, her f € F(X,Y) ve
x € Aicin (f(x), f(x)) € U saglanir. Dolayisiyla (f, f) € Uy ve bdylece A € Uy olur.
U € U i¢in (SU2) geregi U~ € U. Tanim geregi

U4 ={(f,9): (f(x),g(x)) €U vx € A}
ise ={(f,9):(g(x), f(x)) e U Vx € A}
ve bundan dolayt = (U,)™!

Dolayisiyla U 4 ters alma altinda kapalidir.
U € Viseherx € Aigin (f(x),g(x)) € U iken (f(x), g(x)) € V de gecerlidir. Bundan
U, € V, sonucu ¢ikar. Dolayisiyla U 4 yukariya kapalidir.
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U,V € Uigin
UNnV)a={(f,9):(F(x),g(x)) EUNV Vx € A} = Uy N V.
Dolayisiyla U 4 kesisim altinda da kapalidir.
Bu dort ozellik birlikte U4 ailesinin F(X,Y) X F(X,Y) ilizerinde bir yari-diizgiin
yapinin alt bazi1 oldugunu gosterir. Gergekten de, Ar © Uy, ters alma, yukariya kapali
olma ve kesisim Ozellikleri U 4 nin bir filtre tabani olusturdugunu ve dolayisiyla bir
yari-diizgiin yap1y1 Urettigini garanti eder.
Eger (Y, U) diizgiin (uniform) bir uzay ise, yani her U € U i¢in dyle bir V € U varsa ki
VoV € U,ozaman her A € A i¢in
(Va) o (Va) € Uq
esitligi de saglanir. Burada
(Va) o (Va) = {(f, h):3g dyle ki (f, g) €V, (g,h) € V4}.

Dolayisiyla hedef uzay diizgiin oldugunda, tiiretilen yap1 da diizgiin olur. O

Tanmm 3.1 X bir topolojik uzay ve (Y,U) bir yari-diizgiin uzay olsun. A, X’in alt
kiimelerinden olusan ve X1 kapsayan bir koleksiyon olsun. Her A € A ve U € U ig¢in,
Us={(f,9) EFX,Y)XF(X,Y):(f(x),g(x)) € U tim x € A i¢in}.
O halde {Uy:A € A, U € U} koleksiyonu, F(X,Y) iizerinde U, ile gosterilen ve
A’daki kiimeler Tlizerinde yari-diizglin yakinsamanin yari-diizgiinliigii olarak
adlandirilan bir yari-diizglin yapinin alt bazini olusturur. Bu yari-diizgiinliigiin {irettigi
topoloji 74 ile gosterilir. Bu sekilde elde edilen topolojiye A iizerinde yari-diizgiin
yakinsama topolojisi denir. Bu topolojinin bazin1 su kiimeler olusturur:
Ualf1 ={g € F(X,Y):(g,f) € Ua}.
e Eger A =F(X)={A € X: A sonlu} ise, U 4 ya noktasal yakinsamanin
yari-diizglinliigii denir ve U, ile gosterilir. Bu yari-diizgiinliigin F(X,Y)

lizerinde tirettigi 7, topolojisine noktasal yakinsama topolojisi denir.
e Eger A =K(X) ={A S X: A kompakt} ise, U 4 ya kompakt yakinsamanin yari-

diizgiinligli denir ve U ile gosterilir. Bu yari-diizgiinliglin F(X,Y) tizerinde

irettigi 7, topolojisine kompakt yakinsama topolojisi denir.
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o Eger A = {X} ise, U, ya yari-diizglin yakinsamanin yari-diizglinliigii denir ve
Uy ile gosterilir. Bu yari-diizgiinligiin F(X,Y) tlizerinde iirettigi 7,, topolojisine

yari-diizgiin yakinsama topolojisi denir.

Lemma 3.1 X bir topolojik uzay ve (Y,U) bir yari-diizgiin uzay olsun. 4,B € X ve
U,V € Uigin Uy € Vg olsun.

i) EgerB#Qise,UCV.

i) Eger V # Y X Y ise, B C A.

Ispat: (i) B # @ oldugunu, ancak U & V oldugunu varsayalim ve (a,b) €U ve
(a,b) € V olsun. X’teki her x i¢in f(x) =a ve g(x) = b olarak tanimlanan sabit
fonksiyonlar1, f, g: X — Y’i diisliniin. O zaman (f, g) € U, dir, ancak (f, g) & Vg dir.
Gergekten de, eger A =0 ise, (f(A),g(A)) S U olur; eger A+ @ ve x €A ise,
(f(x),g(x)) = (a,b) € U olur. Dolayisiyla, (f,g) € Uy’dir. Ote yandan, B # @
oldugundan, herhangi bir x € B i¢in, (f(x), g(x)) = (a,b) &€ V ve dolayisiyla (f,g) &
Vg olur. Bu, Uy € Vg varsayimiyla celisir.
(i) B ¢ A oldugunu varsayalim ve x, € B\A olsun. V # Y X Y oldugundan, (c,d) ¢ V
olacak sekilde ¢, d € Y se¢in. Bir (p, q) € U sabitleyin. f, g: X = Y fonksiyonlarin
0= Srrexg 1Ol meren
seklinde tanimlayin. O zaman (f, g) € U, dir, ancak (f, g) & Vg dir. Ozel olarak, eger
A=0ise, (f(A),g(A)) S Uolur;eger A # P ve x € Aise, (f(x),g(x)) =(p,q) €U
olur. Dolayistyla, (f,g) € U, dir. Ote yandan, x, € B oldugundan ve (f(x,), g(x)) =
(c,d) ¢ V oldugundan, (f, g) & Vg olur. Bu, Uy € Vy varsayimiyla geligir. Bu nedenle,
B < A’dir. O

12



Onerme 3.1 Bir Hausdorff topolojik uzay1r X ve bir yari-diizgiin uzay (Y, U) igin,
asagidaki iddialar gecerlidir.

a) U, € Uy S Uy.

b) U, = Uy ancak ve ancak X kompakttir.

¢) U, = Uy ancak ve ancak X’in her kompakt alt kiimesi sonludur.

Ispat: (a) Acikga, F(X) S K(X) oldugundan U, € Uy € Uy dir.

(b) Uy € Uy oldugunu varsayalim ve U € U, U # Y XY olsun. O zaman, X’in bir
kompakt alt kiimesi K ve bir V € U vardir, dyle ki Vg € Uy dir. Lemma 3.1 ile, X ©
K = K (ciinkii X Hausdorff’tur). Boylece X kompakttir.

Tersine, X in kompakt oldugunu varsayalim. Uy S U, yi gostermek i¢in, keyfi bir Vy €
Uy alalim. Kompakt olan K = X’i alarak, Vi € U, dir ve Vi € Vi dir. Dolayisiyla
Vy € U, dir ve bu ylizden Uy € U, dir.

(¢) Uk € U, oldugunu varsayalim ve K € X kompakt bir kiime ve U € U, U #Y XY
olsun. O zaman, X’in sonlu bir alt kiimesi A ve bir V € U vardir, oyle ki V, € Uy dir.
Lemma 3.1 ile, K € A = A’dur; dolayisiyla K sonludur.

Tersine, X’in her kompakt alt kiimesinin sonlu oldugunu varsayalim. U, S U,’yi
gostermek icin, K € X kompakt bir kiime olmak iizere, keyfi bir Ug € U, alalim. O
zaman K sonludur. A = K’i alarak, V, € U, dir ve Uy S Ug’dir. Dolayisiyla Uy €
U, dir ve bu ylizden Uy < U, dir.

Ozellikle, eger X ayrik ise, X’in her kompakt alt kiimesi sonludur ve bu yiizden U, =

U, dir. O
Bircok uygulamada, dikkati siirekli fonksiyonlarla sinirlamak esastir. Bu baglamda,

simdi X’ten Y’ye siirekli fonksiyonlarin uzayi olan C(X,Y) flzerindeki kompakt

yakinsama topolojisini ve ilgili yapilari ele aliyoruz.
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Tamm 3.2 X bir topolojik uzay ve (Y, U) bir yari-diizgiin uzay olsun. Her kompakt K c
Xveher U € U i¢in

WK, U) ={(f,9) € CXY) xC(X,Y) : g(K) c U[f(K)]}
olarak tanimlansin. Burada

U[A] ={y € Y:Ja €A, (y,a) € U}).

Teorem 3.2
W = {W(K,U): K c X kompakt, U € U}
smift C(X,Y) lizerinde bir yari-diizglinliiglin alt bazin1 olusturur. Bu yari-diizgiinligiin

irettigi topoloji, kompakt-acik topoloji T, ile ayndir.

Ispat: Ispat iki kistmdan olusur.
(A) W bir yari-diizgiinliik alt-bazidir. Bir yari-diizglinliigiin alt-bazi olmasi i¢in gerekli
goriilen 6zellikler sunlardir (filtre taban1 6zellikleri):
(1) Her f € C(X,Y) icin (f, f) € W(K, U) ciinkii f(K) € U[f(K)] her U € U i¢in agik¢a
dogrudur; dolayisiyla diyagonal tim W (K, U)’lerin ig¢inde yer alir.
(i1) Eger W(K, U) temel bir ¢evre ise, tersinin
WEK D)™ = {(f,9):(9.f) E WK U)}
yine ailede bir temel olarak karsilastirilabilir; daha agik sekilde
WK U)"t=wW(K, U™
oldugundan, ters alma altinda kapalidir (¢linkii U ters almaya kapalidir).
(i) Eger U c V ise W(K,U) € W(K,V) ¢iinkii g(K) c U[f(K)] ise ayn1 zamanda
g(K) c V[f(K)] olur.
(iv) WK U)NnW(K,V) =W((K,UNV) oldugundan aile kesisim altinda kapalidir.
Boylece W bir filtre tabani/alt baz niteligi tasir ve bu nedenle bir yari-diizglinliigii
tiretir.
(B) Uretilen topolojinin kompakt-agik topoloji ile gakismasi. Oncelikle kompakt-agik
topolojinin (alt)bazini hatirlayalim.
S(KV)={f e CX,Y): f(K) c V}.
kiimesini ve
§ = {S(K,V): K c X kompakt, V c Y agik}

siifini tanimlayalim.
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Her U € U ve her kompakt K c X i¢in U[f (K)] acik bir kiime oldugundan,

WK DIf] = {g € CX,Y): g(K) = U[f(K)]}
ifadesi tanim geregi bir S(K,U[f(K)]) bi¢imindedir. Dolayisiyla her temel ¢evre
W(K, U)’nun temel etrafi W(K, U)[f] kompakt-acik alt baz elemanidir. Bu, Ty, (yani W
tarafindan iiretilen topoloji) i¢in her f noktasinda bir kompakt-agik taban elemaninin

bulundugunu gosterir; yani

Tw & Teo-
Tersine, her kompakt-acik alt-baz eleman1 S(K,V) icin, V agik oldugundan V bir U-
komsulugu bi¢iminde yazilabilir. Daha kesin olarak, her y € f(K) i¢in U bir temel
sagladigindan bir Uy, € U secilip Uy[y] €V olacak sekilde almabilir; kompaktlik
sayesinde sonlu bir alt ortii secilir ve bu se¢imler bir U € U ile tek bir cevreye
indirgenebilir. A¢iklamak gerekirse;
f (K) kompakt oldugundan, her a € f(K) i¢in U, € U dyle ki

Uys[a] €V
olacak sekilde alinabilir. Kompaktlik nedeniyle

() € UlyUy [as]
olacak sekilde sonlu alt-kiime segilir.
U=NL,U, €U
alinirsa, her y € f(K) i¢in U[y] < V olacaktir; dolayisiyla
Uf ] cv.
Bu durumda
S(K,V) 2{g € C(X,Y): g(K) c U[f(K)]} = W(K, U)[f],

yani S(K, V) i¢inde bir W-temel komsuluk bulunur. Boylece her kompakt-acik alt-baz

elemant tyy iginde de agik olur ve

Teco & Tw.

Iki yonlii kapsama sonucunda Ty = T, elde edilir. Bu tamamlar. O
C(X,Y) tzerindeki kompakt-acik topoloji, C(X,Y) iizerindeki kompakt yakinsama

topolojisi ile mutlaka ayni1 olmak zorunda degildir. Bunu gostermek i¢in bir karsi-6rnek

olusturalim.

Ornek 3.1 X =[0,1]’i standart topolojiye sahip kapali birim aralik ve Y = R’yi
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standart topolojiye sahip gercel sayilar olarak alalim. Y iizerinde bir yari-diizgiin yapisi
UWU’yu su sekilde tanimlayalim:

U={Uc:e>0}, Uc={(y1,y2) ERXR:|y; —y,| <€+ 1}
Bu, R iizerindeki standart diizglin yap1 degildir, ¢linkii komsuluk kosulu +1 ile
gevsetilmistir. Bu  se¢cim, 1., ve T, arasinda bir tutarsizlik yaratacaktir.
f(x)=0 ve g(x)=x olsun, tim x€X i¢in ve X’te K =][0,1] olsun.
Herhangi bir € > 0 i¢in, |f(x) — g(x)| < € + 1 olacak sekilde U, ’yi segeriz.

lf(x)—gx)|=|x—-0=x<1<e+1

oldugundan, herhangi bir € > 0 i¢in g’nin f’in bir 7., komsuluguna ait oldugunu
goriiriiz, herhangi bir € > 0 i¢in g’nin f’in bir 7, ya ait olmak igin, tim x € [0,1] ve
bazi € > 0 icin |f(x) — g(x)| < € gecerli olmalidir. Ancak, |f(x) — g(x)| = x’dir ve
x — 1iken, |f(x) — g(x)| herhangi sabit bir €’u asar, bu da daha kat1 kosulu ihlal eder.
Sonug olarak, g fonksiyonu f’in bir 7.,-komsulugunda yer alir, ancak f’in hicbir ;-

komsulugunda yer almaz. Bu nedenle, 7., # 1 dir.

Tanmm 3.3 X X X {izerindeki alt kiimelerin bir filtresi U, eger bir yari-diizgiinliik ise ve
tim U € U ve x € X igin, (V o V)[x] € U[x] olacak sekilde bir V € U varsa, yerel-
diizgiinliik olarak adlandirilir. O zaman (X,U) ¢iftine yerel-diizgiin uzay denir

(Williams 1972).

Lemma 3.2 (X, U) bir yerel-diizgiin uzay, K ise X’in kompakt bir alt kiimesi ve U € U
olsun. Eger K € U ise, V[K] € U olacak sekilde bir V € U vardir.

Ispat: Her bir x € K icin, x € U oldugundan, W, [x] € U olacak sekilde bir W, € U
vardir. U yerel-diizgiinliik oldugundan, V;2[x] € Wi [x] S U olacak sekilde bir V, € U
vardir. K kompakt oldugundan,

K € Vy, D] U Vi, [25]..-U Vi, [,]

oldugunu goririiz. V=V, NV, Nn...nV,

L olarak tanimlayalim. O zaman V[K] €U

n

oldugu aciktir. O

Kompakt-agik topoloji ile kompakt yakinsama topolojisi arasindaki iliski hakkinda
dogal bir soru ortaya ¢ikar. Bu iliski, (Y, U)’ nun yerel-diizgiin oldugu varsayildiginda
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ozellikle onemli hale gelir.

Eger (Y, U)’yi yerel-diizgiin bir uzay olarak alirsak, C(X,Y) iizerindeki kompakt acik
topoloji, C(X,Y) iizerindeki kompakt yakinsama topolojisi ile cakisir. Bu, asagidaki
teoremde gosterilmistir. Bu teoremin Eroglu ve Giiner (2019) i¢in farkli kosullar altinda

da analiz edildigi belirtilmelidir.

Teorem 3.3 X bir topolojik uzay ve (Y,U) bir yerel-diizgiin uzay olsun. C(X,Y)
tizerindeki kompakt acik topoloji, C(X,Y) iizerindeki kompakt yakinsama topolojisi ile
cakisir.

Ispat: Kompakt-agik topolojide bir alt baz acik kiime olan S(K,U) ve f € S(K,U)
olsun. O zaman f(K) kompakttir ve Lemma 3.2 den V[f(K)] € U olacak sekilde bir
V € U vardir.
Vklfl = {g: (9(x),h(x)) € V tim x € K}
ele alam. Vg € Uy oldugu agiktir. Ustelik, f € Vk[f] € S(K,U)’dir. Dolayisiyla
Teo € Ty dir.
Simdi G € 1) ve f € G olsun. 7, nin tanimina gore, X in kompakt bir alt kiimesi K ve
bir U € U vardir, dyle ki
feUklfl<a.
Bu durumda tiim x € K i¢in,
TAf(0)] € U[f ()]
olacak sekilde Y X Y’nin kapali ve simetrik bir alt kiimesi T, vardir. T = g T, olsun.
T’nin kapali ve simetrik oldugu agiktir. f(K) kompakt oldugundan,
FU) € UR TIf ()]
gecerlidir. Her i € {1,2, ...,n} i¢in
Ki=Knf ™ (Tlf(x)])
ve G; de T?[f (x;)] nin i¢ kisminm kapanisi olsun. A = N, S(K;, G;) olsun. O zaman
f € A C Uk[f]
dir. Gergekten, g € A olsun. Boylece tim i€ {1,2,...,n} icin g(K;) € G;’dir.
Dolayisiyla, tiim a € K; i¢in
(f(x), g(@) € T?
dir. Ayrica, tim a € K; i¢in f(a) € T[f (x;)] dir. Boylece
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(f(a).g(a)) € T?
sonucuna variriz.

g(a) € T*[f(a)]
ve

g(a) e U[f(a)]

oldugunu ¢ikaririz. Dolayisiyla, A € Uk[f] gecerlidir. Bu yiizden 7, € 7., dur. O

Sonu¢ 3.1 X bir Hausdorff topolojik uzay ve (Y,U) bir yerel-diizglin uzay olsun. O
zaman X kompakttir ancak ve ancak C(X,Y) lizerindeki kompakt acik topoloji, C(X,Y)

tizerindeki yerel-diizgiin yakinsama topolojisi ile ¢akisir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda, kompakt yakinsama topolojisinin yapisal 6zelliklerine
odaklanmaktadir. Ozellikle, bu topolojinin yari-sdzdemetrik veya tam hale gelme
kosullarini inceliyoruz. Bu sonuglar, X uzay1 (hemikompaktlik gibi) ve Y’nin yari-

diizgiin yapis1 hakkinda ek varsayimlar gerektirir.

X bir topolojik uzay ve (Y, d) bir yari-sozdemetrik uzay olsun. O zaman yari-diizgiin

yakinsama topolojisi yari-sozdemetriktir, ¢linkii U, nin yari-diizgiin yakinsama yari-

diizgtinliigii icin {(U,,) x: m € N} acikca bir baz olusturur, burada her m € N igin,
Un={(,y)eYxY:d(x,y) <1/m}.

Bir X uzaymin, her kompakt K i¢in K € K,, kosulunu saglayan bir (K,,) kompakt alt

kiimeler dizisine sahip olmasi durumunda hemikompakt oldugu hatirlanmalidir.

Onerme 3.2 X bir hemikompakt uzay ve (Y,d) bir yari-sdzdemetrik uzay olsun. O

zaman U, nin kompakt yakinsama topolojisi yari-sézdemetriktir.
Ispat: X’in hemikompaktligim gosteren (K,) kompakt alt kiimeler dizisi ve her m €
N i¢in,
1
Uy = {(x,y) EYXY:d(x,y) < E}
olsun. O zaman {(Up,)g,:n, m € N} koleksiyonu, kompakt yakinsama yari-diizglinligii

icin bir baz olusturur. Gergekten de, X’in herhangi bir kompakt alt kiimesi K € X ve

Uy deki herhangi bir entouraj U icin, K € K,, ve Uy, € U olacak sekilde n,m € N
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vardir. Bu nedenle, (Up,)k, S Uk’dir, bu da herhangi bir baz entouraji Ug’nin bu

koleksiyondan baz1 (U, ), leri igerdigini gosterir. O

Tanim 3.4 X bir topolojik uzay olmak tizere, X’te farkli x ve y noktalar1 ve p(0) = x
ve p(1) = y olacak sekilde siirekli bir p: [0,1] = X fonksiyonu varsa acik olmayan bir
yola sahiptir denir (Munkres 2020).

Onerme 3.3 X bir Tychonoff uzay1 ve (Y,U) ac¢ik olmayan bir yol igeren T, yari-
diizgiin uzay olsun. C(X,Y) tizerindeki kompakt yakinsama topolojisi, yari-sozdemetrik

ise, o zaman (Y, Ty ) uzay1 yari-sdzdemetrik ve X hemikompakttir.

Ispat: Kompakt yakinsama topolojisi ile uyumlu olan C(X,Y) iizerinde bir q yari-
sozdemetrik olsun. Her y € Y igin, f,,: X - Y fonksiyonunu f,(x) = y tiim x € X i¢in
olarak tamimlayalim. O zaman f, € C(X,Y)’dir. Simdi tim y,z € Y i¢in d(y,z) =
q(fy, fz) koyalim. d’nin 7y ile uyumlu olan Y flizerinde bir yari-sozdemetrik oldugu
kolayca goriiliir. Ote yandan, p(0) # p(1) olacak sekilde siirekli bir p:[0,1] > Y
fonksiyonu vardir. (Y, 7q) bir Ty uzay oldugundan, baz1 U € 7 i¢in p(1) € U(p(0))
oldugunu varsayabiliriz. f: X — Y fonksiyonunu tiim x € X i¢in f(x) = p(0) olarak
tanimlayalim. O zaman f € C(X,Y)’dir. q, kompakt yakinsama topolojisi ile uyumlu
bir yari-sdzdemetrik oldugundan, her n € N i¢in, X in kompakt bir alt kiimesi K,, ve
WUn)i, [f1={g € CX,V): (f (), g(x)) € Uy, tiim x € Ky}
kiimesinin g-topu B, (f, 27") iginde yer alacag1 bir U,, € U gevresi vardir. Bu, kompakt
yakinsama yari-diizgiinligiiniin (U)g formundaki kiimeler tarafindan iiretilmesi ve bu
kiimelerin topoloji i¢in bir alt baz olusturmasi gergceginden kaynaklanir. Dolayisiyla,
B,(f,27™") topu, f’in bir temel komsulugunu igermelidir. K, X’in kompakt bir alt
kiimesi olsun. O zaman Ug[f] kompakt yakinsama topolojisinde f’in bir
komsulugudur, dolayisiyla
Un)k, [f1 < Uklf]

olacak sekilde bir n € N vardir. K € K,, oldugunu gosterecegiz. Aksini varsayalim, o
zaman x, € K\K,, vardir. Bu nedenle, ¢(x,) =1 ve ¢(K,) = {0} olacak sekilde
stirekli bir ¢: X — [0,1] fonksiyonu da vardir. Boylece p o ¢ € C(X,Y) dir. Ayrica,
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pe ¢ € (Unk,lf] € Uklf]
dir. Ancak, (p o ¢)(xy) = p(1)’dir, bu da po ¢ € Uk[f] ile gelisir. Bu nedenle X

hemikompakttir. O

Onerme 3.2 ve Onerme 3.3'ii birlestirerek asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.4 X bir Tychonoff topolojik uzay1 ve (Y, U) acik olmayan bir yol iceren bir
T, yari-diizgiin uzay olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir:
e ((X,Y) lizerindeki kompakt yakinsama topolojisi 7, yari-sozdemetriktir.

e X hemikompakttir ve (Y, 7¢/) yari-sozdemetriktir.

Teorem 3.5 X bir hemikompakt topolojik uzay ve (Y, U) tam bir yerel-diizgiin uzay
olsun. O zaman, kompakt yakinsamanin yari-diizgiinliigii U, ile donatilmis F(X,Y)

fonksiyon uzay1 tamdir.

Ispat: F(X,Y) de bir U,-Cauchy ag1 (f,), olsun. Tanim geregi, X in her kompakt alt
kiimesi K € X ve her U € U ¢evresi ve her x € K igin,

(fa (%), fp(x)) €U
olacak sekilde bir a indeksi vardir, dyle ki a, f = a,’dir. Bir x € X sabitleyelim. {x}
kompakt oldugundan, (f,(x)), ag Y’de bir U-Cauchy agidir. (Y, U) tam oldugundan,
U tarafindan Uretilen topolojide f,(x) = f(x) olacak sekilde bir f(x) € Y noktasi
vardir.
f:X->Yyi f(x)=lim,f,(x) olarak tamimlayallm. f, = f'nin U, yar-
diizgiinliiglinde oldugunu iddia ediyoruz.
K € X kompakt ve U € U olsun. U yerel-diizglin oldugundan ve her x € K igin
fa(x) = f(x) oldugundan, su sekilde ilerleyebiliriz:
U’nun yerel-diizgiinliigli ile, Vo V € U ve her y € Y i¢in

(VeWyl € Uyl
olacak sekilde simetrik bir V € U ¢evresi vardir. (f,) bir U,-Cauchy ag1 oldugundan,
a,f = a4 i¢in tiim x € K i¢in

(fa (), fp(x)) €V
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olacak sekilde bir a; vardir.
Ayrica, her x € K i¢in, f,(x) = f(x) oldugundan ve Y yerel-diizgiin oldugundan, f >
a, igin (fg(x), f(x)) € V olacak sekilde bir a, = a; vardir.
K’nin kompakthigi sayesinde, tim x € K ve tim = a, i¢in (fg(x), f(x)) € V olacak
sekilde bir a, > a4 vardir.
Bir ¢ > a, ve bir x € K sabitleyelim. O zaman,
(fa(x), f(x)) EV oV S U.
Boylece, tim a > a, i¢in, (fy, f) € Uk olur, dolayisiyla f, = f in Uy olur.
Bu nedenle, (f,) ag1 kompakt yakinsama yari-diizgiinliigiinde f’e yakinsar ve F(X,Y),

Uy altinda tamdir. O
Bu teorem, fonksiyon uzaylar1 iizerinde kompakt yakinsama yari-diizgiinliigiiniin

tamamlanmasi i¢in yeterli kosullar1 saglar. Deger uzay (Y, U) nun yerel diizgiinliigiinii

ve tanim kiimesi X’in hemikompaktligini birlestirerek onceki sonuglari genellestirir.
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4. FONKSIYON DiZIiLERINIiN NOKTASAL ve DUZGUN ISTATISTiKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, fonksiyon uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik kavramai iki temel bi¢cimiyle
(noktasal ve diizgilin istatistiksel yakinsaklik) ele alinacaktir. Klasik yakinsaklik
kavramlarinin istatistiksel genellemeleri metrik uzaylarda ayrintili bigimde incelenmis
olsa da, bu kavramlarin yari-diizgiin yapilar altinda ve fonksiyon uzaylar1 baglaminda
nasil davrandigr aragtinlmamigtir. Burada, istatistiksel yakinsakligin fonksiyon
dizilerine uygulanisi, bu iki tiir yakinsaklik arasindaki iliski ve bu yapilarin bazi temel
ozellikleri incelenecektir. Ayrica, istatistiksel yakinsakligin klasik yakinsaklikla olan

baglantilar1 ve aralarindaki farklar 6rneklerle desteklenerek gosterilecektir.

4.1 Noktasal istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 4.1.1 (Y,U) bir yari-diizgiin uzay olsun. Bir Y*’deki (f;)neny fonksiyon

dizisine, eger her x € X ve her U € U i¢in,
§({n € N: (fu(x), f(x)) €U}) =0

. . o . st .. .. o
ise, f’e (noktasal) istatistiksel yakinsaktir denir ve f,, = f ile gosterilir.

Bagka bir deyisle, her x € X ve her U € U ig¢in,
d({n €N: fo(x) € U[f(x)]}) =0

sart1 saglanir.

Bu tanimda, tanim kiimesinin bir yari-diizglin uzay oldugu varsayildiginda, noktasal
istatistiksel yakinsaklik ile diizgiin istatistiksel yakinsaklik arasinda dogal bir baglanti

kurulur. Bir sonraki alt béliimde bunu ele alacagiz.
Teorem 4.1.1 Bir Y deki (f;,)nen dizisi yakinsak ise, istatistiksel yakinsaktir.
Ispat: f, > f oldugunu varsayalim. Her x € X ve Y’deki f(x)’in her V komsulugu

icin, n > n, oldugunda f,,(x) € V olacak sekilde bir n, € N tam sayis1 vardir.
A={neN:f,(x)eV}={12,...,n0}

t
olsun. A sonlu oldugundan, yogunlugu sifirdir, yani § (A) = 0. Bu nedenle, f,, 5 f.O
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Teorem 4.1.11in tersi genel olarak dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 4.1.1 f,;: RX - R dizisi,

fa00 =

biciminde ele alalim. Bu dizinin yakinsak olmadig1 agiktir. Ancak, asal sayilarin dogal

1, eger n asal ise,
0, diger durumlarda.

say1 kiimesinde yogunlugu 0 oldugundan, f,, dizisi istatistiksel olarak sifir fonksiyonu
(fo(x) =0) fy’a yakinsar. Dolayisiyla istatistiksel yakinsak bir fonksiyon dizisi

yakinsak olmak zorunda degildir.

Tanmm 4.1.2 Bir (f,),en dizisine, eger her x € X icin §(A) = 1 olan bir A C N alt

kiimesi varsa ve

Aim fn (x) = £ (%)

(meA)

. st* L
sart1 saglantyorsa, f’e st*-yakinsaktir denir. Bunu f,, — f ile gosteririz.

Teorem 4.1.2 Bir Y*’deki (fy)nen dizisi f € YX’e st*-yakinsak ise, (f,) f’e st-
yakinsaktir.

Ispat: Bir x € X ve Y’deki f(x)’in bir V komsulugu olsun. (f,) f’e st*-yakinsak
oldugundan, §(A) =1 olan bir Ac N ve m > m, ve m € A oldugunda f,,(x) €V
olacak sekilde bir my € N vardir. O zaman,
meN:f,(x) €V} c{12,...,my} U (N\A)
ve
6({1,2,...,my} U(N\A)) =0
oldugundan, (f,,) f e st-yakinsaktir. O

Teorem 4.1.3 Y, yari-diizgiinliigiin iirettigi topolojiye gore birinci sayilabilir bir uzay
olsun. Eger Y*’deki bir (f)ney dizisi f € YX’e st-yakinsak ise, (fi)nen f€ st'-
yakinsaktir.

Ispat: Eger Y birinci sayilabilir ise, her noktanin sayilabilir i¢ ice ge¢mis bir yerel bazi
vardir. V; DV, D V3 D -+ dizisi f(x)’te sayilabilir i¢ i¢e gegmis bir yerel baz olsun ve

her i € N i¢in
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Ni ={n eN:f,(x) € Vi}
kiimesini tanimlayalim. O zaman N; D N, D N3 D ---ve her i € N igin §(N;) = 1 olur.
Bu sekilde, k; < k, < -+ < k; olan ve her n > k; i¢in
IN;(n)] 1

>1-—-
n l

kosulunu saglayan bir k; € N; dizisi elde ederiz. Her k <k, icin k € A ve i =1 ve
k; <k <k;., ise k € N; olmast durumunda k € A olacak sekilde bir A € N kiimesi
tanimlayalim.

A={ny <n, <--}olsun. Egern € N, k; <n < k;,, ise

A@I _ I _l
n n l

olur ve dolayisiyla § (A) = 1°dir.

lim f (x) = llgg fn;(x) = f(x) oldugunu kanitlayabiliriz. Bu nedenle f, A folur. O
neA

4.2 Diizgiin Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 4.2.1 Bir Y* deki (f;,)nen dizisine, eger her U € U i¢in, §(A) = 1 olan bir A C
N varsa ve her x € X ve her m € 4 i¢in (f,,,(x),f(x)) €U ise, f’e diizglin st*-

st*—u
yakinsaktir denir. Bunu f,, — f ile gosteririz.

Teorem 4.2.1 Eger bir Y* deki (f;,),ey dizisi diizgiin yakinsak ise, diizgiin istatistiksel

yakinsaktir.
Ispat: Teorem 4.1.1 ve Tanim 4.2.1 den agiktir

Tanmm 4.2.2 Bir Y* deki (f;,) ey dizisine, eger her U € U igin,
d({neN:(f,(x),f(x))¢U,vx€e€X}) =0
ise, f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir ve f, S f ile gosterilir.
Baska bir deyisle, her U € U igin,
d({neN:f,(x) € U[f(x)],timx € X igin}) = 0

sart1 saglanir.
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Teorem 4.2.2 Eger bir Y*’deki (f;,)ney dizisi f € YX e diizgiin istatistiksel yakinsak
ise, (f) f e istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: Tanim 4.2.2°yi hatirlayalim: Eger (f,)ney dizisi her U € U igin
d({n e N: f,(x) € U[f(x)], tim x € X i¢in}) = 0
Sagliyorsa, f,, f’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir. Buna gore, her x € X igin
S({n € N: fo(x) € U[f(0)]}) = 6({n € N: fo(x) € U[f (2], Vx € X}) = 0.
O halde, her x € X ve her U € U igin
S({n: fu(x) € U[f ()]} =0

olur. Bu (f;,) nin f’ye istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir. O

Teorem 4.2.3 Eger bir YX deki (f;)nen dizisi f € Y* e diizgiin st*-yakinsak ise, (f;,)
f’e diizgiin istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: Tanim 4.2.1 geregi, eger (f,)ney dizisi f’ye diizgiin st*-yakinsak ise, her U € U
icin 6(A) = 1 olan bir A c N vardir ve her m € A ve her x € X i¢in (f,,(x), f(x)) €U
olur. Ancak, 6(4) =1 ve A c N oldugundan, Tanim 4.2.2 ile diizgilin istatistiksel
yakinsaklik kosulu dogrudan saglanir. Yani, her U € U i¢in

S(fneN:f,(x) € U[f(x)],timx € X}) =0
olur. Dolayistyla (f;,,) f’ye diizgiin istatistiksel yakinsaktir. O
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5. YARI DUZGUN TOPOLOJIYE SAHIP FONKSiYON UZAYLARINDA
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, vyari-diizgiin topolojiye sahip fonksiyon uzaylarinda istatistiksel
yakinsaklik kavramini inceleyecegiz. Yari-diizgiin yapi, tam diizgiin yapidan daha genel
bir ¢ergeve sunar ve bir¢ok klasik sonucun dogal bir bigimde genellestirilmesine imkan
tanir. Bu baglamda, cesitli yari-diizgiin fonksiyon uzaylar1 iizerinde istatistiksel

yakinsaklik, tekillik ve stireklilik gibi temel 6zellikler ele alinacaktir.

Tamm 5.1 (YX, 1) uzaymnda (f,)pey dizisi, her A € A ve her V € U igin
S({neN:(fp,f) €Va}) =0

sartin1 sagliyorsa, f degerine istatistiksel limit denir. Yani,

5({n € N: (f,(x), f(x)) & V, Vx € A}) = 0.

Tanim 4.1.1, Tanim 4.2.2 ve Tanim 5.1’de verilen kavramlar dikkate alindiginda,

Onerme 5.1 ve Onerme 5.2 sonuglar1 dogrudan elde edilir.

Onerme 5.1 (f,)pen dizisi (YX, 1) uzayinda ve f € YX olmak iizere A = F(X) ise,
(f) dizisi (Y%, Tsp) uzayinda istatistiksel olarak f degerine yakinsiyorsa, (f,) dizisi

noktasal olarak istatistiksel yakinsaktir. Yani,

st—=Tsp st

fo = f=h-f

Onerme 5.2 (f))ney dizisi (Y%, ty) uzayinda ve f € YX olmak iizere A = {X} ise, (f;)
dizisi (YX,1s,) uzayinda istatistiksel olarak f degerine yakinstyorsa, (f;,) dizisi diizgiin

istatistiksel olarak yakinsaktir. Yani,

St—Tsy st-u

fo = f=h~>F

Teorem 5.1 (Y,U) Hausdorff yari-diizgiin bir uzay olsun. (f,)nen dizisi (YX, 1¢)

uzayinda istatistiksel olarak yakinsiyorsa, istatistiksel limit tektir.

Ispat: (f)nen dizisinin hem f hem de g degerine istatistiksel olarak yakimsadigini

varsayalim:
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S{neN:f, e u[f1H) =0, VAEAVET,
Sd(fneN:f, ¢ V4[g]}) =0, VAeEAV e

Hausdorff uzay 6zelliginden, tiim gevrelerin kesisimi kdsegen kiimesidir:
V=A@, eY}
AV={Onlyer}

Eger bazi x € X icin f(x) # g(x) ise, (f(x),g(x)) € V olacak bir V € U bulunur.
Boylece A kiimesi ve V ¢evresi i¢in
Valf1 N Valgl = @
olur. Ancak f,, dizisi her iki degere de istatistiksel olarak yakinsadigindan,
S({neN:fy €VulflD =1 &({neN:f, €Vylg]}) = 1.
Bu, f,, dizisinin aym1 anda birbirinden ayrik iki kiimede bulundugunu varsayar ki bu

celiskidir. Dolayisiyla f = g, istatistiksel limit tektir. O

Teorem 5.2 (f,)nen dizisi (YX,ty) uzayimda ve f € YX olmak iizere,

St—Tgy St—Tsp

fo = =k > f

St—Tgy

Ispat: f, — f varsayalm. Yani, her V € U igin

6({n € N: f,, & Vx[f]}) = 0.
Vx[f] tanimindan
Vx[f1=1{g € Y*: (g(x),f(x)) € V,Vx € X}.
Eger f, € Vx[f], her x € X icin (f,(x), f(x)) € V olur. Dolayistyla her sabit x i¢in
{ne€N:(fu(x), f(x)) €V} < {n€N:f, &Vx[f]}

Sagdaki kiimenin yogunlugu sifir oldugundan, soldaki kiimenin de yogunlugu sifirdir.

St—Tgp

Yanif, — f.0O

Ornek 5.1 Y tam diizgiin bir uzay olmak zorunda olmayan bir yari-diizgiin uzay olsun.
(f,) dizisini (YX, tq) iizerinde
1
fa) = {1' xefog]
0, aksi halde
olarak tanimlayalim.

f(x) = 0 olsun. Bu dizi noktasal olarak istatistiksel olarak f degerine yakinsar, ancak

diizgiin istatistiksel yakinsama saglamaz.

27



Tanmm 5.2 Y XY {izerindeki U filtresi, her V€ U ve y € Y icin W € U olacak sekilde
(WoW)[y] € V[y] kosulunu sagliyorsa yerel-diizgiinliik olarak adlandirilir. Bu
durumda (Y, U) uzayina yerel-diizgiin uzay denir (Williams 1972)

Lemma 5.1 (Y, U) yerel-diizgiin bir uzay ve V € ‘U olsun. O halde
WoWoWCV

olacak sekilde simetrik gevre W € U vardir.

Ispat: V € U verilsin. Yerel-diizgiin uzay tanimina gore, her y € Y igin yle bir U,elU
vardir ki
Uy ° Uy)[y] € VIy]
saglanir. Y nin her sonlu altkiimesi {y;, ..., Y} i¢in
Uy, oy = Uy, 00U,
olarak tanimlayalim. U bir filtre oldugundan, her sonlu kesisim Uy, ,, de U’ya aittir.

Bu tiir bir U secelim. Segilen sonlu ailedeki her y; icin
(U e Dyl € Wy, °Uy)lyi] € Viyil
elde edilir. Dolayistyla, U o U ifadesi Y ’nin ilgili kisminda V’nin altinda yer alir. U bir
yari-diizgiinlik oldugundan, 6yle bir W' € U vardir ki W' o W' € U olur. Simdi
w=wnmwH1
tanimini yapalim. Boylece W € U ve W simetriktir. Son olarak
WoWoeoWC W oW oW CUW CUoUCV
elde edilir. Bu durumda, W € U olacak sekilde simetrik bir ¢gevre vardir ki
WoWoWCV

olur. O

st—Tgy

Teorem 5.3 (Y,U) yerel-diizgiin bir uzay ve (fy)ney € C(X,Y) olsun. Eger f, — f,
ozaman f € C(X,Y).

Ispat: x, € X sabit almsm. V € U igin, yerel-diizgiin 6zellikten simetrik W € U segilir;

WoW oW CV. f, dizgin istatistiksel olarak f degerine yakinsadigindan, uygun n, €
N secilerek
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(fno (x), f (x)) EW,vx €X
saglanir. f;,  siireklidir; bylece f de x, noktasinda siireklidir. x, rasgele se¢ildigi i¢in

feclxyY).o
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6. TARTISMA ve SONUC

Bu tez g¢alismasi, modern topoloji ve analizde 6nemli bir yere sahip olan fonksiyon
uzaylar lizerindeki yakinsama teorisini, yari-diizgiin uzaylar ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlar1 g¢ercevesinde yeniden ele almistir. Calismada, F(X,Y) fonksiyon uzayi
tizerinde, X’in alt kiimelerinden olusan bir koleksiyon A tarafindan {iiretilen 74 yari-
diizgiin yakinsama topolojileri incelenmis ve klasik 7, T ve 7, topolojilerinin bu yapi
altinda birlestigi gosterilmistir. Ayrica, C(X,Y) lizerinde kompakt yakinsama topolojisi
Tk ile kompakt-acik topoloji 7., ’nun, hedef uzayin yerel-diizgiin olmas1 durumunda
esdeger oldugu ispatlanmis, boylece bu iki temel topoloji arasindaki iliski yari-diizgiin
uzaylar baglaminda netlestirilmistir. Bunun yaninda, 7). topolojisinin yari-sézdemetrik
hale gelebilmesi icin gerekli kosullarin, X’in hemikompakthigr ve (Y, t,) nun yari-

s0zdemetrik olmasiyla saglandig1 ortaya konulmustur.

Tezin ana katkilarindan biri, fonksiyon dizileri i¢in noktasal ve diizgiin istatistiksel
yakinsaklik kavramlarinin yari-diizgiin uzaylarda sistematik bigimde incelenmesidir. Bu
kapsamda, Hausdorff yari-diizgiin uzaylarda istatistiksel limitin tek oldugu gosterilmis
ve diizgiin istatistiksel yakinsak siirekli fonksiyon dizilerinin limit fonksiyonlarinin da
stirekli oldugu ispatlanmustir. Ayrica, F(X,Y) uzaymin U, yari-diizgiinliigii altinda tam
olmasi i¢in gerekli kosullarin X’in hemikompaktlig: ve (Y, U)’ nun tam yerel-diizgiin bir
uzay olmasiyla saglandigi belirlenmistir. Bu sonuglar, yari-diizgiin yapilar altinda
istatistiksel yakinsakligin sadece bir yakinsama araci degil, ayn1 zamanda topolojik

ozellikleri koruyan giiclii bir ara¢ oldugunu gostermektedir.

Sonug olarak, bu tez calismasi istatistiksel yakinsaklik teorisini klasik metrik ortamlarin
Otesine tastyarak yari-diizgiin yapilarla donatilmis daha genis bir fonksiyonel ¢erceveye
uygulamis, bodylece fonksiyon dizilerinin yakinsama davraniglarimi daha esnek ve

genellenebilir bir perspektiften degerlendirme imkani sunmustur.

Bu calismadan elde edilen sonuglar dogrultusunda asagidaki arastirma konulari ileriye

doniik olarak degerlendirilebilir: yari-diizgiin yakinsama topolojileri altinda istatistiksel
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yakinsakligin, ideal yakinsaklik gibi diger genellestirilmis yakinsaklik tiirleri ile
iligkilerinin  incelenmesi;  yari-diizgiin ~ yakinsama  kavramiin, daha farkli
cebirsel/topolojik  yapilara genisletilmesi; yerel-kompaktlik gibi ek topolojik
Ozelliklerin, fonksiyon uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik ve stireklilik ozelliklerine
etkisinin arastirilmasi; diizgiin istatistiksel yakinsaklik ile fonksiyon uzaylari iizerinde
tanimlanabilen ince topolojiler (fine topologies) arasindaki denklik kosullarinin analiz

edilmesi.
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