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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum ” Topolojik Rough Gruplar” baglikli bu caligmanin
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Nurettin BAGIRMAZ
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Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamm ve
teoremler verildi.
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The aim of this study is to characterize topological rough groups. In the first
chapter, the purpose of the study and place in literature was announced. In the
second chapter, general information about rough sets, groups, topological groups,
rough groups, and their properties which are necessary for the other chapters are
given. In the third chapter, lower and upper approximations in a topological group
and some properties of them are proved. In the fourth chapter, topological rough
group and topological rough subgroups are defined. In addition, homomorphic images
of topological rough subgroups studied.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Evrensel kiime,

U kiimesi iizerinde denklik bagintisi,
x elemanimin denklik sinif,
Yaklagim uzayi,

X kiimesinin alt yaklagima,

X kiimesinin tist yaklagima,

A, G grubunun altgrubu,

N, GG grubunun normal alt grubu,

f homomorfizmasinin cekirdegi

f homomorfizmasinin goriintiisii

f homomorfizmasinin A grubuna kisitlanisi
Boliim grubu,

x elemanin sol denklik simifi,

x elemaninin yaklagimh tyelik fonksiyonu.

vi



1. GIRIS

Insanlk tarihi ile paralel gelisen ve siiphesiz matematigin en énemli amaclarindan
birisi de giinliikk sorunlarimiza ¢oziim tiretmektir. 20. yiizyilla damgasini vuran ve
G. Cantor tarafindan 1874 ile 1895 yillar1 arasinda geligtirilen klasik kiime kuraminin
kesinlik mantig1; kesin olmayan durumlarin matematik modellenmesinde yetersiz kaldi-
g1 gortilmiigtiir. Buna ¢oziim olarak degisik kiime teorileri ortaya atilmigtir. Bu teoriler-
den bagta gelenleri; 1965 yilinda A. Zadeh tarafindan tanimlanan bulanik (fuzzy)
kiimeler [1], 1982 yilinda Z. Pawlak’ m tanimladigi kaba (rough) kiimeler [2], 1999
yilinda D. Molodtsov tarafindan tanimlanan esnek (soft) kiimeler [3] ve 2007 de J.F.
Peter tarafindan ortaya atilan yakin (near) kiimelerdir [4]. Rough kiime teorisini de
kapsayan near kiime teorisi ile ilgili pek ¢ok ¢aligma yapilmistir [5, 6, 7, 8, 9] .
Klasik kiime teorisinde; bir nesne, bir kiimenin ya elemani ya da elemani degilken,
yukarida belirttigimiz diger kiime teorilerinde ise bu nesnenin kiimenin belirli bir

oranda kismen elemani olabilir.

Klasik kiime teorisinin bir geniglemesi olan rough kiime teorisi, Pawlak [2] tarafindan
belirsizlik kavramina yeni bir matematiksel yaklagim olarak ileri stiriilmiigtiir. Rough
kiime teorisinde bir kiimenin tanimlanmasi i¢in baslangicta bazi ozellikleri bilinen
elemanlara sahip bir evrenin (uzay) tanimlanmasi gerekir. Aymi Ozelliklere sahip
nesneler aymdir veya ayirt edilemezdir. Ornegin, eger nesneler belli bir egitim (lise,
6n lisans, lisans, vb.) almig olan insanlar ise egitimin seviyesi bu kigiler hakkindaki

bilgileri olugturur. Ayni egitim seviyesindeki kisiler, kendileri hakkindaki bilgiler baki-



mindan ayirt edilemezdir. Bu sekilde elde edilen ayirt edilmezlik (denklik) bagmtisi,
rough kiime kuraminin matematiksel temelini olusturur. Biitiin ayni nesnelerin kiimesi-
ne temel (elemanter) kiime denir. Gergekte her temel kiime birer denklik smifini temsil
eder. Bu temel kiimelerin birlegsimine kesin (crisp) kiime denir. Kesinlik kavraminin
s0z konusu oldugu klasik kiimede kiimeyi elemanlara gore nitelendirirken, belirsizlik
kavraminin soz konusu oldugu bir rough kiime elemanlara gore nitelendirilemez. Bunun
icin bir rough kiime, belirsizlik kavraminin alt yaklagimi (lower approximation) ve tist
yaklagimi (upper approximation) olarak adlandirilan iki kesin kiime ile nitelendirilir.
Nitelik bakimindan ayni degerlere sahip nesnelerin olusturdugu kiimeye alt yaklagim,
nitelik bakimindan ayni degerlere sahip olmasi muhtemel tiim nesnelerin olugturdugu
kiimeye de iist yaklagim denir. Denklik bagintis1 ve yaklagim kavramlari rough kiime
teorisinin temelini olugturur.

U nesnelerin sonlu bir kiimesi ve R C U x U ikili iglemi (bagintisi) verilsin. U ya
evren (universe), R ye ayirt edilemezlik (indiscernibility) bagmtist denir. Bir x € U
elemaninin R ye gore denklik siifi R (z) ile gosterilir. U evren ve R, U tizerindeki bir
denklik bagintisi olarak alindiginda (U, R) ikilisine yaklagim uzay1 denir.

(U, R) bir yaklagim uzay1 ve X C U i¢in X in R alt yaklasimi, Z. Pawlak [2]
tarafindan

R(X)= U {R(z): R(z) C X} veya R(X)={z:R(z) C X}

zeU

seklinde tanimlandi. Buna gore X in alt yaklagimi X tarafindan tamamen kapsanan
denklik siniflarin birlesiminden olusgur. Ya da denklik siifi X in i¢inde olan elemanlarin

olusturdugu kiimedir.



X in R st yaklagimi ise
R(X) = U {R(z): R(x)NX # 2} veya R(X) ={z: R(z)N X # o}
zelU

seklinde tanimlandi [2]. Buna gore X in iist yaklagmmi X ile arakesiti bogtan farkh
denklik simiflarin olusturdugu kiimedir. Ya da denklik siniflar1 ile X in arakesitinde
bulunan elemanlarin olugturdugu kiimedir.

Burada = ¢ X i¢in R (z) N X # @ olabilir. Yani iist yaklagimdaki elemanlar X in
elemani olmayabilir.

X in R simr bolgesi de

seklinde tammlanir [2].

Boylece Pawlak tarafindan yapilan rough kiime tanimi asagidaki bicimdedir.

Tamim 1.0.1. /2] (U, R) bir yaklasim uzayr ve X C U olsun. X kiimesinin sinir

bolgesi bostan farkly ise X kumesine R ile bir rough kiume denir.

Rough kiimeler teorisi bugiline kadar bir ¢cok dalda uygulama alani buldu. Bu
alanlara bir kag drnek verilecek olursa; tip [10, 11], yapay zeka ve data analizi [12, 13]
sayilabilir. Rough kiimeler basta cebir ve topoloji olmak tizere bir ¢cok matematik
alaninda da uygulanmigtir. Topoloji alam ile ilgili [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]
calismalar1 gosterebiliriz.

Cebir alaninda Iwinski [23] ile baglayan ¢alismalar Bonikowaski [24] ve Pomykala
[25] ile devam etmistir. Grup alaninda iki farkli tanim ve yonlenme vardir. Bunlardan

ilkinde, Kuroki and Wang [26], bir normal alt gruba gore alt ve iist yaklagimlar



tanimlamig ve baz Ozelliklerini incelemiglerdir. Buna gore bir G' grubu tizerinde N

alt grubuna gore tanimlanan
r=y(modN) & zy 't e N

bagintist bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 kullanilarak N. Kuroki ve P. P. Wang
tarafindan G bir grup, N C G normal alt grup ve X, G nin bogtan farklh bir alt
kiimesi olmak iizere N normal altgrubuna gore X alt kiimesinin alt ve tist yaklagimlari
sirasiyla

N(X):={reG:aNC X} =] {zN:2N C X}
zeG

NX)={reG:aNNX #2}=|J{aN:aNnX # o}
zeG

seklinde tanimlandi [26]. Burada (G, N) ikilisine yaklagim uzay1 denir.

Daha sonra bu tanmm kullanarak, W. Chen [27], F. Li ve Z. Zhang [28], C. Z.
Wang ve D. G. Chen [29], A. F. Ozcan ve N. Bagirmaz [30], Z. Wang ve L. Shu [31]
ve C. Wang et al [32] galigmalar yapmigtirlar.

Ikincisin de ise Biswas ve Nanda [33], sadece iist yaklagima gore tanimlanan rough
grubu ve rough alt grubu, (U, R) bir yaklagim uzay1 ve ”.” U iizerinde bir ikili iglem

olmak tizere
(rgl) Va,y € G icin z.y € G,
(rg2) Vx,y,z € G icin (z.y) .z = 2. (y.2) birlesme 6zelligi G de saglansin,

(rg3) Vo € G igin x.e = e.r = x olacak bicimde en az bir e € G vardir (e elemanina

G rough grubun birim elemani denir),



(rg4) Vx € G igin z.y = y.x = e olacak bigimde en az bir y € G vardir (y elemanina

G rough grubunda z elemaninin ters elemani denir ve 2! ile gosterilir).

ozelliklerini saglayan bir G C U alt kiimesine bir "rough grup” denir, seklinde tanimladi.

Daha sonra Miao at al [34], bu tamimdan yola ¢ikarak rough alt grubun bazi
ozelliklerini, koset kavramini ve rough homomorfizmalar1 gostermistir. Ayrica Yan
et al [35] de rough normal alt grup ve rough béliim grubu ile ilgili bazi 6zellikler
vermistir.

Bunun yanmda Kuroki [36], bir yar1 grupta yaklagimli ideal kavramini tammlada.
Davvaz [37], halka tizerinde bir ideale gére tanimlanan denklik bagintisini kullanarak
halkanin alt kiimesinin alt ve iist yaklagimlarini tanimladi. Davvaz ve Mahdavipour
[38], rough modiileri olugturdular. Ayrica rough kiimelerin yapisi ile ilgili olarak pek
cok galigma yapilmustir [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].

Tezin ikinci boliimiinde, tezde kullanilacak temel kavramlar verilmigtir. Bu boliim
beg alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, gruplar ile ilgili temel tanim
ve kavramlara yer verildi. Ikinci alt boliimde, topolojik gruplarm temel kavram ve
ozellikleri verildi. Uciineii alt boliimde, rough kiimeler tanitildr. Dérdiineii alt bolitmde,
yaklagimli alt gruplarin temel kavramlar: verildi. Beginci alt béliimde ise rough gruplar
ile ilgili temel bilgiler verildi. Tezin orjinal boliimlerini olugturan tigiincii ve dordiincii
boliimlerinde, grup alaninda yukarida sozii edilen caligmalarin topolojik versiyonlari
incelendi. Uciincii boliim, ii¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, bir
topolojik grupta bir kiimenin alt ve iist yaklagimlar1 G bir topolojik grup, N C G

normal alt grup ve X, G nin bostan farkl bir alt kiimesi olmak tizere, N normal alt



grubuna gore X alt kiimesinin alt ve iist yaklagimlari sirasiyla

N(X):={zxeG:aNCX}=|J{zN:aN C X}

zeG

ve

NX)={reG:aNNX # 2} =] {aN:aNnX # o}

zeG

seklinde tanmimland ve bazi 6zellikleri verildi. Burada (G, V) ikilisine topolojik yaklagim
uzay1 denir.

Ikinci alt boliimde, bir topolojik grupta alt ve iist yaklagimh topolojik gruplar
tanimlandi ve baz ozellikleri verildi. Ugiincii alt boliimde ise alt ve iist yaklagimlarn
bir siirekli homomorfizma altindaki 6zellikleri incelendi.

Dordiincti boliim, tezin son boliimii olup topolojik rough gruplara ayrildi. Bu
boliim, ti¢ alt boliimden olusmaktadir. Ilk alt boliimde topolojik rough grup tanimu,
(U, R) yaklagim uzay1, ”.” U iizerinde bir ikili islem, G C U rough grup ve (G,T)

bir topolojik uzay olmak tizere

(trgl) f:G x G — G, (z,y)— 2.y sirekli fonksiyon,

1

(trg2) g: G — G, xw— a= sirekli fonksiyon.

ozellikleri saglaniyor ise, G ye topolojik rough grup denir seklinde yapildi. Ayrica baz
ozellikleri incelendi ve ornekler verildi.

Ikinci alt boliimde, topolojik rough grup ve topolojik rough normal alt grup
kavramlar1 verildi. Uciincii alt boliimde ise topolojik rough alt gruplarm homomorfizm

altindaki ozellikleri incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin daha sonraki boliimlerinde kullanilacak bazi temel kavramlarin verildigi bu
boliim beg alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, grup kavrami ve bazi
teoremler hatirlatildr. Tkinci alt boliimde, topolojik gruplar ile ilgili temel kavramlara
yer verildi. Uciineii alt boliimde, rough kiimeler verildi. Dérdiincii alt boliimde, yaklagimh
alt gruplara yer verildi. Beginci alt boliimde ise, rough grup ve rough alt grup kavrami

ve bazi ozellikleri verildi.

2.1 Gruplar

Bu alt bélimdeki tanim ve teoremler [47] kaynagindan alindi.

Tanim 2.1.1. G bostan farkl bir kiime ve o, G tizerinde bir ikili islem olsun. Asagidaki

aksiyomlar saglayan (G, o) cebirsel yapisina bir grup denir.

(g1) Hera,be G iginaobe G dir.

(92) Her a,b,c € G igin (aob)oc=ao (boc) dir.

(93) Her a € G igin aoe =eoa=a olacak sekilde bir e € G vardar.

(g4) Her a € G i¢in aob="boa = e olacak sekilde bir b= a™' € G vardar.

Tanim 2.1.2. G bir grup ve H, Gnin bostan farkl bir alt kimesi olsun. Eger H, G

deki isleme gore bir grup ise H ye, G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

e, G nin birim eleman: ise G ve {e}, G nin her zaman alt gruplaridir.

7



Teorem 2.1.1. G bir grup ve @ # H C G olsun. H nin bir alt grup olmas: i¢in gerek
ve yeter sart V a,b € H i¢in, ab™' € H (veya a='b € H) olmasidar.
Ispat. (=) H bir alt grup olsun. Her b € H i¢in b=! € H ve a,b € H igin ab™' € H
dir.

(<) Her a,b € H igin, ab™! € H olsun. a = b segilirse bb~' = e € H bulunur.
e € Hvebe Hicin a = e secilirse eb™! = b~! € H olur. Son olarak a,b € H icin
ab € H oldugunu gosterilmelidir. Her a,b € H i¢in b~! € H olup, a(b"") " =abe H
bulunur. G de birlesme 6zelligi saglandigindan H de de saglanir. Sonug olarak H < G

dir. [
Tanim 2.1.3. G bir grup ve H < G olsun. G de
a=b(modH) < a'be H

seklinde tanimlanan = bagintisy bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore a € G

elemaninin denklik sinafi
a={beG:a=b(mod H)}
ile verilir.

Teorem 2.1.2. G bir grup ve H < G olsun. Tanvm 2.1.3 de verilen = denklik

bagintisina gore

S

=aH ={aH :he H}
alt kumesi, a € G elemamnin denklik sinifidar.

Ispat. a € G elemanmm denklik smifi @ = {b € G : a = b(mod H)} ve denklik sifi
tanimindan

a=bmodH) < a'be HebeaH

8



oldugundan @ = aH elde edilir. O]

Tanim 2.1.4. G bir grup ve H < G olsun. aH altkimesine H alt grubuna gore a nin

sol denklik (kalan) sinify denir.

Benzer bigimde sag denklik siniflar1 da tanimlanabilir.

Tamim 2.1.5. G bir grup ve N < G olsun. Her g € G ve hern € N icin gng~! € N

ise N ye G nmin normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

Uyari 2.1.1. G ve {e}, G nin her zaman normal alt gruplaridir. G abelyan (degismeli)

1se her alt grubu ayni zamanda normal alt grubudur.

Tanim 2.1.6. G bir grup ve N < G olsun. G nin N ye gdre sol (veya sag) denklik

sinaflary kimesine bolum kiimesi denir ve G /N ile gosterilir.

Teorem 2.1.3. G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun. G /N = {gN : g € G}

bolum kiimesi bir gruptur.

Ispat. (91N) (92N) = (g192) N olup iki sol denklik smifinin ¢arpimi yine bir sol
denklik siifidir.

(91N) (92NgsN) = (1N) (9293 N) = ((91) g293) N
= ((9192) g3) N
= (9192N) (gsN)
= (91Ng2N) (g3N)
oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.
Her gN € G /N igin
gNeN = gN ve eNgN = gN

9



oldugundan eN = N, G /N grubunun birim elemanidir.
Her ¢gN € G /N igin

gNg'N =N ve go'!NgN =N

oldugundan g/N nin tersi

dir.

Sonug olarak G N bir gruptur. m
G/N ={gN : g € G} grubuna G grubunun béliim grubu denir.
Tanim 2.1.7. (Gy,-) ve (Go,0) iki grup olsun. Her x,y € Gy i¢in
fl@-y)=f(x)o fy)
1se f: Gy — Gy donustimine Gy den Gy ye bir homomorfizma denir.

Bire-bir ve 6rten homomorfizmaya izomorfizma denir. GG; ve G5 gruplari arasinda

bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve G; = G5 yazilir.

Teorem 2.1.4. f: G1 — Gy bir grup homomorfizmasi olsun. O zaman

(i) f(e1) = eq,

(i1) Y a € G igin, f(a™) = f(a)"" dir.
Ispat. (i) Her a € G icin,
f(a) = flaer) = f(a)f(e1)

10



olup egitligin her iki tarafi soldan f(a)~! ile carpilirsa,

fl@)™ f(a) = fla)™' f(a) f(er) = e2 = [ (e1)

elde edilir.

(77) Her a € G igin,
fla)f(a™) = flaa™) = f(e1) = ez
oldugundan, f(a™!) = f(a)™! elde edilir. O

Teorem 2.1.5. Gy, Gy ki grup, f : G — G bir homomorfizma, N C G1 ve H C G,

olsun. O zaman,

(i) N < Gy ise f(N) < Gy,

(i) H < Gy ise f~1(H) < Gy,

(i12) f orten ve N Q Gy ise f(N) < G,

(iv) H<1Gyise f71(H) < Gy dir.

Ispat. (i) a,b€ N icin f(a), f (b) € f(N) olsun. ab~! € N oldugundan
f(ab™) = fla)f (b71) = fla)f (0) " € f (N)

elde edilir. Dolayisiyla f (N) < Gy dir.
(it) 7Y (H) = {a € Gy : f(a) € H} oldugundan her a,b € f~! (H) igin f(a), f (b) €
H dir. Ayrica H < G5 oldugundan



olur. Buradan ab™! € f~' (H) bulunur.

(zii) f orten ve N < G; olsun. (i) den f(N) < Gy dir. Simdi normal alt grup
oldugunu gosterelim.

g € Gy ve f(a) € f(N) olsun. f, érten oldugundan g € G, i¢in f(b) = g olacak

bigimde b € G; vardir. Buradan

gf(a)g™ = FO)f (@) f () = f(B)f (@) f (b7") = f (bab™")

bulunur. N <1 G; oldugundan, bab™' € N ve gf(a)g~* € f (N) elde edilir.
(iv) H < Gy olsun. (i) den f~!' (H) < Gy dir. Simdi f~! (H) altgrubunun normal
alt grup oldugu gosterilmelidir.

Her a € Gy ve b € f~(H) icin,

flaba™) = f(a)f (b) f (a™") = f(a)f (b) f (a)"

yazilabilir. H <t G ve f(b) € H oldugundan f(aba™') € H olur. Buradan, f(aba™!) €

H ise aba™! € f~1 (H) elde edilir. Sonug olarak f~! (H) < G; bulunur. O
Tanim 2.1.8. f: Gy — Gy bir homomorfizma ise

[T es) ={z € Gi: f(z) = e2}
kiimesine f nin cekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir.
Teorem 2.1.6. G, Gy ki grup ve f : Gy — Ggo bir homomorfizma olsun. O zaman,
(1) Cekf =N <Gy,

(it) a € Gy ve bir x € Gy i¢in f (z) = a ise [~ (a) = xCekf = xN dir.
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Ispat. (i) {es} < G oldugundan Teorem 2.1.5 (iv) e gore, f~! (es) = Cekf < Gy
dir.
(17) a € Gy ve bir x € G i¢in f () = a olsun.
be f(a)e f(b)=a=f(x)
SO =FO)f (7)) =F (") =e
SbrteCekf=N

s beaxN =Nz

denkliklerinden f ~!(a) = xCekf = xN elde edilir. O

Sonug 2.1.1. G, Gy ki grup ve f: G; — Gy bir homomorfizma olsun. O zaman,
KcG = f(f(K))=KCekf

esitligi vardar.

Ispat. Teorem 2.1.6 (ii) den kolayca bulunur. O

Teorem 2.1.7. G, Gy ki grup, f : G1 — G5 bir homomorfizma ve Cekf = N olsun.

O zaman,
G1/N = f(Gy)
izomorfizmi vardur.
Ispat. ¢ : Gi/N — f (G1) doniiglimii, her aN € G1,/N i¢in ¢ (aN) = f(a) ile
tanmimlansin. ¢ nin izomorfizma oldugu gosterilmelidir. Once ¢ nin iyi tanimh oldugu,

yani aN smifindaki temsilciye bagh olmadigi gosterilsin. Bunun ic¢in, aN = bN ise

¢ (aN) = ¢ (bN) oldugu gosterilmelidir.

13



aN =bN = ab™'N = N = Cekf
= ab ' € Qekf = f(ab™") = e
= f(a) f(0) " =ex= f(a)=f (D)

= ¢ (aN) = ¢ (bN)

dir. Boylece ¢ iyi tanimhdir.
¢ nin homomorfizma oldugunu gosterelim. Bunu i¢in her aN,bN € G, ,/N i¢in,
¢ (aNbN) = ¢ (aN) ¢ (bN) oldugu gosterilmelidir. f homomorfizma ve N de normal

alt grup oldugundan
r(aNbN) =7 (abN) = f (ab) = f (a) f (b) = ¢ (aN) ¢ (bN)

elde edilir. Boylece ¢ bir homomorfizmadir.

¢ nin orten oldugunu gosterelim. Her b € f(Gy) i¢in f (a) = b olacak bigimde
a € Gyvardir. Ote yandan, ¢ (aN) = f(a) = b icin aN € G1/N oldugundan ¢
ortendir.

Son olarak ¢ nin 1-1 oldugunu gosterelim. Her aN,bN € G,/ N igin,

¢ (aN) =@ (bN) = f(a) = f (b)
= f@) f) = (ab7") = ey
=ab '€ Cekf=N

= alN = bN

elde edilir. Boylece ¢, 1-1 dir.

Sonug olarak ¢ bir izomorfizma olup G, /N = f (G,) dir. O
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Uyar: 2.1.2. Bir onceki teoremde f : G; — Gy homomorfizmas: orten ise G,/ N =

f(G1) = Go oldugu agiktar.
Tanim 2.1.9. G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olmak tzere

v:G—G/N

g gN

biciminde tanimlanan dontsim orten bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya dogal
(kanonik) homomorfizma denir.

Gergekten, her x,y € G igin

¢ (zy) = (zy) N = (zN) (yN) = ¢ () ¢ (v)

olup ¢ bir homomorfizmadir. Her xtN € G /N i¢in ¢ () = xN olacak bigimde bir

x € G elemant var oldugundan ¢ ortendir.

Teorem 2.1.8. G| ve Gy iki grup, f : Gy — Go orten bir homomorfizma, Ny <@ Go

ve Ny = f=1(Ny) olsun. O zaman,
G1/ Ny = Gy /Ny

izomorfizmi vardar.

Ispat. Hera € G, icin, ¢ : G — G,/ Ny doniiiimii ¢ (a) = f (a) Ny ile tamimlansin.

¢ nin orten bir homomorfizma oldugunun gosterilmesi gerekir.
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a,b € G i¢in
a=b=ab'=e; = ¢(ab) =0¢(e1)
& f(ab™") Ny = No
& [(a)f () No= Ny
& f(a) Ny = f(b) N,
& ¢ (a) = ¢ (b)
oldugundan ¢ iyi tanimlidir.

f orten oldugundan, her b € G5 igin, f (a) = b olacak sekilde Ja € G; bulunabilir.
Bu durumda Gy, N, herhangi bir elemani bNy = f(a) No = ¢ (a) oldugundan
ortendir.

Her a,b € G igin

¢ (ab) = f(ab) N2 = f (a) f (b) N2 = (f (a) N2) (f (b) N2) = ¢ (a) ¢ (b)
oldugundan ¢ bir homomorfizmadir.

Simdi Cek¢ yi bulalim. Bir a € Gy igin

a € Cekp < ¢(a) = f(a) Ny =Ny < f(a) € Ny

olmasidir. Ny = f~'(N,) oldugundan, f(a) € Ny & a € N; bulunur. Buradan,
Ceko = N; bulunur. Boylece ¢ : Gy — G5,/ N ¢ekirdegi Ny olan orten bir homomor-

fizma oldugundan Teorem 2.1.7 den G,/ N; = G5,/ N5 bulunur. O

Teorem 2.1.9. G bir grup, N < G ve H < G olsun. O zaman,
NCH=G/H=(G/N)/ (H/N)

1zomorfizmi vardar.
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Ispat. ¢ (xN) =zH ile tammh ¢ : G /N — G /H doniigimi goz éniine alinsin.

Her zN,yN € G/N icin akN = yN = 2y ' € N = oy ' € H= 2H = yH =
¢ (xN) = ¢ (yN) oldugundan ¢ iyi tanimhdir.

Ayrica her z,y € G icin ¢ ((xN)(yN)) = ¢(zyN) = zyH = (zH)(yH) =
¢ (xN) p (yN) oldugundan ¢ bir homomorfizmadir.

@ Orten oldugundan ve Cekp = {¢N:zH=H} = {¢ekN:x€ H} = H/N

bulunur. Béylece Teorem 2.1.7 den G /H = (G,/N) / (H /N) elde edilir. O

2.2 Topolojik Gruplar

Bu altbéliimde kullanilan tanim ve teoremler Pontryagin’ in Topological Groups [48]

adli kitabindan alindi.

Tanim 2.2.1. (G,T) topolojik uzay ve (G,.) bir grup olsun. Asaqidaki ozellikler

mevcut ise; (G, T, .) tuclistine topolojik grup denir.
(tgl) f:Gx G — G, (z,y) — xy sturekli fonksiyon,
(tg2) g: G — G, v a7 siirekli fonksiyon

veya tgl ve tg2 ye denk olarak

(tg3) f:G x G — G, (z,y) — z.y ! siirekli fonksiyondur.

Yukardaki tanim komguluk kavramiyla da verilebilir. Bu durumda N (z) , « nokta-
sinin komguluklar sistemi olmak tizere, yukardaki tanimin komsuluklar tiiriinden

ifadesi agagidaki gibidir.
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(tgl) f: G x G — G, (z,y) — x.y sirekli fonksiyondur < Vo, y € G ve VIV €
N (z.y) C Gi¢in U.V C W olacak bigimde 3U € N (z) CGvedV e N (y) C G

vardir,

(tg2) g : G — G, v + a7 siirekli fonksiyondur < Vo € G ve VIW € N (27}) icin
U~! C W olacak bigimde 3U € N (z) C G vardir. Burada U™ = {z~! | z € U}
dir.

veya tgl ve tg2 ye denk olarak

(tg3) f:G x G — G, (z,y) — z.y ! streklidires Vo, y € G ve VW e N (zy ) C G
igin U.V~! C W olacak bigimde 3U € N (x) C G ve 3V € N (y) C G vardur.

Ornek 2.2.1. (1) G cebirsel bir grup olsun. G tzerinde ayrik topoloji distinilirse
(T'= P (G)) G bir topolojik grup olur.

(2) G cebirsel bir grup olsun. G tzerindeki {&, G} topolojisi ile bir topolojik grup
olur.

(3) R reel saylar toplamsal grubu, tzerindeki adi topoloji ile bir topolojik gruptur.

(4) G = (Zy,+) grubu, T = {@,{0}, G} topolojisi ile bir topolojik grup degildir.

Clinki f~1 ({0}) = {(0,0),(1,1)}, G 1izerindeki ¢arpim topolojisine gore agik degildir.

Teorem 2.2.1. G bir topolojik grup ve a € G olmak tuzere asagidaki dontisumler birer

homeomorfizmdir.
(1) f:G— G, z— za (sag kayma doniisiimii),
(2) g: G — G, x— ax (sol kayma doniisimii),

(3) t: G — G, x>z (tersinin donisimi).
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Ispat. (1) Her 2,y € G icin f(x) = f(y) = xa = ya olup her iki taraf ™' ile
carpilirsa x = y, yani f bire -bir dir.

y € G olsun. ya=! = z dersek, f(x) = f(ya™') = (ya=')a = y oldugundan f
ortendir.

f nin stirekliligi: = € G i¢in f () = xza € W ve W € N (xa) olsun. Topoljik grup
tanmm (tg1l) den U.V C W olacak bigimde 3U € N (z) € G ve 3V € N (a) C G
vardir. Buna gére Ua C UV C W ve f(U) C W yazlabilir. Boylece f, z noktasinda
siireklidir. #, G nin herhangi bir noktasi oldugundan f, G de stireklidir.

! oldugundan f siirekliliginden ! de

f~1in siirekliligi: f~! : G — G, x — xa~
sireklidir.

Sonug olarak f bir homeomorfizmdir. O

Teorem 2.2.2. G bir topolojik grup olsun. O zaman, a € G, F C G kapalr kime,
U C G agik kiime ve P C G herhangi bir kiime ise Fa,aF, F~* kapaly kiimelerdir ve
UP,PU, U~ agik kiimelerdir.

ispat. Once aF nin kapali oldugunu gosterelim. f: G — G, & — za fonksiyonu bir
onceki teoreme gore homeomorfizmdir. F', kapali oldugundan f (F') = Fa da kapalidir.
aF ve F~! kiimelerin kapaliligi benzer bicimde gosterilir.

U C G acik kiime ve P C G herhangi bir kiime olsun. Bu durumda UP =
UPU p olarak yazilabilir. Up, bir onceki teoreme gore sag doniigim altinda U nun
pe

gortintiisit oldugundan agiktir. Boylece UP aciktir. PU ve U~! kiimelerin acikhig

benzer bicimde gosterilir. O

Teorem 2.2.3. G bir topolojik grup olsun. O zaman G nin her cebirsel alt grubu,

aynt zamanda topolojik alt grubudur.
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Ispat. H,G nin alt grubu olsun. Her x,y € H i¢in zy~ ' € H dir.

HxH-—H
(z,y) > zy

fonksiyonunun stirekli oldugunu gosterecegiz.

Diger taraftan, buna denk olarak z,y € H ve xy~' € H icin Wy € Ny (xy™)
verildiginde Wy = W N H olacak bicimde 3W € Ng (zy~!) vardir.

G bir topolojik grup oldugundan Va,y € G ve VW € N (zy~1) C G icin UV~ C
W olacak bi¢imde 3U € N (z) C G ve IV € N (y) C G vardir.

Simdi Uy = UN H ve Vg = V N H denilirse H deki alt uzay topolojisine gore

Uy € Ny (z) ve Vg € Ny (y) yazilabilir.

UpVgt CUVTICW
elde edilir. Ayn1 zamanda

UgViy' CHH '=H

yazilabilir. Boylece
UpVi' CWNH=Wy

bulunur. Sonug olarak G topolojik grubunun her alt grubu bir topolojik alt gruptur.
O

Tanim 2.2.2. Gy ve Gy ki topolojik grup olsun. f : Gy — Go dontsumi hem grup
izomorfizmast hem de homeomorfizm ise bu doniusime topolojik izomorfizma denir.

G ve Gy ye topolojik olarak izomorf gruplar denir.

Teorem 2.2.4. G bir topolojik grup, N C G nin normal alt grubu ve G /N bolim

topolojisi olsun. O zaman,
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(1) 7:G— G/N , g gN, stirekli ve agik homomorfizmadir.
(2) G/ N bir topolojik gruptur.

Ispat. (1) U C G ack olsun. Bu durumda 7 (U) nun G/N icinde acik oldugunu
gostermek gerekir. Bunun icin de 7! (7 (U)) = UN esitligini gostermek yeterlidir.

germ (n(U))=n(g) €n(U)= gN € n(U)CUN olur. Buradan g € gN €
UN bulunur.

Tersine, n € N, g € U olmak tizere gn € UN olsun. O zaman
m(gn) = gnN = gN = (g) € 7 (U)
olur. Buradan
m(gn)en(U)=gner ' (x(U))=UNCx ' (r(U))

elde edilir. Boylece 77! (7 (U)) = UN bulunur.

U C G agik oldugundan Teorem 2.2.2 den UN agiktir. Buradan 7~ (7 (U)) agiktur.
¢ bolim doniigimii siirekli oldugundan 7 (U) da agiktir. U agik iken 7 (U) da agk
oldugundan 7 ac¢ik homomorfizmadir.

(2) G/N nin boliim grubu oldugu Teorem 2.1.3 den bilindigi i¢in geriye

f:G/NxG/N—G/N

(91N, goN) = (1 N) (¢2N) ™ = 19z ' N

doniigimiinin stirekli oldugunu gostermek yeterlidir.
W, G,/ N i¢inde g1g, ' N nin bir acik komsulugu olsun. Bu durumda 7 (g1 9y 1) =

9195 "N € W oldugundan g,g;* € 7' (W) olur. G bir topolojik grup oldugundan,
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g1 in en az bir U komsulugu ve go nin en az bir V komsulugu icin UV~ C 7= (W)
yazilabilir. Buradan 7 (UV ') C W olur. 7 bir homomorfizma oldugundan 7 (UV 1) =
7 (U)7 (V1) C W bulunur. 7 agik oldugundan A = 7 (U), g N elemaninin ve B =
(V1) =7 (V)" de g N elemanmin birer acik komsgulugudur. Dolayisiyla AB C W
acik oldugundan topolojik grup tanimi ve siireklilik tanimindan f doniigiimii siireklidir.

Sonug olarak G N bir topolojik gruptur. m

Teorem 2.2.5. Gy, G iki topolojik grup, f : G — G bir stirekli 6rten homomorfizma

ve Cekf = N olsun. O zaman, f bir agik dontsim ise
v:G1 /N — Gy

dontsumi bir topologik izomorfizmadar.

Ispat. f bir acik doniigim ve m : Gy — G1,/N olsun. Teorem 2.1.7 den ¢ bir
grup izomorfizmasidir. f : Gy — Gy siirekli ve Teorem 2.2.4 den 7 : G; — G1/N
doniigtimi stirekli oldugundan f = p o7 olup ¢ dontisiimii de stireklidir.

Simdi ¢! : Gy — G /N siirekliligini gosterelim. ¢!

sirekliligi icin once ¢
nin agik oldugunu gosterelim. U C G; agik olsun. f acik oldundan f(U) =V, G
de agik ve 7 agik doniigiim oldugundan 7 (U) = W da G1,/N de aciktir. Boylece
fU) = ¢ (n(U)) = (W) = V oldugundan ¢ bir acik déniigiimdiir. Buradan
et (V)=p e (W)) =W olup ¢! siireklidir.

Sonug olarak ¢ : G; /N — G5 bir topolojik izomorfizmadir. O

Teorem 2.2.6. GG1, G iki topolojik grup, f : G1 — Go bir sturekli orten homomorfizma,
Ny <1 Gy ve Ny = f~1(Ny) olsun. O zaman, f bir agik doniisiim ise G1,/ N1 = Go,/ Ny

izomorfizmi vardur.
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Ispat. f acik bir doniigiim olsun. ¢ (a) = f(a) Ny ile tammh ¢ : G, — Ga /N,
homomorfizmas1 alinirsa, Teorem 2.1.8 den Cek¢ = N; olup G1,/N; ve G,/ Ny
izomorf gruplardir. G, /N, ve Gy /N5 topolojik gruplar oldugundan bir énceki teoreme
gore G1 /Ny ve G5,/ N topolojik izomorfturlar, yani Gy, Ny & Gy, Ns. O

2.3 Rough Kiimeler

Rough kiime teorisi, ilk olarak Pawlak [2] tarafindan ortaya atilmigtir. Rough (yaklagimli)
kiime, evrensel kiimenin herhangi bir alt kiimesi olup, evrensel kiime tizerinde tanimlanan
bir denklik bagintisi ile olugturulan alt ve tist yaklasimlar ikilisi ile tanimlanir.

U, nesneleri sayist sonlu bir kiime ve R C U x U ikili iglemi (bagmtisi) verilsin.
U ya evren (universe), R ye ayirtedilemezlik (indiscernibility) bagintisi denir. Bu
tez boyunca R bagintisi bir denklik bagintisi olarak kabul edilecektir. Bir x € U
elemaninin R ye gore denklik simifi R (z) ile gosterilir. U evren ve R, U tizerindeki bir

denklik bagintisi olarak alindiginda (U, R) ikilisine yaklagim uzay: denir.

Tanmim 2.3.1. /2] (U, R) bir yaklasim uzayr ve X C U olsun. X kimesinin R-alt

yaklasima

R(X)=J{R(x): R(z) € X}
ya da

R(X)={z:R(z) C X}
ile tanymlanar.
Buna gore X in alt yaklasimir X tarafindan tamamen kapsanan denklik siniflarin

birlesiminden olusur. Ya da denklik simifs X in i¢inde olan elemanlarin olusturdugu

kimedir.
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X kimesinin R-ist yaklasima

R(X)=|J{R@):R@)NX # 2}

zelU

ya da
R(X)={r:R(x)NX # o}

ile tanimlanar.

Buna gore X in st yaklasime, X ile arakesiti bostan farklh denklik siniflarin
olusturdugu kime ya da denklik sinify ile X in arakesiti bostan farkl elemanlarin
olusturdugu kimedir.

Burada v ¢ X i¢in R (z) N X # @ olabilir. Yani ist yaklasimdaki elemanlar X in
elemant olmayabilir.

X kumesinin R-sinar bolgesi
RN (X) = R(X) - R(X)

ile tanimlanar.

X kumesinin R- simr bolgesi, st ve alt yaklasimlar arasindaki farktir. Yani ne
X kiimesinin nede —X (—X : X in timleyeni, yani —X = U — X ile tanamlanar.)
kiimesinin elemani olarak R bagintiswyla siniflandiramadigimaz elemanlarin olusturdugu

kimedir.

Tamim 2.3.2. [13] Bir X kimesinin siniwr bélgesi bos ise X kimesine R ile crisp

(tam, kesin) dir denir.

Tanim 2.3.3. [13] Bir X kiimesinin sinar bolgesi bostan farkl ise X kimesine R ile

rough kumedir denir.
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Onerme 2.3.1. [13] (U, R) yaklasum uzay olmak iizere U nun X ve'Y alt kiimelerinin

alt ve ust yaklasimlary asagidaki ozellikleri saglar.

10. RR(X) = RR(X) = R(X),
11. RR(X) = RR(X) = R(X).

Rough kiimeleri 4 temel sinifa ayirabiliriz. Yani belirsizligi (vagueness) dort kategoriye

gore diizenleyebiliriz.

1. Bir X kiimesi roughly R- definable < R(X) # @ ve R(X) # U.
2. Bir X kiimesi internally R -undefinable < R(X) = @ ve R(X) # U.

3. Bir X kiimesi externally R-undefinable < R(X) # @ ve R(X) = U.
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4. Bir X kiimesi totally R-undefinable < R(X) = @ ve R(X) = U.

Rough kiimeler, yaklagimlar yerine bir yaklagimli tiyelik fonsiyonu ile de tanimlanir.

Klasik kiime teorisinde bir eleman bir kiimeye ya aittir ya da degildir. Burada bu
kiime i¢in karakteristik fonsiyonu olarak iiyelik fonksiyonu sirasiyla 1 ve 0 degerini
alir.

Rough kiimelerde ise iiyelik fonksiyonu notasyonu farklhidir. Yaklagiml tiyelik fonk-
siyonu, z in ait oldugu R(z) denklik smufi ile X kiimesi arasinda birbiriyle goreceli
ortiisme derecesini olger.

| X|, X in eleman sayisini gostermek iizere yaklagiml iiyelik fonksiyonu

U = 0.1 (o) =

seklinde tanimlanir.

Yaklagimli tiyelik fonksiyonu R verilmigken x elemaninin X kiimesine ait olmasinin
sartl ihtimalini ve R nin yardimiyla x hakkinda verilen bilgi goz ontinde tutularak
x in X e ait olma derecesini aciklar.

Yaklagimli tiyelik fonksiyonu, yaklagimlar: tanimlamak ve sinir bélgesini belirlemek

icin agagidaki gibi tanimlanmgtir [13]:
R(X)={zeU:p¥(x) =1},
R(X)={zeU:puf(z)>0},

RN(X)={zeU:0<uf(z) <1}

Ornek 2.3.1. [49] U = {x1,x9, x3, 4, x5, Te, T7, X3, Tg, T19} objelerin kimesi, A =
{a1,as,a3} degiskenlerin kimesi ve Vi = {1,2,3}, Vo = {1,2}, V = {1,2,3,4}

kiimeleri de her bir degiskenin aldigr degerlerin kiimesini gostersin.
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Yukarida verilen 10 obje i¢in elde edilen ¢ sonucun matris formu asagidaki gibi

verilir.

I
Q
=
Q
)
<
)

rz; 2 1 3
ro 3 2 1
3 2 1 3
ze 2 2 3
zs 1 1 4
r¢ 1 1 2
z; 3 2 1
zs 1 1 4
T9 2 1 3
0 3 2 1

Bu sistem i¢in f, fonksiyonu yukardaki gibi verilir. Verilenlere gére fq, () = V1,
fay () = V4 ve fo, (x) = V3 olarak verilir.

R(x), x elemanimin denklik sinifine géstermek tizere
R(x;) = {x; : x;,x; ile aym dlgiime sahip, 1 <1,j < 10}

seklinde tanimlansin.

Buna gore denklik siniflars;
R(r1) = R(z3) = R(z9) = {1, 73,70},

R(ZL‘Q) = R($7) = R(l‘lo) = {272,1'7, 1‘10},
R(z4) = {xa},
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R(xs5) = R(xg) = {5,258},
R(ze) = {z6},

seklinde bulunur.
Bu denklik simiflarindan yararlanarak U nun bir X = {x1, x3, x4, x5, 9} alt kiimesinin

alt yaklasima, st yaklasime ve simar bolgesi sirasiyla

R(X) = {a’:la T3, Ty, ng} )

R(X) = {x1, 23,24, 75,78, 29},
RN(X) = R(X) — R(X) = {ws, x5} .

seklindedir.

2.4 Yaklagimli Alt Gruplar

Bu alt boliimde, yaklagimli alt gruplar tanitildi.

2.4.1 Bir Grupta Alt ve Ust Yaklasimlar

Rough kiimelerin, evrensel kiime iizerinde tanimlanan denklik bagintilar ile belirlendigi

daha Once verilmisti. Buna gore bir GG grubu tlizerinde N alt grubuna gore tanimlanan
r =y(modN) < zy ' € N

bagintist bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 kullamilarak bir grubun bir alt kiimesinin

alt ve lst yaklagimlar agagidaki gibi tanimlanmigtir [26].
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Tanim 2.4.1. [26] G bir grup, N C G normal alt grup ve X, G nin bostan farkly bir
alt kumesi olsun. N normal alt grubuna gore X alt kiimesinin alt ve ust yaklasimlar:

siraswyla

N(X):={xeG:aNCX}=|J{zN:aN C X}

ve

NX)={reG:aNNX # 2} =] {aN:aNnX # o}

zeG

seklinde tanimlanir. Burada (G, N) ikilisine yaklasim uzay: denir.

Sonug 2.4.1. [26] (G, N) yaklasim uzay: olmak tizere G nin X ve Y alt kiimelerinin

alt ve st yaklasimlary asaqidaki ozellikleri saglar.
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11 NN(X)=NN(X) = N(X)

Uyar: 2.4.1. X ve Y, G nin bostan farkly alt kumeleri ise
XY ={ey:zeXyeY}tve X+Y={os+y:xeX,yeY}
ile tanimlbidar.

Onerme 2.4.1. [26] G bir grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bir alt grubu

olsun. O zaman,

NCX=NX)=X
esitligi vardr.

Onerme 2.4.2. [26] G bir grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bostan farkls bir
alt kiimesi olsun. O zaman,

N(X)=XN
esitligi vardar.

Onerme 2.4.3. [26] G bir grup, N <G normal alt grup ve X ile Y, G nin bostan
farkly alt ktiimeleri ise

N(X)N(Y) = N(XY)
esitligi vardr.

Onerme 2.4.4. [26] G bir grup, N < G normal alt grup ve X ile Y, G nin bostan
farkly alt kiimeleri ise

N(X)N(Y) € N(XY)
kapsama bagintisy vardir.
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Onerme 2.4.5. [26] G bir grup, H <G normal alt grup, N <G normal alt grup ve

X, G nin bostan farkl alt kiimesi ise
(HON) (X)=H(X)NN (X)
esitligi vardur.

Onerme 2.4.6. [26] G bir grup, H <G normal alt grup, N < G normal alt grup ve

X, G nin bostan farkl alt kiimesi ise

(HNON)(X) = H(X)NN(X)

esitligi vardur.

2.4.2 Bir Grupta Alt ve Ust Yaklasimli Alt Gruplar

Tanim 2.4.2. [26] G bir grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bostan farkl alt
kimesi olsun.

Ejer N (X), G grubunun (normal) alt grubu ise X kiimesine, G grubunun tist
yaklagimly (normal) alt grubu denir.

Eger N (X), G grubunun (normal) alt grubu ise X kimesine, G grubunun alt

yaklagimly (normal) alt grubu denir.

Onerme 2.4.7. [26] G bir grup ve N, G grubunun normal alt grubu olsun. X, G

grubunun (normal) alt grubu ise X, G grubunun st yaklagimly (normal) alt grubudur.

Onerme 2.4.8. [26] G bir grup ve N, G grubunun normal alt grubu olsun. N C X
olmak tzere X, G grubunun (normal) alt grubu ise X, G grubunun alt yaklagiml

(normal) alt grubudur.
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Onerme 2.4.9. [26, 29] G bir grup ve H ile N, G grubunun normal alt gruplar

olsun. X, G nin alt grubu ise
H(X)N(X)= (HN) (X)
esitligi vardr.

Onerme 2.4.10. [26, 29] G bir grup ve H ile N, G grubunun normal alt gruplar

olsun. X, G nin alt grubu ise
H(X)N(X) = (HN) (X)

esitligs vardur.

2.4.3  Alt ve Ust Yaklagimlarin Homomorfik Goriintiisi

G ve G iki grup olsun. Her z,y € GG igin

fry) = f(2)f(y)

ise f : G — (G5 doniigiimiine G den Gy ye bir homomorfizma denir. Bire-bir ve orten

homomorfizmaya izomorfizma denir. es, G5 nin birimi olmak iizere

kerf={x € G, : f(x) = e}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir. Ayrica ker f, GGy in bir normal alt grubudur.

Onerme 2.4.11. [29] H ve N, G grubunun normal alt gruplar ve 7 : G — G/ N

kanonik homomorfizm olsun. O zaman asagidakiler saglanar.

(1) (G/N)/(H(N)/N) = (G/H)/ (N(H)/H),
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(2) Ejer N C H ise G/N (H) = (G/N) /(N (H) /N).

Onerme 2.4.12. [29] Gy ve Gy ki grup, f : G1 — G bir érten homomorfizma,
N < G1 normal alt grup ve X, G1 grubunu alt grubu olsun. O zaman asagidakiler

saglanar.

(1) Eger N € X ise f(N (X)) = f(N)(f (X)),

(2) f(N(X))=Ff(N)(f(X)).

Onerme 2.4.13. [29] Gy ve Gy iki grup, [ : G1 — Gy bir drten homomorfizma,
Ny 4Gy grubunun normal alt grubu ve X, Gy grubunun bostan farkly bir alt kiimesi

olsun. O zaman asagidakiler saglanar.
(1) Eger N» C X dse [~ (N2 (X)) = f~H (Vo) (f 71 (X)),
(2) f7H (N2 (X)) = [~ (N2) (f (X))

Onerme 2.4.14. [29] Gy ve Gy iki grup, [ : Gy — Gy bir érten homomorfizma,
N <Gy normal alt grup, Cekf C N ve X, Gy in her hangi bir normal alt grubu olsun.

O zaman asagidakiler saglanar.

(1) GL/N(X) = Gy /f(N)(f (X)),

(2) N € X ise Gi/N(X) =G/ f(N)(f (X))

2.5 Rough Gruplar

Bu alt boliimde, rough grup ve rough alt gruplar ile ilgili temel kavramlara yer verildi.
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2.5.1 Rough Grup ve Rough Alt Grup

Tanim 2.5.1. [33] (U, R) bir yaklasim uzay, ve ".” U dizerinde bir ikili islem olsun.

Asaqidaki ozellikleri saglayan bir G C U alt kiimesine bir rough grup denir:
(rgl) Yo,y € G i¢in z.y € G,
(rg2) Vz,y,z € G i¢in (v.y) .z = x. (y.2) birlesme 6zelligi G de saglansn,

(rg3) Vo € G i¢in x.e = e.x = x olacak bi¢imde en az bir e € G vardwr (e elemanina

G rough grubun birim elemany denir),

(rgd) Vo € G igin x.y = y.x = e olacak bigimde en az bir y € G vardir (y elemanina

G rough grubunda x elemanimn ters elemany denir ve x =1 ile gosterilir).

Burada G, G nin iist yaklasimimi gosterir.

Uyar 2.5.1. Eger G bir grup ise ayni zamanda rough grup olur. Fakat, bunun tersi
her zaman dogru degildir. Bunun yaninda G rough grubunda bir ve yalniz bir birim

eleman vardir. Her x € G elemanamn tersi tektir ve x71 ile gosterilir.
Onerme 2.5.1. [33] Bir rough grupta asaqidaki ozellikler vardar.

(a) (x71) " =,

(b) (zy) =y o™

Ornek 2.5.1. mod3’ e gire kalan stflarimn kimesi U = {5, T,E} ve "@" iglemi

kalan simiflarin toplama islemi olsun. G = {T,Q} ve U nun bir ayrik parcalanisy da

B = {G,T} By = {?} olmak tizere U/R = {E1, Es} olsun.

34



Bu durumda G = Ey U E5 olur. Ayrica
(1) Va,y € G i¢inz @y € G,

(2) Birlesme ézelligi saglanar,

3) 1 0ed,

(4) (2 ) ~TeG, (1) '=2€e0d

oldugundan G bir rough gruptur. Eger G = {G,T} olarak alimirsa G = Ey olur. Bu

durumda 1® 1 =2 ¢ G oldugundan G, bir rough grup degildir.

Onerme 2.5.2. [33] H, G rough grubunun bostan farkl bir alt kimesi olsun. Bu
durumda H alt kimesi G deki isleme gore bir rough grup ise H kimesine G grubunun

rough alt grubu denir.

G rough grubunun agikar rough alt grubu sadece kendisidir. {e} kiimesinin G

grubunun rough altgrubu olmasi icin gerek ve yeter sart e € G olmasidir.

Teorem 2.5.1. [33] G bir rough grup ve H, G nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda H rough grubunun bir rough alt grubu olmasi i¢cin gerek ve yeter sart,
(a) Yo,y € H iginx.y € H,
(b) Vx € H iginaz~' € H

olmasudar.

Teorem 2.5.2. [34] G bir rough grup, Hy ve Hy de G nin iki rough alt grubu olsun.

Bu durumda HiN Hy = Hy N H, ise HiN Hy, G nin bir rough alt grubudur.

Teorem 2.5.3. [35] G bir rough grup, K, G nin bir rough alt grubu ve H, G nin
bostan farkly bir alt kiimesi olsun. Bu durumda H, K mn bir rough alt grubu ise G

nin de rough alt grubudur.
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Teorem 2.5.4. [35] G bir rough grup, Hy, Hy de G nin iki rough alt grubu ve
H,. Hy = H,.H, olsun. Bu durumda H,.H, nin G rough grubunun bir rough alt grubu

olmasi i¢in gerek ve yeter sart Hy.Hy = Hy.Hy olmasidar.
Tanim 2.5.2. [34] G bir rough grup olsun. Her z,y € G i¢in z.y = y.x ise G ye

degismeli rough grup denir.

2.5.2 Rough Kalan Siniflari

(U, R) bir yaklagim uzayi, G C U ve H de G nin bir rough alt grubu olsun. Bu
durumda a, b € G olmak iizere, G rough grubunun elemanlar1 arasinda asagidaki gibi

bir ” ~ " bagimtis1 tanimlanabilir:
a~bsabt € HU{e}
(34].
Teorem 2.5.5. [34] G bir rough grup olmak iizere,” ~ " bagintisy bir denklik bagintisidur.

Tanim 2.5.3. [34] " ~ " denklik bagintisinin G rough grubunda belirttigi siniflara
rough sag kalan siniflary denir. Herhangi bir a € G nin rough sag kalan sinife H.a ile

gosterilir. Yani;

Ha={ha:he HaecG haecG}U{a}.
Benzer bigimde herhangi bir a € G elemaninin rough sol kalan smifi da
a.H={ah:heHacGahecG}U{a}

seklinde gosterilir.
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Uyar:1 2.5.2. Genel olarak, rough grubun ikili islemi her zaman degisme ozelligini

saglamayabilir. Bundan dolay:, rough sag ve rough sol kalan siniflary farkly olur.

Teorem 2.5.6. [3/] G bir rough grup ve H, G nin bir rough alt grubu olmak tzere,

rough sag ve rough sol kalan siniflarimin eleman saylary aynidar.

2.5.3 Rough Normal Alt Gruplar

Tanim 2.5.4. [3/] Bir G rough grubunun bir rough alt grubu N olsun. Her a € G

icin a.N = N.a 1se N alt grubuna rough normal alt grup denir.

Teorem 2.5.7. [34] Bir G rough grubun bir rough normal alt grubu N olsun. N rough
alt grubunun G nin rough normal alt grubu olmas: i¢in gerek ve yeter sart her a € G

ve her n € N i¢in ana™* € N olmasudar.

Teorem 2.5.8. [35] G bir rough grup, Hy, Hy de G nin iki rough normal alt grubu
ve Hy. Hy = Hy.H, olsun. Bu durumda Hy.Hy, G rough grubunun bir rough normal

alt grubudur.

2.5.4 Rough Alt Gruplarin Homomorfizmleri

nn /BN
@)

(U1, Ry) ve (Us, Ry), iki yaklagim uzay1 ve ”.” | sirasiyla Uy , Us tizerinde iki ikili

islem olsun.

Tanim 2.5.5. [3/] G C Uy ve Gy C Us iki rough grup olsun. Her z,y € G igin
o (r.y) = ¢ (x) op(y) olacak sekilde orten bir ¢ : Gi — Gy fonksiyonu varsa ¢ ye

rough homomorfizm, G1 ve Gy rough gruplarina da rough homomorfik gruplar denir.
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Teorem 2.5.9. [34] G1 C Uy ve Gy C Us iki rough homomorfik grup olsun. G,
degismeli rough grup ise Gy de degismeli rough gruptur.

Teorem 2.5.10. [34] G C Uy ve Gy C Uy iki rough homomorfik grup ve ¢ (G1) =

Gy olsun. O zaman ¢ (Gy) bir rough gruptur.

Teorem 2.5.11. [34] G; C Uy ve Gy C Uy iki rough homomorfik grup, e; € Gy ve

e € Gy olsun. O zaman ¢ (e1) = e5 ve her a € Gy igin ¢ (a™') = ¢ (a)™" dir.

Tanim 2.5.6. [3/] G; C Uy ve Gy C Uy iki rough homomorfik grup, e; € Gy ve
ey € Gy olsun. {x | p (x) = eq,x € G1} kiimesine rough homomorfizm ¢ekirdegi denir

ve N 1ile gosterilir.

Teorem 2.5.12. [3/] G; C U; ve Gy C U, iki rough homomorfik grup olsun. O

zaman, rough homomorfizm ¢ekirdegi N, Gy in bir rough normal alt grubudur.

Teorem 2.5.13. [34] G1 C Uy ve Gy C Uy iki rough homomorfik grup, H; ve N;
swraswyla G in bir rough alt grubu ve rough normal alt grubu olsun. O zaman asagidaki

ozellikler saglanar:

(a) ¢ (H1) = ¢ (H1) ise o (Hy), Go nin bir rough alt grubudur,

(b) ¢ (N1) = ¢ (N1) ve ¢ (G1) = G5 ise p (N1), G nin bir rough normal alt grubudur-.

Teorem 2.5.14. [3/] G C Uy ve Gy C U, iki rough homomorfik grup, Hs ve
Ny swraswyla Gy nin bir rough alt grubu ve rough normal alt grubu olsun. O zaman

asagrdaki ozellikler saglanir:

(a) Hy, Hy nin ters gorintist olmak tzere, ¢ (E) = H, ise Hy, Gy in bir rough alt

grubudur,
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(b) Ny, Ny nin ters gorintisi olmak tzere, ¢ (G1) = Gy ve ¢ (m) =N, ise Ny, Gy

i bir rough normal alt grubudur.
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3. YAKLASIMLI TOPOLOJIK ALT GRUPLAR

Bu bolim, ii¢ alt bolimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde, bir topolojik grupta
alt ve tist yaklagim tanimlar yapild: ve bazi 6zellikleri verildi. Ikinei alt boliimde,
bir topolojik grupta alt ve tst yaklagimli topolojik alt grup kavramlar: verildi ve
bazi ozellikleri incelendi. Uciincii alt boliimde, alt ve {ist yaklagimlarin bir topolojik

homomorfizma altindaki 6zellikleri incelendi.

3.1 Bir Topolojik Grupta Alt ve Ust Yaklagimlar

Rough kiimeler evrensel kiime tizerinde tanimlanan denklik bagintilari ile belirlenmek-

tedir. Buna gore bir G grubu tizerinde N alt grubuna gore tanimlanan
r =y(modN) < zy ' € N

bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 kullanilarak bir topolojik grubun bir alt

kiimesinin alt ve st yaklagimlar: agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Tanim 3.1.1. G bir topolojik grup, N<G normal alt grup ve X, G nin bostan farkl bir
alt kimesi olsun. N normal alt grubuna gore X alt kimesinin alt ve ust yaklasimlar:

siraswyla

NX)={zxeG:aNCX}=|J{aN:aN C X}

zeG
ve

NX)={reG:aNNX # 2} =] {aN:2NnX # o}
zeG

seklinde tanmimlanwr . (G, N) ikilisine topolojik yaklagim uzayr denir.
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Sonug 3.1.1. (G, N) topolojik yaklasim uzayr olmak tzere G nin X veY alt kiimelerinin

alt ve ust yaklasimlary asagidaki ozellikleri saglar.

11 NN(X)=NN(X) = N(X)

Onerme 3.1.1. G bir topolojik grup N, G nin normal alt grubu ve X, G nin bostan

farkl bir alt kuimest olsun. O zaman N, acik ise X in alt ve st yaklasimlar: da agiktor.

ispat. N, acik olsun. Teorem 2.2.2 den N kiimesi de aciktir. X in alt yaklagimi

N(X)= | {zN : 2N C X} oldugundan N (X) agiktir. Yine benzer bigimde N (X) =

zeG

U {zN : 2N N X # @} oldugundan N(X) agiktir. O

zeG
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Uyar: 3.1.1. G topolojik grubu sonlu olsun. Bir onceki onermeden N kapali ise X

i alt ve st yaklasimlary da kapaly olur.

Ornek 3.1.1. G bir topolojik grup, G = Z, = {6, T,?,g}, G tzerindeki topoloji

Te = {2,G,{0,2} ,{1,3}} ve G nin bir normal alt grubu N = {0,2} olsun. Bu

Uyar1 3.1.2. X ve Y, G nin bostan farkl alt kimeleri ise XY ve X +Y siraswyla
XY ={ey:zeXyeY}lve X+Y={os+y:2eX,yecY}
seklinde tanimlanar.

Onerme 3.1.2. G bir topolojik grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bir alt grubu
olsun. O zaman,

NCX=NX)=X
esitligi vardar.

Ispat. N C X vex € X olsun. zN € XX C X oldugundan z € N (X) olur. Buradan

X C N(X) olur. Sonug 3.1.1 den N(X) C X dir. Sonug olarak N(X) = X dir. O

Onerme 3.1.3. G bir topolojik grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bostan farkl
bir alt kimesi olsun. O zaman,

N(X)=XN

esitligi vardr.
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Ispat. 2 € N(X) olsun. z € N(X) = eNNX # @ = y € N ve y € X olacak
sekilde bir y € G vardir. N, G nin normal alt grubu oldugundan = € yN dir. Buradan
v €yN vey € X ise z € XN olur. Boylece N (X) C XN olur.

Simdi z € XN olsun. O zaman x = an olacak sekilde a € X ve n € N vardir.
Buradan a = zn~! olur. N, G nin normal alt grubu oldugundan a = zn~! € N dir.
Béylece a € N N X # @ dir. Buradan z € N (X) olup XN C N (X) bulunur.

Sonug olarak N(X) = XN elde edilir. O

Onerme 3.1.4. G bir topolojik grup, N <G nin normal alt grup ve X ile Y, G nin

bostan farkly alt kimeleri ise
N(X)N(Y) = N(XY)
esitligi vardar.

Ispat. Ispat bir kiimenin iist yaklagim tanimi kullanilarak agagidaki gibi yapilir.

r€NX)N(Y)=z=ay € N(X)N(Y)
=z€NX)veyec NY)
=rxeaxNNX#Tveye yNNY £ o
szrzecxNNXveye yNNY
=zy=z€ XY vexy € (xy) N =zN
=z2€zNNXY #0

= z € N(XY)

43



Béylece N(X)N(Y) C N(XY) oldugu goriiliir. Tersine

z€ N(XY)=:zNNXY #£2
=z=axyec XY vez=uxy e zN
=z eX,yeY veze (vy) N=(zN)(yN)
=zrzeX,ycYvexexN, yeyN
rxexNNXveye yNNYy
=z € N(X)veyec N(Y)

= z=axy € N(X)N(Y).

elde edilir. Boylece N(XY) C N(X)N(Y) oldugu goriiliir.

Her iki kapsamadan

=

(ON(Y) = N(XY)
esitligi elde edilir. O]

Onerme 3.1.5. G bir topolojgik grup N, G nin normal alt grubu, X ve Y, G nin

bostan farkly alt kimeleri ise

=

(X)N(Y) € N(XY)

kapsama iliskisi vardar.
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Ispat. Ispat bir kiimenin iist yaklagim tanimi kullanilarak agagidaki gibi yapilir.

v € N(X)N(Y) = = = 2y € N(X)N(Y)
=zeNX)veye NY)
=N CXveyNCY
= (zN)(yN) C XY
= (zy) N C XY
= (zy) N =zN C XY

=z e N(XY).

Buradan

=

(X)N(Y) € N(XY)

olarak bulunur. O

Onerme 3.1.6. G bir topolojik grup, H ile N, G nin normal alt grubu ve X, G nin

bostan farkly alt kiimesi ise

(HAN) (X)=H(X)nN (X)

esitligi vardr.
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ispat.

Ve (HNN)(X) e z(HNN)NX £ 2
Sdrez(HNN)NX
srez(HNN)vexreX
sSrxezHrezNvexre X
SdrezHNXwvedrezNNX
& z€e H(X) veze N (X)
szeH(X)NN (X).
Boylece
(HNN)(X)=H(X)NN (X)
olarak bulunur. O

Onerme 3.1.7. G bir topolojik grup, H ile N, G nin normal alt grubu ve X, G nin

bostan farkly alt kiimesi ise
(HNAN)(X) = H(X)NN(X)
esitligi vardar.
ispat.
Vze (HNN) (X)e z(HNN)C X
S2HC XvezNCX

& ze H(X) veze N(X)

s ze H(X)NN(X).
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Boylece
(HON)(X)=H(X)NN(X)

olarak bulunur. O

3.2 Bir Topolojik Grupta Alt ve Ust Yaklasimli Topolojik

Alt Gruplar

Tanim 3.2.1. G bir topolojik grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bostan farkl
alt kumesi olsun.

Ejer N (X), G nin (normal) alt grubu ise X e, G nin st yaklasiml topolojik
(normal) alt grubu denir.

Eger N (X), G nin (normal) alt grubu ise X e, G nin alt yaklagymle topolojik

(normal) alt grubu denir.

Onerme 3.2.1. G bir topolojik grup ve N, G nin normal alt grubu olsun. X, G nin

alt grubu ise X, G nin st yaklasimly topolojik alt grubudur.

ispat. e, G nin birim elemani olsun. N ve X, GG nin alt grubu oldugundan e € X ve
e = ee € eN olur. Bundan dolay1 e € eN N X dir. Boylece eN N X # & oldugundan
e € N (X) dir.

a,b € N(X) olsun. Buradan € aN N X ve y € bN N X olacak sekilde z ve y
elemanlar:1 vardir. Buna gére z € alN,y € bN vex € X,y € X olur. X, G nin alt grubu
oldugundan zy € X ve N, G nin normal alt grubu oldugundan zy € (aN)(bN) = abN
dir. Béylece xy € abN N X ve bundan dolay1 da ab € N (X) olur.

a € N (X) olsun. Buradan # € aN N X olacak sekilde x € G vardir. Buna gére

x € aN ve v € X olur. X, G nin alt grubu oldugundan ! € X dir. Diger taraftan
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h € N i¢in x = ah olarak yazilabilir. Ayrica N, G nin normal alt grubu oldugundan
h~t e N dir.

Boylece 7! = (ah)™' = h™'a™ € Na™! = a7 !N olarak bulunur. Bu durumda
r7' € a”'N N X oldugundan a~! € N (X) bulunur.

Sonug olarak N (X), G nin alt grubu olup X, G nin iist yaklasimh alt grubudur.

Simdi X in G nin st yaklagimli topolojik alt grubu oldugunu gosterelim. G
topolojik grup oldugundan, Vz,y € G ve YW € N (z.y™') C G i¢in UV C W
olacak bigimde 3U € N (z) C G ve 3V € N (y) C G vardr.

UNX # @ ve VNX # @ olmak iizere Uyxy = UNN (X), Vyixy =V NN (X)
denilirse, Usy(y) ve Viy(x kiimeleri N (X) deki alt uzay topolojisine gére z ve y nin

komsuluklar1 olacaktir. Yani Ug vy € N x) () ve Vi(x) € N (x) (y) dir. Buradan

-1 -1

ve

T =N () ve Uy Vil ) NOX £ 2

oldugundan

Uxx) Ve © W NN (X) = Wyx) ve W) NN X # &

=2

elde edilir. Boylece X, G nin alt yaklasimh topolojik alt grubudur O]

Onerme 3.2.2. G bir topolojik grup ve N, G nin normal alt grubu olsun. X, G nin

normal alt grubu ise X, G nin st yaklasimle topolojik normal alt grubudur.

Ispat. Bir 6nceki 6nermede X in iist yaklagimli alt grup oldugu gosterilmisti. O halde

N (X) in normal oldugunu gostermek yeterli olacaktir. a € N (X) ve z € G olsun.
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Bundan dolay1 y € aN N X olacak sekilde y € G vardir. Buradan y € alN ve y € X

yazilabilir. N normal oldugundan
ryr ' € x(aN)z™ " = (za)(No ') = (za)(z7'N) = (zaz )N
bulunur. X normal oldugundan
myx_l crXz ' CX

elde edilir.
Béylece zyr~! € (zaz™')N N X oldugundan zar~! € N (X) olur. O halde N (X)

normaldir. O

Onerme 3.2.3. G bir topolojik grup ve N, G nin normal alt grubu olsun. N C X

olmak tzere X, G min alt grubu ise X, G nin alt yaklasimly topolojik alt grubudur.

Ispat. eN = N C X oldugundan e € N (X) dir. 2,y € N (X) olsun. O halde

N C X ve yN C X yazilir. N, normal alt grup ve X, G nin alt grubu oldugundan
zyN = (zN)(yN) C XX C X.

bulunur. Béylece zy € N (X) olur.

r € N (X) olsun. Béylece z = ze € N C X yazilabilir. X, G nin alt grubu
oldugundan = € X olur. Bundan dolay1 27N C XX C X elde edilir.

Bu ise 27! € N (X) olmasim gerektirir. Boylece N (X), G nin alt grubudur.

Simdi X in G nin alt yaklagimli topolojik alt grubu oldugunu gosterelim. G
topolojik grup oldugundan, Vz,y € G ve YW € N (z.y™') C G i¢in UV C W
olacak bicimde 3U € N (z) € G ve IV € N (y) C G vardir. Uyxy = UNN (X),

Vxy) = VNN (X) denilirse, Uy (x) ve V(x) kiimeleri N (X') deki alt uzay topolojisine
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gbre x ve y nin komsguluklar olacaktir. Yani Ux € Ny(x) (z) ve Va(x) € Nu(x) (v)
dir. Buradan

ve
Uxon Vit € N (X) (N (X)) = N (X) ve (UxonVaty)) N € X
oldugundan
Uni) Vi) € WNN(X) = Wyx) ve (Wax) N CX
elde edilir. Boylece X, GG nin alt yaklagimh topolojik alt grubudur. O]

Onerme 3.2.4. G bir topolojik grup ve N, G nin normal alt grubu olsun. N C X
olmak tzere X, G min normal alt grubu ise X, G nin alt yaklasimly topolojik normal

alt grubudur.

Ispat. Bir 6nceki onermede X in alt yaklagimh alt grup oldugu gosterilmisti. O halde
N (X) in normal oldugunu gostermek yeterli olacaktir. a € N (X) ve z € GG olsun.

Buradan aN C X dir. N ve X normal oldugundan
(rax ' )N =x(aN)z ' CaXa ' C X
ve boylece zar™' € N (X) olur. Sonug olarak N (X) normaldir. O

Onerme 3.2.5. G bir topolojik grup, N <G normal alt grup ve X, G nin bir alt grubu

olsun. O zaman asagidakiler saglanar.

(1) G nin topolojik alt grubu N (X), a¢ik ise ayni zamanda kapalidar,

(2) G nin topolojik alt grubu N (X), agik ise ayni zamanda kapaldar.
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Ispat. (1) N (X), G nin acik topolojik alt grubu olsun. N (X) = (N (X))~ oldugunu
gostermeliyiz. a € (N (X))~ olsun. N (X) agik ve e € N (X) oldugundan a. (IV (X))
actk ve a € a.(N (X)) olur. Boylece a. (N (X)) N N(X) # @ dir. Bu durumda

bea (N(X)) vebe N (X) olacak sekilde bir b € G vardir.
bea. (N(X))=3Ihe N(X) igin h.N C X ve b=a.h
bulunur. Diger taraftan
be N(X)=bNCX

yazilabilir. Boylece b, h € N (X) oldugundan

bhteN(X)= (bh') NCX=aNcCX
olur. Buradan

a.NCX=aeN(X)= (N(X)) CN(X)

elde edilir.

Sonug olarak

ve N (X) kapalidir.

(2) N (X), G nin acik topolojik alt grubu olsun. N (X) = (N (X)) oldugunu
gostermeliyiz. a € (N (X)) olsun. N (X) agik ve e € N (X) oldugundan a. (N (X))
acik ve a € a. (N (X)) yazilr. Boylece a. (N (X)) N (N (X)) # @ dir. Bu durumda

b€ a. (N(X)) vebe N (X) olacak sekilde bir b € G vardur.
bea. (N(X))=3heN(X)icnhNNX #@veb=a.h

olur. Diger taraftan

beEN(X) = bNNX #0@
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olur. Béylece b,h € N (X) oldugundan
bhteN(X) = (bh') NNX#o
elde edilir. Buradan
aNNX#@=aeNX) = (N(X)) CN(X)

olur.

Sonug olarak

ve N (X) kapaldir. O

Onerme 3.2.6. G bir topolojik grup, N <G normal alt grup ve X, G nmin bir alt

grubu olsun. O zaman asagidakiler saglanr.

(1)

=

(X), G nin topolojik alt grubu ise N (X) in topolojik kapams: (N (X))” da G

nin topolojik alt grubudur,

=1

(2) N(X), G nin topolojik alt grubu ise N (X) in topolojik kapams: (N (X)) da G

nin topolojik alt grubudur.

Ispat. (1) N (X), G nin topolojik alt grubu olsun. (N (X))~ mmn G nin topolojik
alt grubu oldugunu gostermek icin her z,y € (N (X))~ ig¢in z.y € (N (X)) ve her
re (N(X)) iginaz!e (N(X)) oldugu gosterilmelidir.

r,y € (N(X))” olsun. W € N (z.y) € G igin UV C W olacak bicimde U €

N(z) C GvedV eN(y C G vardir. € (N (X)) ve U € N (x) oldugundan
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UNN(X) # @ olur. Benzer sekilde y € (N (X)) ve V € N (y) oldugundan V' N

N (X) # @ olur. Boylece
aceUNN((X) vebe VNN(X)
olacak gekilde a ve b elemanlar1 vardir. Bu durumda
acUbeVae NX)=aNCXvebe N(X)=bNCX
olur. Buradan a.b € U.V ve
abeUVveabe N(X)= (a.b)NC X

oldugundan U.V N N (X) # @ olur. Boylece W N N (X) # @ olup z.y € (N (X))~
bulunur.

r € (N(X)) olsun. W e N (x71) icin U~ C W olacak bicimde 3U € N (z) C G
vardir. Burada U™ = {z7! | # € U} seklinde tammhdir. x € (N (X)) ve U € N (2)

oldugundan U N N (X) # @ yazlabilir. Boylece
acUNNX)=acUveace N(X)=aNCX
olacak sekilde bir a elemani vardir. Buradan
aleU'tveale N(X)=a'NCX
olur. Boylece
e UM NX)=U'NNX)#42=>WnNN(X) 40
oldugundan z=! € (N (X))~ bulunur.
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Sonug olarak (/N (X))~ bir topolojik alt gruptur. Yani X, G nin alt yaklagimh
topolojik alt grubudur.

(2) N(X), G nin topolojik alt grubu olsun. (W (X))_ nin G nin topolojik alt
grubu oldugunu gostermek icin her z,y € (N (X)) ic¢in z.y € (N (X)) ve her
z€ (N(X)) i¢inz™' e (N (X)) oldugu gosterilmelidir.

z,y € (N(X)) olsun. W € N (z.y) € G icin UV C W olacak bicimde 3U €
N(z) CGvedV e N(y) C G vardr. z € (N(X)) ve U € N (z) oldugundan
UNN(X) # @ yazlr. Benzer sekilde y € (N (X)) ve V € N (y) oldugundan

V NN (X) # @ olur. Boylece
acUNN(X)#@vebe VAN (X)+#2
olacak sekilde a ve b elemanlar1 vardir. Bu durumda a € U ve b € V' oldugunda
aNNX#T vebNNX #

olur. Buradan

abcUVveabc N(X)= (ab)NNX #2

oldugundan U.V NN (X) # @ olur. Béylece W N'N (X) # @ olup z.y € (N (X))
bulunur.

z € (N (X)) olsun. W e N (z71) igin U~ C W olacak bi¢imde 3U € N (z) C G

vardir. Burada U™' = {z7! [z € U} dir. z € (N (X)) ve U € N (z) oldugundan

UNN (X) # @ dir. Béylece
acUNN(X)=acUveace N(X)=aNNX#02
olacak sekilde bir a elemam vardir. Buradan
ateUtvea e N X)=a'NNX #£2
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olur. Boylece
alc UM NX)=U'NNX)#22=>WnNN(X)#£09

oldugundan 7' € (N (X)) olur.
Sonug olarak (N (X ))7 bir topolojik alt gruptur. Yani X, G nin tst yaklagimh

topolojik alt grubudur. O

Onerme 3.2.7. G bir topolojik grup ve H ile N, G grubunun normal alt gruplar

olsun. X, G nin alt grubu ise

H (X)N (X) = (HN) (X)
dar.
ispat.

z€ H(X)N (X) = z =2y olacak sekilde 3z € H (X) ve Jy € N (X)
= Jda,be G, acexHNX vebeyNNX

=acxH  beyN vea,be X.
H normal oldugundan
ab € (xH)(yN) = (z(HO)N) = (x(yH)N) = ((zy)H)N = (xy)HN = zHN.
X, G nin alt grubu oldugundan ab € X dir. Bundan dolay1
abe zHNNX ve z€ (HN) (X)

olarak bulunur. Boylece

H(X)N (X) € (AN) (X)
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olarak bulunur.

Tersine z € (HN) (X) = 2 (HN)NX # @ = y € 2(HN) N X olacak sekilde
y € G vardir. Buradan y € z (HN) ve y € X olur. Boylece a € H; b € N igin y = zab
yazilabilir. y = zab € zaN ve y € X oldugundan zaN N X # @ olup za € N (X)
olur. Buradan z € N (X)a~! bulunur. a € H C H (X) oldugundan Teorem 3.2.1 den
z € H(X) N (X) olur. Boylece (HN) (X) C H (X) N (X) olarak bulunur.

Sonug olarak H (X) N (X) = (HN) (X) dir. O

Onerme 3.2.8. G bir topologik grup ve H ile N, G grubunun normal alt gruplar

olsun. X, G nin alt grubu ise
H(X)N(X) = (HN) (X)
esitligi vardar.

Ispat. Ilk olarak H (X) # @ icin H (X) = X oldugunu gésterelim. z € H (X) =
xH C X olur. Buradan e, H nin birim eleman: olmak iizere x = ze € X ve 27! € X
yazilabilir. H = 27! C XX = X. a € X olsun. O zaman H C X oldugundan
aH C XX =X = a € H(X) olur. Boylece X C H (X) elde edilir. Ayn1 zamanda
H (X) C X oldugundan H (X) = X olur. Benzer sekilde N (X) # @ igin N (X) = X
olur.

Yukardaki gibi H (X) # @ ve N(X) # @ ise H(X) =X ve N(X) = X. H(X)
ve N (X) alt gruplar oldugundan e € H (X) ve e € N (X) yazlabilir. Buradan
eH=HCXveeN=NCXolupeHN C X = e € (HN)(X) # @ bulunur.
Yukardaki ispata benzer gekilde (HN) (X) = X olur.

Son olarak H (X) = @ ise (HN) (X) = @ oldugunu gosterelim. H (X) = @ ise
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Jr € G i¢in xH ¢ X dir. Buradan «H ¢ NX dir. Béylece z ¢ (HN) (X) olup
(HN) (X) = @ dir. O

3.3 Alt ve Ust Yaklagimlarin Homomorfik Goriintiisi

Tanim 3.3.1. Gy ve Gy iki topolojik grup olsun. Sturekli bir f : Gy — G5 homomorfiz-

masina topolojik homomorfizma denir.

Onerme 3.3.1. G, ve G iki topolojik grup, f: G1 — Gy bir a¢ik ve orten topolojik
homomorfizma, N < Gy normal alt grup ve X, Gy in bostan farkl bir alt kimesi
olsun. O zaman X C N ve ker f = N ise G,/ N (X) boliim grubu ve Gy topolojik

wzomorfturlar.

Ispat. X C N ve Onerme 3.1.3 den N (X) = N yazlabilir. Boylece f acik homomor-
fizmasmin cekirdegi kerf = N (X) olur. Sonuc olarak Teorem 2.1.3 ile G /N (X)

boltim grubu ve G4 topolojik izomorfturlar. m

Onerme 3.3.2. G, ve Gy iki topolojik grup, f : Gy — Gy bir agik ve orten topolojik
homomorfizma, N < Gy normal alt grup ve X, Gy in bir alt grubu olsun. O zaman

N C X ve kerf = X ise Gi /N (X) boliim grubu ve Gy topolojik izomorfturlar.

Ispat. Onerme 3.1.2 den N (X) = X dir. Buradan f agk homomorfizmasinin
gekirdegi ker f = N (X) olur. Sonug olarak Teorem 2.1.3 ile G; /N (X) béliim grubu

ve (G9 topolojik izomorfturlar. n

Onerme 3.3.3. H ve N, G topolojik grubunun normal alt gruplar ven : G — G /N

kanonik homomorfizm olsun. O zaman;
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(1) Eger f : G/N — G,/ (H(N)); aN =z (H(N)) veg: G/H — G/ (N(H));
tH — z (N(H)) ile tanaml dondisimler agik ise (G/N),/ (H(N)/N) wve
(G/H)/ (N(H)/H) boliim gruplar: topolojik izomorftur,

(2) Eger N C Hwve f : G/N — G/ (N(H))); aN — x (N (H)) ile tanimh
dontigim agik ise G /N (H) ve (G/N) /(N (H) /N) bolim gruplar: topolojik

1zomorftur.

ispat. (1) N ve H, G nin normal alt gruplar1 oldugundan ve Onerme 3.2.2 den N (H)

ve H (N) de G nin normal alt gruplaridir. 3. izomorfizm teoreminden
G/T (N)= (G/N) /(A (N) /N) ve G/N(H) = (G/H) / (N(H),/H)

yazilabilir. f : G/N — G/ (H(N));zN + z (H(N)) ile tammh olsun. 7 : G —
G/Nveyp:G—G/ (F(N )) fonksiyonlar: siirekli, 6rten ve acik homomorfizmalar
oldugundan f fonksiyonu da siirekli, orten ve agik homomorfizmadir. Béylece f acik
homomorfizma ve ¢ekf = (H (N),/N) oldugundan Teorem 2.2.5 den G/ (H(N))
ve (G/N) / (E(N ) /N ) boliim gruplar1 topolojik izomorfturlar. Benzer bigimde
G/ (N(H)) ve (G/H) / (N(H), H) bélim gruplan da topolojik izomorfturlar.
Diger taraftan Onerme 3.1.3 den N (H) = H (N) oldugundan (G/N) / (H(N),/N)

ve (G/H) / (N(H )/ H ) boliim gruplari topolojik izomorfturlar.

(2) (1) deki ispata benzer bigimde yapilir. ]

Onerme 3.3.4. G, ve Gy iki topolojik grup, f : G1 — Gy bir topolojik orten

homomorfizma, N <Gy nin normal alt grubu ve X, Gy in alt grubu olsun. O zaman;

(1) Eger N € X ise f (N (X)) = f(N) (f (X)),
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(2) f (N (X)) = F(N) (f (X))
(3) Eger N C X ise f(N (X)), Go nin alt yaklagimly topologik alt grubudur,

4) f (N (X)) , Gy min st yaklasimily topolojik alt grubudur.

Ispat. (1) f orten, N <Gy nin normal alt grubu ve X, Gy in alt grubu oldugundan
f(N), Gy nin normal alt grubu ve (f (X)), G2 nin alt grubu olur. Ayrica, N C X <
f(N) € (f(X)) olup Onerme 3.1.2 den N (X) = X & f(N)(f(X)) = (f(X))
yazilabilir. Buradan f (N (X)) = f (N) (f (X)) bulunur.

(2) f orten, N < G7 in normal alt grubu ve X, G in alt grubu oldugundan
f(N), G5 nin normal alt grubu ve (f (X)), G5 nin alt grubu olur. Ayrica, Onerme
3.1.3den N (X) = NX ve f(N)(f(X)) = f(N)(f (X)) yazlabilir. Diger taraftan,
f bir homomorfizma oldugundan f(NX) = f(N)(f(X)). Buradan f (N (X)) =
F(N) (f (X)) bulunur.

(3) N C X olsun. f 6rten, N < G nin normal alt grubu ve X, G; in alt grubu
oldugundan f (N), G5 nin normal alt grubu ve f(X), G nin alt grubu olur. (1) ve
Onerme 3.2.3 den f (N (X)), G nin alt yaklasimh topolojik alt grubu olur.

(4) f orten, N, Gy nin normal alt grubu ve X, G; in alt grubu oldugundan f (N),

G nin normal alt grubu ve f(X), Gy nin alt grubu olur. (2) ve Onerme 3.2.1 den

f (N (X)), G nin iist yaklasimh topolojik alt grubu olur. O

Onerme 3.3.5. Gy ve Gy iki topolojik grup, f : Gi — Gy bir topolojik érten
homomorfizma, Ny < Gy normal alt grup ve X, Gy nin bostan farkly bir alt kimesi

olsun. O zaman asagidakiler saglanar.

(1) Eger No C X ise f~ (N2 (X)) = f~1 (N2) (f 1 (X)),
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(2) (N2 (X)) = F7H (V) (f (X))

(3) Eger Ny C X ise f~1 (& (X)) , G in alt yaklasimly topolojik alt grubudur,

(4) f7 (N2 (X)), Gy in dst yaklasumls topolojik alt grubudur.

Ispat. Onerme 3.3.4 iin ispatina benzer bicimde yapilir. O]

Onerme 3.3.6. G, ve G, iki topolojik grup, f : G1 — Gy bir topolojik orten
homomorfizma, N < Gy nin normal alt grubu, Cekf C N ve X, Gi in her hangi

bir normal alt grubu olsun. O zaman asagidakiler saglanar.

(1) f agik déndisiim ise G,/ N (X) ve Go/ f(N)(f (X)) bélim gruplar topolojik

izomorftur,
(2) Eger N kapaliise f (N (X)), Go nin kapale bir topologik alt grubudur.

(3) f agik doniigim ve N C X ise G1,/N(X) ve Go,/f (N) (f (X)) béliim gruplar:

topolojik 1zomorftur,

(4) Eger N C X we N kapaliise f (N (X)), Gz nin kapale bir topolojik alt grubudur.

Ispat. (1) Onerme 3.3.4 den f (N (X)) = f(N) (f (X)) yazlabilir. Sonug 2.1.1 den
f (W (X)) nin ters goriintiisii f1 (f (N (X))) = N (X).Cekf vyazlabilir. Boylece
N (X).Qekf =N (X) oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

N ve X, Gy in normal alt gruplar oldugundan Onerme 3.2.2 den N (X), G, in
normal alt grubudur. Buradan e € N(X) = eNNX # @ = NN X # & olur.
Buradan da hern € N iginnNNX = NNX # @isen € N (X) ve N C N (X) olur.
Béylece, Cekf C N oldugundan Cekf C N C N (X) dir. Sonug olarak N (X).Cekf

=N (X) bulunur. Teorem 2.2.6 den G /N (X) = G/ f (N) (f (X)) bulunur.

60



(2) N kapali olsun. Onerme 3.1.1 den N (X) kapahdir. f, siirekli ve (1) den
FH(f (N (X))) = N (X) oldugundan f (N (X)), Go nin kapal bir alt grubudur.

(3) Cekf € N ve N € X oldugundan Onerme 3.1.2 den N (X) = X ve
J(N) (f(X)) = f(X) dir. Aynica Onerme 3.3.4 den f (N) (f (X)), G> nin normal
alt grubudur. Buradan f(N)(f (X)) = f(X) ters gorimtiisii f~! (f (X)) =Cekf

X = X olur. Béylece Teorem 2.2.6 den G,/ N (X) = Go,/f (N) (f (X)) elde edilir.
(4) N € X ve N kapal olsun. Onerme 3.1.1 den N (X) kapahdir. f, siirekli
ve (1) den f~1(f (N (X))) = N(X) oldugundan f (N (X)), G2 nin kapah bir alt

grubudur. O
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4. TOPOLOJIK ROUGH GRUPLAR

Bu boliim, ii¢ altboliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, topolojik rough grup
kavram verildi. Ayrica bazi 6zellikler ile 6rnekler sunuldu. Ikinci alt boliimde, topolojik
rough alt grup ve topolojik rough normal alt grup kavramlar verildi. Uciincii alt

boliimde ise topolojik rough alt gruplarin homomorfizmleri incelendi.

4.1 Topolojik Rough Gruplar

Tanmim 4.1.1. (U, R) yaklasym uzay, """ U dizerinde bir ikili iglem, G C U rough grup
ve (@, T) bir topolojik uzay olsun. Asaqidaki ozellikleri saglayan G rough grubuna

topolojik rough grup denir.
(trgl) f:G x G — G, (z,y) — z.y sirekli fonksiyon,
(trg2) g: G — G, v+ z~! siirekli fonksiyon.

Bu boliimde, G tizerindeki T' topolojisinden indirgenen alt uzay topolojisi Ty ile
gosterilecektir.
Yukardaki tanim komguluk kavrami yardim ile de ifade edilebilir. N (x),  noktasinin

komsuluklar sistemini olustursun. Bu durumda topolojik rough grup tanimi;

(trgl) f: G x G — G, (v,y) — vy siirekli fonksiyon < Yo,y € G ve VW €
N (z.y) C Gicin U.V C W olacak bicimde 3U € N (z) C GvedV e N (y) C G

vardir,
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(trg2) g : G — G, v — 7! siirekli fonksiyon < Vo € G ve VIV € N (z7}) icin
U~! C W olacak bigimde 3U € N (z) C G vardir. Burada U™ = {z~! | z € U}

ile tanimlidir.

seklinde ifade edilir.

Ornek 4.1.1. U = {0,1,2} mod 3 e gére kalan simflarm kiimesi ve "®" islemi
kalan smaflarmn toplama islemi olsun. G = {1,2} ve U nun bir ayrik parcalams: da
E, ={0,1}, By = {2} olmak iizere U/R = {E1, E>} olsun.

Béylece G = {0,1,2} olur ve Ornek 2.5.1 den G, bir cebirsel rough gruptur. G
iizerindeki topolojiyi T = {0,G,{1},{2},{1,2}} olarak alalim.

Bu durumda G, iizerindeki alt uzay topolojisi Te = {0, G, {1},{2}} olur. Simdi
G nin topolojik rough grup oldugunu gésterelim.

(trgl) T@ 1 =2 ve VW = {2} € N (2) € T igin 3U = {1} € N (1) € Ti; var
dyle iU U ={2} CW ,

03 =TveVW = {T} e N (1) € T i¢in I = {2} € N (2) € T var yle ki
UsU={1}CcW,

T1@2=0veVW =G e N (0) € T i¢in 3U = {1} e N (1) € Tz ve IV = {2} €
N (2) € Tg var dyle kiU @V = {0} CW  bulunur.

O halde G x G — G (v,y) = v Dy sireklidir.

(trg2) (1) =2 ve W = {2} € N'(2) € Ty icin U = {1} € N (1) € Tir var
dyle ki U~ = {2} C W,

@) =Tvew ={T} e N(T) € Ty i¢in 3U = {2} € N (2) € Ty var Gyle ki
Ut ={1} CW elde edilir.

1

Dolaypsiyla G — G x — x=" sureklidir. Boylece G bir topolojik rough gruptur.
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" //

Ornek 4.1.2. U, S, permiitasyonlar grubu ve 1slemide permiitasyonlar arasindaki

bileske islemi olsun. U nun bir ayrik parcalanist da

{(1),(12),(13), (14),(23), (24) , (34)} ,
{(123),(132), (124), (142), (134) , (143) , (234) , (243)},
{( ),

{(

1234),(1243),(1324),(1342) , (1423) , (1432)},

12) (34), (13) (24), (14) (23)}
olmak tizere U/R = {E\, Es, E3, E,} olsun.

G = {(12),(123),(132)} olsun. Béylece G = E, U Ey olur ve G' nin bir cebirsel
rough grup oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi G tizerindeki topolojiyi

T={0,G,{(12)},{(1), (123),(132)},{(1), (12), (123), (132)} } olarak aldigumizda
G nmn bir topolojik rough grup oldugunu gosterelim.

Bu durumda G, tzerindeki altuzay topolojisi T = {0, G, {(12)},{(123), (132)}}
olur.

(trgl) (12).(12) = (1) ve VW € N ((1)) € T igin 3U € N ((12)) € T var dyle ki
UU CW dir. Gergekten de , W = {(1),(123),(132)} ve U = {(12)} alindiginda bu
sart saglanar.

(12).(123) = (23) ve YW € N ((23)) € T i¢in 3U € N ((12)) € Tg ve IV €
N ((123)) € Tg var éyle ki UV C W dir. Gergekten de, W = G, U = {(12)} wve
V ={(123),(132)} alindiginda bu sart saglanar.

(12).(132) = (13) ve YW € N ((13)) € T i¢in 3U € N ((12)) € Tg ve IV €
N ((132)) € Tg var éyle ki UV C W dir. Gergekten de, W = G, U = {(12)} wve
V ={(123),(132)} alindiginda bu sart saglanar.

(123).(132) = (1) ve VIV € N ((1)) € T igin 3U € N ((123)) € Tg ve IV €
N ((132)) € T var oyle ki UV C W dir. Gergekten de, W = {(1),(123), (132)} ve
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U=V ={(123),(132)} alindiginda bu sart saglanr.

Béylece G x G — G (x,y) — .y sireklidir.

(trg2) (12)7" = (12) ve YW € N ((12)) € Tg i¢in 3U € N ((12)) € Tg var dyle ki
U™t CW dir. Gergekten de , W = {(12)} ve U = {(12)} alindiginda U~ = {(12)}
olup bu sart saglanar.

(123)7" = (132) ve VW € N ((132)) € Ty igin 3U € N ((123)) € Ty var éyle ki
Ut CW dir. Gergekten de , W = {(123),(132)} ve U = {(123),(132)} alindrginda
Ut ={(123),(132)} olup bu sart saglanar.

1

Boylece G — G x +— x™ sureklidir.

Sonug¢ olarak G bir topolojik rough gruptur.
Tanim 4.1.2. A ve B, G topolojik rough grubun iki alt kiimesi olsun.
(a) AB={zyeG:z€Ayec B},
(b) v.A={zr.aeG:ac A},
(c) A tl={ateG:aec A},
(d) A= A"t ise A ya G de simetriktir denir.

Onerme 4.1.1. G bir topolojik rough grup ve a € G olsun. O zaman asagidakiler

saglanar.

1) L, : G — G x + ax sol ételeme dontisiimii Yo € G igin stirekli ve bire-bir bir

donustumdiir,

2) R, : G — G x v wa saj dteleme doniisimii Yo € G igin stirekli ve bire-bir bir

dontstumdiir,

65



3) f:G— G xw x! tersinin dontisimi bir homeomorfizmdir.

ispat. 1) Vz1,29 € G igin L, (1) = Ly (x2) ise ary = axs ve a € G oldugundan

U(axy) = a7t (azs) = 21 = 2o

a~' € G C G olup her iki taraf o' ile carpilirsa a~
olur. Boylece L, bire-bir bir dontigiimdiir.

Vr € G i¢in L, (z) = ax ve W € N (ax) olsun. Topolojik rough grup tanim
(trgl) den U € N (a) € T ve 3V € N (z) € T var dyle ki UV C W dir. Boylece,
aV C UV C W oldugundan L, (V) = aV C W olup L,, x te siirekli bir déniigiimdiir.

x € G herhangi bir nokta oldugundan L,, G tizerinde siirekli bir dontiigiimdiir.

2) ve 3) benzer bi¢imde yapilir. ]

Uyar1 4.1.1. Teorem 2.2.1 den L, ve R, doniisimleri birer homeomorfizm olmasina
karsin burada L, ve R, dontstumleri birer homeomorfizm degildir. Ayrica L, ve
R, donisiimleri ac¢ik donustimler de degildir. Gergekten de Ornek 4.1.1 de G =
{1.2},7 = {0,G,{1},{2} . {1,2}} ve Tc = {0,G,{1}.{2}} olup T € G ve
U = {2} € T agk kimesini aldijumizda Ly ({2}) = 1® {2} = {0} kimesi T

topolojik uzayinda agik degildir.
Onerme 4.1.2. G bir topolojik rough grup olsun. O zaman G = G esitlifi vardur.
ispat. Rough grup ve topolojik rough grup tanimlarindan kolayca bulunur. O]

Onerme 4.1.3. G bir topolojik rough grup ve V-.C G olsun. O zaman;
V agiktir (kapahdir) < V1 agiktir (kapalidar).

Ispat. f:G — G x+— 2! doniisiimii bir homeomorfizm oldugundan V' C G agik

ise f (V) =V~1de aciktir. Kapal olma durumu da benzer bi¢imde yapilir. O]
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Onerme 4.1.4. G bir topolojik rough grup ve e € U olmak tizere U C G agik bir alt
kiime olsun. O zaman V =Vt ve V.V C U olacak bicimde V acik kiimesi vardir ve

ecV dir.

Ispat. f: G x G — G doniisiimii siirekli oldugundan f~! (U), G x G de acik ve
ee=eeU igin Vi,Vo € N (e) € T var oyle ki V1.V, C U dir. Vi, V, kiimeleri Tg
topolojisinde acik olduklarmmdan V;™%, V, ! kiimeleride aciktir. Boylece V =V, NV, N

Vi NV, ! kiimesi de agtk olup e € V, V =V~ ve V.V C V1.V, C U dir. O

Onerme 4.1.5. G bir topolojik rough grup ve G, {e} C G kiimeleri agik olsun. O

zaman;
(1) Eger e € G ise {e} tek nokta kiimesi G agiktar.
(2) Eger e ¢ G ise V.=V olacak bigimde bir V C G agik kiimesi vardar.

Ispat. (1) e € G olsun. G bir topolojik rough grup ve e.e = e oldugundan e
elemanmnin G de bir U agik komsulugu i¢in U.U C {e} olur. Eger U # {e} ise
U.U ¢ {e} olacagmmdan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla U = {e} bulunur.

(2) e ¢ G olsun. G bir topolojik rough grup ve {e} C G tek nokta kiimesi acik
oldugundan (trgl) den f~'({e}), G x G de acgik ve a.b = e i¢in IV} € N (a) ve
AV, € N (b) var dyleki V1.V5 C {e} olur. Boylece V1.V # () oldugundan V;.V, = {e}
elde edilir. Buradan Vi = {a}, Vo = {b} ve Vi = V! bulunur. O

Agagida verilen iki 6nerme topolojik grup ile topolojik rough gruplar arasindaki

iligkiyi vermektedir.

Onerme 4.1.6. G bir topolojik rough grup olsun. Eder G = G ise G bir topolojik

gruptur.
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Ispat. G bir topolojik rough grup ve G' = G olsun.

Once G nin bir grup oldugunu gosterelim:

(1) G bir topolojik rough grup oldugundan Vz,y € G i¢in 2.y € G =G dir.

(2) G bir topolojik rough grup oldugundan Vz,y,z € G i¢in (z.y) .z = z.(y.2)
birlesme 6zelligi G = G de saglanir.

(3) e € G dir.

(4)Vor € Gigin 271 € G dir.

Boylece G bir gruptur. Simdi G nin bir topolojik grup oldugunu gosterelim:

G bir topolojik rough grup ve G = G oldugundan

[ GxG—G, (zv,y) —»xy

¢g:G—G, x—at

fonksiyonlar1 stirekli olur. Boylece G bir topolojik gruptur. O

Onerme 4.1.7. (G, Ty) bir topolojik grup ve (@, T) bir topolojik uzay olsun. O zaman
G nin bir topolojik rough grup olmas: icin, G tizerindeki T topolojisinden indirgenen

alt uzay topolojisit Ty ile T topolojileri ayni olmalidr.

Ispat. Topolojik rough grup ve topolojik grup tanimlarindan aciktar. O]

4.2 Topolojik Rough Alt Gruplar ve Topolojik Rough Normal

Alt Gruplar

Tanim 4.2.1. (U, R) yaklasim wzay, " U fdzerinde bir ikili islem, G C U bir
topolojik rough grup ve H, G nin bir rough alt grubu olsun. Asagidaki fonksiyonlar

surekly ise H rough alt grubuna G nin topolojik rough alt grubu denir.
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(trhl) f:H x H— H, (z,y) — z.y siirekli fonksiyon,

(trh2) g: H — H, x — a7 siirekli fonksiyon.

Teorem 4.2.1. Bir topolojik rough grubun bir rough alt grubu da bir topolojik rough

gruptur.

ispat. G bir topolojik rough grup ve H, G nin bir rough alt grubu olsun.

[:GxG =G, (v,y)—ryveg:G—Ga—a!

fonksiyonlar siirekli oldugundan

fu:HxH— H, (v,y)—zyvegy: H— Haxw ™"

kisitlamasi da sureklidir. ]

Teorem 4.2.2. G bir topolojik rough grup olsun. O zaman H, G nin bir topolojik
rough alt grubu ise H nin topolojik kapamisr H¢ de G nin bir topolojik rough alt

grubudur.

Ispat. H, G nin topolojik alt grubu olsun. H¢ nin G nin topolojik alt grubu oldugunu
gostermek icin her x,y € H® icin .y € H¢ ve her x € H® icin = € H¢ oldugunu
gostermeliyiz.

z,y € H® olsun. W € N (z.y) igin U.V C W olacak bigimde 3U € N (z) C G ve
AV e N (y) € G vardir. x € H® ve U € N () oldugundan UNH # @ = UNH # @
olur. Benzer sekilde y € H® ve V. € N (y) oldugundan VN H # @ = VN H # &
olur. Boylece

reUNHveyeVNH
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olacak gekilde a ve b elemanlar1 vardir. Bu durumda

zy€eUVverye Hise UVNH # @

olur. Buradan W N H # @ elde edilir. Béylece 2.y € H¢ bulunur.

r € He olsun. W € N (x71) igin U™t C W olacak bigimde 3U € N (x) vardir.
Burada U™' = {z7' |z € H} dir. x € H® ve U € N (z) oldugundan U N H # &
olup, U"' N H # @ oldugundan x=! € H¢ olur.

Sonug olarak H€ bir topolojik rough gruptur. O]

Uyar: 4.2.1. H bir cebirsel grup olarak aldigimizda her p € H i¢in p.H = H oldugu
biliniyor. Dolayiswyla bir topolojik grubun bir H alt grubu ac¢ik ise ayni zamanda
kapalidvr. Fakat, H bir rough grup olarak alindiginda bileske islemi H de tanwml
oldugundan herp € H i¢in p.H # H dir. Cnki bir topologik grupta H a¢ik oldugunda
p.H, p min agik bir komsulugu tken topolojik rough grupta Uyar: 4.1.1 de de gosterildigi
gibi p.H, p nin a¢ik bir komsulugu olmayabilir. Sonuc¢ olarak topolojik rough grubun

bir H alt grubu ac¢ik ise ayni zamanda kapalr olmayabilir.

Teorem 4.2.3. G bir topolojik rough grup, H, ve Hy de G nin iki topolojik rough alt
grubu olsun. Bu durumda H,N Hy = H,N H, ise HiN Hy, G nin bir topolojik rough

alt grubudur.

ispat. H, ve H,, G nin iki topolojik rough alt grubu olsun. HiN Hy C G oldugu
aciktir. z,y € HiN Hy elemanlarim alahm. H; ve Hs rough alt grup olduklarindan
Ty € H,, Yy € Hyvexr ' € Hy,z~' € Hydir. Buradan xy € HiNHyvex™' € HNH,
olur. Bu durumda HN Hy = H; N H, oldugundan zy € Hy N H, ve 271 € H; N H,y
elde edilir. Boylece HiN Hy, G nin bir rough alt grubudur. Diger taraftan Teorem

4.2.1 den HiN H,, G nin bir topolojik rough alt grubudur. O]
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Teorem 4.2.4. G bir topolojik rough grup, K, G nin bir topolojik rough alt grubu
ve H, G nin bostan farkly bir alt ktimesi olsun. Bu durumda H, K nwn bir topolojik

rough alt grubu ise G nin de topolojik rough alt grubudur.

Ispat. Once H nin, G nin bir rough alt grubu oldugu gosterilsin. H C G oldugu
aciktir. H, K mmn bir rough alt grubu oldugundan Va,y € H icin 2y € H ve Vz € H
icin 271 € H olur. Boylece H, G nin bir rough alt grubudur.

Simdi H nin bir topolojik rough alt grup oldugunu gosterelim. GG bir topolojik
rough grup oldugundan (@, T) topolojik uzay1 ve K bir topolojik rough alt grup
oldugundan da (f, T?) topolojik uzaylarimi alabiliriz. Diger taraftan H, K nin bir
topolojik rough alt grubu oldugundan (ﬁ, TFIg) topolojik uzay1 vardir. Sonug olarak
H iizerindeki indirgenmis Tf\ﬁ topolojisi ile T3 topolojisi ayni oldugundan H, G nin

topolojik rough alt grubu olur. O]

Teorem 4.2.5. G bir topolojik rough grup, Hy, Hy de G nin iki topolojik rough alt
grubu ve H,. H, = H,.H, olsun. Bu durumda H,.H, nin G topolojik rough grubunun

bir topolojik rough alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart Hi.Hy = Hy.Hy olmasidar.
Ispat. Once Teorem 2.5.4 sonra Teorem 4.2.1 den kolayca bulunur. O]

Tanim 4.2.2. Bir G topolojik rough grubun bir topolojik rough alt grubu N olsun.

Va € G i¢in a.N = N.a ise N ye toplojik rough normal alt grup denir.

Teorem 4.2.6. G bir topolojik rough grup, Hy, Hy de G nin iki topolojik rough normal
alt grubu ve Hy. Hy = Hy.H, olsun. Bu durumda Hy.H,, G topolojik rough grubunun

bir topolojik rough normal alt grubudur.
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ispat. H,, H, iki rough normal alt grup olduklarindan H,.H,; = Hs.H; olup Teorem

4.2.5 den H;.H,, G nin bir topolojik rough alt grubudur. Simdi de H;.H5 nin normal

oldugunu gosterelim. Va € G'igin a. (Hy.Hy) = (a.Hy) .Hy = (Hy.a) .Hy = Hy. (a.Hs)
H,.(Hy.a) = (Hy.Hs).a oldugundan Tamm 4.2.2 den H;.Hs, G topolojik rough

grubunun bir topolojik rough normal alt grubu olur. O

4.3 Topolojik Rough Alt Gruplarin Homomorfizmleri

nn /BN
@)

(U1, Ry) ve (Us, Ry), iki yaklagim uzay1 ve ”.” | sirasiyla Uy , Us tizerinde iki ikili

islem olsun.

Tamim 4.3.1. G, C U, ve Gy C Uy iki rough grup olsun. Her x,y € G i¢in ¢ (z.y) =
¢ (1) o o (y) olacak sekilde orten bir ¢ : Gy — Gy fonksiyonu varsa ¢ ye rough

homomorfizm, Gy ve G rough gruplarina da rough homomorfik gruplar denir.

Tanim 4.3.2. G| C U; ve Gy C Uy iki topolojik rough grup olsun. Sturekli bir ¢ :

G1 — G4 rough homomorfizmine bir topolojik rough homomorfizm denir.

Ornek 4.3.1. G bir topolojik rough grup olsun. I: G — G birim fonksiyonu bir

topolojik rough homomorfizmdir.

Teorem 4.3.1. Gy C Uy ve Gy C U, ki topolojik rough grup ve ¢ : (G_l, T) — (G_g, ‘Z)
bir topolojik rough homomorfizm olsun. O zaman ¢¢ : (G,T¢) = (G2,%) , ¢ (a) =

v (a) ile taniml kisitlanmas fonksiyonu da bir topolojik rough homomorfizmdir.

Ispat. Herhangi bir U € ¥ acik kiimesi verilsin. o' (U) = ¢ (U)NG olup ¢ : Gy —
Gy fonksiyonu siirekli oldugundan ¢ =1 (U) € T dir. Boylece ¢z' (U) € Tg olup ¢¢

fonksiyonu siireklidir. O]
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Teorem 4.3.2. G, C U, ve Gy C U, iki topolojik rough grup, ¢ : Gi — Gy bir
topolojik rough homomorfizm, o (G1) = Gy ve ¢ (G1) C Gy olsun. O zaman ¢ (G1)

bir topolojik rough gruptur.

Ispat. (1) Var,y € ¢(Gy) icin ¢(z) = 2/, ¢(y) = y! olacak bicimde en az bir z,y € Gy
vardir. Boylece ¢(x % y) = é(2) o p(y) € Go = ¢(G4) olur. Buradan 2/ o y/ € (G1)
elde edilir.

(2) e € Gy, d(e) € Gy ve Vo(z) € ¢(Gy) oldugundan ¢(e) o ¢(z) = ¢(z * €) = ¢(x)
olur.

(3) Gy bir rough group oldugundan her z,y,z € Gy icin z % (y * z) = (z % y) * 2
dir. Boylece

Pz * (yx 2)) = ¢(x) 0 Py x 2) = d(x) © (4(y) © ¢(2))

P((zxy) *2) = gp(z xy) 0 9(z) = (¢(x) ° ¢(y)) © #(2)
oldugundan

(¢(z) 0 p(y)) o ¢(2) = ¢(x) o (¢(y) © ¢(2))

bulunur.

(4) Var € ¢(Gh) igin ¢(x) = af olacak bigimde en az bir x € G; vardir. Gy bir
rough group oldugundan z=! € G, dir. Boylece ¢ (z71) € ¢(G1) ve ¢(x) o ¢ (z71) =
¢ (x Y op(z) = ¢(e) olur. Bu durumda (z/)~ = ¢ (1) dir. Boylece ¢ (G;) bir rough
grup olur.

Diger taraftan ¢ (G1) C G5 oldugundan ve Teorem 4.2.1 den ¢ (G1) bir topolojik

rough grup olur. O

Teorem 4.3.3. G; C Uy ve Gy C Uy iki topolojik rough grup, ¢ : G, — G5 bir
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topolojik rough homomorfizm, e; € Gy ve e € Gy olsun. O zaman ¢ (e1) = ey ve her

a€ Gy icing(a™) = (a)"" dir.
ispat. Teorem 2.5.11 den kolayca bulunur. O

Tanim 4.3.3. Gy C U; ve Gy C Uy iki topolojik rough grup ey € Gy, ea € Go
ve ¢ : Gi — Gy bir topolojik rough homomorfizm olsun. {x | ¢ () = ey, € G}

kiimesine topolojik rough homomorfizm ¢ekirdegi denir ve N ile gosterilir.

Teorem 4.3.4. G, C Uy, Gy C U, iki topolojik rough grup ve ¢ : Gy — G bir

topolojik rough homomorfizm olsun. O zaman asagidaki ozellikler saglanr:

(a) Topolojik rough homomorfizm g¢ekirdegi N, G in bir topolojik rough normal alt

grubudur.
(b) {e2} C G5 acik ise N de G, de aciktir.
(¢) N bir topolojik gruptur.

ispat. (a) ¢, G} den G ye tanimh siirekli ve 6rten bir déniisiim olsun. Vo, y € N icin
¢ (x) =el,¢(y) = e dir. Boylece ¢p(x xy) = ¢p(z) o p(y) = eloel = el yani z xy € N
bulunur. Ayrica Vo € N icin ¢(z) = ef dir. Boylece ¢ (z7!) = ¢(z)™! = et = ¢
oldugundan, 7! € N dir. Sonug¢ olarak N, G in bir rough normal alt grubudur.
Diger taraftan Teorem 4.2.1 ve Tanim 4.2.2 den N, (G; in bir topolojik rough normal
alt grubu olur.

(b) ¢ : Gy — Gy siirekli ve N = ¢~ (ey) = {x]¢(x) = ey, v € G1} olsun.
¢ : Gy — Gy siirekli ve {ey}, G acik oldugundan ¢! (ey) de Gy agik olur.

(¢) VYx,y € N igin ¢ (z.y) = ¢ (z) o p () = e 0 e5 = €3 oldugundan z.y € N dir.

¢ (e1) = ey oldugundan e; € N dir. Vo € N igin ¢ (z71) = o' (2) = (e2) ' = ey
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oldugundan z~! € N dir. Boylece N bir gruptur. Sonug olarak Teorem 4.2.1 den N

bir topolojik gruptur. O

Teorem 4.3.5. G, C Uy, Gy C U, iki topolojik rough grup, ¢ : G1 — G bir topolojik
rough homomorfizm, Hy ve N1 siraswyla G in bir topolojik rough alt grubu ve topolojik

rough normal alt grubu olsun. O zaman asagidaki ozellikler saglanr:

(a) ¢ (H1) = ¢ (Hy) ve ¢ (Hy) C Gy ise ¢ (Hi), Gy nmin bir topolojik rough alt

grubudur,

(b) ¢ (N1) = ¢ (V1) ve ¢ (G1) = G ise p (N1), Ga nin bir topolojik rough normal alt

grubudur.

Ispat. (a) ¢, Gy den G, ye taniml siirekli ve érten bir doniigiim olsun. Yz, y € G icin

d(xxy) = ¢(x)op(y) dir. ¢ nin tanimindan, her z/, y/ € ¢(H;) i¢in ¢(x) = xf, p(y) = y!

olacak bigimde en az bir z,y € H; vardir ve her z,y € H, icin ¢(x) o ¢(y) = ¢(z * y)

€ ¢(H,) dir. Boylece ¢(H,) = ¢(H,) oldugundan, ¢(z) o ¢(y) € ¢(H,) dir.

Her x/ € ¢(Hy) igin ¢(x) = af olacak bi¢imde en az bir x € H; vardir. Hy, G4
in bir rough alt grubu oldugundan z-' € H; dir. Boylece ¢(x)~! = ¢(x!) € ¢(H,)
olur. Sonug olarak ¢(H;), G2 nin bir rough alt grubudur. Diger taraftan ¢ (H;) C G
oldugundan ve Teorem 4.2.1 den ¢(H;), G5 nin bir topolojik rough alt grubu olur.

(b) (a) dan, ¢ (Ny) = ¢ (Ny) oldugu icin ¢ (Ny), Gy nin bir rough alt grubudur.
#(G1) = Go oldugundan her ¢(x) € G5 i¢in ¢(x) € ¢(G1) dir. Buradan her z € Gy
igin 7! € Gy ve ¢(z7!) € ¢(G1) = Gy olur. Her ¢(x) € Gy ve her ¢(n) € ¢(Ny)
i¢in ¢(z) o p(n) o p(z7!) = ¢(x x nx x~1) olup ve Ny, Gy in rough normal alt grubu

oldugundan z * n * z~* € N; elde edilir. Boylece ¢(x) o ¢(n) o ¢ (1) € ¢(Ny) olur.
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Buradan ¢(N7), G nin rough normal alt grubudur. Sonug olarak, ¢ (N7) C ¢ (G1) =

G4 ve Teorem 4.2.1 den ¢ (N1), G5 nin bir topolojik rough normal alt grubudur. [

Teorem 4.3.6. G; C Uy, Gy C U,y iki topolojik rough grup, ¢ : G, = Gy bir
topolojik rough homomorfizm, Hy ve Ny sirasiyla Go nin bir topolojik rough alt grubu

ve topolojik rough normal alt grubu olsun. O zaman asaqidaki ozellikler saglanr:

(a) Hy, Hy nin ters gérintisi olmak tzere, Hy C Gy ve ¢ (E) = H, ise Hy, Gy in

bir topolojik rough alt grubudur,

(b) Ny, Ny nin ters gorintisi olmak tzere, ¢ (G1) = Gy ve ¢ (ﬁl) =N, ise Ny, G4

in bir topolojik rough normal alt grubudur,

(¢) Ny ve Hy, suraswyla Ny ve Hy nin ters gorintist olsun. Bu durumda Hy ve Ny | Gy
topolojik uzayinda ac¢ik ve Hy,N; C Gy ise Hy ve Ny de G4 topolojik uzayinda

aciktar.

Ispat. (a) Hy, H, nin ters goriintiisii oldugundan ¢(H;) = H, dir. Buradan her
x,y € Hy igin ¢(x), #(y) € Hy olur. Hy, G5 nin rough alt grubu oldgundan ¢(z xy) =
d(x)op(y) € Hy = ¢(H,) dir. Buradan z*y € H, olur. Her x € H; icin ¢(z) € Hy dir.
Hy, G nin bir rough alt grubu oldugundan ¢(z)™! = ¢(z~!) € Hy bulunur. Buradan
da 27! € H; olur. Boylece Hy, G, in bir rough alt grubudur. Sonug olarak H; C G,
ve Teorem 4.2.1 den, Hy, GGy in bir topolojik rough alt grubudur.

(b) (a) dan, ¢ (N;) = Njoldugundan N;, G in rough alt grubudur. ¢(z) €
#(G1) = G5 oldugundan her x € Gi,n € Ny igin ¢(z)™! = ¢ (z7') € ¢(Gy) = Gy ve
é(n) € Ny olur. Ny, G nin bir rough alt grubu oldugundan ¢(z) o ¢(n) o ¢p(z71) =

d(xxn*x ') € Ny dir. Buradan x x n *x z~! € N; olur. Boylece Ny, Gy in bir rough
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normal alt grubu olur. Sonug olarak, Teorem 4.2.1 den, N7, GG; in bir topolojik rough
normal alt grubudur.
(¢) ¢ : G1 — Gy topolojik rough homomorfizmi oldugundan siireklidir ve ¢! (Hy ) =

Hy, o~ (Ny ) = Ny oldugundan da H, ve Ny, G, de aciktirlar. O
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