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YUKSEK LISANS TEZi

TOPOLOJIiK WEYL YARIMETALLERINDE SACILMA KURAMI VE
SPEKTRAL TEKILLIKLER
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Damisman: Prof. Dr. Mustafa SARISAMAN

Uc boyutlu topolojik Weyl yarimetali ile lazer yapilabilmesinin yollar1 Kerr ve Faraday
donme durumlar1 aracilifiyla arastirilmistir. Topolojik weyl yarimetali, malzeme i¢indeki
weyl diigiimleri ile yiizeyindeki fermi yaylariyla karakterize olmus malzemelerdir. Biz bu
calisgmamizda gonderdigimiz elektromanyetik dalgalarin, Fermi yaylarin bulunmadig yii-
zeye maruz kalacak sekilde malzemeyle etkilesimde bulunmasini sagliyoruz. Boylece Ma-
xwell denklemleri topolojik terimler icermektedir. Bu denklemlerin TE mod ¢6ziimleri, bize
malzeme icerisinde ¢ift-kirinim etkisini olusturarak, transfer matrisinin iki katli hale gelerek
4x4 boyutlu olmasin1 ve dolayisiyla malzeme icerisinde iki farkli mod olusumuna sebep ol-
maktadir. Bu iki farkli moda ¢alismamizda art1 ve eksi modlar olarak deginilmistir. Bu bize
literatiirde ilk defa karsilagilan art1 ve eksi modta 1s1ma yapan topolojik lazer tipleri tiretmis-
tir. Bahsi gecen lazer modlarina ait fiziksel parametreler incelenmis ve lazer esik degerine
kargilik gelen kazang(gain) degeri elde edilmistir.

Agustos 2021, 35 sayfa.
Anahtar kelimeler: Topolojik Weyl yarimetali, Lazerleme, Weyl diigiimleri, Yiizey Ilet-

kenlikleri, Fermi Yaylari, Kerr ve Faraday Donmeleri, Sacilma Ku-
rami, Transfer Matrisi, Spektral Tekillikler.
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Lasing behavior of optically active planar topological Weyl semimetal (TWS) is investigated
in view of the Kerr and Faraday rotations. Robust topological character of TWS is revealed
by the presence of Weyl nodes and relevant surface conductivities. We focus our attention
on the surfaces where no Fermi arcs are formed, and thus Maxwell equations contain topo-
logical terms. We explicitly demonstrate that two distinct lasing modes arise because of the
presence of effective refractive indices which lead to the birefringence phenomena. Transfer
matrix is constructed in such a way that reflection and transmission amplitudes involve 2 x
2 matrix-valued components describing the bimodal character of the TWS laser. We pro-
vide associated parameters of the topological laser system yielding the optimal impacts. We
reveal that gain values corresponding to the lasing threshold display a quantized behavior,
which occurs due to topological character of the system. Our proposal is supported by the
corresponding graphical demonstrations.

August 2021, 35 pages.
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1. GIRIS

Topoloji, matematigin en popiiler alanlarindan birisidir. Ozellikle fizikteki temel problem-
lerden esinlenen topoloji kavramlari, matematikteki ¢alisma alanlarinin yanisira fizikte de
oldukca onemli uygulama alanlarina sahiptir. Topolojik fikirlerin malzeme bilimine uyar-
lanmasi, Modern Fizikte heyecan verici yeni bir alanin dogmasina yol agmistir: Topolojik
malzemeler[1, 2]. Bu malzemelerin elektromanyetik dalgalarla etkilesimi, fotonik acidan
dikkate deger uygulamalar onermektedir[3, 4]. Son zamanlarda bu alandaki aktif calisma-
lar, bu alanin cesitli ilgin¢ yonleri ile ele alinarak geniglemesine ve ayni zamanda hermitsel
olmayan kuantum mekaniginin topolojik acidan anlagilmasina yardimci olmaktadir. Bu bag-
lamda topolojik malzemelerde lazer etkisi olusturmanin teorik modellemesi ve beraberinde
deneysel gozlemleri, mevcut diizensizlik ve lazer anlayisimizi de8istirme potansiyeli ve to-
polojik fizik ile lazer bilimi arasinda heyecan verici ihtimallere yol agmasi dolayisiyla son
zamanlarda oldukca dikkat cekmektedir[5, 6]. Bu son bulgulardan motivasyon alarak, bu ¢a-
lismada transfer matrisi yaklagiminm kullanarak topolojik Weyl yarimetal (TWS) ile lazerin
teorik bir modellemesini olusturuyoruz. Yiizey durumlarinin topolojisini korumasinin, lazer
esik degeri kosulunun gerceklestirilmesi icin nicel kazan¢ degerleri gerektiren ¢ift modlu

topolojik lazere yol actigin1 gdsteriyoruz.

Topolojik metaryellerin 6nde gelen adaylarindan olan TWS, kiilgesindeki bosluksuz bant
yapist ve yiizeyindeki ilging fermi yayi ile dikkat cekmektedir. Topolojik malzemelerin bu
0zel fazinin teorik tahminleri 2011°den beri ongoriilmiis olup[7-11], ilk deneysel dogrula-
mast da 2015 yilinda TaAs malzemesi kullanilarak yapilmistir[12, 13]. Sonraki yillarda da
bu 6zel fazin gergeklesme olasilig1 nedeniyle bir ¢ok kati malzeme aday olarak gosterilmig-
tir[ 14—16]. Fakat ideal bir TWS [14], dogas1 geregi nadirdir. Bu da sahip olduklar 6zellikle-
rin (bant yapisi, iletim 6zellikleri, sinir durumlarindaki spin yapist vs.)[17, 18] analizini zor
hale getirmektedir. Elektomanyetik dalgalarla etkilesimi bu nedenle olduk¢a 6nemlidir ve
ozellikle yeni fotonik cihazlarin gelistirilmesinde 6nemli uygulamalarin 6niinii agmaktadir.
Calismamizda, bu malzemede lazerleme ve CPA uygulamalarim elde etmek i¢cin, TWS ile

elektromanyetik dalgalarin sagilmasinin kapsamli bir arastirmasini ortaya koyuyoruz.

Optik olarak aktif bir lazer sistemi, spektral tekillik ile elde edilebilir[19-21]. Bu bilgi dog-



rultusunda, sistemimizi homojen bir kazan¢ ortamina sahip TWS levhasinin Weyl diigiimleri
etkilenmeyecek ve yiizeyindeki Fermi yay1 korunacak sekilde kuruyoruz. Gelen elektroman-
yetik dalgalar, fermi yayinin bulunmadig yiizeyle etkilesime girdiginde yiizeylerdeki Kerr
ve Faraday donmeleri nedeniyle yansiyan ve iletilen dalgalarin polarizasyon yonleri degisir.
Bu da Maxwell denklemlerinin degismesine yol acar ve Maxwell denklemleri fazla olarak
topolojik terimler barindirir. Bu denklemlerin ¢oziimiiyle; ¢oziimleri 4x4 transfer matrisini
veren Helmoltz denklemini elde ederiz. Bu transfer matris formu; topolojik lazer olugturmak
icin bir temel olusturur. Bu tamemen TWS lazer sistemine 6zgii bir 6zelliktir. Ciinkii ¢ikan
dalgalar Kerr ve Faraday rotasyonlar1 nedeniyle dondiiriilmiis halde ¢ikar. Bu yolla, TWS ile
uyumlu miikemmel sogurucu (CPA) yani anti-lazer yine Faraday doniigleri tarafindan belir-
lenen uygun polarizasyonlarin ayarlanmasiyla ve faz ve genlik modiilasyonlar ile birlikte
elde edilebilir[22-25]. Bu, CPA’nin lazerin zaman tersinme simetrisine sahip olmasindan

kaynaklanmaktadir.

Orijinal problem tek boyutlu olmasina ragmen, Kerr ve Faraday rotasyonlar1 problemi iki bo-
yutlu diizleme cevirir, bkz.Sekil 1.1. Bu nedenle, yansima ve iletim genlikleri 2x2 matrisleri
ile ifade edilir. Bu matrislerin boyutlari, TWS lazer sisteminin ¢ift modlu yapisini belirler.
Her mod i¢in spektral tekillikler, yansima ve iletim matrislerinin raksak ozellikleriyle be-
lirlenir. Boylece, daginim(dispersion) etkileri olan ve olmayan tek veya ¢ift modlu spektral
tekillik kosullarini elde ederiz. Bu calismamizda, malzemenin avantaj saglayan ozellikleri
araciligiyla topolojik lazer ve CPA sistemlerinin verimliligini artirmanin yollari arastirdik.

Calismamiz, tiim TWS tipi malzemeler i¢in uygulanabilirdir.

L
H.k'j ,/
:i.i dam v"-r f y
'w‘ R4 Wweyl
; Semimei‘ﬂf
X 5

Sekil 1.1: Sekil, elektromanyetik dalganin TWS ile etkilesimini TE modu konfigiirasyonunda
gostermektedir. Dalga, levhada normalden yiizeye Olciilen 8 agisiyla yayilir ve pola-
rizasyon yonii, levhanin icinde ve diginda sirasiyla 8z ve 8k acisiyla dondiiriiliirek
degisir.



TWS ile lazer elde etmek i¢in eksiksiz kosullar1 ortaya ¢ikaran c¢esitli parametre secimle-
rini belirliyoruz. Bu dogrultuda calismamizda, tek veya cift modlu TWS levha lazerinde;
kazang(gain) katsayisi, gelis agisi, levha kalinli§1 ve Weyl diigiimleri arasindaki mesafe pa-
rametrelerinin optimum kontroliinii ortaya koyuyoruz. Bu optimal parametreler, tek veya ¢ift
modlu TWS lazer sisteminde donerek disart ¢ikan elektromanyetik dalgalar tiretmektedir.
Bunlara ek olarak, dogru Faraday doniis acilart ayarlanarak elde edilen dalgalarin esit gen-
lik ve faz degerleri ile TWS CPA elde edilmesine neden olan kosullar1 bulmanin yolunu da
sunuyoruz. Yontemimiz ve dolayisiyla sonuclarimiz, TWS tipi malzemeler i¢in bu yondeki

olast deneysel calismalara rehberlik etmektedir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde, ¢alismamizin meydana gelmesinde etkili olan temel kavramlari inceleyerek
calisgmamizdaki Onemini ortaya koyacagiz. Sagilma kurami, fizikte yeni olgularin anlagilma-
sinda olduk¢a onemli bir yaklasimdir. Buna gore, 6zellikle yeni bir gercekligin anlagilmasi
s0z konusu ise sagilma kuraminin enstriitmanlari kullanilarak yeni fiziksel sonuclarin ve 6zel-
liklerin aydinlatiimas1 saglanmaktadir. Ozellikle yeni malzeme tiirlerinin elektromanyetik
dalgalarla sacilmaya maruz birakilarak davranislarinin incelenmesi, bu malzeme tiirlerinin
bilinmeyen etkilerini ortaya ¢ikarmaktadir. Sa¢ilma kuraminin kuantum etkilerinin arastiril-
mast ile son zamanlarda olduk¢a yeni olgular ortaya ¢ikmistir. Bunlar aslinda temel mate-
matik problemlerinin fiziksel uzantilar1 mahiyetinde sonuglardir. Bunlarin en 6nemlilerinden
birisi spektral tekillik kavramidir. Spektral tekillikler hermitsel olmayan kuantum mekani-
ginin 6nemli uygulama alanlarindan birisine konu olmustur. Bizim bu tezimizde arastirma
konusunun merkezi terimi de spektral tekillikler olmustur. Spektral tekilliklerin topolojik
malzemeler uyarlanmasi ilk defa tezimizde isledigimiz bir durumdur ve bu bize topolojik
ozelliklere sahip lazer tiirlerinin ortaya ¢ikmasina ve bilinmeyen 6zelliklerinin anlagilmasina

oldukca onemli katki saglamigtir.

2.1. 1VE2BOYUTTA ELEKTROMANYETIK SACILMA KURAMI

Is1igin malzeme ortamiyla etkilesimi, kuantum sac¢ilma formalizmi yoluyla daha iyi sekilde
anlasilabilmektedir. Bu yaklagim, Maxwell denklemlerinin ¢oziimiine dayandigi icin olduk¢a
etkilidir. Maxwell denklemlerinin ¢oziimii ve Standart sinir kosullarinin uygulanmasi ile sa-
cilma sisteminin yansima ve iletim katsayilar1 hakkinda ¢ok 6nemli bilgiler iceren transfer
matrisini olusturmak miimkiindiir. Transfer matrisinden elde edilen bu bilgilerle lazer esik
kosulu, uyumlu miikemmel sogurucu lazerler, tek yonlii yansimasizlik, saydamlik ve goriin-
mezlik gibi fiziksel olgular1 anlayabiliriz. Bu yaklasimda kullanilacak olan sag¢ilma forma-

lizmini ana hatlartyla agsagida 6zetleyecegiz.

Bir boyutta dogrusal veya dogrusal olmayan skaler ve zamanda harmonik bir dalganin v(z, ¥)

potansiyeli ile belirtilen bir sacilgag tarafindan gerceklestirilen bir sa¢ilma islemini diisiine-



lim. Bu sac¢ilma durumu su sekilde verilen Schrodinger denklemi ile ifade edilir:
—"(2) 4 v(z,¥)¥(2) = k*¥(2) 2.1)

Burada & dalga sayisi, v potansiyeli de (Kerr) dogrusalsizligi durumunda genliklere bag-
lidir. Tezimizde dogrusal bir sistem ele alinacagi i¢in v potansiyeli genliklerden bagimsiz
olacaktir. Tezde oOnerilen topolojik Weyl yarimetal durumunda, (2.1) denklemi ile verilen
Schrédinger denkleminin degistirilmesi gerekmektedir. Bunun sebebi, malzemenin manye-
tik 6zelliginden kaynaklanan ve ortamda mevcut aksiyon alanlarinin varligidir. Aksiyon alan-
lar1i, Maxwell denklemlerinde topolojik terimlerin varlig1 ile kendini gostererek malzemenin
icinde ve diginda dalganin polarizasyon yoniiniin dondiiriilmesi seklinde bir ¢dziim ortaya
cikarmaktadir. Malzeme i¢indeki donme, Faraday donmesi olarak ifade edilirken malzeme-
nin disindaki donme de Kerr donmesi olarak isimlendirilir. Boylece, yukarida verilen (2.1)
denkleminde belirtilen ¥ ¢6ziimii, iki bilesenli ve vektorel degere sahip bir \Ij(z) fonksiyonu

ile yer degistirerek sol ve sag taraftan asagida verilen Jost ¢oziimlerini iiretir.

(). N;(e™*z7 4 Rle~k=2) z — —oo giderken,
Z2)E = )
N;Tletk=2 z — 0o giderken
- N, T e k=2 zZ—>00 iderken,
()} = ; . °
N, (e7*k2% 4 Rre~tkz2) z — —oo giderken

Bu ifadelerde, Ny, sol ve sag taraftan gelen dalganin vektorel degere sahip karmagik genli-
gidir, RY/™ ve TV ise sirast ile v(z, ¥) potansiyelinin vektorel degere sahip sol/sag yansima
ve iletim genlikleridirler. Dondiiriilmiis optik sisteme ait transfer matrisinin normalde tanim-
lanan bir boyutlu sistemlerden oldukca farkli oldugu ve asagidaki formda verilebildigi géze
carpacaktir:

T _R!IR"T-" R'T-"

M(R) = RiT- e (2.2)
Gortilecegi tizere (2.2) ifadesi ile verilen biitiin yansima ve iletim genlikleri 2 X 2 matris de-
gerine sahip ifadelere karsilik gelir ve polarizasyon yOniiniin donmesinden dolay1 da kuple
denklem sonuclar1 seklinde belirtilirler. Boylece, topolojik lazerler Mz = 0 kosulu ile elde
edilebilirler. Anlagilacagi iizere bu sekilde manyetik olarak indiiklenen aksiyon terimleri ba-

rindiran topolojik lazerlerin ¢ok giizel bir sonucu olan iki modlu lazer elde edilmis olacaktir.



Kaba hatlariyla anlattigimiz bu olgu, tezimizde ilk defa calisilmistir ve dolayisiyla da lite-
ratiirde benzer herhangi bir 6nbilgi yoktur. Bu fikir, lazer fiziginde topolojik malzemelerin
etkin olacagi oldukca 6nemli sonuglar iiretme potansiyeline sahiptir ve 6zellikle de topolojik
yarimetal lazerlerinde gozlemlenebilmesi tezimizin kuramsal 6ngoriilerinin ve elde edilecek

sonuglarinin bir basarist olacaktir.

2.2. SPEKTRAL TEKILLIKLER

Modern fizik, soyut matematiksel objelerin fiziksel olaylar1 aciklayabildigi 6rneklerle dolu-

dur. Bu 6rneklerden biri de spektral tekilliklerdir.

Spektral tekillikler; 1954’ te Naimark’in caligmalar ile ilk kez matematik literatiiriine girmis

olup, ancak 2009 yilinda fiziksel karsilig1 anlagilmagtir.

Spektral tekillikler; siirekli spektruma sahip hermitsel olmayan operatorlerdeki tekillige kar-
silik gelen belirli noktalardir. Bu tekillikler hermitsel operatorlerde asla gerceklesmez. Sa-
cilma kurami1 baglaminda, spektral tekillikler sagilma durumlarina karsilik gelir ve rezonans

durumlar gibi davranir.

Spektral tekilliklerin optikte uygulanmasi ile lazer esik degeri kosulunun aslinda spektral
tekilliklere karsilik geldigi anlagilmistir. Bu ise lazer esik kosulunun matematiksel olarak
tiiretilmesine imkan saglamigstir. Bu olgunun zaman-tersinirligi de, Miikkemmel Uyumlu So-

gurmay1 (CPA) verir ve anti-lazer olarak bilinen bu fenomenin teorik temelini olusturur.

Spektral tekillikler genel olarak reel k£ degerlerinde M transfer matrisinin M2 bileseninin
stfirlart ile verilirler. Bu durum ise bize iraksayan yansima ve iletim genlikleri iiretir. Bu
sekilde elektromanyetik dalga, lazer iiretici malzeme icerisinde dolanirken genli8i artar ve
esik degerine ulastiginda lazer etkisi gostererek malzeme disarisina ¢ikar. Malzemenin etkili
bir lazer meydana getirebilmesi i¢in dalganin malzeme igerisinde miimkiin oldugu kadar cok
optik yol katetmesi gerekir. Bunu saglamanin yolu da dalgay1 malzeme icerisine hapsederek
sinirlarda yansima yapmasini saglamaktir. Bu durum da bahsettigimiz iizere sonsuz yansima
ve iletim genlikleri ile saglanmig olur. Daha etkili lazer iiretebilmek i¢in kullanilan optik
yolun artirilmasi prensibini en iyi ortaya koyan konfigiirasyonlardan birisi de fisildayan gegit
kiplerinin olusumuna sebep olan dairesel bir konfigiirasyondur[26-28]. Bu ise silindirik veya

kiiresel bir konfigiirasyonla miimkiindiir. Tezimizde kullandigimiz topolojik yarimetallerde



bu sekilde konfigiirasyonlar iiretmek biraz zor ve iizerinde dikkatle diisiiniilmesi gereken

onemli bir problemdir.

Ele aldigimiz yarimetalde spektral tekillikler ise yukarida (2.2) ifadesinde verilen transfer
matrisinin Mo = 0 kosulu ile elde edilirler. Bununla ilgili detayli analizler tezimizde ayrintilt

olarak ele alinacaktir.

2.3. TOPOLOJIK WEYL YARIMETALLERI

Yogun Madde Fizigi, son on yildir heyecan verici gelismelerle dikkat ¢cekmektedir. Malze-
melerin topolojik olarak elektronik yapiya sahip olabilecegi fikrinin deneyle desteklenmesi
ile topolojik materyaller (topolojik yalitkanlar-metal-yarimetaller), yeni kuantum malzeme-
ler olarak kesfedildi. Bu kuantum malzemelerden biri de yapisinda quasi-parcacik olarak
Weyl Fermiyonlarint barindiran Weyl Yarimetalleridir. Topolojik weyl yarimetali, kiilge-
sinde(bulk) iletim bantlarinin etrafinda lineer olarak dagildigir Weyl diigiimii ad1 verilen bir
cift diglim barindirir. Malzeme yiizeyinde bu iki diigiimii birbirine baglayan; Fermi yay1
denilen acik fermi yiizeyi bulunur. Malzemeyi diger yarimetallerden ayiran, alisila gelme-

yen Weyl diigiimleri ve Fermi yaylarinin varlig1, malzemenin topolojik dogasina neden ol-

- Feimlir: Fermi ane Fﬂ'ﬂ'ﬁ

b i 4 b
dh db
Bulk Weyl node

Surface "

Fermi arc

Sekil 2.1: Weyl diigiimlerini ve Fermi yaylarini iceren Weyl Yarimetalinin sematik gosterim-
leri.



maktadir. Maddenin yeni topolojik faz1 olarak kesfedilen bu malzemeler, alisiimadik fiziksel

olaylara neden olmakta ve bu alanda teorik ilerlemelere ilham vermektedirler.

1928’de Dirac, serbest elektronlar1 aciklamak i¢in kendi denklemini 6ne siirdiigiinde, denk-
leminin ¢6ziimii bir yiike ve kiitleye sahip, 1/2 spinli Dirac fermiyonunu basaril bir sekilde
veriyordu. Hemen ertesi yil Hermann Weyl, Dirac’in dort bilesenli spinore sahip denkle-
minin kiitlesiz haliyle iki bilesenli spindre sahip bir denkleme indirgenebilecegini gosterdi.
Weyl denklemi denen bu denklemin ¢6ziimii, yiikii olan ancak kiitlesiz Weyl Fermiyonunu
yeni bir pargacik tiirii olarak veriyordu. Boylece Weyl, 1929°da ilk kez Weyl fermiyonunu
teorik olarak 6ngormiis oldu. Yarim asirdan fazla bir siire sonra, 2015’te Z.Hasan ve takim
arkadaslar1 ilk kez Weyl Fermiyonlarin1 dogrudan gozlemledi. Grup, TaAs kristalinde hem
Weyl Fermiyonlarin1 hem de yiizeyindeki Fermi yayin1 dogrudan gozlemledi. Boylelikle ilk

kez bir Topolojik Weyl Yarimetali de deneysel olarak kesfedildi.



3. MALZEME VE YONTEM

3.1. TE-MOD COZUMU VE TRANSFER MATRIiSi

Sekil 3.1°de gosterildigi gibi; optik olarak aktif, lineer, homojen ve TWS levhasinin ka-
zang(gain) ortaminda kargiliklt Weyl diigiimleri z-ekseni boyunca konumlansin. Levha, L
kalinligia ve 0 < z < L bolgesinde, yani levhanin kenar yiizeyleri arasindaki bolgede mal-
zemenin karmagik kirilma indisi n olacak sekilde tasarlanmigtir. TW'S optik levha sisteminin
elektromanyetik dalgalarla etkilesimini anlamak icin malzemenin 6zelliklerinin hem topo-
lojik hem de magneto-elektriksel optik etkileri acisindan analizlerinin ¢ok iyi yapilmasi ge-
rekir. Topolojik ozellikler, levha yiizlerindeki Fermi yaylarinin konumlarini belirleyen Weyl
diigtimlerinin hizalanmasina baglh olarak 6nem tagsir. Bu ¢alismadaki konfigiirasyonda, Se-
kil 3.1°de gosterildigi gibi, karsilikli Weyl diigiimlerinin z-ekseni iizerinde konumlanmasina
bagh olarak yan (z-eksenine dik olan yiizeyler hari¢), taban ve tavan yiizeylerinde fermi
yaylar1 belirir. Bu optik kurulum 1s181nda, Maxwell denklemleri su sekilde topolojik terimler

icermektedir:

Sekil 3.1: Sekil, Berry egriliginin source (kaynak, yesil nokta) ve sink (¢ukur, pembe nokta)
olan Brillouin bolgesinde z- ekseni boyunca Weyl diigiimlerinin konumlarin1 sematik
olarak gostermektedir. Fermi yaylar, ilgili ylizeyde Weyl diigiimlerine karsilik gelecek
sekilde olusur.
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V-D=p(2)+8b- B, V-B=0, (3.1)
VxH—-8D=J7J(z)—BbxE, &B+V xE=0. (3.2)

Burada 8 := 2a/m Zg bir sabit, a := €2 /2¢ghc ince yap sabiti olup; Zg := \/m vakum
direncidir. e elektronun yiikii, ¢ :=1/,/Eofio 151€1n bosluktaki hizidur. b= bé, vektorii, z-
yoniindeki 0 < z < L bolgesinde hizalanan iki Weyl diigiimii arasindaki mesafeyi temsil
eder ve acikca soyle ifade ederiz: b(z) = b(2)é,, ve b(z) = bu(z)u(L — z), burada u(z)

adim fonksiyonudur ve su sekilde tanimlanir:

2<0 1iken O
u(z) ==
z2>0 iken 1

EveB sirastyla elektrik ve manyetik alanlar1 temsil ederler ve asagidaki iligkiler araciligiyla,

D ve H alanlar ile ifade edilirler.

D:=¢&¢E, B:= [L”;‘-_[,
Burada € ve ji elektromanyetik dalganin yayildig1 ortamin sirasiyla permitivitesi (Elektrik
alan gecirgenligi) ve permabilitesi (Manyetik alan gecirgenligi)’dir. Bunlar da sirasiyla va-
kum permitivite ve vakum permabilitesine bagli olarak € := g€ ve ji := o seklinde ifade

edilir. Vakum gecirgenliklerin tanimlar1 da:

s+ 2%z € [0,L] durumunda,

e(z):= cow (3.3)
1 diger durumlarda
1+x z € [0, L] durumunda,
u(z) = m . (3.4)
1 diger durumlarda

€p bagh yiik katkisi, xm ise manyetik ozellikler sergilemesi kosuluyla TWS’nin manyetik
duyarliligidir. Biz calismamizda TWS levhasinin sahip oldugu manyetizmanin ihmal edebi-

lecegimiz kadar zayif oldugunu varsayiyoruz. (3.3) ve (3.4)’deki tanimlarimiza bagli olarak
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levha icindeki kirilma indisini n? := e esitligi ile ifade ediyoruz. TWS’nin karmasik de-
gere sahip kirilma indisine kargilik gelen n, asagidaki gibi gercek ve sanal kisimlar1 seklinde

tanimlanir:
n:=n+1K (3.5

Optik kurulumumuzdaki serbest yiiklerin ve akimlarin yalnizca TWS levhasinin elektroman-
yetik dalgayla etkilesime girdigi ve fermi yayinin bulunmadig1 yiizeyde oldugunu gézlem-
liyoruz. Bunun nedeni, TWS’nin yiizeylerde 1yi iletkenlik olustururken, TWS ortami i¢inde
cok az iletkenlik gosteren topolojik karakterindendir. Bu nedenle yiizey yiik yogunlugu p°(z)
ve iletkenligi o°(2) su sekilde belirtilebilir:

p*(2) = pMé(2)+p1)6(z - L),
o*(z) == cW6(2)+0®6(z — L),

j= 1,2 olmak iizere j’inci tabakadaki serbest yiik ve iletkenlik, sirasiyla p\9) ve o) dir. p° (2)
ve 0°(z) ifadeleri, elektrik akim yogunlugu 7° := ¢*(2)€ seklinde verilen siireklilik denk-

lemi ile birbirleriyle iliskilendirilir.
V-T°+8p°(2) =0 (3.6)

Yiizey iletkenligi o°, tensorel bir ifadeye sahiptir bu nedenle yiizey akimini J* olarak g0s-

terebiliriz.Bizim durumumuzda,

e’k
s c A FY M2
Oyy = 3rha {1 1 [wc +1n‘1 w; ]} (3.7)
e?b  ac
s __ _~2
Oye = 7k 3mop In ‘1 w; (3.8)

Burada @, := 2w./w, we := vk, v fermi hizi, k. maksimum momentum ve k < k. dir.
(3.7) ve (3.8) ¢ikarimlarinin ayrintilar icin eke bakiniz. Burada a?jw iletkenligi, TWS’ nin
icindeki ve disindaki Kerr ve Faraday donmelerinden sorumludur. Bir TWS’in boylamasina
ve enlemesine olusan iletkenlikleri olan oyy ve 0y;’1 hesaplamak igin, [39, 40] kaynakla-
rinda verilen yaklasimi1 benimsiyoruz. Buna gore +b ve —b noktalarinda bulunan iki digtim

durumunu diisiinelim. Burada b=>be, dir. Weyl diigiimleri etrafindaki dogrusal Hamiltonyen



12
su sekilde verilir:
H(k)=+vpd-(k+b).

burada v Fermi hizidir ve & = (0, 0y, 0, ) de Pauli matrislerinin bilinen bilesenleridir. Boy-

lece, o4p iletkenligi Kubo formiiliinden su sekilde hesaplanabilir.
1.
Tap(w) = limIlap(q,w)

Diamanyetik terim yokken I, (g, w) polarizasyon fonksiyonu akim-akim ilinti(korelasyon)

fonksiyonu ile verilir.

. -1 rB . 4 .
Map(q,iwn) = /0 dre™nT (T, Julg, )| T5(—q,0)) -

burada V sistemin hacmi ve 7 akim yogunluk operatdriidiir ve su sekilde verilir:

- 0H
=——=4
J 3 evpo.

iwn — w+140" analitik siirekliligi gergeklestirdigimiz zaman, sistemin reel frekans davranist

kolaylikla elde edilebilir. Boylece, her bir mod i¢in sunu elde ederiz.

—,

Hap _e ”F Z flew (k) f(sz(k),) (Ri|oo|kd') (Ri'|og| ki)
1

=3

Twten(k) - e:(k)+10+
burada f(z) = 1/(1 +eP?) Fermi fonksiyonudur. H(k) | ki) = e;(k) |ks) ifadesi, 7 = 1,2 igin
kuazi-parcacik enerjilerini ve 6zdurumlarini verir. Bu durumda, Fermi enerjileri diigiimlerle
aym dogrultuda oldugu zaman, boyuna ve enine polarizasyonlart II,g(w) bulunabilir. Boy-
lece, diisiik frekans limitinde her iki diigiimden kaynaklanan boyuna ve enine iletkenlikler,

(3.7) and (3.8) ifadelerindeki gibi bulunurlar.

Elimizde geometrik tasarimimizdaki gibi, yiizeye egik aciyla gelen zamanda harmonik, TE
mod ¢6ziimiine sahip elektromanyetik bir dalga olsun, bkz. Sekill.l. (Time harmonik elekt-
rik alan: £(7,t) := E(7) e *“seklinde olup,benzer sekilde diger B(7,t), D(F,t) ve H(F,t)

alanlart icin de tanimlanir.). z-y6niinde konulmusg bir Weyl yarimetaline §-yoniinde polarize



13

olmus bir TE modundaki elektromanyetik dalgay1 su sekilde gonderebiliriz:
E(7) = &(z)e™*=%¢,, (3.9)

Bu notasyonda €;, j = z,y ve z olmak iizere j-ekseni boyunca birim vektorii temsil eder ve

l?:j, 7-yoniindeki k dalgavektorii bilesenini simgeler. Burada k:
k=kpés+koé,

seklinde olup k, = k siné, k, = k cos6 ve 6 € [—90°,90°] gelen dalganin yiizey normali ile
yapmis oldugu agidir. Yayilan dalganin polarizasyon yoniiniin, TWS arayiiziinde yansirken
ve kirilirken degisecegini goriiyoruz. Yansiyan dalgalar Kerr rotasyonuna neden olurken;

kirilan dalgalar levha icinde Faraday rotasyonuna neden olur, bkz. Sekill.1.

(3.1) ve (3.2) esitliklerindeki Maxwell denklemleri, asagidaki gibi TE mod durumu icin 3
boyutlu Helmholtz denklemini verecek sekilde degistirilebilir ve bu denklemden manyetik
alan H’da asagidaki gibi elde edilir.

V2 + k%e(2)u(2)] E — iBkZob x E =0, (3.10)

- 7 5 o
H=——"' VxE, 3.11
kZop(z) G0

TE mod ¢éziimii ! (3.10) ifadesindeki Kerr ve Faraday rotasyonlar: acisindan tek boyutlu

Helmholtz denklemleri araciliiyla asagidaki sekilde yazilabilir

&Y+ k23(2) 6 +1iBkZob &y = 0 (3.12)
&) +k23(2) 6 — ik Zob =0 (3.13)

Burada iiste konulan prime simgesi, z’ye gore tiirevi ifade eder ve parcali sabit fonksiyon

1 Kerr ve Faraday acilariyla dondiiriilmiis optik sistemin TE mod ¢6ziimiinii E=Egé,+ Eyéy ile elde ediyoruz, burada
Ex(7) = & (2)e™*2® ve By (7) = &y (2)e™ =™ dur.
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3(z) de su sekilde tanimlanir:

i? z€[0,L] TWS ortamfnda,

1 vakumda

fi := secy/n2 —sin’@

Daha sonra, ilerde karsilasacagimiz ifadeleri daha kompak hale getirmek ve daha rahat anla-

yabilmek icin agagidaki dlgeklenmis degiskenleri tanimliyoruz:
R:= Lk, = kLcosé. (3.14)

(3.12) ve (3.13) denklemlerine ait ¢oziimlere asagidaki gibi birbirinden ayr1 modlara boldii-

giimiiz zaman ulagiriz.
Y4 (z) = &z(Lz) £ 16y (Lz)

Burada 1+, Schrodinger edenkleminin art1 ve eksi modlardaki ¢coziimleridir. Potansiyel te-
rimi v4(z) = 8234 (z) seklinde verilirse art1 ve eksi modlardaki Schrodinger denklemleri su

sekilde yazilabilir:

— Y +vi(z)yps = R29Ys (3.15)

Burada 34 (z) tanimlamalart agagidaki gibidir:

20.Lb(z)
wRcosb

3+(z):=3(2) = (3.16)

TWS levhasindaki efektif kirilma indisleri iy = \/ fi2 + 2abL/mRcosh, (3.16)’daki bagh
olmayan modlarin varligindan dolayi ¢ift-kirinim etkisine yol agar. (3.11), (3.15) ve (3.16)
ifadeleri gbz oniine alindiginda, TWS levhasimin farkli bolgelerindeki E ve H alan bilesen-
leri Tablo 3.1°deki gibi bulunur. Burada, farkli bolgelere ait .74 ve ¥4 nicelikleri asagidaki

sekilde tantmlanmaktadir:
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E Alan Bilesenleri H Alan Bilesenleri
B, = (ﬁtéi-{%r) eiﬁf{tane H, = ig%soe [mg_ . \/Z’—_g_] etiﬁxtane
B, = —z(J;—gH gifixtand Hy = 2(:%22 [\/5—4_9_ + \/5—_54_] pifixtand
Ez -0 Hz — _1252100 [Joz_'_ . g+] ezﬁxtanG

Tablo 3.1: TWS levhasinin i¢inde ve disinda bulunan E ve H alanlarinin bilesenleri.

Al gifiz L o) g-isiz, z <0 ise,
Fy = B§+) etz 4 B§+) e 7 0<z<1 ise,
Ag+) etz iC’f") eZi#, z>1 ise.
A gifiz L o) g—ifiz, z <0 ise,
G :={ B ez p{le-ifz  gcz<1 ise,
Agﬂ et 4 Céﬂ e %2, z>1 ise.

Burada £; niceliginin tanimu:

R; = Rii;. (3.17)

(£) ()
5 By

riyle iligkilidir. Optik sistem konfigiirasyonumuzdaki uygun sinir kosullart; E alanlarinin te-

Kompleks bilesenler, A ve C J(-i) R’ya bagli olup, sinir kosular1 vasitasiyla birbirle-
getsel bilesenlerinin ve B alanlarinin normal bilesenlerinin arayiizler boyunca siirekli olmasi,
H alanlarinin teget bilesenlerinin ise ylizey akim yogunlugu J "ye esit miktarda siireksiz ol-
mas1 gercegiyle aciklanir. Yiizey akim yogunlugu J sz konusu yiizeylerdeki iletkenliklerle
ifade edilir. TWS malzemesine ait sinir kosullarin1 tam olarak elde edebilmek i¢in, uzayi-
miz1 iki bolgeye ayiran bir S yiizeyini diisiinelim. Bu yiizeye ait sinir kosullarini agsagidaki

ifadelerle belirtebiliriz:
1) Arayiizeyde E elektrik alaninin tegetsel bileseni stireklidir: 7 x (El — Eg) =0
2) B manyetik alaninin normal bileseni siireklidir: 7 - (él — Eg) =0

3) D elektriksel aki yogunlugu vektoriiniin normal bileseni, yiizey yiik yogunluguna esit

miktarda bir "siireksizlik" olusturur: # - (Dy — Dy) = p°
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4) H alaninin tegetsel bileseni, ylizey akim yogunluguna esit miktarda bir "siireksizlik" olus-

turur: 7 x (Hy — Hy) = J°

Burada verilen esitliklerdeki 7, 2’ bolgesinden * 1’ bolgesine dogru yonelmis olan, S yiize-

yine ait birim normal vektorii temsil eder.

Optik konfigiirasyonumuzda, elektrik alaninin normal bilegeni bulunmadigindan, 3. kosulu

thmal ederiz. Boylece sinir kosullarin1 asagida verilen Tablo 3.2’deki gibi elde ederiz:
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Tablo 3.2: Tablo, TWS konfigiirasyonumuza uygun TE-modtaki dalgalar icin sinir kogullarini
vermektedir. Burada 4 ’ler efektif kirilma indisleridir.

Bu tablodaki & ve &; degiskenleri daha 6nce tanimlanmigti. ifadelerini kullaniyoruz. g; ve

h; fonksiyonlar1 da agagidaki gibi tanimlanmaktadar:

+ 7 =1 durumunda, B o+ 7 =1 durumunda,
g = -
’ — 7 =2 durumunda, ’ —0_ 7 =2 durumunda,

(3.18)
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ve burada o4, Denklem 3.21 ile tanimlanan ifadedir.

Boylece transfer matrisi, sinir kosullarindan asagidaki gibi elde edilir.

A+) A=)
=M(Rr )
c) (%) c-)

A®) ve C#F), TWS levhasina disaridan sag ve sol taraflardan gelen dalgalarin katsayilarinin
stitun matrislerini temsil eder:
Ag:t) C’gi)

. CWE) =

AlF) — ,
Ag:l:) C,é:i:)

ve M(R) de 4 x 4 transfer matrisi [49] olup, su sekilde ifade edilir:

Tl o RerT—r R'T—"
M(R) = (3.19)
_RlT—r T
Helmholtz karsiliklilik prensibini uyguladigimizda T! = T™ = T oldugunu anliyoruz. (3.19)
ifadesindeki transfer matrisi yansima ve iletim genlikleri hakkinda 6nemli bilgiler icerdigin-
den, TWS optik konfigiirasyonunun lazer 6zellikleriyle ilgili tiim bilgilerin ¢ikarilmasina yol
acar. Lazerleme esik kosulu boylece, reel £ degerleri i¢in, My = 0 sart1 ile saglanan spektral
tekillik ifadesi ile verilir. Bu nedenle, iletim ve sag / sol yansima genlikleri, spektral tekillik

noktalarinda iraksar. Bizim TWS konfigiirasyonumuzda, My asagidaki gibi elde edilir.

—(vaiv-) v=(vesv-) it

V-(v—ivy) C(v—vy)

Mgy =T 1=— , (3.20)
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Burada v; := (0j,1;), ve (5, v; : C — C siirekli fonksiyonlar olup a¢ilimlari:

1 . ol
Gy vo) ::2{(a+ —0_+27)cos Ry — “;U“L sin R

1y —pu*(ox+7)0—-—7

- o +9) (0= -9)] ns ),

pny
1 ) -1
v (v v-) ::2{a+ cosR_ + w sin R_
—a_cosﬁ++w_(~a__])sinﬁ+},
ni
ve o ifadesi kisaca su sekilde tanimlanmaktadir:
,U,owL .. Zo ..

Burada 7 = + ya da —oldugunu ima eder. Boylelikle TWS’nin lazer esik kosulu, Mi5 nin
(3.20) ifadesinde verilen matris bilesenlerinin sifira yakinsiyacak sekilde, £ nin bulunan reel
degerlerine karsilik gelen spektral tekillikler araciligiyla elde edilir. Bu gercegin 1s18inda,
art1 / eksi modu kirilma indislerine karsilik gelen art1 (“+") ve eksi (“—") modlarinin her
biri, farkli lazer kosullarinin olugsmasina yol acar. Bu iki modlu lazerleme, Kerr ve Faraday
donmeleri sayesinde goriilen TWS konfigiirasyonlarinda ortaya ¢ikan ¢oziimlerden kaynak-

lanmaktadir. Boylelikle, art1 / eksi mod lazerlemesi su kosullarla verilir:

C—(ve;ve) =7-(v+;vs) =0. (3.22)
Plus-Mode Lasing Minus-Mode Lasing Bimodal Lasing
v Y ., G5 A0 N A0
4 A K o 2 K e
‘ C C '

TWS Slab TWS Slab TWS Slab

Sekil 3.2: Tek ve cift modta lazerlemenin sematik gosterimi. Mavi oklar i, nedeniyle olu-
san arti-mod lazerlemeye ve kirmizi, ¢izgili oklar da fi_ nedeniyle olusan eksi-mod
lazerlemeye karsilik gelir.
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Tamamen disariya ¢ikan dalgalar olusturmak i¢in; arti-modlu lazerde Ag_) = Ag_) = C§+) =

0 ve eksi-modlu lazerde de Ag_) = Ag_) = C’§+) = 0 kosulunun saglanmig olmasi gerekir.
(3.22) ifadesindeki dort kosulun tiimii uygulandiginda ise ¢ift modlu bir lazer elde edilir.
Arti-mod lazerlemesiyle, etkili kirtlma indisi fi4 nedeniyle levhanin her iki tarafinda ve fi_
nedeniyle sol taraftan bir lazerleme olusur. Benzer sekilde, eksi modlu lazerleme, ti_ ¢ift
yonlii bir lazerlemeye ve ii4’dan dolay1 sol yandan lazerlemeye yol agar. Bu, TWS lazer

levhasinin ayirt edici 6zelligini ortaya ¢ikarir. Sekil 3.2, art1 ve eksi modlarin bu lazerleme

davraniglarim agikca gostermektedir.

3.2. ARTI VE EKSI-MODLARDA LAZERLEME KOSULLARI VE ILGILI PARA-
METRELER

(3.22) denklemi ile tanimlanan TWS levhasinin tek veya ¢ift modlu lazerleme davranisi,
optik sistemdeki gerekli parametreleri elde etmek icin gereken kosullar1 bulmak i¢in daha
fazla analiz edilebilir. (3.22) deki iki denklemin eszamanli olarak hesaplanmasi, her bir mod

icin asagidaki ifadeyi ortaya cikarir.

o218 — _uj+W (3.23)

Asagidaki tanimlarin 15181nda;

X; 25— Vi X7 ﬁ+ﬁ

J= y2
%= 5 {4, [Asj Ay = A3}
Vii= ;{ [“433 +A4J”
Z; = A ./42]'4—0']-./43]'./44]'

i} — p?(o; —1)(0—; +1)
Wit
A@::gLKaﬁ—JXJ+—J_+1—2ﬂ+H
—J

po—;+1)[(0—; —1a;+1] = j(o—; — 1)ii?
A4j = poa— y

n_ny
V2
-/45j = 7 H) as _1+]( 1)
—-J

Ayji=05—0_;-2, Ay =
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Burada alt indis 7 = 4 and —, art1 ve eksi modlara karsilik gelir. TWS sistemimizin tek veya
cift modlu lazerleme davranisi, (3.23) ifadesi ile kontrol edilir. Her mod i¢in yiizey iletkenligi
0, Weyl diigimlerinin ve dolayisiyla Kerr ve Faraday rotasyonlarinin varhgindan kaynakla-
nan iki modlu lazerleme davraniginin sonucudur. Eger TWS sistemine 6zgii kosullar, biiyiik
Olciide kaldirilir yahut bozulursa, o zaman denklem (3.23)’de elde ettigimiz tek veya cift
modlu lazerleme sart1 da yok olur. Denklem (3.23), optik kurulumumuzun sistem parametre-
lerinin davranigini gosteren karmasik bir ifadedir. Elde ettigimiz lazer sistemine ait optimal
etkilerin ortaya ¢ikmasi icin en uygun sistem parametreleri se¢ilmelidir. Boylelikle, reel ve
kompleks kisimlarina boliinerek 6nemli sonuclar iceren ilgili fiziksel nicelikler, kapsamli bir
sekilde aragtirilabilir. Bu dogrultuda, denklem (3.5)’de tanimlanan TWS levhasinin kirilma

indisi, agagidaki gibi iki bilesenli etkin kirilma indislerine yol agar.

fij & 7 + iR;, (3.24)

Buradaki reel ve imajiner kistmlardaki iki ifadenin tanimi su sekildedir:

2jabL cosf . mksec?f

flj 1= se<:9%72 —sin?0+ - I

Denklem (3.24)’deki fi; ifadesinde, k parametresi TWS dahil birgok materyalin sagladig:

kosulu kullanir.
k| <n—1<n.

Buradan, kazang katsayis1 g’yi su sekilde tanimliyoruz:

ATk 28K
= —2kk =— =- . 2
g * A Lcosd (3.25)

Boylelikle, denklem 3.23 ile ifade edilen tek veya cift modlu spektral tekillik kosulu, kazang
katsayis1 g; ve etkin dalga sayis1 £ icin asagidaki ifadelere yol acar. Burada (3.17) ifade-

sindeki gosterimle karismasini 6nlemek icin 7 ifadesini kullaniyoruz. &7, 7 moduna karsilik
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gelen dalga numarasin ifade eder.

- fjjcos6

9= 2nL

.z

. —Im\U; |+ /W;sin (5

/i — 1~ ._1{ U]+ /W (2)}’ 3.27)
27 \/]7]

Bu sonuclardaki ilgili ifadeleri sdyle tanimliyoruz:

In

Vil, (3.26)

V; := W; +Re[U4;]* + Im[i4;)?
$2\/>{sm( )Imuj]—f—cos(?)Re[uj]},
W = /Retd;]4 + (Im[L4;]2 — 1)% + 2Re[t4; ]2 (Im[h;]2 + 1),

., 2Re[U;] Im[U4;]
@; = tan”™ { 1 +Re[U]]J ~Im[U;]2 } )

Re and Im, sirasiyla ilgili niceligin reel ve sanal kismina karsilik gelir. Optimal etkilerin or-
taya ¢ikmasi i¢in, (3.26) ve (3.27) denklemlerindeki kazang katsayisi g; ve A7 aracihigryla en
uygun sistem parametrelerini arastirtyoruz. Bu nedenle, nihai sonucu gozlemlemek i¢in sis-
tem parametrelerinin kapsamli bir analizi gereklidir. Bu amagla, fiziksel olarak uygulanabilir
kazanc katsayis1 g grafikleri aracilifiyla sistem parametrelerinin genel davraniglarini goste-
riyoruz. Ancak, (3.26)’daki g_ degeri, 7j— parametresinin varli§1 nedeniyle baz1 dalga boyu
konfigiirasyonlar icin lazerlemeye izin vermez. g ifadesinde acik¢a goriilmese de, ayn1 ki-
sitlama g4 i¢in de gecerlidir. Bu da, Brillouin bolgesindeki Weyl diigiimleri arasindaki b

mesafesinin, asagida verilen sart1 saglamasi gerektigini belirtir:

72(n? —sin? 9)

b 3.28
< ) (3.28)
Konum uzayinda bunun karsilig1 su sekildedir:
2a\
W0 (3.29)

7(n? —sin?9)’

Eger (3.29)°deki b’yi b := 27 /b’ seklinde tanimlarsak, b’ nin alt sinir1 b, := 2aX/7(n? —
sin? 6) ile belirlenebilir. Boylece, b’ 1n alt simirinin gelis agis1 8’ya ve dalga boyu A’ya bagli
oldugunu anlhiyoruz. Ancak 8, A ile karsilastirildiginda ¢ok az etkiye sahiptir. Bu nedenle,

dalga boyu artirildiginda, hem arti hem de eksi modlarda lazerleme goézlemlemek icgin kar-
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silik gelen b, degeri azaltilir. Elde ettigimiz grafikler(bulgular kismina bakiniz), manyetik
olma