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ölçütlere uygun rapor alınmıştır.
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Şekil 4.4: Geliş açısı �’nın bir fonksiyonu olarak kazanç katsayısına ait grafikler. Burada 00 sem-
bolü basitçe 100 = 1�=3600 ile verilen Arksaniye’yi ifade eder. Açı aralığı artırıldığında de-
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Page No
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~J : Akım yoğunluk vektörü
~E : Elektrik alanı
~B : Manyetik alanı
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

TOPOLOJİK WEYL YARIMETALLERİNDE SAÇILMA KURAMI VE
SPEKTRAL TEKİLLİKLER

Güneş OKTAY

İstanbul Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Fizik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Mustafa SARISAMAN

Üç boyutlu topolojik Weyl yarımetali ile lazer yapılabilmesinin yolları Kerr ve Faraday
dönme durumları aracılığıyla araştırılmıştır. Topolojik weyl yarımetali, malzeme içindeki
weyl düğümleri ile yüzeyindeki fermi yaylarıyla karakterize olmuş malzemelerdir. Biz bu
çalışmamızda gönderdiğimiz elektromanyetik dalgaların, Fermi yayların bulunmadığı yü-
zeye maruz kalacak şekilde malzemeyle etkileşimde bulunmasını sağlıyoruz. Böylece Ma-
xwell denklemleri topolojik terimler içermektedir. Bu denklemlerin TE mod çözümleri, bize
malzeme içerisinde çift-kırınım etkisini oluşturarak, transfer matrisinin iki katlı hale gelerek
4x4 boyutlu olmasını ve dolayısıyla malzeme içerisinde iki farklı mod oluşumuna sebep ol-
maktadır. Bu iki farklı moda çalışmamızda artı ve eksi modlar olarak değinilmiştir. Bu bize
literatürde ilk defa karşılaşılan artı ve eksi modta ışıma yapan topolojik lazer tipleri üretmiş-
tir. Bahsi geçen lazer modlarına ait fiziksel parametreler incelenmiş ve lazer eşik değerine
karşılık gelen kazanç(gain) değeri elde edilmiştir.

Ağustos 2021, 35 sayfa.

Anahtar kelimeler: Topolojik Weyl yarımetali, Lazerleme, Weyl düğümleri, Yüzey İlet-
kenlikleri, Fermi Yayları, Kerr ve Faraday Dönmeleri, Saçılma Ku-
ramı, Transfer Matrisi, Spektral Tekillikler.
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which occurs due to topological character of the system. Our proposal is supported by the
corresponding graphical demonstrations.
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1. GİRİŞ

Topoloji, matematiğin en popüler alanlarından birisidir. Özellikle fizikteki temel problem-

lerden esinlenen topoloji kavramları, matematikteki çalışma alanlarının yanısıra fizikte de

oldukça önemli uygulama alanlarına sahiptir. Topolojik fikirlerin malzeme bilimine uyar-

lanması, Modern Fizikte heyecan verici yeni bir alanın doğmasına yol açmıştır: Topolojik

malzemeler[1, 2]. Bu malzemelerin elektromanyetik dalgalarla etkileşimi, fotonik açıdan

dikkate değer uygulamalar önermektedir[3, 4]. Son zamanlarda bu alandaki aktif çalışma-

lar, bu alanın çeşitli ilginç yönleri ile ele alınarak genişlemesine ve aynı zamanda hermitsel

olmayan kuantum mekaniğinin topolojik açıdan anlaşılmasına yardımcı olmaktadır. Bu bağ-

lamda topolojik malzemelerde lazer etkisi oluşturmanın teorik modellemesi ve beraberinde

deneysel gözlemleri, mevcut düzensizlik ve lazer anlayışımızı değiştirme potansiyeli ve to-

polojik fizik ile lazer bilimi arasında heyecan verici ihtimallere yol açması dolayısıyla son

zamanlarda oldukça dikkat çekmektedir[5, 6]. Bu son bulgulardan motivasyon alarak, bu ça-

lışmada transfer matrisi yaklaşımını kullanarak topolojik Weyl yarımetal (TWS) ile lazerin

teorik bir modellemesini oluşturuyoruz. Yüzey durumlarının topolojisini korumasının, lazer

eşik değeri koşulunun gerçekleştirilmesi için nicel kazanç değerleri gerektiren çift modlu

topolojik lazere yol açtığını gösteriyoruz.

Topolojik metaryellerin önde gelen adaylarından olan TWS, külçesindeki boşluksuz bant

yapısı ve yüzeyindeki ilginç fermi yayı ile dikkat çekmektedir. Topolojik malzemelerin bu

özel fazının teorik tahminleri 2011’den beri öngörülmüş olup[7–11], ilk deneysel doğrula-

ması da 2015 yılında TaAs malzemesi kullanılarak yapılmıştır[12, 13]. Sonraki yıllarda da

bu özel fazın gerçekleşme olasılığı nedeniyle bir çok katı malzeme aday olarak gösterilmiş-

tir[14–16]. Fakat ideal bir TWS [14], doğası gereği nadirdir. Bu da sahip oldukları özellikle-

rin (bant yapısı, iletim özellikleri, sınır durumlarındaki spin yapısı vs.)[17, 18] analizini zor

hale getirmektedir. Elektomanyetik dalgalarla etkileşimi bu nedenle oldukça önemlidir ve

özellikle yeni fotonik cihazların geliştirilmesinde önemli uygulamaların önünü açmaktadır.

Çalışmamızda, bu malzemede lazerleme ve CPA uygulamalarını elde etmek için, TWS ile

elektromanyetik dalgaların saçılmasının kapsamlı bir araştırmasını ortaya koyuyoruz.

Optik olarak aktif bir lazer sistemi, spektral tekillik ile elde edilebilir[19–21]. Bu bilgi doğ-
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rultusunda, sistemimizi homojen bir kazanç ortamına sahip TWS levhasının Weyl düğümleri

etkilenmeyecek ve yüzeyindeki Fermi yayı korunacak şekilde kuruyoruz. Gelen elektroman-

yetik dalgalar, fermi yayının bulunmadığı yüzeyle etkileşime girdiğinde yüzeylerdeki Kerr

ve Faraday dönmeleri nedeniyle yansıyan ve iletilen dalgaların polarizasyon yönleri değişir.

Bu da Maxwell denklemlerinin değişmesine yol açar ve Maxwell denklemleri fazla olarak

topolojik terimler barındırır. Bu denklemlerin çözümüyle; çözümleri 4x4 transfer matrisini

veren Helmoltz denklemini elde ederiz. Bu transfer matris formu; topolojik lazer oluşturmak

için bir temel oluşturur. Bu tamemen TWS lazer sistemine özgü bir özelliktir. Çünkü çıkan

dalgalar Kerr ve Faraday rotasyonları nedeniyle döndürülmüş halde çıkar. Bu yolla, TWS ile

uyumlu mükemmel soğurucu (CPA) yani anti-lazer yine Faraday dönüşleri tarafından belir-

lenen uygun polarizasyonların ayarlanmasıyla ve faz ve genlik modülasyonları ile birlikte

elde edilebilir[22–25]. Bu, CPA’nın lazerin zaman tersinme simetrisine sahip olmasından

kaynaklanmaktadır.

Orijinal problem tek boyutlu olmasına rağmen, Kerr ve Faraday rotasyonları problemi iki bo-

yutlu düzleme çevirir, bkz.Şekil 1.1. Bu nedenle, yansıma ve iletim genlikleri 2x2 matrisleri

ile ifade edilir. Bu matrislerin boyutları, TWS lazer sisteminin çift modlu yapısını belirler.

Her mod için spektral tekillikler, yansıma ve iletim matrislerinin ıraksak özellikleriyle be-

lirlenir. Böylece, dağınım(dispersion) etkileri olan ve olmayan tek veya çift modlu spektral

tekillik koşullarını elde ederiz. Bu çalışmamızda, malzemenin avantaj sağlayan özellikleri

aracılığıyla topolojik lazer ve CPA sistemlerinin verimliliğini artırmanın yollarını araştırdık.

Çalışmamız, tüm TWS tipi malzemeler için uygulanabilirdir.

Şekil 1.1: Şekil, elektromanyetik dalganın TWS ile etkileşimini TE modu konfigürasyonunda
göstermektedir. Dalga, levhada normalden yüzeye ölçülen � açısıyla yayılır ve pola-
rizasyon yönü, levhanın içinde ve dışında sırasıyla �F ve �K açısıyla döndürülürek
değişir.
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TWS ile lazer elde etmek için eksiksiz koşulları ortaya çıkaran çeşitli parametre seçimle-

rini belirliyoruz. Bu doğrultuda çalışmamızda, tek veya çift modlu TWS levha lazerinde;

kazanç(gain) katsayısı, geliş açısı, levha kalınlığı ve Weyl düğümleri arasındaki mesafe pa-

rametrelerinin optimum kontrolünü ortaya koyuyoruz. Bu optimal parametreler, tek veya çift

modlu TWS lazer sisteminde dönerek dışarı çıkan elektromanyetik dalgaları üretmektedir.

Bunlara ek olarak, doğru Faraday dönüş açıları ayarlanarak elde edilen dalgaların eşit gen-

lik ve faz değerleri ile TWS CPA elde edilmesine neden olan koşulları bulmanın yolunu da

sunuyoruz. Yöntemimiz ve dolayısıyla sonuçlarımız, TWS tipi malzemeler için bu yöndeki

olası deneysel çalışmalara rehberlik etmektedir.
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2. GENEL KISIMLAR

Bu bölümde, çalışmamızın meydana gelmesinde etkili olan temel kavramları inceleyerek

çalışmamızdaki önemini ortaya koyacağız. Saçılma kuramı, fizikte yeni olguların anlaşılma-

sında oldukça önemli bir yaklaşımdır. Buna göre, özellikle yeni bir gerçekliğin anlaşılması

söz konusu ise saçılma kuramının enstrümanları kullanılarak yeni fiziksel sonuçların ve özel-

liklerin aydınlatılması sağlanmaktadır. Özellikle yeni malzeme türlerinin elektromanyetik

dalgalarla saçılmaya maruz bırakılarak davranışlarının incelenmesi, bu malzeme türlerinin

bilinmeyen etkilerini ortaya çıkarmaktadır. Saçılma kuramının kuantum etkilerinin araştırıl-

ması ile son zamanlarda oldukça yeni olgular ortaya çıkmıştır. Bunlar aslında temel mate-

matik problemlerinin fiziksel uzantıları mahiyetinde sonuçlardır. Bunların en önemlilerinden

birisi spektral tekillik kavramıdır. Spektral tekillikler hermitsel olmayan kuantum mekani-

ğinin önemli uygulama alanlarından birisine konu olmuştur. Bizim bu tezimizde araştırma

konusunun merkezi terimi de spektral tekillikler olmuştur. Spektral tekilliklerin topolojik

malzemeler uyarlanması ilk defa tezimizde işlediğimiz bir durumdur ve bu bize topolojik

özelliklere sahip lazer türlerinin ortaya çıkmasına ve bilinmeyen özelliklerinin anlaşılmasına

oldukça önemli katkı sağlamıştır.

2.1. 1 VE 2 BOYUTTA ELEKTROMANYETİK SAÇILMA KURAMI

Işığın malzeme ortamıyla etkileşimi, kuantum saçılma formalizmi yoluyla daha iyi şekilde

anlaşılabilmektedir. Bu yaklaşım, Maxwell denklemlerinin çözümüne dayandığı için oldukça

etkilidir. Maxwell denklemlerinin çözümü ve Standart sınır koşullarının uygulanması ile sa-

çılma sisteminin yansıma ve iletim katsayıları hakkında çok önemli bilgiler içeren transfer

matrisini oluşturmak mümkündür. Transfer matrisinden elde edilen bu bilgilerle lazer eşik

koşulu, uyumlu mükemmel soğurucu lazerler, tek yönlü yansımasızlık, saydamlık ve görün-

mezlik gibi fiziksel olguları anlayabiliriz. Bu yaklaşımda kullanılacak olan saçılma forma-

lizmini ana hatlarıyla aşağıda özetleyeceğiz.

Bir boyutta doğrusal veya doğrusal olmayan skaler ve zamanda harmonik bir dalganın v(z;	)

potansiyeli ile belirtilen bir saçılgaç tarafından gerçekleştirilen bir saçılma işlemini düşüne-
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lim. Bu saçılma durumu şu şekilde verilen Schrödinger denklemi ile ifade edilir:

�	00(z)+v(z;	)	(z) = k2	(z) (2.1)

Burada k dalga sayısı, v potansiyeli de (Kerr) doğrusalsızlığı durumunda genliklere bağ-

lıdır. Tezimizde doğrusal bir sistem ele alınacağı için v potansiyeli genliklerden bağımsız

olacaktır. Tezde önerilen topolojik Weyl yarımetal durumunda, (2.1) denklemi ile verilen

Schrödinger denkleminin değiştirilmesi gerekmektedir. Bunun sebebi, malzemenin manye-

tik özelliğinden kaynaklanan ve ortamda mevcut aksiyon alanlarının varlığıdır. Aksiyon alan-

ları, Maxwell denklemlerinde topolojik terimlerin varlığı ile kendini göstererek malzemenin

içinde ve dışında dalganın polarizasyon yönünün döndürülmesi şeklinde bir çözüm ortaya

çıkarmaktadır. Malzeme içindeki dönme, Faraday dönmesi olarak ifade edilirken malzeme-

nin dışındaki dönme de Kerr dönmesi olarak isimlendirilir. Böylece, yukarıda verilen (2.1)

denkleminde belirtilen 	 çözümü, iki bileşenli ve vektörel değere sahip bir ~	(z) fonksiyonu

ile yer değiştirerek sol ve sağ taraftan aşağıda verilen Jost çözümlerini üretir.

~	(z)lk :=

8><>: Nl(e
ikzz+Rle�ikzz) z �!�1 giderken;

NlT
leikzz z �!1 giderken

~	(z)rk :=

8><>: NrT
re�ikzz z �!1 giderken;

Nr(e
�ikzz+Rre�ikzz) z �!�1 giderken

Bu ifadelerde, Nl=r sol ve sağ taraftan gelen dalganın vektörel değere sahip karmaşık genli-

ğidir, Rl=r ve Tl=r ise sırası ile v(z;	) potansiyelinin vektörel değere sahip sol/sağ yansıma

ve iletim genlikleridirler. Döndürülmüş optik sisteme ait transfer matrisinin normalde tanım-

lanan bir boyutlu sistemlerden oldukça farklı olduğu ve aşağıdaki formda verilebildiği göze

çarpacaktır:

M(K) =

0B@ Tl�RlRrT�r RrT�r

�RlT�r T�r

1CA (2.2)

Görüleceği üzere (2.2) ifadesi ile verilen bütün yansıma ve iletim genlikleri 2�2 matris de-

ğerine sahip ifadelere karşılık gelir ve polarizasyon yönünün dönmesinden dolayı da kuple

denklem sonuçları şeklinde belirtilirler. Böylece, topolojik lazerler M22 = 0 koşulu ile elde

edilebilirler. Anlaşılacağı üzere bu şekilde manyetik olarak indüklenen aksiyon terimleri ba-

rındıran topolojik lazerlerin çok güzel bir sonucu olan iki modlu lazer elde edilmiş olacaktır.
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Kaba hatlarıyla anlattığımız bu olgu, tezimizde ilk defa çalışılmıştır ve dolayısıyla da lite-

ratürde benzer herhangi bir önbilgi yoktur. Bu fikir, lazer fiziğinde topolojik malzemelerin

etkin olacağı oldukça önemli sonuçlar üretme potansiyeline sahiptir ve özellikle de topolojik

yarımetal lazerlerinde gözlemlenebilmesi tezimizin kuramsal öngörülerinin ve elde edilecek

sonuçlarının bir başarısı olacaktır.

2.2. SPEKTRAL TEKİLLİKLER

Modern fizik, soyut matematiksel objelerin fiziksel olayları açıklayabildiği örneklerle dolu-

dur. Bu örneklerden biri de spektral tekilliklerdir.

Spektral tekillikler; 1954’te Naimark’ın çalışmaları ile ilk kez matematik literatürüne girmiş

olup, ancak 2009 yılında fiziksel karşılığı anlaşılmıştır.

Spektral tekillikler; sürekli spektruma sahip hermitsel olmayan operatörlerdeki tekilliğe kar-

şılık gelen belirli noktalardır. Bu tekillikler hermitsel operatörlerde asla gerçekleşmez. Sa-

çılma kuramı bağlamında, spektral tekillikler saçılma durumlarına karşılık gelir ve rezonans

durumları gibi davranır.

Spektral tekilliklerin optikte uygulanması ile lazer eşik değeri koşulunun aslında spektral

tekilliklere karşılık geldiği anlaşılmıştır. Bu ise lazer eşik koşulunun matematiksel olarak

türetilmesine imkan sağlamıştır. Bu olgunun zaman-tersinirliği de, Mükemmel Uyumlu So-

ğurmayı (CPA) verir ve anti-lazer olarak bilinen bu fenomenin teorik temelini oluşturur.

Spektral tekillikler genel olarak reel k değerlerinde M transfer matrisinin M22 bileşeninin

sıfırları ile verilirler. Bu durum ise bize ıraksayan yansıma ve iletim genlikleri üretir. Bu

şekilde elektromanyetik dalga, lazer üretici malzeme içerisinde dolanırken genliği artar ve

eşik değerine ulaştığında lazer etkisi göstererek malzeme dışarısına çıkar. Malzemenin etkili

bir lazer meydana getirebilmesi için dalganın malzeme içerisinde mümkün olduğu kadar çok

optik yol katetmesi gerekir. Bunu sağlamanın yolu da dalgayı malzeme içerisine hapsederek

sınırlarda yansıma yapmasını sağlamaktır. Bu durum da bahsettiğimiz üzere sonsuz yansıma

ve iletim genlikleri ile sağlanmış olur. Daha etkili lazer üretebilmek için kullanılan optik

yolun artırılması prensibini en iyi ortaya koyan konfigürasyonlardan birisi de fısıldayan geçit

kiplerinin oluşumuna sebep olan dairesel bir konfigürasyondur[26–28]. Bu ise silindirik veya

küresel bir konfigürasyonla mümkündür. Tezimizde kullandığımız topolojik yarımetallerde
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bu şekilde konfigürasyonlar üretmek biraz zor ve üzerinde dikkatle düşünülmesi gereken

önemli bir problemdir.

Ele aldığımız yarımetalde spektral tekillikler ise yukarıda (2.2) ifadesinde verilen transfer

matrisinin M22=0 koşulu ile elde edilirler. Bununla ilgili detaylı analizler tezimizde ayrıntılı

olarak ele alınacaktır.

2.3. TOPOLOJİK WEYL YARIMETALLERİ

Yoğun Madde Fiziği, son on yıldır heyecan verici gelişmelerle dikkat çekmektedir. Malze-

melerin topolojik olarak elektronik yapıya sahip olabileceği fikrinin deneyle desteklenmesi

ile topolojik materyaller (topolojik yalıtkanlar-metal-yarımetaller), yeni kuantum malzeme-

ler olarak keşfedildi. Bu kuantum malzemelerden biri de yapısında quasi-parçacık olarak

Weyl Fermiyonlarını barındıran Weyl Yarımetalleridir. Topolojik weyl yarımetali, külçe-

sinde(bulk) iletim bantlarının etrafında lineer olarak dağıldığı Weyl düğümü adı verilen bir

çift düğüm barındırır. Malzeme yüzeyinde bu iki düğümü birbirine bağlayan; Fermi yayı

denilen açık fermi yüzeyi bulunur. Malzemeyi diğer yarımetallerden ayıran, alışıla gelme-

yen Weyl düğümleri ve Fermi yaylarının varlığı, malzemenin topolojik doğasına neden ol-

Şekil 2.1: Weyl düğümlerini ve Fermi yaylarını içeren Weyl Yarımetalinin şematik gösterim-
leri.
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maktadır. Maddenin yeni topolojik fazı olarak keşfedilen bu malzemeler, alışılmadık fiziksel

olaylara neden olmakta ve bu alanda teorik ilerlemelere ilham vermektedirler.

1928’de Dirac, serbest elektronları açıklamak için kendi denklemini öne sürdüğünde, denk-

leminin çözümü bir yüke ve kütleye sahip, 1/2 spinli Dirac fermiyonunu başarılı bir şekilde

veriyordu. Hemen ertesi yıl Hermann Weyl, Dirac’ın dört bileşenli spinöre sahip denkle-

minin kütlesiz haliyle iki bileşenli spinöre sahip bir denkleme indirgenebileceğini gösterdi.

Weyl denklemi denen bu denklemin çözümü, yükü olan ancak kütlesiz Weyl Fermiyonunu

yeni bir parçacık türü olarak veriyordu. Böylece Weyl, 1929’da ilk kez Weyl fermiyonunu

teorik olarak öngörmüş oldu. Yarım asırdan fazla bir süre sonra, 2015’te Z.Hasan ve takım

arkadaşları ilk kez Weyl Fermiyonlarını doğrudan gözlemledi. Grup, TaAs kristalinde hem

Weyl Fermiyonlarını hem de yüzeyindeki Fermi yayını doğrudan gözlemledi. Böylelikle ilk

kez bir Topolojik Weyl Yarımetali de deneysel olarak keşfedildi.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

3.1. TE-MOD ÇÖZÜMÜ VE TRANSFER MATRİSİ

Şekil 3.1’de gösterildiği gibi; optik olarak aktif, lineer, homojen ve TWS levhasının ka-

zanç(gain) ortamında karşılıklı Weyl düğümleri z-ekseni boyunca konumlansın. Levha, L

kalınlığına ve 0< z < L bölgesinde, yani levhanın kenar yüzeyleri arasındaki bölgede mal-

zemenin karmaşık kırılma indisi n olacak şekilde tasarlanmıştır. TWS optik levha sisteminin

elektromanyetik dalgalarla etkileşimini anlamak için malzemenin özelliklerinin hem topo-

lojik hem de magneto-elektriksel optik etkileri açısından analizlerinin çok iyi yapılması ge-

rekir. Topolojik özellikler, levha yüzlerindeki Fermi yaylarının konumlarını belirleyen Weyl

düğümlerinin hizalanmasına bağlı olarak önem taşır. Bu çalışmadaki konfigürasyonda, Şe-

kil 3.1’de gösterildiği gibi, karşılıklı Weyl düğümlerinin z-ekseni üzerinde konumlanmasına

bağlı olarak yan (z-eksenine dik olan yüzeyler hariç), taban ve tavan yüzeylerinde fermi

yayları belirir. Bu optik kurulum ışığında, Maxwell denklemleri şu şekilde topolojik terimler

içermektedir:

Şekil 3.1: Şekil, Berry eğriliğinin source (kaynak, yeşil nokta) ve sink (çukur, pembe nokta)
olan Brillouin bölgesinde z- ekseni boyunca Weyl düğümlerinin konumlarını şematik
olarak göstermektedir. Fermi yayları, ilgili yüzeyde Weyl düğümlerine karşılık gelecek
şekilde oluşur.
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~r� ~D = �(z)+�~b � ~B; ~r� ~B = 0; (3.1)

~r� ~H�@t ~D = ~J (z)��~b� ~E ; @t ~B+ ~r� ~E = 0: (3.2)

Burada � := 2�=�Z0 bir sabit, � := e2=2"0hc ince yapı sabiti olup; Z0 :=
q
�0="0 vakum

direncidir. e elektronun yükü, c := 1=
p
"0�0 ışığın boşluktaki hızıdır. ~b= bêz vektörü, z-

yönündeki 0 < z < L bölgesinde hizalanan iki Weyl düğümü arasındaki mesafeyi temsil

eder ve açıkça şöyle ifade ederiz: ~b(z) = b(z)êz , ve b(z) = bu(z)u(L� z), burada u(z)

adım fonksiyonudur ve şu şekilde tanımlanır:

u(z) :=

8><>: z < 0 iken 0

z > 0 iken 1

~E ve ~B sırasıyla elektrik ve manyetik alanları temsil ederler ve aşağıdaki ilişkiler aracılığıyla,
~D ve ~H alanları ile ifade edilirler.

~D := ~" ~E ; ~B := ~� ~H;

Burada ~" ve ~� elektromanyetik dalganın yayıldığı ortamın sırasıyla permitivitesi (Elektrik

alan geçirgenliği) ve permabilitesi (Manyetik alan geçirgenliği)’dir. Bunlar da sırasıyla va-

kum permitivite ve vakum permabilitesine bağlı olarak ~" := "0" ve ~� := �0� şeklinde ifade

edilir. Vakum geçirgenliklerin tanımları da:

"(z) :=

8><>: "b+
i�yy
"0!

z 2 [0;L] durumunda;

1 di�ger durumlarda
(3.3)

�(z) :=

8><>: 1+�m z 2 [0;L] durumunda;

1 di�ger durumlarda
(3.4)

"b bağlı yük katkısı, �m ise manyetik özellikler sergilemesi koşuluyla TWS’nin manyetik

duyarlılığıdır. Biz çalışmamızda TWS levhasının sahip olduğu manyetizmanın ihmal edebi-

leceğimiz kadar zayıf olduğunu varsayıyoruz. (3.3) ve (3.4)’deki tanımlarımıza bağlı olarak
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levha içindeki kırılma indisini n2 := "� eşitliği ile ifade ediyoruz. TWS’nin karmaşık de-

ğere sahip kırılma indisine karşılık gelen n, aşağıdaki gibi gerçek ve sanal kısımları şeklinde

tanımlanır:

n := �+ i� (3.5)

Optik kurulumumuzdaki serbest yüklerin ve akımların yalnızca TWS levhasının elektroman-

yetik dalgayla etkileşime girdiği ve fermi yayının bulunmadığı yüzeyde olduğunu gözlem-

liyoruz. Bunun nedeni, TWS’nin yüzeylerde iyi iletkenlik oluştururken, TWS ortamı içinde

çok az iletkenlik gösteren topolojik karakterindendir. Bu nedenle yüzey yük yoğunluğu �s(z)

ve iletkenliği �s(z) şu şekilde belirtilebilir:

�s(z) := �(1)�(z)+�(2)�(z�L);
�s(z) := �(1)�(z)+�(2)�(z�L);

j= 1,2 olmak üzere j’inci tabakadaki serbest yük ve iletkenlik, sırasıyla �(j) ve �(j)’dir. �s(z)

ve �s(z) ifadeleri, elektrik akım yoğunluğu ~J s := �s(z)~E şeklinde verilen süreklilik denk-

lemi ile birbirleriyle ilişkilendirilir.

~r� ~J s+@t�
s(z) = 0 (3.6)

Yüzey iletkenliği �s, tensörel bir ifadeye sahiptir bu nedenle yüzey akımını ~J s olarak gös-

terebiliriz.Bizim durumumuzda,

�syy =
e2kc
3�h!̂c

n
1� i

h
!̂2
c +ln

���1� !̂2
c

���io (3.7)

�syx =
e2b

�h
+

�c

3�vF
ln
���1� !̂2

c

��� (3.8)

Burada !̂c := 2!c=!, !c := vFkc, vF fermi hızı, kc maksimum momentum ve k � kc’dır.

(3.7) ve (3.8) çıkarımlarının ayrıntıları için eke bakınız. Burada �syx iletkenliği, TWS’nin

içindeki ve dışındaki Kerr ve Faraday dönmelerinden sorumludur. Bir TWS’in boylamasına

ve enlemesine oluşan iletkenlikleri olan �yy ve �yx’ı hesaplamak için, [39, 40] kaynakla-

rında verilen yaklaşımı benimsiyoruz. Buna göre +~b ve �~b noktalarında bulunan iki düğüm

durumunu düşünelim. Burada~b= b bez’dir. Weyl düğümleri etrafındaki doğrusal Hamiltonyen



12

şu şekilde verilir:

H(~k) =�vF~� � (~k�~b):

burada vF Fermi hızıdır ve ~�=(�x;�y;�z)’de Pauli matrislerinin bilinen bileşenleridir. Böy-

lece, ��� iletkenliği Kubo formülünden şu şekilde hesaplanabilir.

���(!) =
i

!
lim
q!0

���(q;!)

Diamanyetik terim yokken ���(q;!) polarizasyon fonksiyonu akım-akım ilinti(korelasyon)

fonksiyonu ile verilir.

���(q; i!n) =
�1
V

Z �

0
d� ei!n� hT� Ĵ�(q;� )jĴ�(�q;0)i :

burada V sistemin hacmi ve Ĵ akım yoğunluk operatörüdür ve şu şekilde verilir:

Ĵ =��H
� ~A

=�evF~�:

i!n!!+i0+ analitik sürekliliği gerçekleştirdiğimiz zaman, sistemin reel frekans davranışı

kolaylıkla elde edilebilir. Böylece, her bir mod için şunu elde ederiz.

���(!) =
e2v2F
V

X
i;i0;~k

f("i0(~k))�f("i(~k))

!+"i0(~k)�"i(~k)+ i0+
h~kij��j~ki

0ih~ki0j�� j~kii

burada f(x)= 1
�
(1+e�x) Fermi fonksiyonudur.H(~k) j~kii= "i(~k) j~kii ifadesi, i=1;2 için

kuazi-parçacık enerjilerini ve özdurumlarını verir. Bu durumda, Fermi enerjileri düğümlerle

aynı doğrultuda olduğu zaman, boyuna ve enine polarizasyonları ���(!) bulunabilir. Böy-

lece, düşük frekans limitinde her iki düğümden kaynaklanan boyuna ve enine iletkenlikler,

(3.7) and (3.8) ifadelerindeki gibi bulunurlar.

Elimizde geometrik tasarımımızdaki gibi, yüzeye eğik açıyla gelen zamanda harmonik, TE

mod çözümüne sahip elektromanyetik bir dalga olsun, bkz. Şekil1.1. (Time harmonik elekt-

rik alan: ~E(~r;t) := ~E(~r)e�i!tşeklinde olup,benzer şekilde diğer ~B(~r;t), ~D(~r;t) ve ~H(~r;t)

alanları için de tanımlanır.). z-yönünde konulmuş bir Weyl yarımetaline ŷ-yönünde polarize
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olmuş bir TE modundaki elektromanyetik dalgayı şu şekilde gönderebiliriz:

~E(~r) = E (z)eikxxêy; (3.9)

Bu notasyonda êj , j = x;yvez olmak üzere j-ekseni boyunca birim vektörü temsil eder ve

k̂j , j-yönündeki ~k dalgavektörü bileşenini simgeler. Burada ~k :

~k = kx êx+kz êz

şeklinde olup kx = k sin�, kz = k cos� ve � 2 [�90�;90�] gelen dalganın yüzey normali ile

yapmış olduğu açıdır. Yayılan dalganın polarizasyon yönünün, TWS arayüzünde yansırken

ve kırılırken değişeceğini görüyoruz. Yansıyan dalgalar Kerr rotasyonuna neden olurken;

kırılan dalgalar levha içinde Faraday rotasyonuna neden olur, bkz. Şekil1.1.

(3.1) ve (3.2) eşitliklerindeki Maxwell denklemleri, aşağıdaki gibi TE mod durumu için 3

boyutlu Helmholtz denklemini verecek şekilde değiştirilebilir ve bu denklemden manyetik

alan ~H’da aşağıdaki gibi elde edilir.

h
r2+k2"(z)�(z)

i
~E� i�kZ0

~b� ~E = 0; (3.10)

~H =� i

kZ0�(z)
~r� ~E; (3.11)

TE mod çözümü 1 (3.10) ifadesindeki Kerr ve Faraday rotasyonları açısından tek boyutlu

Helmholtz denklemleri aracılığıyla aşağıdaki şekilde yazılabilir

E 00
x +k2zz(z)Ex+ i�kZ0bEy = 0 (3.12)

E 00
y +k2zz(z)Ey� i�kZ0bEx = 0 (3.13)

Burada üste konulan prime simgesi, z’ye göre türevi ifade eder ve parçalı sabit fonksiyon

1 Kerr ve Faraday açılarıyla döndürülmüş optik sistemin TE mod çözümünü ~E = Exêx+Ey êy ile elde ediyoruz, burada
Ex(~r) = Ex(z)e

ikxx ve Ey(~r) = Ey(z)e
ikxx’dır.
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z(z) de şu şekilde tanımlanır:

z(z) :=

8><>: ~n2 z 2 [0;L] TWS ortam�nda;

1 vakumda

~n := sec�
q
n2� sin2 �

Daha sonra, ilerde karşılaşacağımız ifadeleri daha kompak hale getirmek ve daha rahat anla-

yabilmek için aşağıdaki ölçeklenmiş değişkenleri tanımlıyoruz:

x :=
x

L
; z :=

z

L
; K := Lkz = kLcos�: (3.14)

(3.12) ve (3.13) denklemlerine ait çözümlere aşağıdaki gibi birbirinden ayrı modlara böldü-

ğümüz zaman ulaşırız.

 �(z) := Ex(Lz)� iEy(Lz)

Burada  �, Schrödinger edenkleminin artı ve eksi modlardaki çözümleridir. Potansiyel te-

rimi v�(z) = K2z�(z) şeklinde verilirse artı ve eksi modlardaki Schrödinger denklemleri şu

şekilde yazılabilir:

� 00�+v�(z) � = K2 � (3.15)

Burada z�(z) tanımlamaları aşağıdaki gibidir:

z�(z) := z(z)� 2�Lb(z)

�Kcos�
c (3.16)

TWS levhasındaki efektif kırılma indisleri ~n� =
q
~n2�2�bL=�Kcos�, (3.16)’daki bağlı

olmayan modların varlığından dolayı çift-kırınım etkisine yol açar. (3.11), (3.15) ve (3.16)

ifadeleri göz önüne alındığında, TWS levhasının farklı bölgelerindeki ~E ve ~H alan bileşen-

leri Tablo 3.1’deki gibi bulunur. Burada, farklı bölgelere ait F� ve G� nicelikleri aşağıdaki

şekilde tanımlanmaktadır:
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~E Alan Bileşenleri ~H Alan Bileşenleri
Ex =

(F++G+)
2 eiKxtan� Hx =

icos�
2Z0

hp
z+F��pz�G�

i
eiKxtan�

Ey =
�i(F+�G+)

2 eiKxtan� Hy =
cos�
2Z0�

hp
z+F�+

p
z�G�

i
eiKxtan�

Ez = 0 Hz =� isin�
2Z0

[F+�G+]e
iKxtan�

Tablo 3.1: TWS levhasının içinde ve dışında bulunan ~E ve ~H alanlarının bileşenleri.

F� :=

8>>>><>>>>:
A
(�)
1 eiKz�C(�)

1 e�iKz; z< 0 ise;

B
(+)
1 eiK+z�B(+)

2 e�iK+z; 0< z< 1 ise;

A
(+)
1 eiKz�C(+)

1 e�iKz; z> 1 ise:

G� :=

8>>>><>>>>:
A
(�)
2 eiKz�C(�)

2 e�iKz; z< 0 ise;

B
(�)
1 eiK�z�B(�)

2 e�iK�z; 0< z< 1 ise;

A
(+)
2 eiKz�C(+)

2 e�iKz; z> 1 ise:

Burada Kj niceliğinin tanımı:

Kj := K~nj : (3.17)

Kompleks bileşenler, A(�)
j ;B

(�)
j ve C(�)

j K’ya bağlı olup, sınır koşuları vasıtasıyla birbirle-

riyle ilişkilidir. Optik sistem konfigürasyonumuzdaki uygun sınır koşulları; ~E alanlarının te-

ğetsel bileşenlerinin ve ~B alanlarının normal bileşenlerinin arayüzler boyunca sürekli olması,
~H alanlarının teğet bileşenlerinin ise yüzey akım yoğunluğu ~J ’ye eşit miktarda süreksiz ol-

ması gerçeğiyle açıklanır. Yüzey akım yoğunluğu ~J söz konusu yüzeylerdeki iletkenliklerle

ifade edilir. TWS malzemesine ait sınır koşullarını tam olarak elde edebilmek için, uzayı-

mızı iki bölgeye ayıran bir S yüzeyini düşünelim. Bu yüzeye ait sınır koşullarını aşağıdaki

ifadelerle belirtebiliriz:

1) Arayüzeyde ~E elektrik alanının teğetsel bileşeni süreklidir: n̂� ( ~E1� ~E2) = 0

2) ~B manyetik alanının normal bileşeni süreklidir: n̂ � ( ~B1� ~B2) = 0

3) ~D elektriksel akı yoğunluğu vektörünün normal bileşeni, yüzey yük yoğunluğuna eşit

miktarda bir "süreksizlik" oluşturur: n̂ � ( ~D1� ~D2) = �s



16

4) ~H alanının teğetsel bileşeni, yüzey akım yoğunluğuna eşit miktarda bir "süreksizlik" oluş-

turur: n̂� ( ~H1� ~H2) = ~J s

Burada verilen eşitliklerdeki n̂, ’2’ bölgesinden ’1’ bölgesine doğru yönelmiş olan, S yüze-

yine ait birim normal vektörü temsil eder.

Optik konfigürasyonumuzda, elektrik alanının normal bileşeni bulunmadığından, 3. koşulu

ihmal ederiz. Böylece sınır koşullarını aşağıda verilen Tablo 3.2’deki gibi elde ederiz:

z= 0

2X
j=1

h
A
(�)
j +C

(�)
j

i
=

+X
j=�

h
B
(j)
1 +B

(j)
2

i
;

2X
j=1

gj
h
A
(�)
j +C

(�)
j

i
=

+X
j=�

j
h
B
(j)
1 +B

(j)
2

i
;

�
2X

j=1

h
(gj+2hj)A

(�)
j � (gj�2hj)C

(�)
j

i
=

+X
j=�

j~nj
h
B
(j)
1 �B

(j)
2

i
;

�
2X

j=1

h
A
(�)
j �C

(�)
j

i
=

+X
j=�

~nj
h
B
(j)
1 �B

(j)
2

i
:

z= 1

2X
j=1

h
A
(+)
j eiK+C

(+)
j e�iK

i
=

+X
j=�

h
B
(j)
1 eiKj +B

(j)
2 e�iKj

i
;

2X
j=1

gj
h
A
(+)
j eiK+C

(+)
j e�iK

i
=

+X
j=�

j
h
B
(j)
1 eiKj +B

(j)
2 e�iKj

i
;

�
2X

j=1

h
(gj+2hj)A

(+)
j eiK� (gj�2hj)C

(+)
j e�iK

i
=

+X
j=�

j~nj
h
B
(j)
1 eiKj �B

(j)
2 e�iKj

i
;

�
2X

j=1

h
A
(+)
j eiK�C

(+)
j e�iK

i
=

+X
j=�

~nj
h
B
(j)
1 eiKj �B

(j)
2 e�iKj

i
:

Tablo 3.2: Tablo, TWS konfigürasyonumuza uygun TE-modtaki dalgalar için sınır koşullarını
vermektedir. Burada ~n� ’ler efektif kırılma indisleridir.

Bu tablodaki K ve Kj değişkenleri daha önce tanımlanmıştı. ifadelerini kullanıyoruz. gj ve

hj fonksiyonları da aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır:

gj :=

8><>: + j = 1 durumunda;

� j = 2 durumunda;
hj :=

8><>: �+ j = 1 durumunda;

��� j = 2 durumunda;

(3.18)
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ve burada ��, Denklem 3.21 ile tanımlanan ifadedir.

Böylece transfer matrisi, sınır koşullarından aşağıdaki gibi elde edilir.

0B@ A(+)

C(+)

1CA=M(K)

0B@ A(�)

C(�)

1CA ;

A(�) ve C(�), TWS levhasına dışarıdan sağ ve sol taraflardan gelen dalgaların katsayılarının

sütun matrislerini temsil eder:

A(�) =

0B@ A
(�)
1

A
(�)
2

1CA ; C(�) =

0B@ C
(�)
1

C
(�)
2

1CA ;
ve M(K) de 4�4 transfer matrisi [49] olup, şu şekilde ifade edilir:

M(K) =

0B@ Tl�RlRrT�r RrT�r

�RlT�r T�r

1CA (3.19)

Helmholtz karşılıklılık prensibini uyguladığımızda Tl =Tr =T olduğunu anlıyoruz. (3.19)

ifadesindeki transfer matrisi yansıma ve iletim genlikleri hakkında önemli bilgiler içerdiğin-

den, TWS optik konfigürasyonunun lazer özellikleriyle ilgili tüm bilgilerin çıkarılmasına yol

açar. Lazerleme eşik koşulu böylece, reel K değerleri için, M22 =0 şartı ile sağlanan spektral

tekillik ifadesi ile verilir. Bu nedenle, iletim ve sağ / sol yansıma genlikleri, spektral tekillik

noktalarında ıraksar. Bizim TWS konfigürasyonumuzda, M22 aşağıdaki gibi elde edilir.

M22 =T�1 =�
0B@ ��(�+;��) 
�(�+;��)


�(��;�+) ��(��;�+)

1CA eiK; (3.20)
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Burada �j := (�j ;~nj), ve �j , 
j : C! C sürekli fonksiyonlar olup açılımları:

�j(�+;��) :=
1

2

�
(�+���+2j)cosK+� i��2+

~n�
sinK�

+
i
h
~n2+��2 (�++ j)(��� j)

i
�~n+

sinK+

�
;


j(�+;��) :=
1

2

�
�+ cosK�+

i��+ (���1)

~n�
sinK�

��� cosK++
i��� (��� j)

~n+
sinK+

�
;

ve �j ifadesi kısaca şu şekilde tanımlanmaktadır:

�j :=
�0!L

2K
(�yy+ ij�yx) =

Z0

2cos�
(�yy+ ij�yx) : (3.21)

Burada j = + ya da �olduğunu ima eder. Böylelikle TWS’nin lazer eşik koşulu, M22’nin

(3.20) ifadesinde verilen matris bileşenlerinin sıfıra yakınsıyacak şekilde, K’nin bulunan reel

değerlerine karşılık gelen spektral tekillikler aracılığıyla elde edilir. Bu gerçeğin ışığında,

artı / eksi modu kırılma indislerine karşılık gelen artı (\+") ve eksi (\� ") modlarının her

biri, farklı lazer koşullarının oluşmasına yol açar. Bu iki modlu lazerleme, Kerr ve Faraday

dönmeleri sayesinde görülen TWS konfigürasyonlarında ortaya çıkan çözümlerden kaynak-

lanmaktadır. Böylelikle, artı / eksi mod lazerlemesi şu koşullarla verilir:

��(��;��) = 
�(��;��) = 0: (3.22)

Şekil 3.2: Tek ve çift modta lazerlemenin şematik gösterimi. Mavi oklar ~n+ nedeniyle olu-
şan artı-mod lazerlemeye ve kırmızı, çizgili oklar da ~n� nedeniyle oluşan eksi-mod
lazerlemeye karşılık gelir.
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Tamamen dışarıya çıkan dalgalar oluşturmak için; artı-modlu lazerdeA(�)
1 =A

(�)
2 =C

(+)
1 =

0 ve eksi-modlu lazerde de A(�)
1 = A

(�)
2 = C

(+)
2 = 0 koşulunun sağlanmış olması gerekir.

(3.22) ifadesindeki dört koşulun tümü uygulandığında ise çift modlu bir lazer elde edilir.

Artı-mod lazerlemesiyle, etkili kırılma indisi ~n+ nedeniyle levhanın her iki tarafında ve ~n�

nedeniyle sol taraftan bir lazerleme oluşur. Benzer şekilde, eksi modlu lazerleme, ~n� çift

yönlü bir lazerlemeye ve ~n+’dan dolayı sol yandan lazerlemeye yol açar. Bu, TWS lazer

levhasının ayırt edici özelliğini ortaya çıkarır. Şekil 3.2, artı ve eksi modların bu lazerleme

davranışlarını açıkça göstermektedir.

3.2. ARTI VE EKSİ-MODLARDA LAZERLEME KOŞULLARI VE İLGİLİ PARA-
METRELER

(3.22) denklemi ile tanımlanan TWS levhasının tek veya çift modlu lazerleme davranışı,

optik sistemdeki gerekli parametreleri elde etmek için gereken koşulları bulmak için daha

fazla analiz edilebilir. (3.22) ’deki iki denklemin eşzamanlı olarak hesaplanması, her bir mod

için aşağıdaki ifadeyi ortaya çıkarır.

e2iKj =�Uj+
q
U2
j +1 (3.23)

Aşağıdaki tanımların ışığında;

Uj :=
XjZj�Yj

q
X 2
j �Y2

j +Z2
j

Y2
j �Z2

j

Xj :=
1

2

n
A2

2j�A2
1j+�

2
j

h
A2

3j�A2
4j�A2

5j

io
Yj :=

1

2

n
A2

2j+A2
1j��2j

h
A2

3j+A2
4j

io
Zj :=A1jA2j+�

2
jA3jA4j

A1j := �j���j�2; A2j :=
~n2j ��2(�j�1)(��j+1)

�~nj

A3j :=
�

~n�j
[(��j�1)(�+���+1�2j)+1]

A4j :=
�2(��j+1)[(��j�1)aj+1]� j(��j�1)~n2j

~n�~n+
;

A5j :=

p
2�

~n�j
; aj := 1+ j(�j�1);
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Burada alt indis j =+ and �, artı ve eksi modlara karşılık gelir. TWS sistemimizin tek veya

çift modlu lazerleme davranışı, (3.23) ifadesi ile kontrol edilir. Her mod için yüzey iletkenliği

�j , Weyl düğümlerinin ve dolayısıyla Kerr ve Faraday rotasyonlarının varlığından kaynakla-

nan iki modlu lazerleme davranışının sonucudur. Eğer TWS sistemine özgü koşullar, büyük

ölçüde kaldırılır yahut bozulursa, o zaman denklem (3.23)’de elde ettiğimiz tek veya çift

modlu lazerleme şartı da yok olur. Denklem (3.23), optik kurulumumuzun sistem parametre-

lerinin davranışını gösteren karmaşık bir ifadedir. Elde ettiğimiz lazer sistemine ait optimal

etkilerin ortaya çıkması için en uygun sistem parametreleri seçilmelidir. Böylelikle, reel ve

kompleks kısımlarına bölünerek önemli sonuçlar içeren ilgili fiziksel nicelikler, kapsamlı bir

şekilde araştırılabilir. Bu doğrultuda, denklem (3.5)’de tanımlanan TWS levhasının kırılma

indisi, aşağıdaki gibi iki bileşenli etkin kırılma indislerine yol açar.

~nj � ~�j+ i~�j ; (3.24)

Buradaki reel ve imajiner kısımlardaki iki ifadenin tanımı şu şekildedir:

~�j := sec�

s
�2� sin2 �+

2j�bLcos�

�K
; ~�j :=

��sec2 �

~�j
:

Denklem (3.24)’deki ~nj ifadesinde, � parametresi TWS dahil birçok materyalin sağladığı

koşulu kullanır.

j�j � ��1< �:

Buradan, kazanç katsayısı g’yi şu şekilde tanımlıyoruz:

g :=�2k�=�4��

�
=� 2K�

Lcos�
: (3.25)

Böylelikle, denklem 3.23 ile ifade edilen tek veya çift modlu spektral tekillik koşulu, kazanç

katsayısı gj ve etkin dalga sayısı Kj için aşağıdaki ifadelere yol açar. Burada (3.17) ifade-

sindeki gösterimle karışmasını önlemek için j ifadesini kullanıyoruz. Kj , j moduna karşılık
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gelen dalga numarasını ifade eder.

gj =
~�j cos�

2�L
ln
����Vj ����; (3.26)

Kj =
1

2~�j
sin�1

��Im[Uj ]+
q
Wj sin

�
�j

2

�
q
Vj

�
; (3.27)

Bu sonuçlardaki ilgili ifadeleri şöyle tanımlıyoruz:

Vj :=Wj+Re[Uj ]2+ Im[Uj ]2

�2
q
Wj

�
sin

�
�j

2

�
Im[Uj ]+cos

�
�j

2

�
Re[Uj ]

�
;

Wj :=
q

Re[Uj ]4+(Im[Uj ]2�1)
2
+2Re[Uj ]2 (Im[Uj ]2+1);

�j := tan�1
(

2Re[Uj ] Im[Uj ]
1+Re[Uj ]2� Im[Uj ]2

)
;

Re and Im, sırasıyla ilgili niceliğin reel ve sanal kısmına karşılık gelir. Optimal etkilerin or-

taya çıkması için, (3.26) ve (3.27) denklemlerindeki kazanç katsayısı gj ve Kj aracılığıyla en

uygun sistem parametrelerini araştırıyoruz. Bu nedenle, nihai sonucu gözlemlemek için sis-

tem parametrelerinin kapsamlı bir analizi gereklidir. Bu amaçla, fiziksel olarak uygulanabilir

kazanç katsayısı g grafikleri aracılığıyla sistem parametrelerinin genel davranışlarını göste-

riyoruz. Ancak, (3.26)’daki g� değeri, ~�� parametresinin varlığı nedeniyle bazı dalga boyu

konfigürasyonları için lazerlemeye izin vermez. g+ ifadesinde açıkça görülmese de, aynı kı-

sıtlama g+ için de geçerlidir. Bu da, Brillouin bölgesindeki Weyl düğümleri arasındaki b

mesafesinin, aşağıda verilen şartı sağlaması gerektiğini belirtir:

b <
�2(�2� sin2 �)

��
: (3.28)

Konum uzayında bunun karşılığı şu şekildedir:

b0 >
2��

�(�2� sin2 �)
; (3.29)

Eğer (3.29)’deki b’yi b := 2�=b0 şeklinde tanımlarsak, b0’nin alt sınırı b0c := 2��=�(�2�
sin2 �) ile belirlenebilir. Böylece, b0’ın alt sınırının geliş açısı �’ya ve dalga boyu �’ya bağlı

olduğunu anlıyoruz. Ancak �, � ile karşılaştırıldığında çok az etkiye sahiptir. Bu nedenle,

dalga boyu artırıldığında, hem artı hem de eksi modlarda lazerleme gözlemlemek için kar-
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şılık gelen b0c değeri azaltılır. Elde ettiğimiz grafikler(bulgular kısmına bakınız), manyetik

olmayan (� � 1) TaAs TWS levha sisteminin aşağıdaki özelliklerine dayanan hesaplamala-

rımızın gerekçesini göstermektedir. [34–38]

� � 6; �= 1400nm; L= 1 cm; � = 30� ve b0 = 0:05 : (3.30)

3.3. DAĞINIM ETKİSİ

Kırılma indisi n’de bir dağınım varsa, o zaman n üzerindeki dalga sayısı olan k’nın etkisini

de dikkate almamız gerekir. TWS optik sisteminin kazanç bileşenli aktif kısmının, bir ana

ortamın kırılma indisi n0 katkılanmasıyla oluştuğunu ve kırılma indisinin dağınım ilişkisini

şu şekilde sağladığını varsayıyoruz:

n2 = n20�
!̂2
p

!̂2�1+ i
̂ !̂
; (3.31)

Burada !̂ :=!=!0, 
̂ := 
=!0, !̂p :=!p=!0, !0 rezonans frekansı, 
 sönümleme katsayısı ve

!p plazma frekansıdır. !̂2
p terimi; �0 := 2�c=!0 rezonans dalga boyundaki n’nin sanal kısmı

�0’nın baskın terimine göre !̂2
p = 2n0
̂�0 ifadesi ile tanımlanabilir, burada �0’daki ikinci

dereceden ve daha yüksek dereceden terimler göz ardı edilir. [33]. (3.31)’daki denklemi de-

ğiştirip, (3.5) ifadesini kullanarak ve �0’daki ikinci dereceden ve daha yüksek mertebeden

terimleri ihmal ederek kırılma indisinin gerçek ve sanal kısımlarını son olarak aşağıdaki gibi

elde ederiz, [25–29, 33]

� � n0+ �0
̂(1� !̂2)

(1� !̂2)2+ 
̂2!̂2
; �� �0
̂

2!̂

(1� !̂2)2+ 
̂2!̂2
: (3.32)

Burada �0, rezonans dalgaboyu �0’da �0=��0g0=4� şeklinde yazılabilir. Bu ilişkiyi (3.32)’de

değiştirerek ve (3.5) ve (3.23)’leri kullanarak, tek veya çift modlu TWS lazer için, � ve g0 de-

ğerlerini belirleyebilliriz. Bizim optik konfigürasyonumuzda, TWS levhasının kırılma indisi,

rezonans dalga boyu ve 
̂ parametrelerine karşılık gelen değerler aşağıdaki gibidir: [34, 36–

38]:

n0 = 6; �0 = 1378nm; 
̂ = 0:033; � = 30�; L= 1 cm: (3.33)
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� g0 (cm�1) � (nm) Lazerleme tipi

�1:800�10�13 1:6419�10�8 1377:997 Artı Mod
�6:341�10�14 5:7827�10�9 1378:0278 Artı Mod
�1:539�10�13 1:4031�10�8 1378:0586 Artı Mod
�4:089�10�14 3:7286�10�9 1377:9909 Eksi Mod
�1:238�10�13 1:1287�10�8 1378:0320 Eksi Mod
�1:927�10�14 1:7572�10�9 1378:0594 Eksi Mod
�1:237�10�13 1:1280�10�8 1378:0735 Çift Modlu
�6:554�10�14 5:9773�10�9 1378:0735 Çift Modlu

Tablo 3.3: L= 1 cm ve � = 30� olan bir TWS levhasının lazerleme değerleri ve ilgili konfi-
gürasyonları.

TWS levhası kurulumumuz (3.33) için lazerleme eşik koşullarını ortaya çıkaran spektral

tekillik noktaları, Tablo 2’de çeşitli parametreler için açıkça hesaplanmıştır.

3.4. LAZERLEME VE CPA’DA KERR VE FARADAY DÖNMELERİ

Bu bölümde, TWS levhasının içindeki ve dışındaki lazerleme davranışlarını ve özellikle-

rini ortaya çıkarmak için anlaşılması gereken Kerr ve Faraday dönmelerini ele alıyoruz ve

açıkça etkileyici özelliklerini görüyoruz. Lazerleme, spektral tekilliklerle elde edilebildiğin-

den (3.22) veya (3.23)’de verilen spektral tekillik koşullarını uygularız ve ardından TWS

levhasının içindeki ve dışındaki elektrik alanlarının gerekli konfigürasyonlarını elde etmek

için artı mod lazerleme için A(�)
1 = A

(�)
2 = C

(+)
1 = 0 koşulunu ve eksi mod lazerleme için

A
(�)
1 = A

(�)
2 = C

(+)
2 = 0 koşulunu uygularız. Bu hesaplamanın ayrıntıları için [30]’e bakı-

nız. Spektral tekil alanları elde ettiğimizde, spektral olarak tekil sağ ve sol dairesel polarize

E�(z) alanlarını kolaylıkla oluşturabiliriz.

E+(z) = F+(z)e
iKxtan�; E�(z) = G+(z)e

iKxtan�:

Böylece, Kerr ve Faraday dönme açıları; z 62 [0;1] için �K := (argE+(z)�argE�(z))=2 ve

z 2 [0;1] için �F := (argE+(z)�argE�(z))=2 olarak belirlenir. Burada arg ilgili niceliğin

argümanını ifade eder. z< 0 ve z> 1 olduğunda, sistemin karşılıklı tepkisi nedeniyle büyük-

lük olarak eşit olan Kerr dönme açılarını �K buluruz. Bu gözlem, TWS sistemi ile elde edilen

CPA lazerleri hakkında önemli bir sonuca yol açar. Bir TWS CPA oluşturmak için gerekli ve
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yeterli koşul, uygun fazlar ve büyüklüklerle tam olarak Faraday açısı �F ’de polarizasyonlar

kullanarak her iki taraftan da dalga göndermektir [30–32]. Bu, normal bir lazerin zamanı

tersine çevirme simetrisi olan CPA’nın ana fikrinden kaynaklanmaktadır. CPA için gerekli

koşulları ortaya koymak yine çaba ve özel dikkat gerektirdiğinden, tek başına ele alabilmek

adına bu fikri başka bir çalışmaya ayırıyoruz. [41–48].
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4. BULGULAR

Şekil 4.1:, lazerlemenin gerçekleşmesi için, kazanç katsayısı g’ye bağlı, konum uzayında

Weyl düğüm ayrımı b0’ın etkisini göstermektedir. Hem artı hem de eksi modları, minimum

bir b0c şartını oluşturur ve o değerin altında lazerleme oluşmaz. Yüksek kalitede en iyi lazer-

Şekil 4.1: (3.30)’da verilen TWS levhasının konfigürasyonu için artı ve eksi modlara karşılık
gelen Weyl düğümler arasındaki mesafe olan b0’ın bir fonksiyonu olarak g kazanç kat-
sayısına ait grafikler. Burada b0c, lazerlemeye izin veren minimum b0 değerine karşılık
gelen kritik b0 değerini ifade eder. Son iki şekil b0c’nin etkilendiği bölgeyi göstermekte-
dir. Yatay gri çizgi, sıfır kazanç limitini göstermektedir.

Şekil 4.2: Hem artı hem de eksi mod lazerlemelerine karşılık gelen çeşitli geliş açıları için, �
dalga boyunun kritik b0c değerine bağımlılığını gösteren grafik.
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leme modeli, Weyl düğüm ayrımı kritik b0-değeri civarında olan bir TWS materyali seçilerek

elde edilebilir. b0 değeri, geliş açısı � artırılarak küçük miktarlarda yükselir ama dalga boyu-

nun artışıyla önemli ölçüde yükselir. Şekil 4.2:, b0c değerinin dalga boyu � ve geliş açısı �’ya

göre nasıl değiştiğini göstermektedir.

TWS levhasının kalınlığı, lazerleme oluştururken oldukça belirgin bir rol oynar. TWS levhası

ne kadar kalınsa, daha yüksek kalite faktörü elde edilir. Bu açıkça Şekil 4.3:’da görülmekte-

dir. Nispeten küçük bir dalga boyu � ve geliş açısı � seçtiğimizde daha az kazanç katsayısının

gerekli olduğunu farkediyoruz. � ve � arttıkça, artı ve eksi modların gerekli kazanç değerleri

artar ve önemli ölçüde farklılaşır.

Şekil 4.4:, lazer elde etmek için geliş açısının kazanç katsayısına g bağımlılığını gösterir.

Bu durumda Lazerleme eşik koşulu için yalnızca belirli değerlere izin verilecek şekilde ni-

celleştirilmiş kazanç desenleri oluşur. Bu davranış, Weyl yarımetal sistemimizin topolojik

özelliğinin açık bir göstergesidir. Ayrıca, hem artı hem de eksi modlarda yoğun desenler

Şekil 4.3: Çeşitli geliş açıları ve dalga boylarına karşılık gelen TWS levha kalınlığı L’nin
bir fonksiyonu olarak kazanç katsayısına ait grafikler. Geliş açısını ve dalga boyunu
artırmak, daha yüksek kazanç değerlerine yol açar ve artı modu destekler.

Şekil 4.4: Geliş açısı �’nın bir fonksiyonu olarak kazanç katsayısına ait grafikler. Burada 00

sembolü basitçe 100 = 1�=3600 ile verilen Arksaniye’yi ifade eder. Açı aralığı artırıldı-
ğında desenler sıkıca yerleşim gösterirler.
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Şekil 4.5: Artı ve eksi lazerleme modları için, � gelen açısının foksiyonu olarak kazanç değeri
g’nin şematik gösterimi. Artı ve eksi modlar � � 3:4200 ve � � 3:4600 açılarında g �
1:17�10�9 cm�1 kazanç değerinde çakışır.

Şekil 4.6: Hem artı hem de eksi modlara karşılık gelen � dalga boyunun bir fonksiyonu olarak
g0 eşik kazancını gösteren grafik. mavi noktalar artı modu, kırmızı noktalar ise eksi
modu temsil etmektedir. � � 1378:0735 nm dalga boyunda yer alan üst üste binen
noktalar, iki modlu konumları ifade eder.
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oluşur. Eksi mod, artı moduna kıyasla küçük kazanç değerlerinde ortaya çıkar. Artı ve eksi

modlarının üst üste binen konumlarını gözlemleyip, bu desenleri kullanarak iki modlu lazer-

leme kolayca elde edilebilir. Örneğin Şekil 4.5:, geliş açısı �� 3:4200 ve �� 3:4600 aralığında

ve kazanç değeri g � 1:17�10�9 cm�1 iken Weyl yarımetali için böyle bir durumu gösterir.

Şekil 4.6:, �� g0 düzleminde farklı kalitede lazerleme noktalarının konumlarını gösterir.

Her bir özel moda karşılık gelen dalga boyu düzeninin, çakışmadıkları sürece karşı mod

ile uyumsuz olduğu açıktır, böylece iki modlu bir lazerleme meydana gelir. Bizim durumu-

muzda � � 1378:0735 nm çift modlu lazerleme için gerekli olan dalga boyudur. Burada

dikkat çekici olan; eşik kazanç değerlerinin sıradan optik levhalara kıyasla oldukça küçük

olup, sadece belirli ayrık dalga boylarının lazerlemeye izin vermesidir. Böylesi bir duruma

sadece bir TWS levha lazer sisteminde karşılaşılabilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çalışmada, transfer matrisi yaklaşımı ile bir TWS lazer oluşturmanın temellerini ortaya

koyuyoruz. Bu doğrultuda, TWS’e ait Weyl düğümlerinin varlığı, manyeto-optik etkilere yol

açan ilgili yüzeylerde Fermi yay konfigürasyonlarına yol açması gibi bilinen özelliklerini

kullanıyoruz. Weyl düğümlerinin hizalanması, bu manyeto-optik efektlerin TWS levhası-

nın saçılmasına nasıl tepki vereceğini belirler. Elektromanyetik dalgalar, Fermi yaylarının

bulunduğu yüzeyle etkileşirse, Maxwell denklemleri, bilindik haliyle basit biçimde olur ve

herhangi bir topolojik terim içermez. Fakat eğer elektromanyetik dalgalar, Fermi yaylarının

olmadığı yüzey ile etkileşirse ilginç sonuçlara yol açar ve bu da bizim bu tezde ele aldığımız,

araştırdığımız olgudur. Bu durum, Helmholtz denklemlerini veren, topolojik terimler içeren

Maxwell denklemlerine yol açar ve bu sonuç sıradan bir TWS levhası ile Kerr ve Faraday

rotasyonlarının doğal özelliğinin sonucudur.

Çalışmamız, sınır koşullarının oldukça etkili olduğu transfer matrisi yöntemini güçlü bir şe-

kilde ortaya koymaktadır, [25–29, 49–51]. Bir TWS levhasının temel özellikleri, yüzeylerin

etkisiyle kendini gösterdiğinden, bu yöntem bu açıdan dikkate değer hale gelir. Transfer mat-

risi bularak bir TWS levha lazeri oluşturmak için gerekli spektral tekillik durumlarını elde

ediyoruz. Kerr ve Faraday dönmeleri dolayısıyla tek boyutlu problemimizin iki boyutlu bir

probleme dönüştüğünü görüyoruz. Bu, (3.23)’de tartışıldığı gibi artı ve eksi modlarda lazer-

leme oluşturan, ~n� in (3.16)’daki etkin kırılma indislerine karşılık gelen iki modlu bir lazer

sistemini verir. Bu ayrık modlar, manyeto-optik etkilere sahip herhangi bir malzemede de

görülebilen bir TWS lazer sistemine özgüdür. Bir TWS levhasının kesin lazer modlarının

(3.22)’deki spektral tekillik koşulu ile sağlandığını bulduk. Özellikle, artı mod lazerleme,

~n+ nedeniyle çift yönlü, ~n� nedeniyle sol taraf lazerleme sağlarken, eksi mod lazerleme,~n�

nedeniyle çift yönlü ve ~n+ nedeniyle sol taraf lazerleme sağlar, bkz. Şekil 3.2:.

Bu modların lazerleme özellikleri, sistem parametrelerinin optimum kontrolü ile elde edi-

lir. Eksi mod lazerlemesi için gerekli kazanç değerinin, artı mod için olandan her zaman

daha az olduğunu gördük. Bu kazanç değeri, TWS sisteminin topolojik özelliğinden dolayı

nicelleştirilmelidir. Ayrıca, eksi mod lazerlemesi için nispeten daha küçük TWS levha ka-

lınlığı yeterlidir. Tek veya çift modlu lazerleme durumlarında, yüzeye gelen dalga açısını
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kesin kazanç değerini elde etmek için ayarlarken, küçük değişikliklere karşı son derece du-

yarlı olduğunu anlıyoruz. Uygun kazanç değerlerine sahip bazı farklı açılar ile Şekil 4.5:’te

görüldüğü gibi iki modlu lazerleme elde edilebilir. Bu dikkat çekici özellik, Şekil 4.6:’da

dağılım etkisi durumunda açıkça görülmektedir; sadece bazı spesifik dalga boyları iki modlu

lazerlemeye yol açmaktadır. Diğer tüm parametreler sabitlendiğinde, tek veya çift modlu

lazerleme yalnızca ayrık dalga boylarında gerçekleşir. Ayrıca, artan dalga boyu, diğer para-

metreler sabitlendiğinde Şekil 4.1:’teki gibi daha büyük Weyl düğümü ayrımlarına yol açar.

Parametrelerin tüm bu davranışları göz önüne alındığında, oldukça etkili bir TWS levha la-

zeri inşa edilebilir. Optimal parametreler için bazı örnekleri Tablo 3.3:’de belirtiyoruz.

Sonuç olarak bu çalışma, lazerleme yanısıra aynı zamanda topolojik malzeme ile bir CPA

lazeri oluşturmaya öncülük etmektedir. Bir TWS CPA’nın gerçekleştirilmesi için, tüm gelen

dalgaların levha içinde soğrulması gerektiğinden, topolojik optik düzeneğin tüm konfigü-

rasyonunun uygun olarak ayarlanması gerekir. Bunun gerçekleşmesi için, kazancı kayıpla

yer değiştiririz, gelen dalgaların tam fazını ve büyüklüklerini kullanırız ve son olarak po-

larizasyon açısını, spektral tekillik koşulu yardımıyla hesaplanabilen Faraday dönüş açısına

ayarlarız. Faraday dönüş açısının düzenlenmesi nedeniyle, bir TWS CPA zor olabilir. Bul-

gularımız bu soruna çözüm getirmektedir. Bu tezin sonuçlarının, somut bir TWS lazer ve

CPA’nın gerçekleştirilmesine yönelik deneysel girişimlere rehberlik etmesini bekliyoruz.
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