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ONSOz

Matematiksel fikirleri fiziksel teorilere dahil etmek, her zaman biiyiik bir cosku
uyandirmis ve teorik fizigin 6zel anlarindan biri olagelmistir. Topolojinin malzeme
bilimine dahil edilmesi sonucunda yeni ve etkileyici bir fizik alani olan "Topolo-
jik Malzemeler" ortaya gikmistir. Ozellikle, Fotonik ile ilgili uygulamalar ve aras-
tirmalar "Topolojik Fotonik" alaninda arastirmalarin baslamasina aracilik etmistir.
Yakin zamanda topolojik yalitkanlardan elde edilen lazerlemenin teorik bir mode-
linin olusturulmas: ve deneyinin uygulanabilirligi oldukga dikkat ¢ekmistir. Ttiim
bu bulgulardan hareketle bu ¢alismada ise, topolojik bir Weyl yarimetal (TWSM)
anti-lazerinin teorik bir modeli kurulmaya c¢alisilmistur.

Bu amag¢ dogrultusunda tezimin sekillenmesinde ¢ok biiyiik emegi gecen, gerek
bilgi ve birikimlerini paylasarak gerekse de gosterdigi yakinlik ve desteklerden ve
de bilhassa pozitif bakis agisindan dolay1 danisman hocam Prof. Dr. Mustafa Sari-
saman’a; ayrica sabrini ve destegini esirgemeyen anne ve babam basta olmak iizere
tiim aile fertlerime ¢ok tesekkiir ederim.

Agustos, 2021 Mehmet Ertan INDAP
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

TOPOLOJiK WEYL YARIMETALLERINDE UYUMLU MUKEMMEL
SOGURUCULAR

Mehmet Ertan INDAP

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal1

Danisman: Prof. Dr. Mustafa SARISAMAN

Optik olarak aktif ve diizlemsel topolojik Weyl yarimetalinin (TWSM) anti-lazerleme
davranisi Kerr ve Faraday rotasyonlar: goz ontinde bulundurulmak kaydiyla ince-
lenebilir. Topolojik Weyl yarimetalinin (TWSM) giiclii topolojik karaktere sahip ol-
masinda, Weyl diigiimlerinin ve bu diigiimlerle alakal ytizey iletkenliklerinin var-
l1g1 temel rolii tistlenir. Malzememize uygun elektromanyetik dalga gonderildigi za-
man, Fermi yaylarinin olusmadig yiizeylere odaklandigimizda Maxwell Denklem-
lerinin topolojik terimler igerdigi anlasilmaktadir. Etkin (efektif) kirilma indisinin
varligindan ortaya ¢ikan ¢ift kirilma hadisesi neticesinde iki ayr1 anti-lazer modu
elde edilmektedir. Transfer matrisimiz yansima ve gecis genliklerinin 2x2 matris de-
gerli bilesenlerinden olugsmaktadir ve bu iki boyutlu durum TWSM anti-lazerinin
cift modlu karakterini tanimlamaktadir. Anti-lazer sistemimizdeki fiziksel paramet-
reler optimum etkiyi saglayacak bigimde verilmistir. Grafik gosterimleriyle destek-
lenen tezimizdeki gozlem ve tahminlerimiz, TWSM yapisina sahip uyumlu miitkem-
mel sogurucu olusturmanin teorik ve somut bir yontemini énerirken; beklentimiz,
hesaplamalarimiza dayali deneysel bir ispatin da gergeklesebilecegi yoniindedir.

Agustos 2021, 68 sayfa.

Anahtar kelimeler: Weyl yarimetali, anti-lazerleme, Kerr ve Faraday etkileri, Weyl

digiimleri, yiizey iletkenlikleri, fermi yaylari, transfer matrisi.
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

COHERENT PERFECT ABSORBERS IN TOPOLOGICAL WEYL
SEMIMETALS

Mehmet Ertan INDAP

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa SARISAMAN

The anti-lasing behavior of the optically active and planar topological Weyl semi-
metal (TWSM) can be studied, taking into account Kerr and Faraday rotations. The
presence of Weyl nodes and associated surface conductivities play a major role in
the strong topological character of the topological Weyl semi-metal (TWSM). When
we focus on surfaces where Fermi arcs are not formed when an electromagnetic
wave suitable for our material is incident, it is understood that Maxwell’s Equations
contain topological terms. Two separate anti-laser modes are obtained as a result of
the birefringence that occurs due to the presence of an effective (effective) refractive
index. Our transfer matrix consists of 2x2 matrix valued components of reflection
and transition amplitudes, and this two-dimensional case defines the bimodal char-
acter of the TWSM anti-laser. The physical parameters in our anti-laser system are
given in a way that ensures optimum effect. While our observations and estimates in
our thesis, supported by graphic representations, suggest a theoretical and concrete
method of creating a coherent perfect absorber with TWSM structure; our expecta-
tion is that an empirical proof based on our calculations can also be realized.

August 2021, 68 pages.

Keywords: Weyl semi-metal, anti-lasing, Kerr and Faraday effects, Weyl nodes, sur-

face conductivities, fermi arcs, transfer matrix.
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1. GIRIS

Hermitsel kuantum mekanigi, reel 6zdegerlere sahip operatorlere sahiptir ve ku-
antum mekaniginin ilk ortaya ¢iktig1 andan itibaren bildigimiz anlamda en bili-
nen Ozelligidir. Ancak Carl bender ve ¢alisma arkadaslarinin gosterdigi tizere PT-
simetriye sahip baz1 operatorler de bize reel 6zdegere sahip sonuclar tiretmekte-
dir [1]. Bu gozlem sonucunda PT-simetrik kuantum mekaniginin heyecan verici
dogusu ve beraberinde oldukca ilging ve 6nemli uygulama alanlar1 ortaya ¢ikmus-
tir. Ancak daha sonra Ali Mostafazadeh’in gosterdigi tizere Hermisyensi (Pseudo-
Hermitian) kuantum mekanigi ile aslinda PT-simetrik dahil olmak {iizere bir¢ok
hermitsel olmayan operator hermitsel yapilabilmektedir [2]. Kuantum mekaniginin
en ilging yonlerinden birisi de son yillarda 6zellikle ¢ok yogun ¢alisma konusunun
da bashig: olan hermitsel olmayan kuantum mekanigi ve muhtemel uygulama alan-

laridir [2-8]

Hermitsel olmayan kuantum mekaniginin en bilinen ¢rneklerinden birisi kuantum
sagilma formalizmi ile ortaya konulmaktadir. Bu durum 6zellikle kuantum optik, la-
zer fizigi, yogun madde fizigi gibi bir¢ok uygulamal1 alanda 6nemli sonuglarin ku-
antum mekaniksel yaklasimlarla anlasilabilmesinin éniinii agmistir. Bu sayede bu
alanlarda yillarca bilinmeyen 6nemli olgu ve 6zelliklerin daha kolay anlasilabilme-
sinin 6ni agilmistir. Bu dogrultuda, 6zellikle kuantum sagilma kuramu ile Maxwell
denklemlerinin Schrodinger denklemleri ile esdeger oldugu gosterilerek hermitsel
olmayan kuantum mekanigi ¢atis1 altinda mevcut sistemin bilinmeyen ilging 6zel-
liklerinin anlasilmasi saglanmaktadir. Bu baglantinin anlasilmasi ile ¢ok kisa stirede
cok biiytik bir literatiir ortaya ¢ikmis ve hermitsel olmayan kuantum mekaniginin

arka planda bilinmeyen ¢ok 6nemli fiziksel sonuglar igerdigi goriilmiistiir.

Bu tezde, hermitsel olmayan kuantum mekaniginin éngoriileri dogrultusunda ku-
antum sagilma kuramu ile topolojik bir madde faz1 olan topolojik Weyl yarimetalle-
rinde uyumlu miikemmel sogurucu elde edilmeye yonelik kuramsal bir yaklasim
ortaya konulmaktadir. Topolojik malzemeler ve yeni topolojik fazlarin ortaya ¢ikisi

ile yepyeni bir alan ortaya ¢ikmis ve bunun sonucunda da ¢ok sasirtict uygulama



alanlar1 olusmustur [5-8]. Topolojik malzemelerin elektromanyetik alanlarla etkile-
simlerinin sonucu olarak fotonik alanindaki uygulamalar1 da 6zellikle topolojik fo-
tonik adi altinda dikkate deger uygulamalar meydana getirmistir. Son zamanlarda
bu alandaki ¢ok sayida aktif calismalar, bu alanin gesitli ilging yonleri ile ele alina-
rak genislemesine ve ayni zamanda hermitsel olmayan kuantum mekaniginin to-
polojik acidan anlasilmasina destek olmaktadir [9-17]. Topolojik yalitkan ve Weyl
yarimetalleri gibi topolojik malzemelerle lazer olusumunun gosterilmesi, topolojik
fizik ve lazer bilimi arasindaki iliskiyi gostermesi oldukga heyecan verici bir sonu-
cun anlasilmasina yardimci olmustur. Bu tezimizde, bu ilisikinin son zamanlardaki
onemli uygulama alanlarindan birisi olan uyumlu miikemmel soguruculara genis-
letilip genisletilemeyecegi sorgulanarak topolojik malzemelerle uyumlu miikemmel
sogurucu insa etme yollar1 arastirilmistir. Calismamizda topolojik yar: metali kulla-
nilarak, kuantum sagilma kurami 6ngoriisiiyle transfer matrisi olusumu gerceklesti-
rilmis ve bu dogrultuda 6zdual spektral tekilliklerin tespit edilmesi ile uyumlu mii-
kemmel sogurucularin varligina sebep olan tekil noktalar elde edilmistir[18]. Spekt-

ral tekillik ve 6zdual spektral tekillikler i¢in bakiniz [19-23].

Kullanilan topolojik malzemenin karakteristik 6zelligi bize elektromanyetik dalga-
nin malzeme yiizeyinde dénme yapmasi sonucunu vermektedir. Bu durumda mal-
zeme igerisinde Faraday donmesi meydana gelirken malzeme disarisinda da Kerr
donmesi ad1 verilen bir donme eylemi gerceklesir. Bu donme hareketleri, kullanilan
malzemenin Weyl diigtimleri barindirmasinin neticesinde sahip oldugu aksiyon te-
rimlerinin bir sonucudur. Weyl diigiimleri, malzeme yiizeyinde Fermi yay1 adi ve-
rilen ilging ekzotik yapilar olustururlar. Eger elektromanyetik dalga bu Fermis yay-
larmin bulundugu yiizeye diiserse, malzeme normal bir levha gibi tepki gostererek
bahsettigimiz bir donme hareketine sebep olmayacaktir. Bu ise bu tiir malzemelerin
diger malzeme tiirlerinden ayirt edici bir yoniinii vermez. Ancak elektromanyetik
dalgalar Fermi yaylarinin bulunmadig: yiizeye gonderilirse, bu durumda gonde-
rilen dalganin manyetik alan1 malzemenin aksiyon terimleriyle etkilesim yaparak
malzeme yiizeyinde donmeye sebep olacaktir. Bu ise bu malzeme tiirlerinin bilin-
meyen ilging bir 6zelligidir ve sekilde malzeme bize ¢ift modlu yapilar tiretmekte-
dir.

Tezimizde biitiin bu yapilar1 detayl sekilde ortaya koyarak, topolojik Weyl yarime-



tali ile uyumlu miitkemmel sogurucu insa etmenin yollarini gosterecegiz. Buldugu-
muz kuramsal yaklasimlar1 TaAs malzemesi 6zelinde inceleyerek somut bulgular:
ortaya koyacagiz. Bu calisma ile ilk defa aksiyon terimine sahip topolojik bir mal-
zeme ile uyumlu miikemmel bir sogurucu elde etmis olacagiz. Bu ¢aligmanin sonug-
lar1 ile deneysel anlamda topolojik uyumlu mitkemmel sogurucularmn yapilmasina
dair kosullar sunularak, TWS tipi malzemeler i¢in bu yondeki olast deneysel ¢alis-

malara rehberlik edilebilecektir[24].



2. GENEL KISIMLAR

Topolojik malzemelerin en 6nemli numunelerinden biri olan topolojik Weyl yarime-
talleri (TWSM)), kiilge (bulk) halindeki kendine has bosluksuz enerji bandi yapisi ve
ylizey durumlarinda karsimiza ¢ikan egzotik Fermi yaylar: nedeniyle son zaman-
larda biiyiik ilgi gormektedir. 2011’den beri teorik modellemeleri kurulmakta olan
bu topolojik fazin ilk deneysel 6rnegi 2015'te TaAs malzemesiyle rapor edilmistir.
Yogun madde fizigi alaninda kurgulanan sistemlerde TWSM fazinin elde edilebilme
olasiligi, bu faza olan biiyiik ilginin temel nedenidir. TWSM'ye potansiyel aday ola-
rak gosterilen gesitli kat1 malzemeler, topolojik 6zellikler ve enerji bantlarinin yapisi
bakimindan ideal anlamda bekleneni verememistir. Bu hususta HgTe-sinifi malze-
meler, ideal olarak onerilse de bunlara dogada ¢ok nadir rastlanmasi, TWSM fa-
zmu ilgilendiren analizlerin (sinir durumlardaki spin dokusu, diiz enerji bantlar1 ve
iletimsel 6zellikler gibi analizlerin) gergeklestirilmesini oldukc¢a zorlastirir. Yine de
bunlarin elektromanyetik dalgalarla etkilesimi oldukca ilgi cekici ve 6zellikle yeni

fotonik cihazlarin gelistirilmesinde biiytiik pay sahibidir [25].

Optik olarak aktif bir anti-lazer sistemi, spektral tekilliklerin varlig1 sayesinde elde
edilebilir. Diizlemsel bir TWSM katmanina entegre edilen homojen bir kayip (loss)
ortami, karsilikli Weyl diigiimlerini etkilemeyecek ve yiizeylerinde fermi yaylar:
olusturacak bir bicimde TWSM niteliklerini korur. Fermi yaylarinin olusmadig yii-
zeyler tizerinde elektromanyetik dalga Kerr ve Faraday rotasyonlarma ugrar ve po-
larizasyon yonelimleri degismis vaziyette yansiyan ve iletilen dalga elde edilir. Bu
noktada karsimiza, kaynak (source) kisimlarinda topolojik terimler iceren modifiye
Maxwell denklemleri ¢ikar. Bu denklemlerin ¢éziimiinden ulasilan kupleli Helm-
holtz denklemleri araciligiyla nihayet ilgi odagimizi teskil eden 4 boyutlu transfer
matrisimizi elde ederiz. Calismamizda transfer matrisinin formu ¢ift modlu anti-

lazer igin bir baz olusturmaktadir.



2.1. UYUMLU MUKEMMEL SOGURUCULAR (CPA)

Isigin miitkemmel sogurulmasi, algilama teknolojisinden gizlilik teknolojilerine ka-
dar gesitli uygulamalarda biiyiik onem tasimaktadir. Diisiik dalga boyu dlgeginde
miikemmel absorpsiyon elde etmek, 6zellikle nanofotonik ve elektromanyetik uy-
gulamalar i¢in dnemlidir. Son yillarda, ultra ince miikemmel sogurucularin tasar-
lanmasi i¢in ince filmler, metamalzemeler ve meta yiizeyler dahil olmak tiizere ce-
sitli yaklasimlar onerilmistir. Yaygin bir sogurucuda, gelen enerji sistemlere tek bir
kanal araciligiyla, 6rnegin sogurucunun bir tarafinda aydinlatilan bir diizlem dal-
gasi araciligiyla iletilir. Ancak, gelen enerjinin bir sogurucunun zit taraflarinda mey-
dana gelme durumunda miikemmel sekilde sogurulabilecegi bulunmustur. Bu giri-
sim destekli sogurma "uyumlu miikemmel sogurma" olarak bilinir ve uyumlu tek
renkli aydinlatma altinda bir silikon levhada deneysel olarak gosterilmistir. Uyumlu
bir miikemmel sogurucuda (CPA), ayni genliklere ve fazlara sahip, zit yonde yayi-
lan iki giris 1511, bir oyugun (kavitenin) digsina yikici bir sekilde miidahale eder ve
sogurucunun oyuk ici kayiplar ile etkilesime girerek enerjilerini tamamen dagtir,
bu da miitkemmel sogurma ile sonuglanir. Boyle bir CPA, elektromanyetik absorpsi-

yonun kontrolii igin yeni bir yol saglar [18, 25—40].

Sekil 2.1: Uyumlu miikemmel sogurma kavrami. Uyumlu miikemmel bir sogurucu
taslagi. Al ve A2, giris dalgalarmin genliklerini temsil ederken, B1 ve B2, ¢ikis
dalgalarinin genliklerini temsil eder. Cikis 1sinlar1, yansitilan ve iletilen bile-
senlerden olusur. Levhanin kalinlig1 d ve kirilma indisi n’dir. d ve n uygun
sekilde tasarlandiginda, ¢ikis dalgalar: her iki tarafta yikici bir sekilde girisim
yapabilir ve bu da miikemmel sogurma ile sonuglanir.



CPA kavramu ve teorik temelleri iyi bilinirse uyumlu miikemmel sogurma igin kul-
lanulacak gesitli alt-dalgaboylu yapilar olan ince filmler, meta-malzemeler ve dalga
kilavuzlarinin 6nemi daha iyi anlasilabilir. Son olarak, CPA’larin 6zelliklerini ve
bunlarmn tiim optik veri isleme ve foto-akim gelistirme, vb. alanlardaki timit ve-
rici uygulamalarini tartisabiliriz. Uyumlu miikemmel sogurma kavrami, akustik,
plazmonik ve kuantum optigi gibi klasik optiklerin yamn sira diger baglamlara da

genisletilebilir.

Sekil 1.1’de tipik bir diizlemsel CPA yapist gosterilmistir. Iki uyumlu 15 normal
dogrultuda iki zit taraftan gelir. Bu iki portlu sistemin giris 1511 (Al veya A2) kis-
men iletilir ve kismen yansitilirken, ¢ikis 1511 (B1 veya B2) yansitilan ve iletilen bile-
senlerden olusur. Bu sistemi analiz etmek i¢in, Maxwell denklemleri sagilma matrisi
(S matrisi) kullanilarak ¢oziilebilir. Genel olarak, girdi ve ¢ikti arasindaki iliski su

sekilde tanimlanabilir:

)G
B> A T Ry Az

Burada R;; ve T;; ler sirasiyla Aq ve A giris 1sinlarmin yansima ve gegis katsayila-
ridir. S sagilma matrisi, gonderilen elektromanyetik dalganin dalga boyuna, yapinin
geometrisine ve malzeme 0Ozelliklerine baglidir. Basitlestirme adina, bir ayna yansi-
masi altinda simetrik olan iki portlu bir yap: diistiniiyoruz. Yani Ri; = R = R
kabul edelim. Sistem kararli durumda ve lineer rejimde ise ve manyeto-optik olarak
jirotropik ortamdan hari¢ tutulursa, S matrisi, kendisinin simetrik oldugunu goste-
ren optik karsiliklilik (resiprosite) ile sinirlandirilacaktir. Bu da T2 = T = T ol-

mas1 anlamina gelir. Optik karsiliklilik temelinde uyumlu miikemmel sogurmay:

ele alacak olursak giris ve ¢ikis 1sinlar1 arasindaki iliskiyi soyle gosterebiliriz:

HIEINE PN

Yansima ve gegis katsayilarinin tanimlar: irdelenecek olursa asagidaki ifadeler elde



edilir:
(nZ _ 1)(_1 + eiand)
Tt 1)2— (n— 1)2einkd (2.3)
4 inkd
T = ne (2.4)

(n+1)2— (n— 1)2ew2nkd

Burada k = w/c, dalga vektori; d, katmanin kalinligy; n = n 4 ik, kompleks kirilma
indisidir. Cikan dalga bilesenleri sifir oldugu zaman (B1 = B> = 0) uyumlu miikem-
mel sogurma meydana gelir. Boylece uyumlu miitkemmel sogurmaya karsilik diisen
girdi 1ginlar1 CPA 6z-modlar: olarak adlandirilir. Sistemin ayna simetrisi nedeniyle,
uyumlu miikemmel sogurma yalnizca simetrik girisler (A1 = A, R + T = 0) veya
anti-simetrik girisler (A; = —A,, R — T = 0) i¢in elde edilebilir. Her iki durumda da,
yansima ve iletimin biiytikliigii esittir, bu da bir CPA'nin tek bir 1sinla aydinlatildi-
ginda bir 151n ayirici (beam-splitter) olarak rol iistlenebilecegini gosterir. Denklem 3

ve 4 kullanilarak normal dogrultudaki gelis agilar1 i¢in CPA kosulu elde edilebilir:

n—1

e’inkd::l:
n+1

(2.5)

Manyetik tepkiye sahip malzemeler i¢in n'nin empedans Z ile degistirilmesi gerek-
tigini unutmamamiz gerekir. + isareti simetrik veya anti-simetrik girislere karsilik
gelir. kd >> 1 i¢cin Denklem 5’in sonsuz sayida kesikli ¢oziimii elde edilmistir. Tek

bir giris 1511 (single beam) igin yansima ve gecis katsayilar1 asagidaki gibi yazilabi-

lir:
1 n2-1
Rs——i(m) (2.6)
1 n2-1
T,=4+—(——— 7



Gortiniise gore, hem simetrik hem de anti-simetrik CPA’lar i¢in yansima dalgasina
7 kadarlik bir faz kaymasi eklenir. Bununla birlikte, bu iki kosul igin iletimden kay-
naklanan faz kaymalar1 0 ya da 7 olacak sekilde belirgindir. Bu nedenle, CPA kosu-
lunu karsilayan iki uyumlu giris 1511 igin, bir 1smin iletilen dalgas: ve diger 1smnin
yansiyan dalgasi, yikici bir sekilde girisime ugrayarak, gelen enerjinin toplam ab-

sorpsiyonuyla sonuglanacaktir.

2.2. UC-BOYUTLU KATILARDA WEYL VE DIRAC YARIMETALLERI

Weyl ve Dirac yarimetalleri, topoloji ve simetri bakimindan korunan, bant boslugu
(band gap) bulunmayan elektronik uyarimlara sahip 3-boyutlu madde fazidir. Bu
fazlar, grafenin 3-boyutlu muadilleri olarak biiyiik ilgi uyandirmaktadir. Bu mal-
zemeler; rolativistik kiral fermiyonlarin pargacik fizigi modellemesi, (bant boslugu
icermese de) katihal topolojik yalitkanlar1 ve Chern yalitkanlariyla derinden iliski
igerisindedir. Weyl ve Dirac yarimetalleri, karakteristik elektronik o6zellikleri dik-
kate alindiginda, ytizey durumlarini (surface states) korur ve disaridan uygulanan
elektrik ve manyetik alanlara kars: yepyeni ve siradis1 tepkiler gosterir. Simdi bu

fazlarin teorik altyapisi ve bulunusu tizerinde duracagiz [41-43, 45-47].

1928’de Dirac, Ozel Rolativite ve Kuantum Mekanigi'ni uzlagtirmada basarili bir ilk
olan ve ismiyle miinhasir Dirac Denklemi’ni 6nermistir. Rolativitede uzaysal ve za-
mansal tiirevlerin ayni mertebede olacag: seklinde bir kisitlama mevcut iken dalga
fonksiyonunun olasiliksal yorumunda hareket denkleminin zamanin yalnizca bi-
rinci tlirevine baglh olacagi biciminde bir kisitlama vardir. Dirac Denklemi iste bu
kisitlamalardan hareketle sekillenir. Dirac’in ¢oziimiinde modern tabirle Gamma
matrisleri denilen 4 x 4 kompleks matrisler ve dort bilesenli dalga fonksiyonu kar-
simiza ¢ikar. Bu dort bilesen sayesinde hem pozitif ve negatif yiik ¢oziimleri hem de
yukar1 ve asag1 spin durumlari miimkiindiir. Bu basit mantiktan beslenen ve bdy-
lece teorik fizikte ¢1g1r agan bu gelisme spin kavramina yeni bir perspektif kazandir-
mustir. Boylece anti-madde ve Kuantum alan teorisinin kesfinin kapisi aralanmistr.
Dirac Denkleminin ardindan bir¢ok farkli versiyon ortaya ¢ikmistir. 1929°da mate-
matik¢i Hermann Weyl, belirli bir kiraliteye (sag ya da sol ellilik) sahip kiitlesiz fer-

miyonlar1 temsilen basit bir versiyon ileri siirmiistiir. 1937’de Majorana yiiksiiz ve



ayn1 zamanda kendisinin anti parcacig1 yine kendisi olan bir parcacig: temsil edecek
sekilde reel sayilardan faydalanarak modifiye bir versiyon kesfetmistir. Tiim bu ge-
lismeler 151¢1nda bilhassa modern parcacik fiziginde devasa gelismeler yasanmis-
tir. Bugiine gelecek olursak rolativistik elektronlarin tanimi yapilmak istendiginde
karsimiza Dirac Denklemi ¢ikmaktadir. Notrinolarin iyi bir tanimi dendiginde Ma-
jorana Denklemi akla gelmektedir. Dirac Denklemi ayrica Kuantum Alan Teorisin-
deki anomaliler ve sifir modlar gibi topolojik fenomenleri agiklamada da temel rolii
ustlenmektedir. Ancak ne yazik ki 90 y1l gecmis olmasina ragmen Yiiksek Enerji ve
Parcacik fizigi alaninda yapilan tiim deneylere ragmen Herhangi bir Weyl fermi-

yonu karsimiza ¢itkmamuistir.

Yogun madde fiziginde yani enerji skalasinin elektronun durgun kiitlesinden ¢ok
daha az oldugu bolgede calisan birisi i¢in rolativistik olmayan bir tanimlama daha
yerinde olabilmekte ve kiiciik diizeltmelerle beraber Dirac Denkleminin etkisi aza-
labilmektedir. Yine de bir kristalin periyodik potansiyeli altinda hareket eden yavas
elektronlarin durumu igin bile Dirac Denklemine benzeyen bir diisiik enerji tanim-
lamasini gerekli kilmaktadir. Belki bunun en iyi bilinen 6rnegi Grafen’deki feno-
mendir. Zira grafenin lineer momentum-dispersiyon iligkisi incelendiginde Dirac
Denkleminin kiitlesiz ve iki boyutlu 6zel hali karsimiza ¢ikmaktadir. Bu iki boyutlu
karbon katmanlari, (2+1)-boyutlu kuantum elektrodinamiginin yogun madde fizigi
baglamindaki benzerini sunmaktadir. Bununla birlikte tek katmanh grafen tabakasi-
nin modern anlamda izole edilmesi sonucunda, bu grafenlerin elektronik 6zellikleri
tizerinde biiyiik bir ugras alami ortaya ¢ikmistir. Son ¢alismalarda, 1-boyutlu sii-
periletken tellerde Majorana-bagimli durumlarin kanitina ulasilmistir. Burada esas
ilgilenecegimiz fizik; sifir kiitleli (kiitlesiz) 3-boyutlu Weyl ve Dirac denklemleriyle
tanimlanan ve lineer daginim (dispersiyon) sergileyen fermiyonik uyarimlara sahip
3-boyutlu kristallerdeki fiziktir. Katihal fizigi baglaminda rolativistik teorilerin bir
bakima test edildigi bir platform haline gelen bu fizik konusu ayni zamanda "malze-
menin sinirlarindaki Fermi yay1 yiizey durumlar1” gibi tamamen yepyeni fenomen-
leri giin ytiziine ¢ikarmustir. Ayrica, bos (serbest) uzayimn kati simetrilerinin kristal
orgilisiinde saglanmak zorunda olmamas: neticesinde Yiiksek Enerji Fiziginde kar-
silik bulmayan yeni fermiyon tiirlerine isaret etmektedir (Tip-II Weyl, spin-1 Weyl

ve ¢ift-Dirac fermiyonlar gibi).
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Simdi 3-boyutlu Weyl denkleminin tarihgesine, Dirac ve Majorana fermiyonlari ile
iliskisine ve yogun madde sistemlerinde bu fermiyonlarin ortaya ¢ikisiyla olan ilis-
kisine deginelim. 1929’da, Dirac'in gz oniine aldigimiz 4 x 4 kompleks matrislerle
temsil edilen elektron icin gereken denklemi not etmesinden kisa siire sonra, Weyl
sadece 2 x 2 kompleks o, Pauli matrislerine ihtiya¢ duyan basitlestirilmis rolati-
vistik denkleme dikkat ¢ekmistir. Tabii ki bu basitlestirme islemi gz oniine alinan

fermiyonlarin kiitlesiz olmasini gerektirmistir.

Weyl fermiyonlar: kiralite (chirality) veya sag-sol ellilik (handedness) kavramlariyla
ilgilidir. Ayrica zit kiraliteye sahip bir ¢ift Weyl fermiyonu, bir Dirac fermiyonu olus-

turacak bicimde kombine edilebilir.

O zamanlar noétrinolarin, Weyl fermiyonlarinin ta kendisi olmas: gerektigine inani-
liyordu. Ancak, sifirdan farkli nétrino kiitlesinin bulunmasi sonucunda bu fikir rafa
kaldirild1 ve temel parcacik olarak Weyl fermiyonu diye bir parcacigin bulunama-
dig1 sonucuna varildi. Majorana ise, reel sayilari baz alan ve kendi kendisinin anti-
parcacigl olan notr bir parcacigl tanimlayan bir denklem olarak Dirac denklemini

modifiye etti.

Ote yandan elektronik bant yapilarinda dejenereliklerin ortaya giktig1 kosullar Her-
ring tarafindan 1937’de kesfedilmistir. Bu kosullar i¢in 6zet olarak sunlar sdylenebi-
lir: Herhangi bir simetrinin s6z konusu olmadig1 durumda bile, 3-boyutlu kati mal-
zemenin elektronik bant yapisinda rastlantisal 2-kat dejenerelik (accidental two-fold
degeneracies) elde edilebilir. Bu stz konusu bantlarin birbirine degme noktalarinin
civarindaki dispersiyon genelde lineerdir ve kat1 Lorentz simetrisinin eksikligi di-

sinda Weyl denklemini hatirlatr.

Weyl fermiyonlarina isaret eden 6rneklerden birkagi, 6rnegin iyi bilinen "Kiral Ano-
malisi" (chiral anomaly), rolativistik olmayan yogun madde fizigi kapsaminda ele
alinabilir. Kuantum anomalisinin en basit haliyle somut bir 6érnegi olan bu "Kiral
anomalisi" bize sunu soyler: Tek bir Weyl fermiyonu elektrik alanla etkilesirse neti-
cede elektriksel yiikiin korunmamasi gibi fiziksel olmayan bir durumla karsilasiriz
ki bundan kaginmak i¢in goz oniine aldigimiz orgtide (lattice) fermiyon ¢iftlenmesi
baglaminda Weyl fermiyonlarmin bir setinin net kiralitesi (chirality) sifir olmalidar.

Ancak, boyle bir durumda bile kiral anomalisi, {i¢ boyutlu kristallerde ve kiral fer-
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miyonlarda bant degme bolgeleri arasinda yapistirma gorevini iistlenecek bicimde
sifirdan farkli (non-trivial) bir etki gostermektedir. Herring’in isaret ettigi bu bant
degmeleri "Weyl diigiimleri" olarak isimlendirilmistir. Bunlar ve diger bant degme-

lerinin elektrodinamik 6zellikleriyle ilgili caligmalar da mevcuttur.

Berry egriliginin (Berry curvature), Hall etkisinin belirlenmesinde temel rol oyna-
masinin anlagilmasinin ardindan Weyl diigiimlerinin (Weyl nodes) topolojik sonuc-
lar1 kesfedilmeye baslanmistir. Ayrica Weyl diigtimleri, Berry akisinin (Berry flux)
kaynag1 hiikkmiindedir ve Berry tarafindan incelenen ve "seytani noktalar" (diabolic
points) diye tabir edilebilen fiziksel objelerle iliskilidir. Bu "seytani" noktalar Berry
egriliginin monopolleridir ve ferromanyetik malzemeler {izerinde olusan Hall etki-

sine olan tesiri ¢alisilmistir.

Stiper-akiskan ve siiper-iletkenlerde Weyl diigtimlerinin incelenmesi ¢abalar:1 da mev-
cuttur. Ornegin; Hej siiper-akiskaninin A fazinda ortaya gikan ciftlenme fonksiyo-

nundaki diigiimler, Weyl fermiyonlarinin somut bir 6rnegi niteligindedir.

Ote yandan 2 ve 3 boyutlu topolojik yalitkanlarin (topological insulators=TI) &neril-
mesi ve sonrasinda kesfedilmesi, bant yapilariin topolojik agidan incelenmesinde
pek cok sayida calisma alanlar1 dogurmustur. Baslangicta; enerji boslugunun var-
ligina bagl olarak topolojik 6zelliklerin kesin bir bigimde tasvir edildigi "bant ya-
litkanlar1” (band insulators) alanina hapsolunmus olsa da, sonrasinda bant boslu-
gunun olmadig1 durumlar (gapless states) arasinda ilging baglantilar oldugu ortaya

cikmustir.

[k bakista; 2-boyutlu grafen yarimetaline benzer bicimde 3-boyutlu topolojik ya-
litkanlarin ytiizeyleri, bant boslugu icermeyen bir Dirac dispersiyonuna isaret etse
de, diigiim noktalarinin (nodal points) sayisinda 6nemli farkliliklar bulunmakta-
dir. Topolojik ve triviyal fazlar aras1 gegis, bant boslugu icermeyen bir durum ha-
linde devam eder. Ornegin; 3-boyutlu topolojik fazdan triviyal faza gegis, zaman-
terslenmesi (time-reversal) ve inversiyon simetrilerinin varliginda ve de 3-boyutlu
Dirac dispersiyonuna baglh olarak gerceklesir. Eger inversiyon simetrisi kaybolursa,
kritik nokta Weyl diigtimlerini icerecek bigimde bant boslugu icermeyen bir faza
dogru genisler. Bu Weyl diigiimleri ise Brillouin bolgesinden gecer ve zit kiralite-

deki bir partneriyle annihilasyona ugrar. Bu da, topolojide degisim anlamina gelir.
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Weyl fermiyonlari i¢in topolojik neticelerin dogrudan gosterimi i¢in, Weyl diigiim-
lerinin sebep oldugu egzotik yiizey durumlar:1 olan Fermi yaylarinin (Fermi arcs)
iyi anlasilmas1 gerekmektedir. "Weyl yarimetali" tabiri; yapilarinda kimyasal potan-
siyelin Weyl diigiimlerine yakin oldugu bir malzeme ailesinin (pyrochlore iridates)
fazini tanimlamak i¢in kullanilmistir. Yine bu tabir ("Weyl yarimetali" ismi), "all-in,
all-out" diye tabir edilen 6zel bir manyetik diizenin 6ngoriilmesiyle ortaya ¢ikmus-
tir. Bir sonraki amag; Spinel HgC'r)Sey (Gift-Weyl) gibi ferromanyetik malzemelerin
hetero-yapilarini, topolojik yalitkanlar: ve Hg1_;—yCdzMny filmlerini icerecek bi-
¢imde manyetik sistemlerdeki Weyl yarimetallerinin incelenmesidir. Manyetik Weyl
yarimetali sistemlerinin net bir gosterimi hala gizemini korusa da; inversiyon simet-
risini kirici (inversion-breaking) Weyl sistemi arayisi, TaAs ve bu malzeme smifin-
daki diger tiyelerin bir Weyl yarimetali olarak ongoriilmesi ve kesfedilmesi seklinde
meyve vermeye baslamustir. Ayrica Fermi yay1 yiizey durumlar: (fermi arcs sur-
face states) ise kiilge-Weyl noktalar1 (bulk-Weyl points) ile iliskilendirilmistir. Son-
rasinda, kiitlesiz Dirac denklemiyle tanimlanan 3-boyutlu malzeme sistemleri ele
alinmus, stabil ve 4-katli dejenere Dirac noktalarinin varliginin miimkiin olabilecegi
ileri stirtilmiistiir. Weyl noktalarindan farkl olarak, bu 4-katli dejenerasyon topo-
lojik agidan korunmaz, ¢iinkii bu dejenerasyonun net Chern sayisi sifira esittir ve
Hamiltonyendeki artik (residual) momentum-koruyucu terimler potansiyel olarak
dejenerasyon terimlerini karistirabilir ve boylece elektronik spektrumda bosluklar
meydana gelebilir. Bununla birlikte, belirli durumlarda bu karistirma, uzay grubu
simetrileri tarafindan yasaklanabilir, bu durumda diigiimler, simetri korumali deje-
nerelikler olarak bozulmadan kalir. Ornegin bu durum, inversiyon simetrisini ko-
ruyan bir kristal sisteminde TI olan ve TI olmayan fazlar arasindaki faz gecisinde
meydana gelebilir. Bununla birlikte, bir dizi Hamilton kontrol parametresi {izerinde
kararli olan saglam bir elektronik faz olarak goriinebilen bu tiir sistemlere Dirac yar1

metalleri (DSM) denir.

Weyl yarimetallerinin 6zelliklerine deginecek olursak; Kuantum mekaniginin emek-
leme asamasinda birbiriyle alakasiz gibi goriinen iki konu gozden gegiriliyor. Bun-
lar; "Seviye itme (level repulsion) problemi ve tesadiifi dejenerelikler" ile "Fermi-
yonlar i¢in rolativistik dalga denklemi"dir. Weyl yarimetalleri i¢in bunlar birbirini

tamamlayicidir ve topolojik agidan incelendiginde birbiriyle biitiinlesir.
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2.2.1. Tesadiifi Dejenerasyonlar

[k &nce, bir enerji spektrumunda tesadiifi dejeneriklerin ne zaman olusacag1 so-
rusunu goz oniine alalim ve sonrasinda bir ¢ift (ikili) enerji seviyesine odaklanip
Hamiltonyen parametrelerini ayarlayarak bu seviyeleri dejenere hale getirip getire-
meyecegimizi sorgulayalim. Enerji seviyeleri genel bir sabit degere ulasincaya dek,

en genel 2 x 2 Hamiltonyen matrisi tarafindan belirlenir:

H = fioz + froy + f30: (2.8)

Burada seviyeler arasindaki enerji farki ise asagida verilmistir:

AB =2y 17+ £ + f5° (2.9)

Herhangi bir simetrinin s6z konusu olmadig1 genel durumda, bu dejenereligi tek
bir parametre ayarlamasiyla elde edemeyiz, zira ii¢ parametrenin de ayn1 anda si-
fira ayarlanmasi sarttir. Zaman-terslenme (time-reversal) simetrisine sahip olan reel
Hamiltonyene odaklandigimizda, imajiner Pauli matrisini (o) dislayabiliriz. Son-
rasinda ise, iki degiskenli e; = 0 ve €, = 0 denklemlerini tipik bir bicimde ¢ozebile-
cegimizden dolayy, iki parametrenin ayarlanmasiyla enerji seviyesi ¢ifti tipik olarak
cakisik hale getirilebilir. Ancak, zaman-terslenme simetrisi gibi herhangi bir simet-
rinin olmadig1 durumda dejenerasyonu saglamak igin {i¢ bagimsiz parametreyi de
ayarlamak gerekir. Iki veya {i¢ parametre halinde agilimi yapilmig parametre uza-
yindaki dejenerasyon noktalarina, daha ¢nce Berry faz1 baglaminda bahsedildigi
tizere, "Diyabolik Noktalar" ad1 verilir ve bu noktalar sonradan ele alacagimiz bir

topolojik ozellige karsilik gelir.
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2.2.2. Weyl ve Dirac Fermiyonlar1

d uzaysal boyutta ve 15181 etkin hizinin ¢ = 1 alindig1 Dirac denklemi asagidaki

ifade ile verilir:

(178, — m) =0 (k=0,1,2,...,d) (2.10)

Burada u, zaman ve uzay boyutlarin etiketlemektedir. Ayrica d + 1 adet Gamma
matrisi, 4 # v olmak {izere, {y*,7"} = 0 anti-komdtitasyon iliskisini saglar. Burada,
i=1,2,...,d olmak iizere, (v°)? = —(v*)? = 1 oldugunu da belirtmemiz faydal olur.
Buradaki 1 ise, 2 x 2 birim matrisi ifade eder. Bu Gamma matrislerinin yukaridaki
ozellikleri saglayan minimum boyuttaki versiyonlari, tabii ki boyuta bagl olarak,
d =2k + 1 ve d = 2k + 2 uzaysal boyutlarmn ikisinde de (2%*1 x 2¥+1)-boyutlu mat-

rislerdir.

Weyl, uzaysal boyut sayisinin tek oldugu belirli durumlarda Dirac denkleminin ¢ok
daha basit hale getirilebilecegine dikkat ¢gekmistir. En basit haliyle d = 1 durumunu
goz oniine aldigimizda, sadece iki adet birbiriyle anti-komiite eden matrise, mesela
2 x 2 Pauli matrislerinden 7° = o, ve y! = ig,’ye ihtiyag vardir. Bu yiizden 1 + 1-
boyutlu Dirac denklemi iki bilesenli spindrii gerektirir ve bu spindr ise su sekilde
ifade edilir:

8 = (Yov'p + my0)y (2.11)

Burada, p = —10;tir. Kiitlesiz (m = 0) parcacik i¢in ifade daha da basitlesir ve Her-
misyen matris olan y5 = 799! = ¢%’in 6zdurumlarinin segilmesiyle, tabii ki y59+ =

+7.+ olmak kaydiyla, 1-boyutlu Weyl denklemi asagidaki gibi elde edilir:

10+ = £ps (2.12)
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Sonugcta basit¢e F+ (p) = £p dispersiyonu elde edilir. Burada, saga (veya sola) hare-
ket eden parcacik i¢in "Kiral fermiyon" veya "Weyl fermiyonu" terimi kullanilir. Ben-
zer dispersiyonlara, "tamsayili kuantum Hall durumu"nun bir boyutlu kenarinda
da rastlariz. Ancak bu, izole bir boyutlu sistemde izinli degildir. Bunun nedeni ise
kiral fermiyonlarin karsit parcacik cifti olarak ortaya ¢ikmasidir. "Tamsayili kuan-
tum Hall durumu'nda, fermiyon kiitle terimi zit kiralitelere doniistir. 3 + 1 boyutta
gerceklesen bu durumun daha iyi anlasilmasi igin 1-boyutlu fermiyonlarla analoji

kuruyor ve ihtiya¢ halinde bu analojiyi tekrarliyoruz.

d = 2k + 1 olacak sekilde, tek sayili uzaysal boyutta hermisyen matrisimizi su hale

getirebiliriz:

s = iFn Oyl ..yl (2.13)

Boylece bu matrisin, y%* ile gosterilen "Hiz matrisleri" ile komiite etmesi garanti
altma alinmis olur. Bu hiz matrisleri (70" ler), kiitlesiz Dirac denklemiyle eszamanl
olacak sekilde kogegenlestirilmistir. Ayn1 zamanda Hermisyen matrisimiz (ys), 7°
ile anti-komiitatif oldugundan birim matristen farklidir. Cift sayida uzaysal boyuta
sahip sistemlerde ise bu anti-komiitatifligin saglanamamasinin sebebi tiim Gamma

matrislerinin kullanilarak, carpimlarindan birim matrisin elde edilebilmesidir.

Simdi d = 3 olmasi durumunu ele alalim. Dirac’in bulmus oldugu Gamma matrisleri

artik 4 x 4 hale gelmistir ve asagidaki gibi tasvir edilir:

Y=1Q7n, Y =0'® Ty PYP=-1Q®T, (2.14)

1+ ler etkin bigimde iki bilesenli vektorler olmak tizere, kiral bilesenleri asagidaki

gibi 6zdeslestirelim:

Y5+ = TP+ (2.15)
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Boylece kiitlesiz Dirac denklemi asagidaki gibi elde edilir:

10+ = Hyvy, Hi=%p-¢ (2.16)

Weyl fermiyonlar1 kendi kiralitelerini tanimlayan spinlerine gore paralel (veya zit)
yonde yayilirlar. Weyl fermiyonlarinin tekli bir kiralitesi 3 boyutta karsilik bulama-
masina ragmen momentum bazinda ayrigmis ciftler ortaya ¢ikabilmektedir. Iste bu

noktada Weyl yarimetalleri karsimiza ¢ikmaktadir.

2.2.3. Bant Yalitkanlari i¢in Topolojik Invaryantlar

Bant Teorisi kapsaminda, kristaldeki elektronik durumlarin tanima, tek parcacik Bloch
dalga fonksiyonu tizerinden yapilir. Bu dalga fonksiyonu, birim hiicrede tanimhidir
ve |u, (k)) biciminde gosterilir. Burada k, kristal momentumunu; n ise, bant indisini
etiketlemektedir. Tek bir n bandindaki Bloch dalga fonksiyonumuza ait Berry fazi,

Berry bagmtisinin yol integrali ile belirlenir ve asagidaki ifade ile verilir:

An(k) = —t{un(k)|Vk|un(k)) (2.17)

Bu ifade ise, esdeger olarak Berry akisinin yiizey integralidir ve asagidaki formda

yazilabilir:

F2 (k) = 6, AL — B, A2 (2.18)

Iki boyutlu yalitkan igin; her bir banda ait Berry akisi, F’ = F, olacak sekilde, tek
bilesenli bir nesnedir. Ayrica net Berry akisi kuantizedir ve tamsay1 degerlerini alir.
Bunun sebebi asagidaki ifade ile verilen Kuantize Hall iletkenligidir:

d’k

Kuantize Hall iletkenligi, isgal edilmis olan tiim bantlar {izerinden toplam alinarak
elde edilir.
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Ug boyutlu kristalde, Berry akisi "Dual Manyetik Alan" gibi davranir ve asagidaki
gibi ifade edilir:

€®°B.(k) = FP (k) (2.20)

Bu dual manyetik alan, alta eklenen n bant indisiyle birlikte, anahtarlama gorevi

gorerek konum ve momentumun rollerini degistirir.

Ote yandan elektronun yari-klasik hareket denklemi, simetrik olarak asagidaki gibi

verilir:
r=v—pxDB (2.21)
p=eE+erxB (2.22)

Burada, v, renormalize bant hizin1 gosterirken; E ve B ise, sirasiyla disaridan uygu-

lanan elektrik ve manyetik alanlar1 gosterir.

Berry akisi, yukaridaki hareket denklemlerinde 7 <+ p simetrisini yeniden saglamak-
tadir, yani bir nevi restore etmektedir. Aksi halde bu simetri Lorentz kuvveti tara-

findan bozulmus halde olurdu.

Bunun yaninda B ile B arasinda onemli bir fark vardir. Uygulanan dis manyetik
alan olan B’den farkl olarak, Berry alanini temsil eden B alani, manyetik monopole

sahip olabilir. Bunun en iyi 6rnegi bant yapisindaki Weyl noktalaridur.

2.3. WEYL YARIMETALLERININ TOPOLOJiK BAKIMDAN INCELENMESI

Weyl yarimetallerinde, Brillouin bélgesinin tizerindeki bir bolgede iletkenlik ve va-
lans bantlari gakigir. Ustelik bu cakigsma hali, parametrelerin kiiciik degisimine kars:
oldukca az stabil davranir. Bunun gibi bant ¢cakigsmalari i¢in kogullarin belirlenme-
sinde "bantlarin dejenereligi" anahtar gorevi goriir, ki bu bantlarin dejenereligi de

"simetri" ile belirlenir.

Eger spin donme simetrisi, spin-yoriinge etkilesimi ihmal edilecek bigimde, goz
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oniine alinirsa bantlar iki kat dejeneredir. Buna alternatif olarak; yine iki kat dejene-
religin olmasimi saglayan kosul, zaman terslenme (time-reversal=7") ve inversiyon
(P) simetrilerinin ayn1 anda var olmasi veya ikisinin kombinasyonu olan P7 simet-
risinin var olmasidir. 7 = PT operasyonu altinda, kristal momentumu invaryant
kalir yani degismez. Ustelik 72 = —1"dir. Bu ikisi, cift kat dejenereligin gostergesidir.
Ote yandan, sadece 7 simetrisi mevcutsa, kristal momentumu operasyon altinda
tersleneceginden dolay1 bantlar genellikle dejenere degildir. Sadece "zaman terslen-
meli invaryant momentum" (time-reversal invariant momentum, TRIM) mevcutsa
yani k = —k ise, Kramers dejenereligi vardir. Benzer sekilde, zaman terslenme simet-

risi kirilirsa ve sadece inversiyon simetrisi mevcutsa, yine bantlar dejenere degildir.

Simdi dejenere olmayan bir bant ¢iftinin birbiriyle ¢akismasi i¢in gereken kosullar:
irdeleyelim. Iki enerji seviyesini goz oniine alalim ve bu ikilinin etkin Hamiltonye-

ninin a¢ilimini su sekilde yazalim:

H(k) = fo(k)1 + fi(k)oz + fa(k)oy + f3(k)o (2.23)

"Tesad{ifi Dejenerasyonlar” kisminda bahsedildigi tizere, ti¢ uzaysal boyutu temsil
eden ti¢ bagimsiz degiskene (03, oy Ve 0;) ait katsayilar olan fy, f, ve f3'ii goz dniine
alalim. Bantlarin ¢akismasi i¢in eszamanh olarak f; = fo = f3 = 0 ayar: yapilmali-
dir. Bu ayarlamadan sonra herhangi bir "ince ayar" yapilmadan bant ¢akigmalarinin
saglanmasi beklenebilir ve su sonuca varilabilir: "Weyl diigtimlerinin varhgi, Ha-

miltonyene ait parametrelerin kiiciik pertiirbasyonlarina kars: kararlidir."

Weyl diigiimlerinin geometrik yerlesimini tarif etmeye ¢alisalim. f; (k) reel bir fonk-
siyon olsun ve bize momentum uzayinin neresinde sifirlandig1 sorulsun. Muhteme-
len bu bolge, fonksiyonumuzun pozitif ve negatif degerlerini ayiran 2-boyutlu bir
ytizey olacaktir. Eger f>(k) ve f3(k)'nin da ayni anda sifir olmasina ihtiyag varsa bu

durumda bir noktada ti¢ bagimsiz yiizeyin kesismesi hali s6z konusudur.

Simdi f, fonksiyonlarini kiigiik bir miktar degistiren bir pertiirbasyonu goz oniine
alalim. Bu durum, sifir ytizeylerini ve bu yiizeylerin kesisme noktalarini kiigiik bir
miktarda hareket ettirir, ancak kesisme yine gerceklesir, sadece farkl bir kristal mo-

mentumunda gergeklesir. Weyl diigtimleri, herhangi bir kiigiik pertiirbasyonla or-
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tadan kaldirilamaz, ancak baska bir Weyl diigiimiiyle annihilasyona ugrayarak go-
riinmez hale gelebilir. Asagida bunun agik halini gorebilecegimiz topolojik perspek-

tifi irdeleyecegiz.

Weyl yarimetalini (WSM) anlasilir hale getirmek icin, uygun simetrilerin kirilma-
styla dejenere olmaktan ¢ikmig bantlara sahip 3-boyutlu bir kristal yapimin bulun-
masina ihtiyac vardir. Weyl diigtimleri oldukca dogal bir yap1 olmasinin yaninda
Fermi enerjisine yakin olmalar: gibi ek bir gereksinim de vardir ve bu da kendi
icinde fo(k)nun neredeyse sifir oldugu drnekler tizerinden hareket etmemizi gerek-
tirir. Hamiltonyenimizi k = k¢ + 6k civarinda seriye acarak, bant temas noktasimna

yakin bolgedeki dispersiyonu inceledigimizde su ifadeye ulasiriz:

H(k) ~ fo(ko)]l + vp - 0kl + Z Vg - 0ko? (2.24)

a=z,Y,z

Burada, v, = Vi f, (k) [k=k,; (¢ = 0,1,2,3 olmak tizere), etkin (efektif) hizlar1 gosterir.
Bunlar, ek simetrilerin olmamasi durumunda sifirdan farklidir. Eger 6zel limit hali
olarak; vo = 0 ve v = v9d (a = 1,2,3) haline donersek Denklem(1.16) ile ifade
edilmis Weyl denklemini elde ederiz. Iste bundan dolay1 bu bant temaslar1 "Weyl

Diigiimleri" olarak isimlendirilmistir.

Boylece, C = sign(vg - vy X v;) sabit kiralitesi, Weyl fermiyonlart ile iliskilendirilebi-
lir. Ancak, Weyl diigiimlerinin neden zit kiraliteye sahip ikililerde bulunmasi gerek-
tigi belirsizligini korumaktadir. Bunu anlasilir kilmak i¢in, Weyl noktasini gevrele-
yen bir yiizey tizerindeki Berry akisin1 hesaplamaya ve boylece Weyl diigiimlerinin
topolojik karakterini ortaya koymaya gereksinim vardir. Dahasi, ko noktasini kusa-
tan herhangi bir yilizeyden gecen Berry akisinin, kesin bir ifadeyle (C:kiralite) 27C
degerini alacagin1 ve sonug olarak Weyl noktalarinin, Berry akisinin monopolleri

olmasi gerektigini gosterebiliriz.

Bir Weyl noktasini kusatan kiireyi ve bu kiirenin 2-boyutlu bant yapisini dikkate ala-
Iim. Bu yapimin Chern sayis: sifirdan farklidir (C' = £1). Bununla beraber bu kiire
ylizeyini biitiin Brillouin bolgesini i¢ine alacak sekilde genisletirsek, periyodiklik-
ten dolayi, bu bant yapis: bir noktaya esdeger hale gelir ve net Chern sayis: sifir

olmak zorundadir. Bundan dolay: Brillouin bélgesindeki biitiin Weyl noktalarinin
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net Chern sayisi sifir olmak mecburiyetindedir.

Sekil 1.2’de gosterilen V; hacimleri tizerinden Vy - B(k) = 0'n integrali sifir olur. An-
cak bunun icin asagidaki ifade ile verilen "dislanan hacimlerin ytizeyleri tizerinden

alinan integral" sifir olmak zorundadir:
> j{w B(k)-dSy = —2m) _C; (2.25)
i OV i

Siireklilik halinde, momentum uzayi artik kompakt (kapali ve sinirli) kalamayaca-
gindan, tek bir Weyl diigiimii tanimlanabilir. Bununla beraber, Weyl fermiyonlarinin
orgii (lattice) modeli ile canlandirilmasi halinde, net kiralite sifir olmak zorundadar.
Ayrica bu durumdan su sonucu da elde edebiliriz: "Weyl diigiimleri, Hamiltonyene
cift (ikili) sistemde bir distorsiyon uygulanmas: ile (6rnegin zit kiralitedeki diger

Weyl diigiimiiyle annihilasyona ugratilmasi neticesinde) ortadan kaldirilabilir."

Ayrica Berry akisinin 27'nin tamsay1 kati olmasi gerektigi de unutulmamalidir. Or-
negin C = £2 olacak sekilde bant temasina izin verilen durum, biitiin yonlerde li-
neer dispersiyona sahip olmayan bir Cift-Weyl (double-Weyl) diigiimiine karsilik
gelir.

Birtakim sezgisel yontemlerin insa edilmesi ve 4 x 4 Hamiltonyenlerin olusturdugu
uzayda olasiliklarin daha acik hale getirilmesi amaciyla iki orbitalinde de (+) spin

yonelimine sahip basit bir stirekli sistemi goz ontine alalim. Bu yaklasim, gelenek-

i

Diglanan Hacimler Vf

Sekil 2.2: Kapali bir hacim olan Brillouin bolgesi tizerinden integre edilen net Berry
akisimin sifir olmasi zorunlulugunun bir sonucu olarak; Weyl diigtimlerinin
net kiralitesi sifir olmak zorundadir. Burada, bant temaslar1 V; hacimleri (dis-
lanan hacimler) ile birlikte izole edilmistir.
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sel bant bosluklu manyetik yariiletkenlerin tanimlanmasinda oldugu gibi, WSM'nin
"¢cizgi diigtimii (line-node) yarimetali" halini de tanimlamakta oldukg¢a 6nemlidir.

Bu "cizgi diigiimii" terimi aslinda tezat igerir ve hala kullanilmaktadr.

I' noktas1 civarinda agilim yapacak olursak, 4 x 4 Hamiltonyen matrisimiz soyle

ifade edilir:

H = vr(o0-k)+mm, +bo, +b1,0,
(m]l—i—baz—l—b'am vo -k )

(2.26)
vo -k —ml +bo, — bog

Burada k = (kg, ky, k;) dalga vektoriinii ya da momentumu temsil ederken; 7,,'ler ise
pseudo-spin orbital serbestlik dereceleri i¢in Pauli matrislerini belirtir. m ise kiitle
parametresidir. b ve V' ise sirasiyla z ve z yoniindeki manyetik alanlara karsilik gelen

Zeeman alanlaridir.

m, b ve b'in fonksiyonu olacak sekilde ¢ok sayida farkli durum elde edebilir ve

konumuza uygun bir se¢im yapabiliriz. Ornegin b’ = 0 icin 6zdegerlerimiz asagidaki

-4 -2 0 2 4
vp,

Sekil 2.3: (Sol)Dirac yarimetali i¢in (m = b = b’ = 0),(sag) manyetik yariiletken icin
(m=1,6=0.5,0 =0) £,,(0,py,p, ) nin enerji spektrumu
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gibidir:

esu(k) = S\/m2 + b2 + v2k2 + 2uby/v2k2 + m2 (2.27)

Burada k = k|, s = +1 ve pu = £1'dir. £,,(0, ky, k) icin elde edilen spektrum Sekil
2.3 ve Sekil 2.4 ile verilmistir. Sekil 2.3'tin solundaki grafigi dikkate alalim. (2.26)
ifadesiyle verilen Hamiltonyeni gbz oniine alirsak Dirac yarimetalinde bir ¢ift deje-
nere lineer bant mevcuttur (m = b = 0) ve tam k = 0’da bant temas1 vardir. Sagdaki
grafigin isaret ettigi tizere (jm| > |b|), bant bosluklu bir manyetik yariiletkende ise
enerji bantlar1 |E| < |m| — |b| bolgesinde bosluklu bir duruma sahiptir. Sekil 2.4 sol
kisimda |b| > |m| halinin isaret ettigi WSM bant yapisinda ise orta kisimda gortile-
cegi lizere bantlarin temasi bir ¢ift izole nokta diigiimlerinde meydana gelmektedir.
Bu noktalar1 k = (0,0, ++/82 — m?/v) dalga vektoriiyle tarif edebiliriz.

Sekil 2.5 ise, m ve b parametrelerinin uzayindaki farkli olgular1 gozler oniine ser-

mektedir. m = b = 0 olmas1 ve b’ degerinin sonlu olmas: hali i¢in 6zdegerlerimiz

nyg )i
/ X /Y v
L . | 2T —— . 2
-4 -2 0 2 4 2
vp,
VP,

Sekil 2.4: (Sol) Weyl yarimetali i¢in (m = 0.5,b = 1,b' = 0) ve (sag) ¢izgi-dugiimii (line
node) yarimetali i¢in (m = 0,b = 0,b' = 1) £,,(0, py, p,) nin enerji spektrumu
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asagidaki gibi olur:

2
£su(k) = # v2k2 + [vy/k2 + K2 + b (2.28)

Burada sifir enerji gevrimi, k; = 0 ve ,/k2 + k2 = b' /v olmak kaydiyla bir dairesel
bolge teskil eder(Sekil 2.4 sag kisim). 0’dan uzaklasan &, degerleri igin spektrum

aniden bosluklu yapiya biiriiniir.

Stireklilik modelimizde 7 (time-reversal) simetrisini kiran alanlar idealize edilmis
olsa da, farkli modellemelere ihtiya¢c duyacagimiz orgiilerde karsilasabilecegimiz

simetri kirici pertiirbasyonlarin tasviri i¢in b ve b’ parametreleri oldukg¢a onemlidir.

Brillouin bolgesinin ¢ok dnemli bir kesitini tegkil eden Weyl diigiimlerinin Zeeman
ayrigsmasini liretmek icin gereken manyetik alani laboratuvar ortaminda uygulamak
imkansizdir denebilir. Bundan otiirti b ve b’ alanlar1 "efektif i¢ alanlar" olarak goz

ontine alinmalidir.

Ileri bir sezgiyi fizigin igine katacak olursak, Weyl yarimetalinin reel uzay mode-

lini g6z oniine alarak yapici bir fikir ortaya koymus oluyoruz. 7 - simetrisi-kirilmig

INT T T T 7 0.1 -
N 7]
N — m=0 R4
NN ——— m/b=04 7} i
2.5 D c—-— m/b=0.7 27 b 0.08
AN\ --—= mb=09 RO, ] VOr
R D .
oL \\\‘:\\ _ /;,/// - A
N '\.\_,./’// ] 0.06-
N L
P ]
Jxl-s_ > - ] g
K 1 004
IR Y I
»\\\ /7/ -
RS 290 3
H NDE 7/ i
o NN Pt T 0.02
0.5 : 74 |
N\ Ve N =
\‘:\ / —_ D s %
NS NN/ (@)
0 O Ha TP S\ 0
-2 -1 0 1 2
vgp /b

Sekil 2.5: (Sol) 2.26 ifadesinden gelen s = + ve u = + bantlarinin yapisi. Burada
m /b oraninin artisina gore verilen cevap dikkate alinmistir. Sonlu m degeri igin
p = + bandi boslukludur. u = — bandi ise iki Weyl diigiimii igerir. (Sag) m /b=
1’deki faz gegisi civarinda s = + ve y = — bantlarinin yapis1 gosterilmistir.
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olan Weyl yarimetali icin en sade ve gercek¢i modeli tarif etmemiz gerekirse Ze-
eman alan1 boyunca 7 simetrisinin kirilmis oldugu topolojik ve normal yalitkanla-
rin d periyoduyla tekrar eden yapisina bakabiliriz. Sekil 2.7’den de anlasilacagz gibi,
ayni tabaka (As) komsu tabakalar (Ap) arasindaki tiinellemeler igin iki farklh "tiinel-
leme matris elemani"na sahip bir sistem modelleyebiliriz. Manyetizma olmadiginda
bu sistem, Asg ve Ap'nin bagil siddetinin bir fonksiyonu olarak, "topolojik-normal
bant inversiyon gegisi"ni gosterebilir. Coklu katmanimiz, Ap > A oldugunda kiilge
(bulk) halindeki 3-boyutlu topolojik yalitkan iken, Ap < As durumunda ise normal
yalitkandir. Eger tabakalar, spin ayrismasi terimi olan b’yi verecek sekilde manyetize

olursa, Ap’ye yakin Ag degerleri icin Weyl yarimetali (WSM) fazini elde edebiliriz.

b
A £
A

b+m
b-m

WSM bm =
b
GSM T, [

g > m

& Dirac ji Bosluklu Dirac

A

8
I

VP2 J VEP:
0 0 > 0 0 =

Sekil 2.6: 2.26 ifadesinin faz diyagrami. m/b < 1 iken, sistemimiz Weyl yarime-
tali(WSM)dir. m /b > 1 iken bosluklu yarimetal (gapped semi-metal=GSM) fazi
baskindir. & = 0 civarinda, dejenere halde kiitleli Dirac yarimetalleri (DSM)
gozlenmistir. m = b = 0’da ise kiitlesiz ve dejenere Dirac fermiyonlar1 mev-
cuttur.
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Weyl diigiimleri ise tam olarak su ifadeyle tespit edilen noktalarda bulunur:

| AL+ AL 0P
k=14 5§ 7D 7 )
c =% arccos ( PAsAp (2.29)

As, Ap ve b'nin bir fonksiyonu olarak, Weyl diigtimleri Brillouin bélgesi boyunca
hareket edebilir ve tam manyetize durumu veren b'nin kritik degeri icin Brillouin
bolgesi kenarinda annihilasyona ugrayabilir. Ayrica yine bu Weyl diigiimleri, "ku-
antize anormal Hall iletkenligi" i¢in de Brillouin bolgesi kenarinda annihilasyona

maruz kalabilir.

Konuyla ilgili cabalar arasinda P-kirilmali (parite simetrisinin kirilmis oldugu) Weyl

yarimetalleri de mevcuttur.

Bu tabakalandirilmis modellemeler sadece yeni WSM durumlarinin elde edilmesi
cabasi i¢in miimkiin yol haritalar1 sunmakla kalmayip, aynm1 zamanda periyodik
olarak "terslenen (inverted) ve terslenmeyen (uninverted) yerel (local) bant bosluk-
lar1"ndan olusmus bir madde fazi olarak Weyl yarimetalleri hususunda yeni bir ba-
kis agis1 kazanmamaizi saglar. Bu bakis agisiyla, Fermi yaylarinin varligi ve anormal

Hall etkisi gibi somut etki ve fenomenler karsimiza dogal olarak ¢ikar.

"Aubrey-Andre-Harper Modeli"ne bagli olarak 1-boyutlu primitif atom hiticrelerinin
bir araya gelmesiyle insa edilen 3-boyutlu topolojik yarimetaller i¢in de birtakim

calismalar mevcuttur.

B
e B B
B e A A A A
N

Sekil 2.7: Topolojik ve normal yalitkanlarin olusturdugu Weyl yarimetalinin hetero-
yapisal modeli. Katkili manyetik safsizliklar oklarla gosterilmistir. d, 6rgiiniin
reel uzaydaki periyodikligidir. Ag, ayn1 topolojik yalitkan tabaka tizerindeki
topolojik yiizey durumlar1 arasindaki tiinellemeleri; Ap ise, farkh tabakalar
arasindaki tiinellemeleri gostermektedir.

$a,
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2.3.1. Zamanda Terslenme Simetrisi Kirilmis Olan (7-broken) Weyl Yarimetal-
leri
En basit ayar olarak 7 simetrisinin kirilmis ve P (inversiyon) simetrisinin korun-
makta oldugu bir WSM'yi goz ontine alalim. Bu durum, Weyl diigiimlerinin en az
sayida oldugu hale, yani zit kiraliteli ikili hale izin verir. Inversiyon (orijine gore
terslenme) simetrisi, bu iki Weyl diigiimiiniin ayni enerji diizeyinde bulundugu (de-
jenere) durumu garanti altina alir. Ustelik bu simetri, TRIM (time-reversal-invariant-
momenta)’deki parite 6zdegerlerine dayali olarak Weyl noktalarinin teshis edilme-

sinde basit bir kriter hitkmiindedir.

Simdi, bu konuyu asagidaki gibi bir oyuncak model baglaminda ele alalim: Manye-
tik olarak diizenli bir sistemimiz olsun ki bant yapisinda spin dejenereligi bulunma-
sin, fakat basit kiibik 6rgiiniin her 6rgii noktasinda bir orbital ¢ifti bulunsun. Sonra
bu orbitaller ise, s ve p orbitalleri gibi zit pariteye sahip olsun ki orbital bazlarinda
yazildiginda diagonal olan 7., asagidaki inversiyon simetrisinin taniminda igimizi

gorstin:

H(k)— m°H(-k)7, (2.30)

Buradaki Hamiltonyenimiz su ifadeyle verilir:

H(k) =1t,(2 — coskza — coskya + v — cosk,a)T, + tz(sinkza)T, + ty(sinkya)7y
(2.31)

—1 <9 < 1igin £ko = (0,0, +kp) konumunda bir ¢ift Weyl diigtimii vardir. Burada

v = cosko’dur.

la| << ko kabuliine dayanarak Hy (k) ~ H(+ko + q) yaklagimini uyguladigimizda
"Diistik-enerji Uyarimi'ni elde ederiz. Sonrasinda ise, H+ = -, vffana olur. Burada

vt = (tz,ty,tzsinkp) dur.

Sekiz adet TRIM momentumunda, yani n, = 0,1 olmak {izere (ng,ny,n;)7/a goz
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oniine alindiginda Hamiltonyendeki sadece ilk terim "aktif" durumdadir. v > 1 ise,
biitiin TRIM'larin parite 6zdegerleri aynidir ve bantlar inversiyon 6zelligi goster-
mez. Bununla beraber, v = 0’da I' noktasinin parite 6zdegeri, bantlarin inversiyon
ozelligi gosterdigini belirtir ve bu durumda Weyl diigiimlerinin saglandig: kolayca
gosterilebilir yani inversiyona ugramis (inverted) parite 6zdegerlerinin tek sayida

olmast durumu, Weyl fiziginin teshisi niteligindedir.

Ote yandan, momentum uzayindaki k, = 0 ve k, = m/a diizlemlerine ait Q (k)

Chern sayilarimi karsilagtirdigimizda Q(k, = 7/a) = 0 olurken Q(k, = 0) = 1 olur.

v = —1’dan basgladigimizda, Brillouin bolgesi (Brillouin Zone ya da BZ) sinurlarinda
Weyl diigiimleri karsimiza gikar ve v = 1’de birbirine yok edecek sekilde yakinla-

sirlar.

7 > 1 halinde ise, k, yoniinde tiim Brillouin bolgesi birim Chern sayzsi ile doldurul-
mustur ve "tamsayili Kuantum Hall durumunun 3-boyutlu versiyonu" karsimiza
cikar. Boylece Weyl yarimetali, triviyal yalitkan ile topolojik yalitkan arasinda bir

gecissel (transitional) durum olarak meydana gelir.

Kimyasal potansiyelin £z = 0’da olmas1 halinde, Fermi yiizeyi, £ko olmak tizere sa-
dece iki noktadan olusur. Er'nin artmasiyla Weyl noktalarmin etrafinda iki kiiremsi

Fermi ytizeyi ortaya ¢ikar ve bir metal fazi olusur.

Fermi ytizeyleri, Brillouin bolgesi iginde olusan kapali 2-boyutlu manifoldlardir. Bu-
radan hareketle "toplam Berry akisi'm1 tanimlayabiliriz ki bu Berry akismin genel
anlamda bir tamsay1 olmas1 gerekir. Mevcut durumumuzda ise bu aki, Weyl meta-

linin karakteristik bir 6zelligi olarak +1 seklinde kuantize edilir.

Ep > E* =t,(1 — vy) iken, Fermi ytizeyleri bir Lifshitz gegisi boyunca birlesir ve
bir Fermi yiizeyindeki net Chern sayisi sifira gider. Bu noktada, bu faza Weyl me-
tali demek dogru olmaz. Bu tartisma, Weyl diigtimlerinin E* ile kiyaslandiginda
kimyasal potansiyele yeterince yakin olmasinin énemini vurgular. Ideal grafendeki
gibi, sadece stokiyometriden hareketle, kimyasal potansiyelin Weyl diigiimlerinin

konumuna ayarlanmasin istiyoruz.
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2.3.2. Inversiyon Simetrisi Kirilmig Olan (P-broken) Weyl Yarimetalleri

Eger 7 (zamanda terslenme simetrisi) korunmussa, bu sefer inversiyon simetrisi (P)
kirilmis olmak zorundadir ki Weyl yarimetali karsimiza ¢iksin. 7-kirilmali WSM’deki
durumdan farkli olarak, burada Weyl noktalarinin toplam sayis1 4’iin katlar1 sek-
linde olmak zorundadir. Bunun sebebi; zaman terslenmesi altinda, ko’daki bir Weyl
diigiimii —kg’daki bir Weyl diigiimiine doniistiiriiliir. Bu dontisiimde kiralite ayni
kalir. Net kiralite sifir olacagindan, zit kiraliteye sahip baska bir ¢ift Weyl diigiimii
bulunmalidir. Diigtimlerin sayisinin daha biiyiik olmasi sonucunda potansiyel ola-
rak daha ¢ok karmasiklik ortaya ¢iksa da, bu tiir WSM’ler deneysel olarak daha
uygun olabilir; zira bir ferromiknatistan gelen "dig sacak alanlar1 (external fringe
fields)", "agi-¢oziimlemeli fotoemisyon spektroskopisi(ARPES) nin momentum ¢6-
ziiniirliigii igin sorun teskil edebilir. Ayrica, manyetizmanin ortaya ¢ikardig: karma-
sikliklar olmaksizin, prensipte sistemin bazi 6zellikleri giiclii manyetik alan altinda

daha basit ve anlasilir olmalidir.

T-simetrik WSM'lere iligkin faydali bir bakis acis1, bunlar1 3-boyutlu topolojik ya-
litkan ile triviyal yalitkan arasindaki gegis olarak diisiinmektir. 3-boyutlu topolojik
bir yalitkan hem zaman tersinme simetrisine hem de inversiyon simetrisine sahip
oldugunda, bunun bant topolojisini teshis etmek icin basit bir "parite" kriterine ih-
tiyag vardir. Topolojik ve triviyal durumlar arasinda bir gegis saglamak igin, zit pa-
riteli Kramers ikili(dublet)leri, TRIM’lerden birinde birbirini kesmelidir. Bu "durum
ciftleri", zit parite 6zdegerlerine sahip olacagindan, seviyeler arasi itme (level repul-
sion) yoktur ve sadece bir parametre ayarlanarak "kesip ge¢me (crossing)" hali sag-
lanabilir. Gegis noktasinda, genel olarak bir Dirac dispersiyonuna yol agan dort-katl
dejenerasyon meydana gelir. Dolayisiyla inversiyon simetrisinin varliginda triviyal
yalitkan ve topolojik yalitkan arasindaki gecis, bir Dirac noktas: tizerinden gergek-
lesir. Ancak inversiyon kirildiginda, tek bir ayar parametresi ayarlanurken, TRIM

noktalarindaki Kramers ikilileri artik birbirini kesip gecemezler.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. TWSM’'DE MAXWELL DENKLEMLERININ MODIFIYE EDILMIS HALI

Bir TWSM'nin diisiik enerji limitinde, uzaysal olarak degisen aksiyon terimi,o TWSMnin
elektromanyetik tepkisinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynar. Karsilik gelen TWSM
katman sisteminin tam hareketi, geleneksel ve aksiyon terimlerin toplamui ile, S =

So + Se olmak tizere, su sekilde tanimlanir:

1 1
So= / {—%FNVF“” + 5 P PR — J“AN} d>z dt,

So = 2>

= 87w0/{@(F,t)e“”o‘ﬂFﬂyFaﬁ}dsmdt,

Burada P tensorii elektrik polarizasyonu ve manyetizasyonu, sirasiyla P% = cP*
ve PY = —e* My, ifadeleriyle temsil eder. Uzay ve zamana bagli aksiyon terimleri
ise sirasiyla @(7,t) = 2b - 7 — 2bt ifadeleriyle verilir. Burada, b ve by ise sirasiyla
momentum ve enerji uzaymda Weyl diigiimleri arasindaki ayrismay1 simgeler. Ko-
numuz temelinde b sifira esit olacak bi¢cimde ayarlanmstir. Ciinkii Weyl diigiimle-
rinin ayn1 kimyasal potansiyeli paylasmasi kabulii yapilmistir. Eger aksiyonumuz,

A,'ye gore degisim gosterirse asagidaki hareket denklemleri elde edilir:

1
— B, 4 8, PH 4 ety (@F,p) = J* (3.1)
Ko 27 o

Bu denklemi genisletmemiz sonucunda, asagidaki boliimdeki Denklem 3.2 ve 3.3'de
verilen degistirilmis (modifiye edilmis) Maxwell denklemlerini, aksiyon alan terimi

varliginda yeniden elde edebiliriz.

3.2. TE-MOD COZUMU VE TRANSFER MATRISI

Tek boyutlu problemimiz, Kerr ve Faraday rotasyonlarindan dolay1 iki boyutlu diiz-

leme tasinir ve boylece yansima ve gegcis genlikleri 2x2 matrislerle ifade edilir. Cift
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modlu (bi-modal) yapinin temelinde bu iki boyutlu matrisler yatar. Spektral tekil-
likler, her bir moda ait yansima ve gecis matrislerinin iraksama karakterlerine gore
belirlenir. Sonugta dispersiyon etkilerine sahip olan ya da olmayan, tek ya da cift
modlu spektral tekillik kosullar1 elde edilmis olur. Calismamizda, malzememize
yeni Ozellikler kazandirarak uyumlu miikemmel sogurucu (CPA) sistemimizdeki
verimliligi artirmanin pratik yollar1 aranmis ve tiim TWSM tip malzemeleri kapsa-
yacak bir formalizm gelistirilmistir. Kesin ¢oziimlerin ve bu ¢dziimlerin davranisla-
riin ele alindig1 sistemimizde parametreler anti-lazer kosulunu saglayacak bigcimde
optimize edilmistir. Bu parametreler; kayip (loss) katsayisi, gelis acisi, katman ka-
linlig1 ve Weyl nodlar1 aras1 mesafe seklinde belirtilebilir. Faraday rotasyon agilar:
dogru bir bigimde ayarlandiginda esit genlik ve fazda gelen dalgalar elde edilir.

Boylece TWSM tip CPA'nin olusmasi igin kesin (exact) kosullar sunulmus olur.

Sekil 3.1'de gosterildigi gibi; optik olarak aktif, lineer, homojen ve TWSM yapisina
sahip bir kayip (loss) katmaninda karsilikli Weyl diigiimleri z-ekseni boyunca ko-
numlansin. Bu katman L kalinligina ve 0 < z < L bolgesinde birbi¢im (iiniform) ola-
rak dagilmig n kompleks kirilma indisine sahip olsun. Bu optik sistemin elektroman-

yetik dalgalarla etkilesimi incelendiginde hem topolojik hem de magneto-elektriksel

O

o’
-
aw®
-

Sekil 3.1: Elektromanyetik dalga ile WSM'nin etkilesimi i¢in TE-mod konfigtirasyo-
nunda yansiyan ve gecen dalgalarin polarizasyon yonelimleri degisir ve sag
kisimdaki gibi, Weyl diigiimleri arasinda Fermi yaylar1 olusur.
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optik etki analizleri yapilmalidir. Katmanin ytizeyleri tizerinde fermi yaylarinin yer-
lesimini tanimlayan Weyl diigitimlerinin konumunun belirlenmesi, topolojik nitelik
bakimindan ¢ok biiyiik onemdedir. Bu calismadaki konfigiirasyonda ise $ekil 3.1'in
sag kisminda gosterildigi gibi, karsilikli Weyl diigiimlerinin z-ekseni {izerinde ko-
numlanmasina bagl olarak yan (z-eksenine dik olan ytizeyler harig), taban ve tavan
ylizeylerinde fermi yaylar1 meydana gelir. Optik konfigiirasyonumuza gore Ma-

xwell denklemleri asagidaki gibi modifiye edilir:

V-D=p(z)+Bb-B, V-B=0, (3.2)
VxH-8D=J7(z)—BbxE, aB+VxE=0, (3.3)

Burada, B :=2a/mZy, bir sabit olmak iizere; a := e?/2¢eghc, ince yap1 sabiti olup;
Zy := /o /€0, boslugun empedansidir. e, elektronun yiikii; ¢ := 1/ /€00, 15181 bos-
luktaki hizidir. b = bé, vektori, z-yoniindeki 0 < z < L bolgesinde hizalanan iki
Weyl diigiimii arasindaki yerdegistirme vektoriinii temsil eder. € elektrik alam ve 5

manyetik alani ile D ve # alanlari sirasiyla asagidaki yapisal bagntilar: saglar:

o}
Il
o
oM
Il
=
=

Burada, € ve fi ise, sirasiyla, elektromanyetik dalganin yayildig1 ortamin permitivite
ve permeabilitesidir. Bunlarin tanimina bakilacak olursa, z € [0, L] i¢in agsagidaki ifa-

deler verilir:

o 10
e(z):=ep+

w(z) =14 xm

Burada ise €3, bagh yiiklerin katkisini katkisini temsil eder. X, ise, topolojik Weyl
yarimetalinin manyetik bir karaktere sahip olmasi halindeki manyetik siisseptibili-
tesini temsil ederken ¢alismamizda ele aldigimiz malzemenin manyetizmasi ihmal
edilmektedir. Ayrica TWSM malzememizin kompleks degere sahip kirilma indisi

olan n, katmanin iginde n? := ey ifadesini saglar.
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Maxwell Denklemlerinde kargimiza ¢ikan elektrik akim yogunlugu ifadesi, z =0
vez = L i¢in, su sekilde verilir:

J(z) = 0(2)&(2)

Burada o(z), TWSM katmaninin z-eksenine dik olan karsilikli ytizeylerine ait ytizey
iletkenlikleridir.Formal bakimdan, bu yiizeylerdeki yiizey akim yogunlugu olan 7,

tensorel notasyonda asagidaki gibi verilir:
jof =0 3ﬂEﬁ

Buradaki o4 iletkenlikleri asagidaki ifadelerle tanimlanur (bu iletkenliklerin ¢ika-
rimi1 bir sonraki alt bolimde gosterilmektedir, konu biitiinltigii agisindan burada

detaylara yer verilmemistir) [48-50]:

ezkc A2 ~2
Opy = 37rhwcl — @l + ln‘l Al (3.4)
2
s _eb ac N

Burada, @, := 2w./w ve w. := vgk. dir ve vg, Fermi hizidir. k. ise, momentum kes-
mesi olarak adlandirilir ve k < k.'dir. (Denklem 3.4)’teki o3, bileseni, TWSM katma-
ninin i¢inde ve disinda Kerr ve Faraday rotasyonlarmin iletilmesini saglar. Ayrica,
ylizey akimlarina eslik eden serbest yiizey yiiklerinin varliginin neticesinde bu yiik-

ler ve akimlar arasinda kurulabilecek iliski, asagidaki stireklilik denklemiyle verilir:

V- T +8p°(2)=0 (3.6)

Gelen elektromanyetik dalganin sagilmaya ugradigi ve fermi yaylarinin olusmadig:
ylizeyler, serbest yiik ve akimlarin olustugu ytizeylerdir. Bu sebeple TWSM malze-

memizin yiizeyleri iletken ve i¢ ortami da yalitkan olarak davranir.

Maxwell denklemlerinin TE-mod ¢oziimlerini bulmak amaciyla dncelikle ytizeye



33

egik bir bicimde gonderilen zamanda-harmonik elektromanyetik dalgamizin for-

munu asagidaki gibi kabul edelim:

E(F) = &(z)e*="e,, (3.7)

Bu ifadede 7 = z,y,z olmak tizere é; birim vektoriine karsilik gelen z,y,2 kartez-
yen koordinat sistemi kullanilmistir. k; = ksin6, k, = kcos8 ve 6 € [—90°,90°] ol-
mak kaydiyla j-ekseni boyunca dalga vektoriiniin bilesenleri, kisaca k; ile gosteril-
sin. TWSM katmaninin yiizeyine gelen elektromanyetik dalga yiizeyden gecerken
ve yansirken polarizasyon yonelimini degistirir. Kirilan dalgalar 8z acis1 kadar Fa-
raday rotasyonuna, yansiyan dalgalar ise 8k acis1 kadar Kerr rotasyonuna zemin

hazirlar.

(3.1) ve (3.2) ile belirtilen Maxwell denklemlerinden hareketle TE-mod durumla-
riyla iliskili olacak sekilde 3-boyutlu Helmholtz denklemine ulasiriz ve ayrica ilgili

manyetik alani, elektrik alan cinsinden, asagidaki gibi ifade ederiz:

(V2 + K?e(2)u(2)| E — iBkZob x E =0, (3.8)
7

H=——"—
kZop(z)

V x E, (3.9)
Kerr ve Faraday rotasyonlar: neticesinde polarizasyon degisimine ugramis dalgaya
biikiilmiis (twisted) dalga denir ve bu dalga ortaya c¢ikti$1 andan itibaren yukari-
daki iki denklem kupleli hale gelir. Helmholtz denklemi ile Scrodinger denklemi

arasindaki bicimsel esdegerlik goz oniine alindiginda, Kerr ve Faraday rotasyonlar:

1s1g1inda, yukaridaki kupleli yapr asagidaki gibi kuplesiz hale getirilebilir:

—Y + v (2)9e = o9 (3.10)

Burada v+ (z) = 823+ (2z) olmak iizere potansiyel ifadesi vardur.
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Buradaki potansiyel igindeki bazi ifadelerin acik halleri sirasiyla asagida verilmistir:

B 20.Lb(z)
3(z) :=3(z) = TRcost

i2 for =z
3(z) = { f clodl

(3.11)

1 otherwise

fi := sec\/n2 — sin@

Yukaridaki denklemlerde, bundan sonraki ifadelerin rahatca takip edilebilmesi adina

asagidaki 6l¢eklenmis degiskenler kullanilmistir:

RK:=Lk, = kLcosé. (3.12)

9+ ’lar sirasiyla art1 ve eksi mod ¢oziim setlerine karsilik gelmektedir.Bundan dolayz,
her mod TWS katmanu i¢inde kendi kirilma indisine sahiptir, yani i+ lar su sekilde

ifade edilir:

fiy = /i2 £ 2abL/mfcosb (3.13)

Bu son olarak bahsedilen 4 ’lar aslinda efektif kirilma indisleridir ve TWSM kat-
manimiz igin ¢ift kiricilik (birefringence) tiretir. Bu ¢ift kiricilik fenomeni, Denklem
3.12’deki b teriminin varligindan kaynaklanir. Bu gercevede E elektrik alam ve H
manyetik alaninin bilesenleri; .+ ve G+ ler optik TWSM katmaninin farkl bolgele-

rini tanimlayan katsayilar olmak tizere, Tablo 3.1’de gosterilmistir:

E-alaninin bilesenleri H-alanmn bilesenleri
E, = (.7:+42rg+) etAxtanf H, = zgonOG [\/Z:f— . \/Zﬁ_—g—] gtAxtand
B, = i( E g+) gifixtan Hy = ZC%ZZ L\/a_"‘f_ + \/3—_g_] glfixtand
Ez =0 Hz = —zsgt) [.F+ — Q+] elﬁxtang

Tablo 3.1: TWSM katmaninin icerisindeki ve disarisindaki elektrik ve manyetik alan
bilesenleri.
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F+ ve Gi'lerin agik hali de asagida verilmistir:

AYF) ez | Cl(+) e~ 1Rz for z <0,
Fii= Bl(“L) etz 4 Bé” e "7 for 0<z <1,
A£+) iRz Cz(+) e~ 1Rz for z > 1.

Ag_) etz | Cl(_) g~z for z <0,
AT ez ol emife for 51,

Yukarida karsilagsmis oldugumuz £;’lerin agik hali de asagida verilmistir:

Rj = RAi;. (3.14)

R-bagiml kompleks katsayilar olan A;i),B](-i) ve C'J(i)

muzda gegerli olan siir kosullar dikkate alindiginda, birbiriyle iligkili katsayilar-

"ler, TWSM konfigiirasyonu-

dir. Ilgilendigimiz siir kosullar1 asagidaki kisimda verilmistir.

Uzayimizi iki bolgeye ayiran § yiizeyinin smir kosullar su 6zelliklere sahiptir: 1)
Arayiizeyde E elektrik alaninin tegetsel bileseni siireklidir, & x (Ej — E>) = 0; 2)
B manyetik alaninin normal bileseni stireklidir, # - (él - Ez) =0; 3) D elektriksel
aki yogunlugu vektoriiniin normal bileseni, yiizey yiik yogunluguna esit miktarda
bir "stireksizlik" olusturur, 7 - (51 — 132) = p%; 4) H alanmin tegetsel bileseni, yiizey
akim yogunluguna esit miktarda bir "siireksizlik" teskil eder, & x (H; — Hy) = J°.
Burada 71, 2 bolgesinden 1 bolgesine dogru yonelmis olan, S yiizeyine ait birim nor-
mal vektorii temsil eder. Optik konfigiirasyonumuzda, elektrik alaninin normal bi-
leseni bulunmadigindan dolay: 3) kosulunu ihmal ederiz. Bunlara dayanarak sinir

kosullarini asagidaki gibi tablo haline getirebiliriz:

Boylece "Transfer Matrisi"mizi asagidaki gibi insa edebiliriz:

)
C, Cy
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22: 40 1 o0)) = S 594 8Y),
=1 j=-
S (4 1+ 0] = S 50+ 8],
z=0 = a
2 +
,U'Z [(QJ +2h’J)A37) — (g5 _2h'j)C](7):| = Z my [B{]) - Bz(])} /
J=1 j==
B (45 o] = S 50 By
j=1 j=-
> [t 1 ofe i) = S [Bei® 1 BYe 0],
=1 j=-
22: 9 [A(+)ezﬁ+c(+)e—iﬁ] _ i j [B(J)elﬁ:, + B(J)e—lﬁj] )
z=1 7= =

2 - . + . i . )
’MZ [A§+)ezﬁ r CJ(+)e—zﬁ] _ Z i [Bl(J)ezﬁ]- _ Bé])e_lﬁj} _

Tablo 3.2: TWSM konfigiirasyonumuza uygun TE-modtaki dalgalar icin sinur kosul-
lar1. Burada iy lar efektif kirilma indisleridir.

Burada A; ve C;’ler ( = 1,2), topolojik Weyl yarimetalimizden disar1 dogru uza-
nan, saga ve sola giden dalgalar ile ilgili katsayilar1 ifade eden siitun matrisleri olup,

asagidaki gibi yazilabilirler:

M(R) ise, yansima ve gegis genligi degerlerini alan 2 x 2 matrislerden insa edilmis

4 x 4 transfer matrisidir ve asagidaki gibi gosterilir:

(3.15)

Tl o RlRTT—T‘ R'T"
_RlT—r T

M(s) - (
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Oncelikle Helmholtz miitekabiliyet prensibine dayanarak T! = T" = T olmas1 ge-
rektigini anlayabiliriz. Transfer matrisi, TWSM-optik sistemimizdeki yansima ve ge-
cis Ozellikleri hakkinda biitiin bilgileri ortaya ¢ikarmaktadir. Uyumlu miikemmel
sogurucu ise "0zdual spektral tekillik sarti"min (self-dual spectral singularity con-
dition) saglanmasi sonucu elde edilebilmektedir. Bunun matematiksel karsilig1 da
M;i; = 0 ifadesinin saglanmasidir ki bu da reel 8 degerlerine karsilik gelir. Sonug
olarak 6zdual spektral tekillik noktalarinda sadece ve sadece gelen (incoming) dal-

galara rastlanir. TWSM konfigiirasyonumuzda M1, asagidaki gibi elde edilir:

My — — Yr(veve) Ch(vgv-) oi% (3.16)
T-(v—ivy) ((vgv-)

Burada v; := (0}, ii;) ve v;, {; : C — C olmak tizere siirekli fonksiyonlardir ve asag1-

daki gibi acik halde yazilabilir:

Q(l/i,‘lfj) ::;{ l(l - ﬁ:j) (1+4o;) + Zag] cos R

4 'D
— bycos R; + W?]Cz sin K; + ’I;eSil’lﬁj},
n; tlj
1 o (o — 1
Ye(vi;v5) ::2{0icosﬁj + Wsinﬁi
1
— 0 cos iy + (;7] ) sinﬁj}
j

Yukaridaki ifadeler igin uygun olan 6zdeslikler ise asagida topluca verilmistir:

Z
gii=—
7 2cosh

by =—c_=14c¢cy:=0_, b_:=0,

_ uo—
O fio

(Oyy +170yz), ay: -1, a_:=1,

fi2 —uii_o_p?(oy —1)

0 i=po_(o-—-1), o_:=

Burada ise £ = + veya — olmaktadir. TWSM malzememizin uyumlu miikemmel
sogurma (CPA) esik kosulu, (3.15) ifadesindeki IM1; matris bilesenlerinin sifira esit-
lenmesi halinde reel 8 degerlerinden ulasacagimiz 6zdual spektral tekilliklerle ifade
edilir. Bu olay goz ontine alindiginda, (+) ve (—) modlarin herbiri pozitif ve negatif

kirilma indislerine karsilik gelir ve kisitlayict CPA kosullariin olusmasima onciiliik
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eder. Bu ¢ift modlu anti-lazerleme, TWSM konfigiirasyonumuzda goriilen ¢6ziim-
lerin kupleli hale gelme egiliminden ortaya ¢ikar ve Kerr ve Faraday rotasyonlar:
halinde kendini gosterir. Bunlardan 6tiirii, + ve — modlardaki CPA’ya asagidaki

kosuldan ulasilir:

C—(va;ve) =7-(veve) =0. (3.17)

() _ a0 — o) g

kosulu mevcut iken, (—)-mod CPA elde etmek i¢gin A=A = 2(+) = 0 kosulu

Yukaridaki ifadeden anlasilacag: tizere (4)-mod CPA igin A

saglanmalidir. Bdylece sadece igeri giren (purely incoming) dalga tiretmek maksa-
diyla goz oniine alinan kosullar elde edilmis olur. Cift modlu CPA ise (3.17) daki

dort kosulun da saglanmasin gerektirir.

(+)-mod CPA; i, etkin kirilma indisine istinaden, malzememizin iki tarafinda da
antilazer olusumuna yol agarken, fi_"ye istinaden de sol tarafta antilazer olusumunu
saglar. Benzer bigimde, (+)-mod CPA; fi_"den kaynaklanacak bi¢imde, iki yonde de
antilazer olusumuna yol acarken, i { "'ya bagl olacak sekilde sol tarafta antilazer olu-
sumunu saglar. Bu durum da TWSM-CPA malzememizin karakteristik 6zelliklerin-
den kaynaklanir. Sekil 3.2, (+) ve (—) modlarin anti-lazerleme davranislarini agik bir

bicimde gostermektedir.

(+) mod CPA (-) mod CPA Cift modIu (Bi-modal) CPA
A5
RN A D A
S K r Y S
) A L «-) Aj
x / ¢t
4 B R cCEP PP TP » 7 S 7
TWSM katmani TWSM katmani TWSM katmani

Sekil 3.2: Tek- ve cift-modlu CPA konfigiirasyonlari. Mavi oklar fi;’dan kaynaklh
CPA’ya, kirmiz1 kesikli oklar ise fi_"den kaynakli CPA’ya karsilik gelmektedir.
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3.3. ILETKENLIKLERIN HESAPLANMASI

Bir TWSM'nin uzunlamasma oy ve enine oy, iletkenliklerini hesaplamak icin, [49,
50] iginde verilen yaklasimlari kullaniriz. Bizim durumumuzda, +bve —b'da sadece
iki diigiimiin bulundugu en basit durumu ele aliyoruz, burada b = b&,’dir. Weyl
diigiimlerinin yakininda, lineerlestirilmis Hamiltoniyen su sekilde verilir:
H(k) = +hupd - (k+D).

Burada vg, Fermi hizidir ve ¢ = (O'Z,O'y,O'z) bilesenleri Pauli matrisleri olan bir vek-
tordiir. Bunun sonucunda, Kubo formiiliinden elde edilen 0,4 iletkenligi asagidaki
gibi olur:

, ?

limIT,p(g,w)

Uaﬂ(w) w q—0

Diamanyetik terimin olmamas: halinde I1,5(g,w) polarizasyon fonksiyonu, akimin

akima gore korelasyonu fonksiyonu ile verilir:

. 16 ’ .
Hap(g,iwn) = 5 /0 dre“n™ (T, Jalq,7)|J5(~4,0)) .

Burada V, sistemimizin hacmidir ve J akim yogunlugu operatorii ise asagidaki ifa-

deyle verilir:

iwn — w + 10T analitik siirekliligi uyguladigimizda, reel frekans davranis: kolayca

elde edilir. Boylece her diigiim icin asagidaki ifadeyi elde ederiz:

_ e flev(k) = Flek)) oo v gz 7
IMep(w) = > i;ﬁ heo +en(B) —enlR) 4 0° (ki|oa|ki') (ki'|og|ki)

Burada f(z) = 1/(1 + €P*) Fermi fonksiyonudur.H (k) |ki) = &;(k) ki) (1 = 1,2 ol-
mak tizere) ifadesi ise kuasi-pargacik enerjilerini ve 6zdurumlarini vermektedir. Fermi
enerjisi diigtimlerle hizalandiginda I'l,g(w) uzunlamasina ve enine polarizasyonla-
rini belirleyebiliriz. Boylece, diisiik frekans limitinde, her iki diigtimden gelen bo-

yuna ve enine iletkenlikler (3.3) ve (3.4)’te verilen ifadeler olarak bulunur.
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4. BULGULAR

4.1. ARTI VE EKSI-MODLARDA CPA KOSULLARI VE iLGILI PARAMETRE-
LER

(3.17) denklemi ile tanimlanan TWS levhasmin tek veya ¢ift modlu CPA davranisi,
optik sistemimizdeki gerekli parametreleri elde etmek igin gerekli kosullar1 bulmak
icin kullanilabilir. (3.17) “de verilen iki denklemin hesaplanmasi ile her bir mod igin
asagidaki CPA kosullar: elde edilir:

e = —U; + JU? + 1 (4.1)

Bu ifadedeki nicelikleri asagidaki gibi tanimhiyoruz:

o NE = Vi - Vi + 2]
LS

o

= o (A A 4 0 A~ G - A}
V= ;{A%j +Aj; — a7 [A%j + Aﬁj]}

Zj = A1jA2j + UJZA3]'A4J'

1]

;o 1) (05 +1)

Aji=0—0_;-2, Ay:=

pity

A:—zj::%[(U—j—1)(U+—U—+1_zj)+1]

—-J
o Blom 4 D) [0 = Doy 1] = oy — DR
45 = il '

n_nyg
/3 .
—-J

Burada alt indis j = 4 and —, art1 ve eksi modlara karsilik gelir. Goriilecegi tizere,
(3.17) ifadesi spektral tekilliklerle belirtilen lazer esik kosuluna esittir. Bunun sebebi
de CPA’in bir antilazer, yani zamanda tersinen bir lazer ile meydana gelmesidir. Di-
ger bir deyisle, CPA kosulu her zaman lazer esik kosulunda belirtilen noktalarla

ifade edilmektedir. Bu ise 6zdual-spektral tekilliklerin aslinda spektral tekilliklerin
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zamanda tersinmesiyle elde edilmesinin bir sonucudur. Goriilecegi tizere, TWSM
sisteminin tek veya ¢ift modlu CPA davranisi, (4.1) denklemi ile kontrol edilmek-
tedir. Her mod icin yiizey iletkenligi o;, Weyl diigiimlerinin ve dolayisiyla Kerr ve
Faraday rotasyonlarimin varligindan kaynaklanan iki modlu CPA davranisinin bir
sonucudur. Eger TWSM sistemine 6zgii kosullar, biiyiik dlgtide kaldirilir veya bo-
zulursa, o zaman denklem (4.1)'de elde ettigimiz tek veya ¢ift modlu CPA sart1 da
yok olur. Denklem (4.1), optik olusumun sistem parametrelerinin davranisini goste-
ren kompleks bir ifadedir. Elde ettigimiz CPA sistemine ait optimal etkilerin ortaya
¢ikmasi igin en uygun sistem parametreleri secilmelidir. Boylelikle, ilgili fiziksel ni-
celikleri reel ve imajiner kisimlaria bolerek bunlar: kapsaml bir sekilde arastirila-
biliriz. Bu dogrultuda, n := 7 + i« seklinde tanimlanan TWSM levhasimin kirilma

indisi, asagidaki gibi iki bilesenli etkin kirilma indislerine ayristirilir.

i A 1l + iRy, (4.2)

Buradaki reel ve sanal kisimlardaki ifadelerin tanimi su sekildedir:

2jabL cosf . nksec>

7; = secy/n? — sin®f :
7; 1= sec ¢n sin~o6 + e g 7

Denklem (4.2)’'deki fi; ifadesinde verilen x parametresi TWSM dahil bir¢ok mater-
yalin sagladig1 su kosulu saglar:

k| <n—1<n.

Buradan, kayip katsayis1 g’yi su sekilde tanimlariz:

Ak 2Rk
= —2kk=—— = — : 4.
g R A Lcos@ (4.3)

Burada dikkat edilirse kay1p ortami i¢in « < 0 olmalidir. Boylelikle, denklem 4.1 ile
belirtilen tek veya c¢ift modlu 6zdual spektral tekillik kosulu, kayip katsayis1 g; ve
etkin dalga sayis1 &/ icin asagidaki ifadeleri verir. Burada (3.14) ifadesindeki goste-

rimle karigmasini 6nlemek icin j ifadesini kullaniyoruz. £/, § moduna karsilik gelen
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dalga sayisini ifade eder.

- fjjcos@ ‘
9% = opL In|Vj|, (4.4)
. (D
-1~ Im[t] 4+ /Wysin (77)
R = sin { }, (4.5)
275 JVj

Bu sonuglardaki ifadelerde ilgili nicelikleri soyle tanimliyoruz:

Vj := W; + Re[U4;]* + Im[U;)?
F2,/W; [sin <®j> Im|24;] + cos <q; > Re[U/; ]]

Wy i= \RelUs]4 + (Im[Es ]2 — 1) + 2Re[th 2 (Imfs]2 + 1),

-, 2 Re[U;] I [U4]
Ci NGk 1{1+Re[uj]2_1m[uj]2}’

Re and Im kavramlari, sirasiyla ilgili niceligin reel ve sanal kismina karsilik gelir.
Optimal etkilerin ortaya ¢ikmasi igin, (4.4) ve (4.5) denklemlerindeki kayip katsayis:
g; ve &7 aracihigiyla en uygun sistem parametrelerini bulmak istiyoruz. Bu nedenle,
en uygun sonucu gozlemlemek i¢in sistem parametrelerinin detayli bir analizi ya-
pilmalidir. Bu amagla, fiziksel olarak uygulanabilir kayip katsayisi g grafikleri araci-
ligryla sistem parametrelerinin genel davraniglarini inceleyecegiz. Ancak, (4.4)'daki
g— degeri, fi_ parametresinin varlif1 nedeniyle baz1 dalga boyu konfigiirasyonlar:
i¢in CPA olusumuna izin vermez. g ifadesinde agik¢a goriilmese de, ayni kisitlama
9+ i¢in de gegerlidir. Bu da, Brillouin bolgesindeki Weyl diigtimleri arasindaki b me-

safesinin su sart1 saglamasi gerektigini ifade eder:

72 (n? — sin®9)

b ZS
< o (4.6)
Konum uzaymda bunu soyle yazabiliriz:

v > ﬁ, (4.7)

7(n2 — sin )

Eger (4.7)'deki b'yi b := 27 /b’ olarak tanimlarsak, b''nin alt sinir1 b := 2a) /7 (n? —
sin®@) ile belirtilir. Boylece, b"/1n alt sinirmin gelis acis1 6 ve dalga boyu A’ya bagh
oldugu goriiliir. Ancak §, A ile karsilastirildiginda ¢ok az etkiye sahiptir. Bu nedenle,
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dalga boyu artirildiginda, hem arti hem de eksi modlarda CPA goézlemlemek igin b/,
degeri azaltilir. Asagidaki grafikler, su sekilde verilen 6zelliklere sahip TaAs TWS
levha sistemine aittir [24, 48, 51-53].

N6, A = 1400nm, L=1an, 8=30° ve b =0.05. (4.8)

4.2. CPA UZERINDEKI DAGINIM ETKIiSi

n kirilma indisinde bir daginim varsa, o zaman n {izerindeki dalga sayis1 olan k'nin
etkisi de dikkate alinmalidir. TWS optik sisteminin kayip bilesenli aktif kismimin,
bir ana ortamin kirilma indisi no katkilanmasiyla olustugunu ve kirilma indisinin
dagimim iliskisini su sekilde sagladigini varsayalim:
~2

n? = n% — ;Uii'?w’ 4.9)
Burada @ := w/wop, ¥ := v/ wo, Wp := wp/wop, wo rezonans frekansi, y soniimleme kat-
sayisl ve wp plazma frekansidir. 612 terimi; Ao := 27c/wp rezonans dalga boyundaki
n’nin sanal kismi1 k¢'nin baskin terimine gore w = 2noYko ifadesi ile tanimlanir, bu-
rada k(’daki ikinci dereceden ve daha yiiksek dereceden terimler gdz ard1 edilmek-
tedir [23]. (4.9)'daki denklemi degistirip, kompleks kirilma indisi ifadesini kullana-
rak ve kp’daki ikinci dereceden ve daha yiiksek mertebeden terimleri ihmal ederek

kirilma indisinin reel ve sanal kisimlarini asagidaki gibi elde ederiz, [18, 23, 26-29]

(4.10)

koY (1 - @?) KoY
(2}2) 2

w
~ng+ 55"
TR (1—@%)2 + 4202

Burada &g, rezonans dalgaboyu Ao’da kg = —Aogo /4 seklinde yazilabilir. Bu iligkiyi
(4.10)’de degistirerek ve kirilma indisi ile (4.1)’leri kullanarak, tek veya ¢ift modlu
TWSM CPA icin, A ve gy degerlerini belirleyebilliriz. Kullandigimiz optik konfigii-
rasyonda, TWSM levhasimin kirilma indisi, rezonans dalga boyu ve 4 parametrele-

rine karsilik gelen degerler asagidaki gibidir: [24, 48, 51, 53]:

ng=6, A=1378nm, 4=0033, 6 =30°5 L=1cm (4.11)
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K go (cm™1) A (nm) CPA tipi
—6.341 x 1071% 57827 x 10~° 1378.0278 Arti Mod
—1.800 x 10713 1.6419 x 10~® 1377.997  Arti Mod
—1.539 x 10713 1.4031 x 1078 1378.0586 Artt Mod
—1.238 x 10713 1.1287 x 10~® 1378.0320 Eksi Mod
—4.089 x 1071* 3.7286 x 10~° 1377.9909 Eksi Mod
—1.927 x 1071 1.7572 x 102 1378.0594 Eksi Mod
—1.237 x 10713 1.1280 x 10~% 1378.0735 Cift Modlu
—6.554 x 10714 59773 x 10~° 1378.0735 Cift Modlu

Tablo 4.1: Kalinlig1 L = 1 cm ve gelis agis1 § = 30° olan bir TWSM levhasinin CPA
degerleri ve ilgili konfigiirasyonlar.

TWSM levhasi (4.11) igin CPA esik kosullarini ortaya ¢ikaran 6zdual spektral tekillik
noktalari, Tablo 2’'de gesitli parametreler i¢in hesaplanmistir. Asagidaki grafiklerde

CPA esik kosuluna ait parametrelerin davranislar: goriilmektedir.

4.3. CPA ICIN KERR VE FARADAY DONME ACILARININ HESAPLANMASI

Son olarak, TWSM levhasmin {irettigi CPA davraniglarini ve malzeme icinde ve
disindaki 6zelliklerini ortaya ¢ikarmak igin anlasilmas: gereken Kerr ve Faraday
donme acilarin ele alalim. CPA olusumunu ve ilgili kosullar1 daha iyi anlayabil-
mek i¢in sistemin lazerleme 6zelliginden yararlaniriz. Lazerleme, spektral tekillik-

lerle elde edilebildigi igin (3.17) veya (4.1)'de verilen (6zdual) spektral tekillik ko-

[ Plus Mode = = = Minus Mode _5 - 3
T ' £ e
E mg Blue Mode 5 Minus Mode
5 o o
E E E

ol 0 0

0 Bo=1.819 5 1.8192711 1.8192712 1.8192711 1.8192712
b'(A) b'(A) b'(A)

Sekil 4.1: (4.8)’da verilen TWSM levhasinin konfigiirasyonu igin art1 ve eksi mod-
lara karsilik gelen Weyl diigtimler arasindaki mesafe olan b''in bir fonksiyonu
olarak g kayip katsayisinin biiyiikliigiine ait grafikler. Burada b, CPA’ya izin
veren minimum b’ degerine karsilik gelen kritik b’ degerini ifade eder. Son iki
sekil b, 'nin etkilendigi bolgeyi gostermektedir. Yatay gri ¢izgi, sifir kayip limi-
tini gostermektedir.
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sullarmi uygulayarak TWSM levhasmin igindeki ve disindaki elektrik alanlarinin
gerekli konfigiirasyonlarini elde ederiz. Bu durumda art1 mod lazerleme igin Ag_) =

A7) = C’l(+) = 0 kosulunu ve eksi mod lazerleme igin Ag_) = Ag_) = Cz(+) = 0 ko-
sulunu uygulariz. Bu hesaplamanin ayrintilar1 [30]’da bulunabilir. Ozdual spektral
tekil noktalar: tesbit ettigimizde, spektral olarak tekil sag ve sol dairesel polarize

E (z) alanlarini kolaylikla su sekilde olusturabiliriz.

E. (Z) — y_’_ (Z) eiﬁxtanel B (Z) =9, (Z) eiﬁxtane_

500 2000
A (nm)

Sekil 4.2: Hem art1 hem de eksi mod CPA’ye karsilik gelen cesitli gelis agilar1 igin, A
dalga boyunun kritik b, degerine bagimliligini gosteren grafik.

8 [ Plus Mode 8 K II I/ huz Mode ) B II Plus Mode
‘:__\_ L— = = MWinus M d_')l :_\_ | \—_ — = Mirus Mu»—:l:; : I', |\_._ = = Mimus Mml_'u).l
'= |l =20 e 6=20° 'e |\ 9=80
ul,” l A = 1000 nm ".’U \ A = 1400 nm f“ b A = 1400 nm
> |l EN S E
'\.__ 1 ) — Tre—
D R e D _______________________ 0 I S ————
0 500 0 500 0 500
L{pm) L{ym) Lipm)

Sekil 4.3: Cesitli gelis acilar1 ve dalga boylaria karsilik gelen TWSM levha kalinlig:
L’'nin bir fonksiyonu olarak kayip katsayis: biiytikliigiine ait grafikler. Gelis

acisin1 ve dalga boyunu artirmak, daha yiiksek kayip degerlerine yol acar ve
artt modu destekler.
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Boylece, Kerr ve Faraday donme agilars; z ¢ [0,1] igin 6k := (arg B (z) —arg E_(z)) /2
ve z € [0,1] i¢in 6F := (arg B (z) — arg E_(z)) /2 olarak bulunur. Burada arg ilgili
niceligin argiimanini belirtir. z < 0 ve z > 1 oldugunda, sistemin karsilikl1 tepkisi ne-
deniyle biiytikliik olarak esit olan Kerr donme agilarini 6x elde ederiz. Bu gozlem,
TWS sistemi ile elde edilen CPA lazerleri hakkinda énemli bir sonuca yol acar. Bir
TWS CPA olusturmak icin gerekli ve yeterli kosul, uygun fazlar ve biiyiikliiklerle
tam olarak Faraday acis1 6r'de polarizasyonlar kullanarak her iki taraftan da dalga
gondermektir [30-32]. Bu, normal bir lazerin zamani tersine ¢evirme simetrisi olan

CPA’nin ana fikrinden kaynaklanmaktadir [33—40].

Plus Mode Minus Mods — Pl Mode Minus Mode Plus Mode Minus Mode
4 J—

g (10 %em™)
[
'_]

A g 6

Sekil 4.4: Gelis agis1 'min bir fonksiyonu olarak kayip katsayisi biiytikligiine ait gra-
fikler. Burada " sembolii basit¢e 1” = 1°/3600 ile verilen Arksaniye’yi ifade
eder. Ac1 aralig1 artirildiginda desenler sikica yerlesim gosterirler.

4} — Plus Mode — Minus Mode

< _

&

Q

X

o

h

i P e I e
0’\ Il
3.4 3.5

2

Sekil 4.5: Art1 ve eksi CPA modlari igin, 8 gelen agisinin foksiyonu olarak kayip
degeri buytikliigi g'nin sematik gosterimi. Art1 ve eksi modlar 6 ~ 3.42" ve
8 ~ 3.46" agilarinda g ~ 1.17 x 10~ cm™~! kayip degerinde cakisir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, transfer matrisi yaklagimi ile bir TWSM anti-lazer (CPA) olusturma-
nin temellerini ortaya koyduk. TWSM'nin bilinen 6zelliklerini, Weyl diigiimlerinin
mevcudiyetinde manyeto-optik etkilerin var olmasi igin ilgili yiizeylerde Fermi yay-
larmin ortaya ¢ikmasina neden olacak sekilde kullaniyoruz. Weyl diigiimlerinin hi-
zalanmasi, bu manyeto-optik etkilerin TWSM levhasinda gerceklesen sagilmaya na-
sil tepki verdigini belirler. Elektromanyetik dalgalar Fermi yaylar1 olan bir ytizeye
diiserse, Maxwell denklemleri basit bilinen formda olur ve herhangi bir topolojik
terim icermez. Ayrica elektromanyetik dalgalar, bu tezde arastirdigimiz gibi Fermi
yaylar1 olmayan yiizeye maruz kaldiginda ilging bir durum ortaya ¢ikar. Bu durum,
birlestirilmis Helmholtz denklemlerine yol acan topolojik terimlerle Maxwell denk-
lemlerini indiikler. Bu birlestirmenin, genel bir TWSM levhasinin Kerr ve Faraday

rotasyonlarmin dogal 6zelligine atifta bulundugunu gozlemledik [50].

60 T . . :
Plus Mode. . Minus Mode
= - 3 . : . .
c(l)o . ’ : . '
=
o ] ] |
1377.99 1378.08
A(nm)

Sekil 4.6: Hem art1 hem de eksi modlara karsilik gelen A dalga boyunun bir fonk-
siyonu olarak go esik kayip buiytikltigtinii gosteren grafik. mavi noktalar art
modu, kirmizi noktalar ise eksi modu temsil etmektedir. A ~ 1378.0735 nm
dalga boyunda yer alan {ist tiste binen noktalar, ¢ift modlu konumlar: ifade
eder.



48

Tartismamaiz, sinir kosullar: oldukga etkili olacak sekilde transfer matrisi yontemini
gliclii bir sekilde benimser. Bir TWSM levhanin temel 6zellikleri, yiizeylerin etki-
siyle kendini gosterdiginden, bu yontem bu agidan oldukca dikkat ¢ekici hale gel-
mektedir.Calismamizda transfer matrisini bulduk ve bir TWSM levha anti-lazeri
olusturmaya yol agan 6zdual spektral tekillikleri elde ettik. Kerr ve Faraday rotas-
yonlar1 sayesinde tek boyutlu problemimizin iki boyutlu probleme doniistiigiinii
goriiyoruz. Bu da, art1 ve eksi modlarda anti-lazer (CPA) tireten etkin kirilma in-
dekslerine karsilik gelen iki modlu bir CPA sistemi verir. Bu farkli modlar, manyeto-
optik etkileri olan herhangi bir malzemede de gozlemlenebilen bir TWSM CPA sis-
temine 0zgiidiir. Bir TWSM levhasinin kesin kalici modlarinin (3.16)'daki 6zdual
spektral tekillik kosulu tarafindan verildigini bulduk. Ozellikle, artt mod kalicilik,
fi; nedeniyle ¢ift yonlii kalicilik ve fi_ nedeniyle sol tarafli kalicilik saglarken, eksi
modlu kalicilik, fi_ nedeniyle ¢ift yonlii ve fi; nedeniyle sol tarafli kalicilik saglar
[32] (Bakiniz, Sekil 3.2).

Bu modlarin kalic1 6zellikleri, sistem parametrelerinin optimal kontrolii ile elde edi-
lir. Eksi modu kaliciligr icin gerekli kayip degerinin her zaman art1 modu igin olan-
dan daha az oldugunu gordiik. Ayrica, eksi mod kalicilig: i¢in nispeten daha kiigiik
TWSM levha kalnhig: yeterlidir. Tek veya ¢ift modlu CPA’ya karsilik gelen gelis
acgilarinin kiiciik degisikliklere kars1 ¢ok hassas oldugu ve kesin kayip degerinin
ayarlanmasina bagh oldugu ortaya ¢ikmistir. Uygun kayip degerlerine sahip bazi
farkli acilar icin, Sekil 3.2’de goriildiigii gibi iki modlu anti-lazer (CPA) elde edi-
lebilir. Bu dikkat gekici 6zellik, Sekil 4.4’daki dispersiyon etkisi durumunda agikc¢a
goriilmektedir; dyle ki, sadece bazi1 6zel dalga boylar: ¢ift modlu CPA’ya neden olur.
Diger tiim parametreler sabitlendikten sonra, tek veya ¢ift modlu CPA yalnizca ayr1
dalga boylarinda gergeklesir. Dahasi, artan dalga boyu, kalan parametreler sabitlen-
diginde daha yiiksek Weyl diigimii ayrimlarina yol acar. Parametrelerin tiim bu
davranislar1 gbz oniine alindiginda, oldukga etkili bir TWSM levha CPA olusturu-

labilir. Bu optimal parametrelerin baz1 6rneklerini Tablo 4.1’de sunuyoruz [40].

Tezimizde bir TWSM levhasi kullanilarak bir CPA lazerin nasil olusturulabilecegini
gostermis olduk. Bir TWSM-CPA'nin gerceklestirilmesi igin, gelen tiim dalgalarin
levha icinde absorbe edilmesi gerektiginden, tiim optik kurulumun konfigiirasyo-

nunun ayarlanmasi gerekir. Bunun gerceklesmesi i¢in malzemenin igerisine bir ka-
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y1p ortami koymaliyiz, gelen dalgalarin tam fazini ve biiyiikliiklerini ayarlayarak
polarizasyon agisini (6zdual) spektral tekillik kosulu yardimiyla hesaplanabilen Fa-
raday donme agisina ayarlariz. Faraday doniis agisinin diizenlenmesi nedeniyle, bir
TWSM-CPA zorlayic olabilir. Bulgularimiz bu sorunu ¢éziiyor. Bu tezin sonuclari-
nin, somut bir TWSM-CPA'min gergeklestirilmesi i¢in deneysel girisimlere rehberlik

etmesini bekliyoruz [20].
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