SR T.C.
2 (\é ,Q g ISTANBUL UNIVERSITESI
%,@ FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZI

TOPOLOJIK SiGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY
PSODO-DUALITESI

Tiirker Tunay

Fizik Anabilim Dal

Matematiksel Fizik Programm

DANISMAN
Do¢. Dr. Mustafa Sarisaman

Agustos 2019

ISTANBUL




Bu calisma 12.09.2019 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Fizik Anabilim Dali Matematiksel

Fizik Programinda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Tez Jiirisi

Dog. Dr. Mustara Sarisaman (Danigman)
Istanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi

Nowa 1o~

Prof. Dr. Ekrem Aydiner Dog. Dr. Murat Tas
Istanbul Universitesi Altinbas Universitesi
Fen Fakiiltesi Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi



20.04.2016 tarihli resmi gazetede yayimlanan Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yonetmeliginin
9/2 ve 22/2 maddeleri geregince; Bu Lisansiistii teze, Istanbul Universitesi'nin abonesi
oldugu intihal yazilim programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii’niin belirlemis oldugu

oOl¢iitlere uygun rapor alinmustir.



ONSOZ

Bu calismay1 gerceklestirmemde katkist olan Dog¢. Dr. Mustafa Sarisaman’a, bu stresli
donemde bana anlayis gosteren esime ve ¢ocuklarima, anneme, gecen sene kaybetigim
babama, hayatim boyunca bana karsi iyi niyet beslemis ve bana bir seyler katanlara, bugiin
oldugum yere gelmeme katki saglamis olan gelmis ge¢mis tiim insanlara, 6zellikle de bilimi
bu noktaya ulastiran tarihteki tiim bilim insanlarina tesekkiir ediyorum.

Agustos 2019 Tiirker Tunay

iv



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ ..cueeeeeeeeeeeceeeesreeeseeeseeeseessssesssseesssesssssessssessssessseessssessssessssesssssessnes iv
ICINDEKILER ......uuvviiitiieiitreeniieeesnreeessneeessssesssssesessssessssssssssssesessssessssssens vi
SEKIL LISTESI ...eeeettiiiitieicitieecteecceecccreesssseessaesssseessssassessesssssasssssessssasssnnes vii
SIMGE VE KISALTMA LISTEST ....ccccitiiiitieieieeceteeeeeeeeeneeecrneeeesseeeessesesnns viii
OZET ..eeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeaeseessseeeeessassessssesesssssssssssssessssasesssssessssssasessssasssnns X
SUMMARY coiiiiiititietetecececocecesersssssscscscscacscsssssssssssssssssscssssessssssssssssssssssassssses xii
L. GIRIS coveeeeeeeeiiieecieeeetteecetreeeareeesssseesssseessssseesssssessssssesssssessssssessssseesssnns 1
2. GENEL KISIMLAR .....cccceeittteeeirueeeeenrseeeeessaseeeesssasesesssssessssssssssssssssssssaseens 4
2.1. ALAN TEORISI METODLARI ........ccccviiiiiiiiiiieiiee e, 4
2.1.1. Enerji- Momentum TensOrill .........cueuniiniiniiiiiiiiinieiee e 11

3. MALZEME YONTEM .....cccecoiuiiiereeeeerneeeeesssesessssseesssssessssssesssssssssssssssssssees 13
3.1. SIGMA MODEL SIMETRILERI .......ccccooooiiiiiiiiiiiiii e, 16
3.1.1. Klasik Sigma Modellerinde Konformal Degismezlik .................c..ceeveenninn. 16
3.1.2. Sigma Modellerinde Kuantum Konformal Simetri .................c.coooiiinn. 20
3.1.3. Hilbert Uzay1 ve Virasoro Cebirl ...........coeeviviiiiiniiniiiiiieiieieeeeieennenn. 22
3.1.4. WZW Modelinde Konformal Simetri .............cccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieceennn 26

4. BULGULAR ....oooeeeteeeeeeteeeeeseeeeeeseeseesssesesssssssessssssessssssssssssssssesssssssssassens 30
4.1. KLASIK SIGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY PSODO-DUALITEST ...... 30
4.1.1. Sigma Modellerinde PsOdo-dualite ..............ccoevinviiiiiiiiiiiniiiiieieieieeenen, 31

4.2. TOPOLOJIK SIGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY PSODO-DUALITESI 38

4.2. 1. BRST STMELIIST weuevniiniineiieiie ettt e ettt et ei e eans 38
4.2.2. Topolojik Sigma MOdelleri .........cceiuviiiiiniiiieieeiie e 42
A4.2.30 A-MOACIL .uieniie e 45
O S S Y (0[5 § PP 47
4.2.5. Kéhler Geometrisi ve Topolojik Sigma Modelleri ...............coccoeevivinnnnnenn. 49

4.3. TOPOLOJIK SIGMA MODELLERINDE PSODO-DUALITE ..........ccccceuenne.. 52
5. SONUCQ ouiiiiiiiiiitiiiiiiiiiiiiitiiiittittittttsitastestestessessesssssssassassessessessesssssssass 58



KAYNAKLAR

OZGECMIS ..

vi



SEKIL LISTESI

Sayfa No

Sekil 3.1: Bu grafik bir sigma modeli eslemini gosteriyor. ¢ evren yiizeyi X’y1, M hedef uzayina
yerlestiriyor ve M lizerindeki yerel koordinatlar1 gosteriyor. Burada 7 ve ¢, X’nin yerel
KOOTdINatlaridir. ........oouuiinii et 15

Sekil 4.1: Tki sigma model arasindaki psodo-dualite iligkisini gosteren grafik. ........................ 31

vii



SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

z

THY
8ij

Sa
~.

S

GN
I
Ad(L)

l
Ry

Kisaltmalar

WZW
OPE

dim M
BRST

Aciklama

: Lagranjiyan fonksiyonu

: Kismi tiirev

: d’deki degisim

: Determinant

1z

: Jacobian matrisi

: Aksiyon fonksiyonu

: Akim yogunlugu

: d boyutlu integral Olciisii
: Boliisiim fonksiyonu

: Yik operatorii

: Enerji-momentum tensorii
: Metrik tensorii

: Antisimetrik 2-form alam
: Manifold

: Torsiyon

: Evren uzayi1 koordinatlari
: Christoffel sembolii

: L’nin adjoint operatorii

: Egrilik Tensorii

: Psodo-dual manifold

Aciklama

: Wess-Zumino-Witten

: Operator carpim agilimi

: M’nin boyutu

: Becchi-Rouet-Stora-Tyutin

viii



OZET

YUKSEK LISANS TEZi

TOPOLOJIK SIGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY PSODO-DUALITESI

Tiirker Tunay

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal

Damsman: Do¢. Dr. Mustafa Sarisaman

Iki boyutlu topolojik sigma modellerinde gecerli psédo-dualite iliskileri incelenerek, bu
tiir bir iligkinin varhig1 icin yeter ve gereklilik kosullar1 elde edilmistir. Bu dogrultuda,
konuya hazirlik olarak klasik ve kuantum konformal simetriler gézden gecirilerek bunlarin
etkilerinin olusturulmasi diisiiniilen dualite iligkilerinde goriilmesi saglanmistir. Hedef-uzay
psodo-dualite iligkilerini analiz ederken Cartan geometrisinin sonug {iizerindeki etkili
giicii kullamilmistir. Bu amagla ortonormal diizlem yaklagimi benimsenmis ve Cartan
diizlemindeki biitiin yapilar psddo-dualite doniisiimlerinin etkisini godzlemlemek igin
evren-ylizeyine geri c¢ekilmistir. Topolojik bir sigma modeli, iki boyutlu siipersimetrik
bir evren-yiizeyinden hedef-uzayr Kéhler manifold olan bir uzaya eslem seklinde
tanimlandig1 i¢in teoriyi N=1 siipersimetrik sekle indirgeyerek analizimizde ilgili kirallik
derecelerini kullandik. Buldugumuz sonuglar 15181nda, iki topolojik sigma modeli arasindaki
psodo-dualite iligkisi hareket denklemlerinin ¢oziimlerinin birbirlerine eglestirilmesi ile
elde edilmistir. Bu durumda, psddo-dualite ifadelerinin sadece hedef-uzay torsiyonlarinin
yok olmasi ve egriliklerin de sabit ve birbirinin zit isaretlisi olmasi durumunda ortaya
cikabilecegini bulduk. Bu sonug, psddo-dual modellerin hedef-uzaylarinin ancak dual
simetrik uzay1 olmasi ile miimkiin olmaktadir. Bu da bize klasik anlamda dualite iligkileriyle
bir baglantis1 olabilecegini gostermektedir. Bu tezde gosterildigi gibi, psddo-dualitenin
topolojik sigma modellerine uygulanmasi durumunda, normal bir topolojik alan teorisinde
bulunan ayna simetrisi ile esdeger sonuglar elde edilecektir.

Agustos 2019, 76 sayfa.
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TARGET-SPACE PDEUDO-DUALITY IN TOPOLOGICAL SIGMA MODELS
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We discuss pseudoduality relations applicable to two dimensional topological sigma models
and construct necessary and sufficient conditions for their existence. We outline the classical
and quantum conformal symmetries for warming-up to the preliminary discussion of the
subject, and see their effects in establishing our desired duality expressions. We use
the power of Cartan geometry in analyzing our target space pseudoduality expressions.
For this purpose, orthonormal coframing approach was adopted and all structures were
pulled-back to the world-sheet to observe the impact of pseudo-duality transformations.
Since a topological sigma model is based on two dimensional N = 2 supersymmetric world
sheet which i1s mapped to the Kihler manifolds on target space, we reduced our theory to
the N=1 supersymmetric one and use the corresponding conventions in the relevant chirality.
In view of our findings, we show that pseudoduality between two topological sigma models
could be established by means of the solutions of equations of motions which are mapped
to each other. We find out that pseudoduality expressions exist only if the corresponding
torsions of the target spaces vanish, and curvatures are constant and opposite to each other.
This result amounts that target spaces of the pseudodual models are dual symmetric spaces
which are remarkable in the sense that this transformation is geometrically produces the
classical duality relations in the literature. The specialty of pseudoduality applicable to the
topological sigma models appears in the equality of pseudoduality relations to the mirror
symmetry in regular topological field theory.
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1. GIRIS

Simetri kavrami fiziksel teorilerin anlasilmasinda oldukca dnemli bir role sahiptir. Tarih
boyunca insanoglunun bilimsel siire¢ sonunda edindigi birikimle giiniimiizde artik herhangi
bir fiziksel teorinin igeriginin ne derece onemli oldugu ve neleri kapsadigim1 gérmenin
en 1yi yolunun teorinin arka planinda bulunan simetrilerin meydana ¢ikarilmasinin yattig1
bir gercektir. Dolayisi ile simetrilerin anlagilmasi bir teorinin anlagilmasinin en 6nemli
kosuludur. Her fiziksel teoriyi ayri ayri irdeleyerek kendine has simetri 6zelliklerini ortaya
koymak miimkiin olabildigi gibi aym1 zamanda da yorucu bir istir. Bunun yerine biitiin
fiziksel teorilerin ortak bir cati altinda toplandig1 bir model ele alarak bu modele ait
simetrilerin anlasilmasi bizler i¢in oldukc¢a faydali ve kolaylastirici bir zemin hazirlayacaktir.
Biitiin fiziksel teorileri ortak ¢atist altinda toplayan bir model olarak sigma modelinin varlig

bizim icin simetrilerin anlagilmasini saglama agisindan bir sanstir.

1960 yilinda ilk ortaya ciktig1 andan itibaren sigma modeli biitiin fiziksel teorilerin temsil
edilebildigi bir rol model olarak bizim ic¢in oldukca dnemli bir ¢calisma sahasi olmustur. [1]
Bu yiizden giiniimiizde sigma modelinin calisilmadig1 hemen hemen hig bir fiziksel alan yok
gibidir ve basta sicim teorisi, siipersimetrik ve gravite teorileri olmak iizere katithal, yogun
madde ve kuantum optik teorileri gibi bir ¢ok fizik alaninda yogun uygulamalar: vardir. [2-5]
Acik bir sekilde anlasilmaktadir ki sigma modellerindeki simetrilerin anlagilmasi s6z konusu

teorilerin bircok bilinmeyen yonlerinin daha iyi anlagilmasina yardimci olacaktir.

Diger taraftan modern fizik biliminin ilk ortaya ¢ikti§1 zamanlardan itibaren her fizik¢inin
diisiincesi ve ortaya koymaya calistif1 ideali biitiin fiziksel teorilerin tek bir cati altinda
toplanabilmesini saglamaktir. Ozellikle 20. Yiizyilin ortalarindan itibaren bu konuda yogun
calismalar olmus ancak heniiz nihai olumlu bir sonug¢ elde edilememigstir. Bunun en
biiyiik sebebi de fiziksel teorilerin icerdigi simetri 6zelliklerinin tam olarak anlagilamamaig
olmasidir. Genel yaygin diisiince sudur ki en son elde edilecek birlestirilmis bir
fiziksel teoride biitiin simetrilerin olmast gerekmektedir. Bunun i¢in ¢ok sayida calisma
gerceklestirilmis ve bunun neticesinde yeni bir cok fiziksel teoriler ortaya cikmistir.
Ozellikle grup teorisi, siipersimetrik teoriler ve cesitli dualite iliskileri bu amagla &ne ¢ikan

orneklerdir.[6, 7]



Bir teorinin sahip oldugu simetri sayisi, teorinin ingsa edildigi boyut sayisina bagh
olarak degismektedir. Simetri sayisinin en zengin oldugu boyut sayisi, iki boyutlu uzay
zamanda kendini gostermektedir. 1ki boyutlu uzayda sonsuz sayida simetrinin var oldugu
anlasilmaktadir. [6, 7] Dolayis1 ile zengin simetrinin var olmasi fiziksel modellerin iki
boyutta incelenmesini oldukca popiiler hale getirmistir. O halde iki boyutta tanimli olan
bir fiziksel teorinin sahip oldugu simetriler nelerdir ve bunlar1 nasil anlayabiliriz? Bunun
cevabini bulabilmek i¢in 6zellikle son 20-30 yildir teorik fizik¢iler oldukca yogun ¢aligmalar
gerceklestirmisler ve bu sonsuz sayida simetrilerin lokal simetriler yoluyla veya dualite
iligkileri yoluyla anlagilabilecegini diistinmiislerdir. [6, 7] Dolayis1 ile bu amacla cok
sayida dual simetrik modeller ortaya konulmustur. Onermis oldugumuz bu tezde biz de
topolojik 6zellige sahip bir sigma modeline ait dualite iligkilerine degisik bir bakis agis1
getirerek sigma modelinin evren-yiizeyinde gerceklestirilebilen psodo-dualite modeli ortaya
koymaktay1z. Psodo-dualite iliskisi bilinen dualite iliskilerinden oldukga farkli bir anlayisa
sahiptir. Normal dualite iligkileri on-shell ifadelerdir ve standart kanonik formalizme
uygunluk saglarlar. Bu yiizden mevcut teoriye ait Hamiltonian degerini korumaktadir. Bu tiir
dualite iligkileri hedef uzayda gerceklestirilir ve klasik anlamda kanonik doniisiimler sekline
indirgenebilmektedirler. Ancak anlasildigi kadariyla bir hedef uzay dualite iligkisinde, iki
farkli manifold iizerinde tanimlanan sigma modelleri aslinda bir biitiiniin parcalar1 olacak
sekilde daha iist cercevede biiyiik bir manifoldun iki ayr1 parcasi gibi davranirlar. Bu sonug

oldukga ilgingtir ve dualite yontemlerine farkl bir bakis agis1 sunmaktadir. [8—13]

Diger taraftan bir psddo-dualite iligkisi hedef uzaydan ziyade evren-ylizeyi lizerinde
tanimlidir ve bilinen standart dualite iliskilerinin aksine Hamiltonian’1 degil stres-enerji
tensoriinii korur. Bu yiizden bu tiir sozde dualite iligkilerine off-shell dualite iligkileri
denir. [12] Bu yeni dualite yaklagimi iki boyutta gerceklestirildigi icin o6zellikle iki
boyutta bir fiziksel modelin simetrilerinin daha iyi anlagilmasini saglar. Son yapilan
calismalarla anlasilmistir ki bir psodo-dualite iligkisi aslinda bilinen dualite iliskilerini
de icinde barindiran bir iist cati modeli kurar. Bu sekilde bilinen dualite iligkilerini
psodo-dualite iligkileri cinsinden ifade etmek miimkiindiir. Bunun en iyi bilinen 6rnegi
T-dualitenin psodo-dualite iliskilerine izometri kogsulunun koyulmasi ile elde edilebildiginin

gosterilmesidir.[14]

Bu tezde bir topolojik sigma modeli ele alarak bu modeldeki psodo-dualite iligkileri

ortaya konulmustur. Topolojik sigma modelleri 6ziinde + ve — burulma yontemleri ile A-



ve B-modeli sekline indirgenerek bu iki farkli modeller arasinda ayna simetrisinin var
oldugu goriilmiistiir. Tezimizde buldugumuz sonuglarla A- ve B-modeli arasindaki bu ayna
simetrisinin psddo-dualite iligkileri ile kolaylikla anlagilmasi amaclanmistir. Bu sekilde
iki boyutta ortaya ¢ikan sonsuz sayida simetrinin daha iyi anlasilmasina onemli bir katki

saglanmig olacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. ALAN TEORISI METODLARI

Bu boliimde, alan teorisinin simetrilerin onemini vurgulayan temel konularmi godzden
gecirecegiz. Toplu olarak & ile gosterilen alan kiimesini géz oniinde bulunduralim. x ile
gosterilen, @’ye ve ®’nin birinci tiirevlerine bagl olan ve d boyutlu bir uzay-zaman iizerinde

tanimlanan aksiyon fonksiyoneli su sekilde gosterilir:

S:/ddxcf(tb,&u@) @1

Uzay-zamandaki bir doniisiim, hem uzay-zaman koordinatlarina, hem de alanlara asagidaki

kurallar dogrultusunda etki eder:

x—=x

d(x) - @' (¥) 2.2)

Bu doniisiimde yeni pozisyon x’, x’in bir fonksiyonu olur ve x”’ye bagli olan yeni alan @' de

x’e bagl olan alan @ alaninin bir fonksiyonu olur.

?'(x) = 7 () 2.3)

Uzay-zamandan, bir M hedef-uzaymna (® : RY — .#) eslemi ile tammli olan &,
(2.3) doniigiimiinde iki sekilde etkilenir: Bunlar ilk olarak @ = .%(®) fonksiyonel

degisiminden dolay1, ikinci olarak da bagimsiz degisken x — x’ degisiminden dolayidir.



Aksiyon fonksiyonelinin (2.3) doniisiimii etkisiyle degisimi, ®(x) fonksiyonun yerine ®'(x)
fonksiyonun yerlestirilmesi ile elde edilir (Burada her iki durumda da bagimsiz degiskenin x

olduguna dikkat edilmesi gerekir.). Bir bagka deyisle, yeni aksiyon sOyle olur:

S = / dlx Z2(@(x), 9, @' (x))
_ / 4l £ (@ (), 0,0 ()

_ / 4 L (F(®(x)),d,F (®(x)))
= /ddx o

v
2 (P, (5
Bu denklem, yeni doniistiiriilmiis aksiyonu genel olarak gosteriyor. Sonsuz kiiciikliikteki

8_x’
ox

) 8VF(CI>(x))> 2.4)

doniisiimiin aksiyon iizerindeki etkisini gérmek i¢in asagidaki doniistimleri kullaniyoruz:

u
B = xH —+ @y, Ox
0w,
o() <I>(x)+a)a68—(i(x) 2.5)

Burada @, birinci dereceye kadar sinirlanmig sonsuz kiiciikliikteki parametreler kiimesidir.
Ayni1 noktadaki sonsuz kii¢iikliikteki doniisiim icin, bir simetri doniisiimiiniin operatorii G’ y1

sOyle tanimlariz:

SP(x) := ' (x) —P(x) := i0,G,P(x) (2.6)

Bunu goz 6niinde bulundurarak @, birinci dereceye kadar olmak iizere, bu tanimi (2.5)

denklemi ile bagdastirabiliriz:



OF
@' (x) = CD(x)-l—a)as—wa(x)
OxH OF (x')
= O(x) - 0= uP(X)+ o 2.7
()~ g () + 0 g @7
Dolayisiyla, jeneratoriin agik ifadesi soyle olur:
oxH OF
Go® = —9,P(x) — 2.8
ta Sw, " () Sw, (2:8)

(2.5) denkleminden faydalanarak (2.4)’te verilen sonsuz kiigiikliikteki aksiyon iizerindeki

etkisini bulabiliriz:

ax"v OoxH
LA (7> 2.9)

Bu matrisin determinanti, yukaridaki formiile gore birinci dereceye gore hesaplanabilir:

det(1+E) ~ (1+TrE) (kiigiik olan herhangi bir E matrisi i¢in) (2.10)

Buradan sunu elde ederiz:

(2.11)

Jacobian matrisinin tersi, birinci dereceye kadar basit¢e doniistiirme parametresinin isaretini

degistirerek elde edilebilir.



dx" v oxY
on = % a“<w“6_wa)

(2.12)

Déniistiiriilmiis S’ aksiyonu, onceki adimlarin yardimiyla soyle yazilabilir:
y ylasoyle'y

dxH OF
r_ d Vo
S _/dx{l + a“awa] xz[cp+ w“éa)a’[é“

du (wa

Ox
)

2.13)

Aksiyonun 6§ = S’ — S degisiminin ®, tiirevi igermeyen terimleri icerdigini goriiyoruz.

Eger aksiyon, yiiksel dereceli doniisiimler altindaysa, bunlarin etkisinin dnemsiz oldugunu

goriiyoruz. O zaman &S, @, nin sadece Lagrangianin genigletilmesiyle bulunan birinci

tiirevlerini icerir. Boylece:

Burada j& soyle tanimlanmustir:

v
u_ [0F 54 sug] 8 8L F

Ja = 19(3,®) S0, (9, s,

(2.14)

(2.15)

j¥, sonsuz kiiciikliikteki doniisiimle (2.5) baglantili akim olarak adlandirilir. Parcalara gore

integral aldigimizda su sonucu elde ederiz:

55 = —/ddx ity @,

(2.16)

" OF
o )| |32+ o (5

)



Buradan Noether teoremini elde ederiz: Eger alan konfigiirasyonu klasik hareket
denklemlerine uyuyorsa, aksiyon alanlardaki degisimlerden etkilenmez ve sabittir. Bagka
bir deyisle, 4S tamamen uzay-zamana bagli olan @,(x) parametreleri uygulandiginda yok

olmalidir. Bu bizi korunum yasasina gotiiriir:

uj* = 0 (2.17)

Kelimelerle ifade edecek olursak, biitiin siirekli simetriler (2.5) denkleminde verilen ve klasik

fizikteki anlamiyla korunumlu bir akimin varli§ina isaret eder.

j¥ ile baglantili korunumlu yiik olan i, jt nim zaman bilesenidir ve d¢~!x tamamen uzaysal

integrasyon Olciisii olmak iizere

Q4 = /dd‘lxj;) (2.18)

Klasik fizige gore, siirekli bir simetri altindaki aksiyondaki degisim, bir korunumlu akimin
varligin1 gosterir. Kuantum seviyesinde, ana calisma konusu korelasyon fonksiyonlaridir ve

stirekli simetriler bize farkli farkli korelasyon fonksiyonlari ile baglantili sinirlamalar getirir.

Simdi yine denklem (2.2)’de gosterilen tipteki bir doniigiim altinda degismez olan bir S(P)
aksiyonuna sahip olan bir & alanlar1 kiimesini diisiiniin. Z vakum fonksiyoneli olmak iizere,

genel korelasyon fonksiyonunu goz 6niine alalim: !

(®(x1)...D(xy)) = % / [dD] D(x;)...D(x,)e S (2.19)

Aksiyon ve fonksiyonel integrasyonun ol¢iisiiniin (2.2) doniisiimiiniin simetrisinin sonucu; F

alanin doniisiim altindaki fonksiyonel de8isimini gosteriyorsa denklem (2.3)’te oldugu gibi,

1 Burada korelasyon fonksiyonunun i¢indeki alanlar zaman-siralidir, bundan dolayu iistii kapali bir sekilde zaman-siralayic
operator gereklidir. Zaman siralamasi goreceli olarak kiiciik zamanlarin saga gelmesini gerektirir.



asagidaki gibi olur:

(@(x))...@(x,)) = (F(P(x1))...F (P(xn))) (2.20)

Bu esitligin gosterimi dogrudan bu sekilde yapilabilir:

(®(X))...@(x})) = %/[dq’]q)(ﬂ)-..cp(x;)em}
N % / 4D (). @' (x)) ¥
— %/[dq)]F((D(xl))...F(d)(xn)>es[d>]

= (F(®(x1))...F(P(x,))) (2.21)

Aksiyonun ve korelasyon fonksiyonun ol¢iisiiniin, doniisiimiin simetrileri Ward 6zdeslikleri
ile ifade edilir. Bunu gostermek icin oncelikle sonsuz kiiciikliikteki doniisiim, jeneratorler

cinsinden asagidaki gibi ifade edilir:

' (x) = D(x) — i0,Ga(P(x)) (2.22)

Burada, w, sonsuz kiiciikliikteki, sabit parametreleri gosteriyor. (2.19) ile verilen korelasyon
fonksiyonunda , su anda @, nin bir fonksiyonu olan x’i kullanarak, yukaridaki sonsuz
kiiciikliikteki doniisiim seklinde fonksiyonel integrasyon degisikligi yapiyoruz. Degisimi
denklem (2.16)’da verilen bu aksiyon, yerel bir doniisiim altinda degismez degildir.
Korelasyon fonksiyonundaki alanlarin ®(x;) - - - ®(x,) dizilimini X ile ve bunlarin doniisiim

altindaki degisimini 80X ile gosterirsek agagidaki ifadeyi yazabiliriz:

o) = 1 [l sx)esei sttt @23
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Burada yine fonksiyonel integrasyon olgiisiiniin yerel doniisiim (yani d®' = d® gibi)
altinda degismez oldugunu varsayiyoruz. Yukaridaki denklemi @,’da birinci dereceye kadar

genisletirsek asagidaki sonuca ulasiriz:

6X) = [ dxdu(jt X)) (2.24)

0X degisimi agik¢a su sekilde ifade edilebilir:

5X = —ZZ +Ga®(xi) - - D(xn)) @a(xi)

_ —z/dx 0a(x) YA (1) - - - Gu®(x7) - - - D(20) } 6 (x — x,) (2.25)

Denklem (2.24) sonsuz kiigiikliikteki @, (x) parametresi i¢in gegerli oldugundan, asagidaki

bagintiy1 yazabiliriz:

a%(iﬁf(x)q’(xl) Xn) =—lZ5x X D(x1) - Ga®(x;) - - P(x))  (2.26)

(2.25)’te verilen Ward 6zdegliginin tiim x; noktalarini iceren bir uzay-zaman bolgesi iizerinde

integralini aliyoruz. Denklemin sol tarafinda sifira giden bir yiizey integrali elde ederiz:

L dsu i )) +-() @27)

Hiper-ylizey sonsuza giderken ¥ integrali degismez ve dolayisiyla bu integral sifir olur.
Ayrica, diverjans dy (jh X), x; noktasindan uzaklagtikca sifira gider ve korelator (i X)
hipotez geregi x — oo iken tatmin edici bir hizla sifira gider. Denklem (2.26) nin sag tarafi

icin sunu ¢ikarabiliriz:
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S(®(x1) - B(xn)) = —iwaf@(xl)eacb(x,-)---cp(xn)> ~0 (2.28)
i=1

Diger bir deyisle, sonsuz kiiciikliikteki doniisiim altindaki bir koleratoriin degisimi sifira

gider. Bu aslinda basit¢e denklem (2.21)’in sonsuz kiiciikliikteki versiyonudur.

Ward 06zdesligi korunumlu yiikiin, kuantum durumlarinin Hilbert uzayindaki simetri

doniistimlerine ait jeneratorii olarak tanimlanmasini saglar:

Qu = / dx jO(x) (2.29)

Operator formalizminde su ifadeyi yazabiliriz:

[Q4,P] = iG,P (2.30)

Bir bagka deyisle, korunumlu yiikk Q, operatdr formalizminde sonsuz Kkiiciikliikteki
simetrinin jeneratoriidiir. Tabii ki, Euclid uzayinda 6zdeslikler genellikle korunur. Minkovski
uzay-zamanini elde etmenin kolay bir yolu, zaman-gibi bir vektor bileseninin integrasyonu

oldugu i¢in, Q’nun yerine —iQ’yu koymaktir.

2.1.1. Enerji- Momentum Tensorii

Bu alt boliimde, gecen boliimiin genel sonuglarini bir teorinin degisimine Oteleme
ve donmeye (veya Lorentz doniisiimleri) bagh olarak uygulayacagiz. Oteleme
degismezligiyle baglantili olan korunumlu akim, bilesenleri yogunluk ve aki yogunlugu olan
enerji-momentum tensoriidiir. Bu tezde, konformal simetrinin sonuglari, enerji-momentum

tensorii ile Ward 6zdeslikleri cinsinden ifade edilecektir.

Sonsuz kiigiikliikteki x’* — x* + e 6telemesi, koordinat ve alanlarda agagidaki degisimleri
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igerir:

8 5d

> 2.31)

Sonug olarak, bu dtelemeleye denk gelen kanonik ve korunumlu akim s6yle olur:

0¥
uv o uv \
T! n $+a(a“ >a o (2.32)

Burada korunum kurali d,, THY = 0 seklinde olur. Korunumlu yiik dért-momentumdur.

P = / 415 OV (2.33)

Enerji de Hamiltoniyenin genel tanimidir ve soyle olur:

0.7 .
PP = - 2.34
d x{aq) .,2”} (2.34)

O halde, bir P, korunumlu yiik operatoriiniin, (2.30) denklemine gore Oklidyen zamandaki

etkisi sOyle olur:

[Py, ®] = —9,@ (2.35)

Gergek zamanda bu iliski, [Py, ®] = —id, P sekline doniisiir ki, bu da aligilmis kuantum

mekaniginde momentum ile x’e bagli operatoriin iyi bilinen komiitatoriidiir.
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3. MALZEME YONTEM

Topolojik bir sigma modelini elde almadan 6nce klasik bir sigma modelini diisiinelim. Iki
boyutlu bir manifold ) ’dan n boyutlu bir M hedef uzayina tanimlanan bir {¢ } eslemi i¢in iki

boyutlu ve lineer olmayan klasik bir sigma modelinin [15] sahip oldugu aksiyon sdyle olur:

1 iy . WY
S = —z/Zdzgx/z[h“awlamfgu(cb)+e“V8u¢’av¢fbfj<¢>1 G-

Burada M hedef uzay: su sekilde tamimh bir eslem ile de gosterilebilir:

0:X M (3.2)

¢ fonksiyonu yerel olarak ¢'(c) fonksiyonlariyla tanimlanmistir ve bu da M’in ¢’
reel koordinatlarinin Y ’nin (7,0) ile tamimlanan reel koordinatlart c*’ya bagli olmasini
gerektirir. Notasyon kolaylig1 agisindan yunan harflerini evren yiizeyi koordinatlari i¢in, latin
alfabesi harflerini ise hedef uzay icin kullanacagiz. i indisi, M’ nin boyut sayis1 olan n’e
kadar deger aliyor. Hedef manifold M alan-bagimli bir metrik olan g ve 2-form potansiyel
alan1 olan b’ye sahipken X’nin metrigi & = |det(hyy)| iken hyy’diir. b potansiyeli sadece
yerel olarak tanimladir ve global olarak da 3-form H ile H = db seklinde tanimlanir. Hareket
denklemleri, sadece 3-form alan torsiyonu olan H’ye bagli oldugu ile rahatlikla gosterilebilir

ve asagidaki sekilde gosterilen denklemle belirgin bir sekilde bulunur:

9*9" = [e"VHy;— WV 0u9"0v (3-3)

Burada, 0% = o* du = h*Vdy dy’dur. Burada sinir terimlerini ihmal ediyoruz. Genel olarak,
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hyy metriginin Lorentz isareti vardir ve g;j(¢) ve b;j(¢) nin bilesenleri de reeldir. Bu
aksiyonun cevresel integralde (Wick rotasyonu tarafindan elde edilen) kullanilan 6klidyen

versiyonu asagidaki gibidir:

S = _;; d>oV/h[h"Y 9,90y ¢ gij(9) +ie"¥ 99y ¢ bi;(9)] (3.4)

Y

Burada A"V bir 6klidyen isaret metrigidir ve Xz de Oklidyen evren yiizeyini sembolize
eder. b’yi igeren terim tamamen imajiner oldugu i¢in, aksiyon karmasik olur. Hem Lorentz
hem de Wick-dondiiriilmiis durum i¢in eger H bir integral kohomoloji sinifin1 temsil eden
evrensel-tanimlanmis 3-form H € G°(H) ise kuantum teorisi belirgin sekilde tanimlanmis
olur. Bu, geometrik olarak her koordinat yamasi @, ’da egrilik yaricapt H ve baglantisi b
olan bir gerbe oldugunu gosterir. Yol integrali icin, e§er Hp(M) sifirdan farkl ise, H’yi
belirtmek uygun degildir, onun yerine b secimi yapilmasinda fayda vardir. O zaman b’yi

iceren terim

2 [ (b) (3.5)

bir gerbenin evren yiizeyinin yerlestirilmesinin iizerindeki holonomiyi tanimlar.

Oklidyen isareti icin, hyuv ile birlikte gercek aksiyon (2.36) bir oklidyen isaret metrigi
olarak goriilebilir. Aksiyonun belirgin bir sekilde tanimlanabilmesi i¢in, b evrensel olarak
tanimlanmig bir 2-form olmalidir. Bununla beraber, alan denklemlerinin belirgin bir sekilde
tanimlanabilmesi i¢in H belirgin tanimlanmigs bir 3-form olmali ki herhangi bir 3-form H

icin bir klasik teori var olabilsin.

Sigma-modellerinin genelde yiiksek enerji fiziginde degerlendirilen diger QFT’lerden
ayrildig1 durumlardan biri, kinetik terimin Oniindeki katsayimin alanlara bagli olmasidir.
Bu 6zelligin, n-noktali korelasyon fonksiyonlarinin veya operatdr ¢arpimi agilimlarimin

beklenen kisa-mesafe davraniglarini degistirebilir olmasi, bu modelleri ilging kilar.

Sigma modellerinin Weyl degismezligiyle birlikte difeomorfism degismez oldugu literatiirde
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Sekil 3.1: Bu grafik bir sigma modeli eslemini gosteriyor. ¢ evren yiizeyi X’y1, M hedef
uzayina yerlestiriyor ve M tizerindeki yerel koordinatlar1 gosteriyor. Burada 7 ve o,
¥ nin yerel koordinatlaridir.

acikca belirtilmisir.[16]

Sigma modellerine genellikle G grup manifoldlarinda rastlanir. Bu durumda sigma modeli

aslinda bir Wess-Zumino-Witten Modeli, WZWM,[17] olur ve aksiyon da asagidaki gibi

gosterilebilir:
S =S +TI (3.6)
Burada S
1 2 —1lyu,  —1
Sy = _é_l/d o Tr(g "d"gg " dug) (3.7)

olarak verilir. I ise WZ terimidir ve su sekilde gosterilir:
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I = /dSysaﬁyTr(aag_lg(?ﬁg_layg) (3.8)

Bu gosterimde 77, izi, g alan1 ise g : ¥ — G ile tanimlanan eslemlemeyi gosterir. Burada X’y1
iki boyutlu Minkowski uzay1 ve G’yi de genellikle Lie grubu i¢inde deger alan grup degerli
hedef uzay manifoldu olarak aliyoruz. Burada Sp’1n WZW modelinin tanimlandig1 bolgenin
sinir1 iizerinde tanimlandigini ve I'-teriminin de Wess-Zumino (WZ terimi) olarak bilinen ve
kendisine denk gelen balk-uzay kopyasini tanimliyor. WZ-terimi olmazsa model dl¢iiye gore
degismez bir model olmayacagindan eksik kalacaktir. WZ-terimi Olciiye gore degismezligi
garantilemek ve agsagida gorecegimiz gibi konformal degismezlik i¢in de gereklidir. Bu terim

modelin gemetrisine baglidir ve teorininin i¢inde bulundugu uzayin topolojisini belirler.

3.1. SIGMA MODEL SIMETRILERI

Bu boliimde iki boyuttaki sigma modellerinin klasik ve kuantum konformal simetrilerini
gosterecegiz ve onlart WZW sigma modelleri kullanarak Lie cebiri degerli alanlara
genelleyecegiz. Klasik konformal simetriler sadece holomorfik ve antiholomorfik bilesenleri
var olan bir stres-enerji tensoriinde yeralirken, kuantum konformal simetrileri korelasyon

(Green) fonksiyonlari ile ¢ikarilan Ward 6zdesliklerinin varliiyla gosterilir.

3.1.1. Klasik Sigma Modellerinde Konformal Degismezlik

Klasik simetriler, aksiyon fonksiyoneli iizerinden gosterilir ve bunun sonucunda akimlar
[18-21] cinsinden klasik korunumlu nicelikler elde edilir. Bilindigi iizere, iki boyuttaki
konformal simetri Cauchy-Riemann sartlarinin saglaniyor olmasinmi gerektirir ve bizim
holomorfik ve antiholomorfik koordinatlarin [21, 22] ayrilabilme 6zelligini kullanabilmemizi

saglar.

Evren yiizeyi diizlemindeki 7 = (7,0) koordinatlarini 4, metrik tensoriiyle beraber ele
aliyoruz ve n* — &HM(m) koordinat doniisiimiinii yapiyoruz. Boylece, metrik tensoriin

doniisiimii agsagidaki gibi olur:
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"o ()

Metrik tensorii, konformal eslem icin agagidaki baginti yoluyla bir konformal simetri saglar:

h;w(g) = A(7)hyy(7) (3.9)

Bundan dolayi, konformal simetri kosulunun analitiklik i¢in karmasik Cauchy-Riemann

kosulu olarak bilinen sonucu iirettigini gosterebiliriz:

2&(z,2) =0 (3.10)

Burada karmagik koordinatlar sdyle tanimlanir:

7 = T+Ii0o 7= 1T—I0O
1 1

Burada, notasyonel uygunluktan dolay1 0 := 9. ve d := 9: seklinde tamimlanir. Denklem
(3.10)’de gosterilen Cauchy-Riemann kosulu bizi konformal simetriye gotiiriir ve bunun
izerinde biraz daha c¢alisildiginda konformal simetrininin bir holomorfik eglemleme oldugu

ortaya ¢ikar:

z — &(2) (3.12)
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Sonsuz kiigiikliikte konformal doniisiim, asagidaki sekilde yazilir:

E =z+¢e(z), & =7+4+E(2) (3.13)

Bu sonsuz kiiciikliikteki eslemlemeler, z = 0 ve Z = 0 etrafinda sirasiyla asagidaki Laurent

acilimlarinin yapilmasina imkan saglar:

&(z) = i cn?"t! E(z) = i a2t (3.14)

n——oo Nn—=—oco

Bu da bize asagidaki jeneratorlerin elde edilmesini saglar:

L, .= —=7"t9, [, := —7""19 (3.15)

Bu jeneratorler, Witt cebiri olarak bilinen asagidaki komiitasyon sartlarina uyarlar:

[lnylm] = (n_m)lm—i-na [lnylm] = 0, [l_nal_m] = (n_m>lm+n (3.16)

Bu esitliklerde goriilecegi lizere sonsuz sayida yerel konformal doniisiim vardir ancak
sadece ii¢ tanesi evrensel konformal simetrilere katki saglar. Bunlar: n = (—1,0,1). n =
—1 diizlemdeki bilinen doniisiimleri, (n = 0) genel olarak Lorentz rotasyonu ve oOl¢ii
doniisiimlerini, ve son olarak (n = 1) 6zel konformal doniigiimleri iiretir. Bu dort doniisiim

konformal grubun altgruplaridir ve bunlar evrensel konformal simetrilerin isaretleridir.

Simdi konformal simetri altinda bir alanin doniigiimiine gelelim. Bir alanin konformal
donilisimden nasil etkilenecegi alanin cinsine baghdir. Genel olarak, bir alan u ve i

konformal boyutlari ile gosterilir ve bu boyutlar asagidaki gibi tanimlanir:
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u = %(A-{-s), i:= —(A—ys) (3.17)

Burada A alanin olciileme boyutudur ve s de onun diizlemsel spinidir. Bizim sigma
modellerinde ilgilendigimiz bir yari-birincil alan, z — & (z) ve 7= (Z) konformal eslemleri

altinda soyle doniisiir:

¢0'(E,8) = (%) (%) (0(z.2) (3.18)

Denklem (3.13)’te gosterilen konformal doniisiim durumunda bu ifade asagidaki sekle doner:

58,5 = ‘P,(Z,Z)_(])(Z»Z)
= —(upde+¢€d9) — (ipIe+£09) (3.19)

Tiim bu islemler sonucunda, Denklem (3.11)’te tanimlanan karmasik koordinatlardaki sigma

modeli aksiyonu basit formda 2 soyle yazilabilir:

1 U
S = —Z/dzz(gijer,-j)a(p’&q)f (3.20)

Klasik olarak, konformal degismezlik akimlarin holomorfik olmasini gerektirir ve bundan
dolay1 da stres-enerji tensoriintin bu aksiyona bagli olmasi gerekir[21, 23]. Sigma modeli
aksiyonununun Lagranjiyeni . = (g;; + b; j)8¢i<§¢j olmak {iizere akimlar Denklem
(2.15)’ten cikarilabilir.

242, d%7=— %dz AdZ olarak verilmistir.
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Lagranjiyenle® * bagmtili enerji-momentum tensorii bilesenleri Denklem (2.32) ile

bulunabilir.

1 . . 1 = .- .
T; =1T; =0 T, = Egij3¢l9¢’ Iz = EgijaWa‘PJ (3.21)

Denklem (3.21)’tin sekli stres-enerji tensoriiniin sadece holomorfik bilesenlere sahip

oldugunu dogruluyor ve boylece sigma modeli aksiyonunun konformal simetrisini ispatliyor.

3.1.2. Sigma Modellerinde Kuantum Konformal Simetri

Kuantum seviyesindeki konformal simetriler Denklem (2.19)’daki korelasyon (ya da Green)
fonksiyonlartyla tanimlanir. Korelasyon fonksiyonlarindaki korunumlu akimlara karsilik
gelen nicelik Denklem (2.26)’da verilen ward 6zdesligidir. Korelasyon fonksiyonlarindaki
konformal doniisiim, Ward 6zdegliklerini verir. Bundan dolayi, konformal Ward

0zdesliklerinin var olmasi, sigma modellerindeki kuantum konformal simetrilerin delilidir.

Global konformal simetrilere [21] denk gelen Ward 6zdeslikleri sdyledir:

5(7’[—7’[,')A,'<X> (3.22)

Burada X alanlar kiimesi, £,y antisimetrik bir tensor ve s; de ¢; alaninin spinidir. Karmagik

koordinatlar cinsinden bu 6zdeslikler agsagidaki sekle indirgenirler:

3 Burada kompleks koordinarlardaki metrik tensor esdegisimli bazda Nuv = (1(/)2 ! (/)2) esdegisimli olmayan bazda ise

ntv = <g g) seklindedir.

4 Tuv — puanvp Top esitligini kullanarak Tz = 7% ve T.; = % oldugu gosterilebilir.



21

0 e (3.23)

(T(2)X) = Zn:{ l_aé‘i<X>+ i <X>}—l—reg. (3.24)

Burada T(z) ve T(Z) sirasiyla holomorfik ve antiholomorfik normalize edilmis

enerji-momentum tensorleridir ve soyle tanimlanmiglardir:

T := —2aT, T := —2aTs (3.25)

ve reg de z’nin @;’de analitik oldugu fonksiyonu gosteriyor.

Bu Ward 6zdeslikleri, ayn1 zamanda konformal simetri altindaki korelasyon fonksiyonunun
degisimi de olan bir s6zde-konformal Ward 6zdesliginin var olmasina sebep olur. Bu 6zdeslik

su sekilde bulunur:

1

beclX) = —5= f dzeTEX) + 57—

i dzE(2)(T(D)X) (3.26)
Burada T(z) ve T(Z) Denklem (3.21)’te daha 6nce bulunmustu. Denklem (3.23) ve
(3.24) stres-enerji tensOriiniin operator degerli alanlarin agilimidir yani genigletilmis halidir.

Operator ¢arpim alanlarin agilimimi bulmamiz gerekiyor. Bu beklentiyi Ward 6zdeslikleri

karsilar. Iki stres-enerji tensoriiniin carpimlarinin agilimi soyle olur:

2 2T(E) | AT(E)
C-&p T z-8r  z-¢)

(3.27)
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Burada ¢ merkezi yiiktiir ve iizerinde ¢alistigimiz modele bagl deger alir (bu yiik, bir serbest
bozon icin 1, bir serbest fermion i¢in % ve bir basit hayalet sistem i¢in de -2’dir.). Stres-enerji
tensoriiniin operatdr ¢arpim agilimi (OPE), T°nin konformal boyutunun # = 2 oldugunu

gosterir. Alanlarin OPE’si, Hilbert uzaylarinin insasina yardimer olduklarindan dnemlidirler.

3.1.3. Hilbert Uzay1 ve Virasoro Cebiri

¢ Hilbert uzaymin bir biitiin i¢ carpim uzayi1[24] oldugunu biliyoruz. Bu agik¢a durum
fonksiyonlarinin hermitsel carpiminin dogru bir tanimidir. Konformal simetriyle beraber
bir radyal kuantizasyon tarafindan tamimlanan bir karmalsik degerli parametre bulunabilir.
Bu durumda, uzaysal periyodu L olan sahip olan silindirik bir evren ylizeyi, t = —oo
baglangi¢ noktasi, r = oo da baglangi¢ noktasindan sozsuz uzakliktaki bir nokta olacak sekilde
tanimlanan karmagik bir diizleme eslemlenebilir. Radyal kuantizasyon asagidaki eslemleme

ile ifade edilir:

L= OF (3.28)

Burada & :=t + ix’e egittir ve baslangic evren yiizeyi Minkowski uzay1 olan (0,7) ve (L,t)

noktalarinin birlestirilmesi ile silindirik bir geometriyi saglar.

Hilbert uzayini olusturmak i¢in, Hilbert uzayinin kendisine bagli olarak kurulacagi bir vakum
durumuna ihtiyacimiz var. Genelde vakum uzay1i, etkilesimin olmadig1 ¢ok uzak mesafedeki
bir alan kullanilarak belirlenir. Bu alan, t = —oo’da ¢;, ~ lim;—,_@(x,t) asimtotik alan
cinsinden gosterilebilir. Hilbert uzay kosullarindan dolayi, buna karsilik gelen ve ¢;,’e
hermitsel eslenikle baglantili olan r = oo’da @,y =~ [liny @ (x,t) alan olacaktir. Radyal

kuantizasyonda bu alanlar, agagidaki alanlara denk gelirler:

0n) = 1im 0210} Igw) = lim 0(z,2)[0) (329)

Hilbert uzayi, (u,i) boyutlarina sahip konformal alanlar i¢in tanimlanmig ve asagida



23

gosterilen mod agilimlarinin mitkemmelligi izerine bina edilmislerdir:

0(z,2) = Y, 2" P (3.30)

m,nez,

Burada modlar, asagida gosterilen orijinal alanlar cinsinden ifade edilmislerdir:

1 1 ]
Onn = %y{dz z(’"””%]{dz ZH 10 (2,2) (3.31)

Burada hermitsel eslenigin asagidaki ifadeyi verdigini goriiyoruz:

0w = Om—n (3.32)

Son bolimde stres-enerji tensoriinii kullanarak buldugumuz OPE’nin genel sonucunu
anlamamiz gerekiyor. Konformal Ward 6zdesliginin OPE cinsinden kendi yapist i¢inde
konformal simetri icerecek sekilde ifade edildigini bulmustuk. Simetriyi acik¢a gostermek

icin, Denklem(3.26) tipindeki integralleri komiitasyon bagintisina ¢eviriyoruz:

4,B] = }({) dé é dz a(2)b(&) (3.33)

Burada su tanimlamalar1 yapiyoruz:

A = ?{a(z)dz B = fb(z)dz

Teorinin arkasindaki simetri Ozelliklerini yansitan esas nesneler komiitasyon iligkileridir.
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Tiim bu sonuglar birlestirerek konformal Ward 6zdegligini acik sekilde asagidaki denkleme

doniistiirebiliriz:

6e9(5) = —[Qe, 0(8)] (3.34)

Burada konformal yiikii asagidaki gibi tanimladik:

1
Qe = 2_7171'?{(& e(2)T(z) (3.35)

Enerji-momentum tensorlerinin mod-ag¢ilimi asagidaki gibi yapilabilir:

1
T — —n—2 — \% n+1
() = Y 2" Ly L, i dz7"7'T(z)
nez
- - - 1 -
TR =Y 7" L, L, = — 7{ dz 77T (7) (3.36)
nez 2mi

Burada konformal boyutun 2 oldugunu varsaydik. L, ve L, enerji-momentum tensdrlerinin
mod operatorleridirler ve yerel konformal doniistimler iiretirler. Bu mod operatorlerine ait
komiitasyon iligkileri, klasik fizikteki karsiliklar1 olan [, ve [, ile ¢ haricinde benzerdir ve

sOyledir:

C
[LmLm] = (n - m)Ln—i-m + En(nz - 1)5n+m,0
[Lm m] - O

- - - C
[LnaLm] = (n - m)Lner + En<n2 - 1)5n+m,0 (337)

¢ burada teorinin merkezi yiikiidiir. Bu komiitasyon iligkilerine Virasoro cebiri adi verilir.
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Tiim bu yapilar Hilbert uzay1 olusturmak iizere birlestirilebilirler. Oncelikle asagidaki
kosullar1 saglamak sartiyla, z,Z — O iken 7'(z)|0) ve T(Z)|0)’1n iyi tammlanmig oldugu
gercegine dayanarak vakum durumu |0)’1 igeri koyarak temel durumun varligini garantiye

aliriz.

L0) =0 ve L0) =0 n > —1igin. (3.38)

Asil alanlar, vakuma etki ettiklerinde asimtotik durumlar, Hamiltoniyenin 6zdurumlari
olustururlar. Bundan dolayi, asimtotik durumu, Hamiltoniyenin ©6zdurumu olarak

tanimlayabiliriz:

u,it) := ¢(0,0)[0)

Boylece sagidaki denklemlere ulasiriz:

L()|l/t,l/_t> = Lt|l/t,l/_t> l_,()|l/£,l/_t> = l/_£|Lt,IZ>

Benzer sekilde su durum olusur:

Lplu,i) =0  Lylu,d) = 0 egern > 0 ise

Temel durumdan farkli durumlar, yani uyarilmis durumlar, temel duruma merdiven operatorii

etki ettirilerek belirlenebilir. Bu durumda komiitasyon bagintist agsagidaki sart1 saglamalidir:
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(Lo, 9] = [n(u—1) —m|Pnim (3.39)

Buradan sunu anliyoruz: ¢, operatorii adLg)’in 6zdurumlarini artirtyor veya azaltiyor.

Benzer sekilde L_,, jeneratorii de konformal boyutu Virasoro cebirine gore yiikseltiyor:

Lo, L_] = mL_, (3.40)

Boylece, holomorfik Hilbert uzaymin uyarilmis durumlarinin temel diizey |u) °

operatorlerinin dogrudan uyarilmasiyla belirlenebilecegini sdyleyebiliriz:

LogL L ilu) (1<k <k <. <k) (3.41)

Bunun bir sonucu olarak sunu goriiyoruz: Konformal simetri de tipki uyarilmis kuantum
durumlar1 gibi belirli bir formalizm icerisinde ayni kuantum durumlarina uymaktadir.
Bu simetrinin klasik kaliplarina da uyar ve Hilbert uzaymin insasinda konformal Ward

0zdesliklerinin gecerliligini ispatlar.

3.1.4. WZW Modelinde Konformal Simetri

Gecen boliimiin sonucunda ortaya cikan bilgi, Lie cebiri degerli modelin yani WZW

modelinin (B6liim 2.3) kullanilmasinm gerektirmektedir. Konformal simetriyi saglayan klasik

korunumlu akimlar asagidaki gibi bulunur:®

1

J, = .88~ J: =g o (3.42)

5 Antiholomorfik durumlar i¢in benzer durumlar aym yéntemle bulunabilirler.
6 Kolayhk acisindan J; yerine J(z) ve Jz yerine de J(7) ifadelerini kullamyoruz.
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Benzer sekilde, akimlarin tanimi ayr ayr1 asagidaki bagintiy1 verir:

Burada akimlarin, f ve & lie grup degerli alanlar [21, 25] olmak iizere, g(z,Z) = f(z)h(Z)
altinda degismez oldugunu farkediyoruz. Bu akimlarin klasik konformal simetrileri, hareket

denklemlerinin asagidaki gibi bulunmasini saglar:

0:(d.gg7") = 0 d,(g1d:g) = 0 (3.44)

Bu akimlarin, g(z,7) — Q(2)g(z,2)Q ! (Z) ile verilen G(z) x G(Z) simetrilerine sahip olmas1
ozellikle 5nemli bir noktadir. Burada Q(z)(Q71(2)), z(Z) parametreli bir Lie cebiri degerine

sahip bir alandir.

Kuantum konformal simetrisi, konformal Ward o6zdesliginden yola cikarak yazilabilir.

Oncelikle sunu fark ediyoruz:

O (X) = ((0eeS)X) (3.45)

Sonra da asagidaki denklem gelir:

508 = 4 JATre@I(D)] ~ 1 f dzTrERTE)

Lie cebiri degerli alanlar J ve €, {t}” temelinde yazilirlarsa:

T(Tr) (%) = 20, Ve [t9,6°] = ¥ ifupet® oldugunu goriiriiz
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J = ZJ“t“ ve € = Ze“t“
a a

Boylece Denklem(3.45) istedigimiz hale doniisiir:

1 1 _
O 5 (X) = —%]{dzz,e‘%/“m +%7{dZZéa<J“X> (3.46)

J’in €’a bagh degisimi soyle ifade edilebilir: 8

O = [g,J]—d¢e (3.47)

Bundan dolay1, akimlarin OPE’sini yukaridaki ifadelerle olusturabiliriz:

JNZ)IP (&) ~

5019 . rab Jc(é)
e M ey (3.48)

O zaman bu akimlarin komiitasyon iligkisi soyle olur:

Ve Ib] = Y if IS+ n8upSaimo (3.49)
c

Benzer sekilde, J'lar i¢in de benzer ifadeler yazilabilir (herbirinin lizerine bir bar

yerlestirilmis olarak) ve J ve J’in komiitasyonlar1 da beklendigi gibi 0’dir.

8 Bu, ;g = €gve 6 = —g€ bagmularindan gelir.
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Ve Jh) =0 (3.50)

Onceki boliimdeki fikirler aynen uygulanarak, bu komiitasyon iligkilerine dayanan bir
Hilbert uzay1 dogal olarak insa edilebilir. Burada n = 0 durumunun Denklem (3.49)’deki
ikinci terimin sifira gitmesini sagladigin1 ve sigma modelindekine benzer bir sonuc elde
edildigine dikkat edilmelidir. Buradaki ilging gercek ise n = —m olmasina sebep olan n # m

ve n+m = 0 durumunda, cebire orta terim katkisinin olmasidir.
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4. BULGULAR

4.1. KLASIK SiGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY PSODO-DUALITESI

Dualite kelimesinin pek ¢ok anlami vardir ve fizikte cok 6nemli bir kavramdar. Iki sistemin
esdeger oldugu anlasildiginda bu sistemlerin arasinda dualite oldugunu soyleriz. Sicim
teorisinde, eger sicimlerin hareket halinde oldugu uzayda kanonik doniisiim varsa, "hedef
uzay dualitesi” terimi kullanilir. Bu doniisiim hamiltoniyenin varligin1 temin eder. Bunun en

basit 6rnegi, standart abelyen dualite doniistimleridir [26, 27].

0+¢ =40+ ¢ 4.1)
o_p=—0_¢ 4.2)

Burada ¢, 151k konisi koordinatlarindaki 8J2r_(p = 0 denklemini saglayan Kkiitlesiz serbest
skaler alandir. 84%_@) = ( dalga denklemini saglayan @’yi (4.1) ve (4.2) dualite doniisiimleri
cinsinden insa edebiliriz. Boylece bu iki teorinin esdeger ve birbirine dual oldugunu
anlariz. Bundan daha genel bir durum ise Zakharov and Mikhailov [28] tarafindan ortaya
konulan psoddokiral modellerdir. Hedef uzay1 bir Lie grubu G olan ve hareket denklemleri
dH(g71dug) = 0 olan bir standart sigma sistemini ele alalim. Eger bir ¢ Lie cebiri degerli

alana sahip bir dual model ariyorsak, dualite doniisiimlerini sdyle yazabiliriz:

g 'dug=—£0v0 (4.3)

Fakat bu dual modeller kuantum mekanigi acisindan birbirlerine esdeger degillerdir, ¢iinkii
dualite doniisiimlerinin kanonik doniisiimler olmalar1 gerekir ® [29, 30], fakat buradaki

doniistim ise kanonik degildir [31]. Bunun sonrasinda, insanlar sicim teorisi tarafindan

9 Bu bazen "off shell" dualite olarak adlandirilir.
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desteklenen bir Poisson-Lie dualiesi ve nonabelyen dualite hakkinda genis bir literatiir

gelistirdiler.

Alvarez [27, 32] tarafindan &ne siiriilen ve "psodo-dualite” 1 denilen ilging bir dualite
vardir. Alisilmig dualite doniisiimlerinden farkli olarak bu "on-shell dualite" doniisiimii
kanonik degildir ve "psddo-dual” modellerin hareket denklemlerini eslemler. Biz psddo-dual
terimini iki farkli model arasinda psddo-dualite oldugunda kullanacagiz. Burada dikkat

edilmesi gereken bir nokta da bu doniisiimiin stres-enerji tensoriinii korumasidir [32].

Sigma modellerindeki psddo-dualite doniisiimiinde dual modellerin egrilikleri sabit ve zit
isaretlere sahiplerdir. Bu durumda sigma modelleri arasinda psédo-dualite iligkisinin varhigi,
bu modellerin dual simetrik uzaylarda ttanimli olmasi gerektigi sartin1 koyar [26, 32]. Iki

sigma modeli arasindaki psodo-dualite iligkisini gosteren Sekil 4.1’de gosterilmektedir.

T*M = e = T"M

o> o
A\ -—-4——-/ =1
“, »PSEUDO-DUALITE.

//"*"‘ R -
Y 4
- 4
__47_._.-—

Sekil 4.1: iki sigma model arasindaki psodo-dualite iligkisini gosteren grafik.

4.1.1. Sigma Modellerinde Psodo-dualite

Bu boliimde uzay-zaman X’y1 iki boyutlu bir Minkowski uzay1 ve 1s1k konisi koordinatlarini
da 6% = 7+ o olarak alacagiz. Hedef uzay1 M, metrigi g ve iki-formu B olan bir sigma

modeli (M, g, B) seklinde gosterilir ve asagidaki Lagranjiyene sahiptir: [32, 33]:

10 By terim ilk defa Curtright ve Zachos tarafindan kullanilmigtir [29].
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1 N .
Z :Egij(x)auxlauxj +5Bi (x) MY Iyx' 9y x/
1 S o
=58 (X) (¥ = 2"x7) 4 B (x)¥'x" (4.4)

Burada x : ¥ — M’dir ve kapal1 3-form H ise H = dB olarak tanimlanmistir. Bu teori klasik

acidan konformal degismezdir. Stres-enerji tensorii de soyle verilir:

®:th =0 ®:|::|: = gij(x)8ixi8ixj (4-5)

Burada yapmak istedigimiz, sigma modeli (M,g,B) nin hareket deklemlerinin ¢oziimii ile
bagka bir sigma modeli olan (M, g, B)’nin de hareket denklemlerinin ¢oziimii arasinda bir
psodo-dualite doniisiimii yapmaktir. Bunu yapmak i¢in Riemann manifolduna dayali sigma
modelleriyle baglamak yararh olacaktir. M’ye dayali sigma modeli i¢in hareket denklemleri

sOyledir:

. 1 . .
X = —EH}kxi k (4.6)

Dualite doniisiimii en iyi sekilde ortonormal esgerceve demeti SO(M) kullanilarak formiilize
edilebilir. Tiim lokal yapilarin evrensel yapilara genisletilebiliyor olmasindan dolay1 [32],
biz de evrensel ifadeler kullanacagiz. Escerceve demeti SO(M)’de evrensel tanimlanmis
yonlendirilebilen ortonormal escergeveler w' ve W''yi sirastyla segecegiz ve tiirevler ¢¢

cinsinden verildiginde asagidaki ifadeyi buluruz:

w' = xl do* W =% do’ (4.7)

Bunlara denk gelen torsiyonsuz antisimetrik Riemann baglant1 1-formlar1 da wi. ve W; olur.
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w ve wj, SO(M) ve SO(M) igin lineer olarak bagimsiz esgercevelemelerdir. Bu evrensel

escercevelemeler Cartan yapisal denklemlerini saglarlar:

dw' = —wh Aw/ (4.8)

i _ i k

Burada R;kl, M iizerindeki Riemann egrilik tensoriidiir. M iizerinde de benzer denklemler

yazilabilir. Uzay-zaman X iizerinde psodo-dualite doniisiimii tanimlayacagiz ve bunun icin

gerekli kosullari inceleyecegiz:

(4.10)

LI A | a L A ) a
X'w =x,do X'w;=wj,do

Burada X’dan SO(M)’ya yiikseltim, X : £ — SO(M) olarak tanimlanmistir. Bundan dolay,

onceden bahsedilen standart 151k konisi koordinatlarindaki psddo-dualite denklemleri soyle

yazilabilir:

%1 (0) = +T4(x,¥)x4(0) (4.11)
4.12)

Burada ortogonal matris degerli fonksiyonlar 7. : M x M — SO(n) seklinde verilmis [34], ve

dim M = dim M = n’dir. Bu tezde T : £ — SO(n) ve T\ = T = T durumunu ele alacagiz.

Boylece psodo-dualite denklemleri soyle olur:

i+(0)=4T(0)x+(0) (4.13)
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x!’nin esdegisimli (covariant) tiirevi (¥ ’ye benzer sekilde) soyle yazilir:

dxi + w;x{; = xébdcb (4.14)

Psodo-dualite doniisiimleri hakkinda daha fazla bilgi ¢ikarmak ve gerekli sartlar1 bulmak

istedigimizden dolayi, (4.13)’ilin digsal (exterior) tiirevini aliriz ve sdyle bir sonug ¢ikar:

di' = £(dT!)x, £ Tldx],

(4.14)’lin esdegisimli(covariant) tiirevi bizi asagidaki denkleme gotiiriir:

#,ydo? — i, = +(dT))xl + Tjxl,do” + Tiwl,

Simdi (4.13)’teki psodo-dualite denklemlerini bu denklemin igerisine ekliyerek ortaya ¢ikan

ve terimleri diizenledigimizde asagidaki denklemi elde ederiz:

#,do’ = £(dTi + W T - Tiw]) £ Tix], do® (4.15)

Integre edilebilirlik sartlarini acia ¢ikartarak hareket denklemlerini kullanmak istedigimiz

icin, do™ ile kamaliyoruz(wedge) ve sunu elde ediyoruz:

#rdo™ Ndo*t = £(dTi + W T — Tiw])xE Ndo™ £Tix] . do™ Ndo™ (4.16)

Bu da asagidaki iki denkleme ayrisabilir:
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¥ _do” Ndo" = +(dT{ +WT] — Tiw])X Ndot +Tix,_do™ ndot 4.17)
# ,dot Ndo™ = —(dTi +WT! -~ Tiw))x* Ndo™ —Tx)  do" Ndo~ (4.18)

x._ =x_4 (ayrica tildeli hali £, ~ = %_, oldugunu da) bildigimiz i¢in, ve d6~ Ado™ =
—do " Ado~ oldugundan, bu denklemlerin sol taraflar1 birbirine esitlenerek asagidaki sonug

bulunur:
AT+ WiT = Tiwh)d Ado™ — (T + W1 = Tiw})d ndo™
+2T}x, _do~ Ndo™ =0
Simdi, (4.6)’daki hareket denklemlerini kullanarak asagidaki denklemleri elde edebiliriz:
(T} + W T — Tiw) )X Ndot — (dTf +WiT] — Tiw])X* ndo™
~TiH ¥ x do~ Ndot =0 (4.19)

(—) ve (+) nin derecelerini degistirerek ve w = x,dot +x_do~ esitligini kullanarak son

terimi ayristirarak sunu elde ederiz:

(dT{+W.T] — Tiw] — ET;H,j,w’ X Ado™

—(dT{ +W)T = Tjw + STiHyw')x Ado™ =0 (4.20)

Bu denklemi daha iyi anlayabilmek i¢in asagidaki tensorleri tanimliyoruz:
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Ui do™ =dTi+WiT; = Tjw; — S T Hjw'

Uiy do™ =dTi+WiT; = Tjw;+ S T Hjw'

Boylece denklem (4.20) asagidaki gibi yazilabilir:

Ul_x*do~ NdoT Ul x*do" ANdo™ =0

Ayrica, (4.21) ve (4.22) denklemleri asagidakileri de saglar:

Ul do" +Ul_do~ =2(dT{ +W'.T] — Tiw])

Ui,do" —Ul_do~ =TiHjw

Son olarak (4.25) denkleminden asagidakileri de elde edebiliriz:

Ul,do" Ado™ = +T!H]w' Ndo~

Ui_do~ Ndot = —T!H]w' Ado™

Bu sonuglar (4.23) denkleminde yerine konulursa asagidaki sonug elde edilir:

ﬁHleiwl ANdo™T + T;H,glx]iwl ANdo” =0

w’nun tanimi kullanilarak asagidaki sonuca ulagilabilir:

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
(4.25)

(4.26)
(4.27)
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TiH| X% do" Ndo™ =0 (4.28)

x’_i ve x'’i, herhangi bir 6’da ve herhangi bir degerde secebildigimizden dolayr H = 0
oldugunu sdyleyebiliriz. Bu, U{, ve U}_ tensorlerinin (4.26) ve (4.27) denklemlerinden
dolay1 sifira gittigini gosterir. Boylece (4.21) (veya (4.22)) denklemlerinden su sonucu

cikarabiliriz:

dT{ +W.T] - Tiw] =0 (4.29)

(4.17) (veya (4.18))’den acikc¢a goriiliiyor ki psodo-dual manifold M iizerinde H = 0 olur.
Bu, bu metodda Ivanov’un [35] neden A = 0 durumunu kullandigmni agikliyor. Denklem
(4.29)’dan psddo-dualite doniisiimleri iizerine daha ¢ok kosul ¢ikarmak i¢in bu denklemin
integrabilite sartlarin1 artyoruz ve bulduklarimizi belirliyoruz. Tekrar digsal integral aliyoruz

ve Denklem (4.29)’u yeniden kullanarak sunu buluyoruz:

TR} w"AW' =R T/ A" (4.30)

J N kmn jmn

Burada Cartan’in ikinci yapisal denklemi (4.9)’u kullaniyoruz. w ve %W’nun tanimlarini

psodo-dualite denklemlerinde kullanirsak, egrilik denklemlerini elde ederiz:

TR =R, T/T\T? (4.31)

Boylece psodo-dualite icin yeni bir kosul bulmus oluyoruz: psédo-dual manifoldlart M ve
M nin egrilikleri zit isaretli olmalidir. Daha fazla kosul bulmak icin, (4.31)’in integrabilite

kusullarin1 aramaya devam ediyoruz ve (4.29)’u tekrar kullanarak sunu elde ediyoruz:
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ipJ q__ _pi Jpl rp.~q
TR g™ = ~RjipsgTi Tn T’ W

wi = dR!

kmn

Burada R’nin egdegisimli tiirevi DR;;mn = R};mn; q
Ri

kmg

q i i q_pi 4
+kaan —qunwk _qunWm —

wi seklinde tanimlanmistir ve R icin de benzer ifade yazabiliriz. Bu denklem asagidaki

iki bagimsiz denklemi verecek sekilde ikiye boliinebilir:

in)  __pi Jjl
lekan;q = —Riupg T T T
ip i Jpl
lekan;q o +lell);qu LTy
Bu denklemler Rimn; = Iéi.lp; s 0 sonucunu verir. Yani M ve M manifoldlar1 zit egrilikli

simetrik uzaylar olmalidir. Son olarak su sonucu belirliyoruz: Riemannian manifoldlar1 M
ve M’ye dayanan iki sigma modeli arasinda psodo-dualite olabilmesi igin 3-formlar H ve
H’nin sifira gitmeleri ve hedef uzaylarin zit egrilik degerlerine sahip simetrik uzaylarinin

olmasi gerekir. Bu tiir uzaylara dual simerik uzaylar denilir.

4.2. TOPOLOJIK SIGMA MODELLERINDE HEDEF-UZAY PSODO-DUALITESI

Sigma modellerinin topolojik dogasini daha iyi anlayabilmek icin teoriye 0zgii temel
esaslar1 gozden gecirmeliyiz. Bunun i¢in 6ncelikle BRST simetrisini ve bunun topolojik
sigma modellerindeki roliinii diisiinelim. Topolojik alan teorisi literatiiriinde genel anlamda
Witten sinift bir model olarak goriilen topolojik sigma modelleri, moduli uzayindaki BRST

kuantizasyonu ile tipik bir Witten-tipi topolojik alan modeli dnciisiidiir.[36—40]

4.2.1. BRST Simetrisi

Topolojik bir alan teorisinin BRST formiilasyonu insa edilirken, toplam alan bileseni
ile gosterilir. Buradaki y, ayar alanlari, hayalet (ghost) alanlar1 ve multiplikatorlerden
(multipliers) olusabilmektedir. Her bir lokal ayar simetrisi i¢in nilpotent (sifirgiiclii) bir

operatori olusturulabilir, yani = ir. Boylece, ) alanlarindan olugsmus
Q BRST Orii ol labili i 0> = 0’dir. Boyl lanlarind 1
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herhangi bir & fonksiyonelinin varyasyonu

56 = (0,6} (4.32)

ile gosterilir. Buradaki parantez sembolii, Q fermiyonik yiikii ile dereceli komiitatorii temsil
etmek i¢in kullanilmaktadir. Toplam kuantum aksiyonu S, ile gosterilecek olursa, bunu
Sc klasik aksiyonu ile ayar sabitleme ve hayalet terimlerden olusur ve olusum olarakta

(Q—degismezdir (invaryanttir).

Bu durumda fiziksel Hilbert uzayi, Q|fiziksel) = 0 kosulu ile verilir ve |fiziksel)’ =
| fiziksel) + Q|x) seklindeki bir fiziksel durum herhangi bir |x) durumu kullanilarak
| fiziksel) durumu ile esdeger olarak kullanilabilir. Q ile yok edilen bir duruma Q-kapali
denilirken Q|yx) seklindeki bir durum da Q-tam olarak adlandirilir. Bu esdegerlik iligkisi
yaklagimu ile fiziksel bir Hilbert uzayr Q-kohomoloji (esbenzeti) siniflarina ayristirilabilir.
Bunun bir diger anlami da bu durumlar Q-tam durumlarin modiilinde Q-kapalidirlar.
Vakumun BRST degismezligi, herhangi bir & fonksiyoneli i¢in {Q, '} vakum beklenen

degerini sifir yapar.

(0{Q,0110) == ({Q,0}) = 0 (4.33)

{0, 0’} seklindeki bir komutatére bir BRST komiitatorii denir. Biitiin bu kuramsal olugum
1s18inda simdi farzedelim ki teorimiz bir g,p metrigine sahip bir M manifoldu iizerinde
tammlanmis olsun. Bu durumda enerji-momentum tensorii olan 7, g, metrigin sonsuz kiigiik

deformasyonu altinda aksiyondaki degisim olarak su sekilde tanimlanir:

1
8eSg = 5 /M d"x\/g8g%F T,p (4.34)

Son olarak, yol integralindeki fonksiyonel ol¢ii hem Q-de8ismezdir hem de metrikten
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bagimsizdir. Bir sigma modelini topolojik yapan kriterler su sekilde verilebilir:

(a) Bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde tanimh Grassmann-dereceli (graded) X alanlari
olmalidir, (b) Grassmann derecesine gore tek olan nilpotent (sifirgiiclii) bir Q operatorii
bulunmalidir, (c) Fiziksel durumlar, Q-kohomoloji siniflar1 olarak tanimlanirlar, (d) Q-tam

olan bir enerji-momentum tensorii olmalidir, yani

Top = {O.Vap(P.8)} (4.35)

Burada Vg fonksiyoneli metrik ve alanlara baglidir. Buradaki Q operatoriine BRST
operatorii denilmektedir ve genel olarak metrikten bagimsizdir. Ancak Q metrikten bagimsiz

olmasa bile T, 5 tensorit BRST komutatorii olabilmektedir. Eger boliisiim fonksiyonu olan Z

Z = / [ddleS, (4.36)

metrikteki sonsuz kii¢iik degisimler altinda incelenecek olursa,

87 = [lawle (3 [ dx /8¢ Tp),
= /[dCID]eSq(—%/Md”x\/§5gaB{Q,Vaﬁ}),
= [la®le .2} = ({Q.x}) = 0 437)

bulunur. Burada y = (—% A,i,d"x\/§5g°‘[3 Vgp) dir. Dolayisi ile vakumun BRST degismez
olmas1 boliisim fonksiyonunun metrikten bagimsiz olmasini gerektirmektedir. Bunun
anlami boliisiim fonksiyonunun manifoldun lokal yapisindan ziyade global yapisina bagh
olmas1 gerektigidir, yani Z bir topolojik sabittir. Burada kullanilan topolojik kavrami
fiziksel anlamda manifold iizerindeki biitiin metrik uzaylarda Z’nin sabit bir degere esit

oldugu anlamina gelir, yani Z metrikten bagimsizdir. Teorimizde metrikten bagimsiz diger
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korelasyon fonksiyonlar ile daha zengin bir topolojik sabit kiimesine sahip olup olmadigin

anlamak i¢in bir gozlenebilirin (observable) vakum beklenen degerini diisiinelim:

(6) = / [dD]eS10/(®) (4.38)

Bu beklenen degerin bir topolojik sabit olmast igin yeter kosul, yani 0, () nin sifir olmasi

i¢in agagidaki sekilde ilerliyoruz. Oncelikle, 8, (&) hesaplanacak olursa

5,(0) = / [dDleS1(8,6 — 8, O) (4.39)

bulunur. Burada &, bazi1 R’ler i¢in asagidaki ozelliklere sahiptir:

80 = {Q,R}, {0Q,0}=0 (4.40)
ve bunlar
8,(0) = {Q.R+x0}) =0 (4.41)

verir. Farkedilecegi iizere, daha once tamimlamig oldugumuz Vg fonksiyoneli agik bir
metrik referansi icermesine ragmen BRST komutator ifadesine girer ve bu yiizden de Z hala

metrikten bagimsiz olarak elde edilir.

Herhangi bir Witten tipi topolojik alan teorisinde oldugu gibi bir topolojik sigma modelinin
toplam kuantum aksiyonu olan S, da alanlara bagl belli bir V (X, g) fonksiyoneli ve nilpotent

bir Q BRST yiikii cinsinden bir BRST komutatorii olarak yazilabilir:



42

Sq = {0, V} (4.42)

Bu aksiyona lokal olarak tam bir tiirev iceren topolojik terimler eklenebilmektedir. Bu
terimlerin varli§i ne hareket denklemlerini ne de enerji-momentum tensoriinii degistirir.

Sonug olarak enerji-momentum tensorii

Top = {Q,(2/v8)8V/55F} (4.43)
olarak bulunur ve bu da modelimizin topolojik dogasin1 gosterir.

4.2.2. Topolojik Sigma Modelleri

Bir topolojik sigma modeli, alanlar1 bir X Riemann yiizeyinden (evren-yiizeyi (world-sheet))
hedef uzayr M manifolduna olan eslemleme ile olusturulmus bir topolojik alan teorisidir.
Witten’in gosterdigi lizere topolojik sigma modelleri herhangi bir Kdhler manifoldu iizerinde
tanimlanabilmektedirler [41]. Eger hedef uzay:r Kihler manifoldu ise o zaman topolojik
sigma modelleri bir N = (2,2) siipersimetrik sigma modelinin burulmasi (dondiiriilmesi)
ile elde edilebilir. Gergekte ise iki farkli burulma tipi oldugu anlasilmaktadir ve bu da bize

A-modeli ve B-modeli olarak isimlendirilen topolojik alan teorilerini verir.

A-modeli ve B-modeli teoriler, ¥ evren-ylizeyi iizerindeki metrige bagli degildirler.
Ek olarak, A-modeli sadece M’nin Kihler moduliine bagl iken B-modeli ise sadece
M’nin karmagik modiiline baglidir. B-modelini ilgilendiren 6nemli bir gercekte dort
boyutta bilinen kiral anomalisinin bilinen benzerliginden 6tiirli B-modeli M’nin sadece
ve sadece bir Calabi-Yau manifoldu olmast durumunda iyi tanimli bir kuantum teorisi
oldugudur. A-modelinde boyle bir sinirlama yoktur. Ayna simetrisi, M Calabi-Yau manifoldu
iizerinde tamimli bir B-modelini bir ayna M Calabi-Yau manifoldu iizerinde taniml1 bir
A-modeline doniistiirmektedir. Bu tezde gosterecegimiz lizere bu sekilde insa edilen bir ayna
simetrisi aslinda iki farkli Calabi-Yau manifoldu iizerinde tanimli bulunan topolojik sigma

modellerinin psddo-dualiteleriyle kolaylikla bulunabilmektedir. Bu ise psddo-dualitelerin
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aslinda daha genel bir dualite iligkileri ortaya koyabilecegini gdstermemize yardimci

olacaktir.

Iki boyutlu supersimetrik bir sigma modeli ® : ¥ — X eslemi ile verilir, burada ¥ bir Riemann
ylizeyi ve X ise bir g metrigine sahip Riemann manifoldudur. ¥ iizerindeki lokal koordinatlari
z ve Z, X lizerindekileri de &/ olarak alirsak ® lokal olarak ®/(z,7) fonksiyonlari ile ifade
edilebilir. K ve K sirast ile ¥ iizerinde kanonik ve antikanonik ¢izgi demetleri (yani (1,0)
ve (0,1) tipi 1-form demetleri) olsun. 7X ise X’in karmagiklagtirilmis teget demeti olsun.
Modelin fermi alanlart ¥/, , yani K'/2 @ ®*(TX)’in bir kesiti, ve ¥/, yani K'/? @ ®*(TX)’in

bir kesitidir. Modele ait lagrangian

i

1 I 1
L =2t / d*z <§g1J(CI>)8Z¢I d-¢7 + ZgIJ‘PI,DZ‘PJ, o Egu‘PiDz‘Pi + ZRIJKL‘PQ‘P{F‘PK‘PL)

(4.44)

olarak verilir. Burada ¢ kuplaj sabiti ve Rjjgxz ise X’in Riemann tensoriidiir. Dz, K 12 g
®*(TX) iizerinde tanimlt 0 operatériidiir ve TX iizerindeki Levi-Civita bagintisinin geri

cekilmesi ile olusturulur. K 1/2* hin lokal bir holomorfik koordinat secimi ile

DY = aqﬂ 8¢’F1 pk 445
z+—a_z++a—zn(+ (4.45)

oldugu gosterilebilir. Burada FgK, X’in afin baglantisidir. Benzer sekilde D, ise K 12 g
®*(TX) iizerinde tanimh d operatoriidiir. Modelin siipersimetrileri agagidaki sonsuz kiigiik

doniigtimler yoluyla elde edilirler:

S = ie W tie, WL
S = —e 0.0 —ie, PET%,, PV

SWL = —e.0:9" —ie_ Wik, VY (4.46)
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Burada €_, K ~1/2nin  holomorfik bir kesitidir, €, ise K ~1/2nin  antiholomorfik bir
kesitidir. Topolojik sigma modelimizi tamimlayacagimiz burulmus modeller i¢in ek bir
yapt tanimlamaliy1z, yani N = 2 siipersimetriye sahip olabilmek i¢in X’in bir Kihler
manifoldu olmasi gerekmektedir. Bu durumda X iizerindeki lokal karmasik koordinatlar ¢’
ile gosterilirken bunlarin karmagik eslenikleri ise (p’T = q; i olur. X in karmagiklastirilmisg teget
demeti TX = T19X @ T%'X seklinde ayristirilabilir. ¥, fermi alamnin K 12 & (T10X)
ve K'/2 @ ®*(T%1X) iizerindeki izdiisiimleri sirast ile ¥, ve \Pi seklinde gosterilecektir.
Benzer sekilde W_ alaninin K'/2 @ &*(T10X) ve K'/? @ ®*(T%'X) iizerindeki izdiisiimleri

de sirast ile W ve W seklinde gosterilir. Dolayisiyla lagrangian

1 T . + . . - . <
L = 21‘/262'22 (Eguazq)I&gq)J oy i‘PLDZ\PLgﬁ + i‘P;DZ‘P;g;i +Ri;jqul+lyl+lpflpf) (4.47)

sekline doniisiir. Fermiyonik simetrilerde oldugu gibi Kéhler yapisindan dolayi iki kat daha

fazla simetrik yapilar meydana gelecektir. Bu durumda burulmus modelleri elde edebilmek

icin K~'/2’nin holomorfik bir kesiti olan sonsuz kiiciik fermiyonik parametreleri o_ ve

&_, K~Y/?’nin antiholomorfik bir kesiti olarakta o ve 0y alirsak siipersimetrik doniisiim

kurallar

S = io W tio, WL

8D = io W +io, W

S, = —a_0.¢'—io, W I, P

SW, = —a_0.¢" i, W T W

SY. = —0,.0:¢' — i W, T, W

SW = —0,0:9" —ia WL I W7 (4.48)

olur. Boylece burulmus modeller asagidaki gibi elde edilirler:

(i) ¥ ve ‘Pi’i K'?2 @ ®*(T10X) ve K'/? ® ®*(T™'X)’nin bir kesiti olarak almak yerine

sirasi ile ®*(T1°X) ve K ® ®*(T%'X) nin kesitleri olarak aliyoruz. Bu islemin adma +
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burulma adinit veriyoruz. Bu durumda lagrangianda ¥, ’1 iceren terimler degismeyecektir
(yalniz D> uygun demetin 0 operatdrii olarak yorumlanmalidir). Alternatif olarakta - burulma

da Wi ve W', ’in K ® ®*(T'0X) ve ®*(T%!1X)’in kesitleri olarak tanimlanabilmektedir.

(i) Benzer sekilde ¥_’i ya W! *yi &*(T'9X)in bir kesiti ve ¥ ’i da K ® ®*(T(VX)"n
bir kesiti olarak alarak + burulma ile ya da ¥ ’yi K ® CID*(T(I’O)X )’in bir kesiti ve Wi
da CID*(T(OJ)X )’ bir kesiti olarak alarak — burulma ile dondiiriiyoruz. Yine Lagrangian

degismeyecektir.

Eger sadece W veya W_ dondiiriilirse + veya — burulma yapip yapmamak c¢ok énemli
olmayacaktir. Her iki secimde X’in karmasik yapisinin ters cevrilmesi ile benzer hale
gelecektir. Bununla beraber W ve W_ ‘in her ikisi de burulursa temelde iki farkli teori ortaya
cikmaktadir. W 1n + burulmasi ve W_"1n — burulmast A-modelini olusturur. ¥ ve ¥_‘in
her ikisinin de — burulmalar1 da B-modelini olugturur. Lokal olarak bakarsak ta K ve K
Oonemsiz hale geldigi icin burulma herhangi bir farklilasma olusturmayacaktir. Dolayisi ile

teorinin topolojik dogas1 global yaklasimda ortaya ¢ikmaktadir.

4.2.3. A-Modeli

A-modelinde ¥, ve Wi i @*(T10X) ve ®*(T%1X)’in bir kesiti olarak diisiiniiyoruz. Bunlari
da ®*(TX)’in x kesitinde birlegtirmek miimkiindiir. Boylece X' = ¥, ve X F=Wi olur. ‘Pi
ise X iizerinde (1,0) form olarak ®*(7%!X)’da deger alir ve ‘I”Z ile gosterilir. Benzer sekilde
Wi, ise ®*(T10X) da deger alan (0, 1) formdur ve WL ile gosterilir.

Topolojik doniisiim kurallart ise oy = &_ = 0 koyarak ve o_ ile &;’y1 o ve & olarak

isimlendirdigimiz sabitler secerek su sekilde buluruz:

5P = iay'
S = iay’
Sy =64 =0

SW = —ocaz¢‘7—iécxfl“§m‘1’f’
SWL = —0d:¢" —iay TV, P (4.49)
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Orjinal modelin siipersimetri cebirleri elde edilen bu topolojik doniisiim kurallari i¢in hareket
denklemleri modiiliinde 8% = 0 sekline doniisiir. Basitlik olmasi agisindan o = & secimi
yaparsak ilk iki satirdaki doniisiim kurallart §®' = ioy! olarak birlestirilebilir. Boylece
doniisiim kurallarint Q BRST operatorii cinsinden ifade edebiliriz ve herhangi bir W alani
icin W = —ia{Q, W} olarak yazilir. Burada farkedilecegi iizere Q* = 0’dir. Bu degiskenler

cinsinden Lagrangian kisaca

L =2t /Z d*z (Eglﬂzq)I&Zq)J +i‘y;sz’g;,.+i\P;sz’gﬁ—Ri;jf\{f;w;xfxf) (4.50)

olarak elde edilir. Bu lagrangian1 W hareket denklemleri ile yok olan modiilo terimleri ile

ifade etmek miimkiindiir

L= it/dzz{Q,V}—i—t/@*(K) 4.51)
b p)
burada
V = (W) +0.0"P! (4.52)
Ve
L@ &) = [ 20006755 2:0'0:67e) 453
olarak bulunur ve bu K = —ig; ]vdzidzj Kéhler formunun geri ¢ekilmis halinin integralidir.

Boylece [®*(K) integrali sadece K'nin kohomoloji smifi ile & esleminin homotopi
sinifina baghdir. A-modelini her yoniiyle ¢cok detayli sekilde incelemek miimkiindiir ancak

psodo-dualitelerin hesaplanmasi1 konusundaki amaclarimiz dogrultusunda bu kadar bilgi
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bizim icin yeterlidir.

4.2.4. B-Modeli

Benzer mantikla B-modelini ingsa edelim. Buna gore Wi ®*(T*'X)’in kesitleri iken ¥,
K ® ®*(T'°X)’mn bir kesiti ve W ise K ® ®*(T!9X)’1n bir kesiti olur. Bu durumda su

tanimlamalar1 yapmak uygun olacaktir:

N =W+

0 = g, +%0) (4.54)

Ayni zamanda W, alanlarii da ®*(7%!X)’da degerler alan 1-form p gatis1 altinda
birlestirebiliriz. Bdylece p’nun (1,0) kismu p! =¥, olurken (0, 1) kismu ise p! =P" olur.
Siipersimetri doniisiim kurallarina gelecek olursak o = 0 koyarak & degerlerini sabit
seciyoruz. Bu sabitleri ise basit olmasi acisindan &y = &— = « olarak alalim. Boylece

doniistim kurallarimiz

5P =0

SP = iomz

sni =86, =0

5p' = —ad¢’ (4.55)

seklinde ifade edilir. Buradan anlagilacagi iizere BRST operatoriimiiz yine 6(...) =
—iat{Q, ...} olarak tammlanir ve bu da hareket denklemleri modiiliinde Q? = 0 6zdesligine

uyar. Lagrangian ise

L=t /Z d*2(g170.9"9:0” +in' (D.pi+ Dzp!)g;s+i6;(Dzp! + D.pl) + RyzjpipIn'6g")
(4.56)
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ifadesine doniisiir. Elde ettigimiz bu Lagrangian’in topolojik karakterini gormek icin su

sekilde yaziyoruz:

L= it/{Q,V}+tW (4.57)

burada V ve W fonksiyonellerimiz

V = g(pid-¢7 + pld.¢7) (4.58)

i1 i A iy kF
W = [(8Dp'— JRiysp' npim6isH) (4.59)

olarak bulunur. Bu ifadelerdeki D notasyonu X iizerinde taniml1 dis (exterior) tiirevdir (yani
X’in Levi-Civita baglantist geri cekilir ve CI)*(TLOX )’daki 1-formlarla isleme girerek deger

alir) ve A sembolii ise formlarda taniml wedge (vektorel) carpimudir.

Bu ifadelerden goriilece§i lizere B-teorisinin topolojik karakteri £’nin karmasik yapisindan
ve X’in Kidhler metriginden bagimsiz olmasinda yatar. ¥’nin karmasik yapisimi veya
X’in Kihler metriini ¢ok kiiciik sekilde degistirirsek Lagrangian’da karsimiza sadece
{0Q,...} bi¢iminde topolojik Ozellikleri etkilemeyen ilgisiz terimler gelecektir ve bu
da Lagrangian’daki {Q,V} ifadesine katki olarak gelecektir. W’ya gelecek olursak, bu
da diferansiyel formlar cinsinden yazilabildigi icin X nin karmasik yapisindan tamamen
bagimsizdir. Acik bir sekilde goriilmese de X’in Kihler metriginin kiigiik bir sekilde
degistirilmesi W’yu {Q,...} olarak degistirir. Bu sonuglar ise A-teorisinde buldugumuz

sonuclarla ayn1 olmamakla birlikte paralellik arz etmektedir.

A ve B-Modellerine ait olusturdugumuz biitiin bu formiilasyon topolojik sigma modellerinde
psodo-dualite 1iligkilerinin anlagilmas: icin kullanilabilir. Bu sekilde iki tane topolojik

A-tipi sigma modeli alinarak psddo-dualite iligkileri incelenebilecegi gibi iki tane topolojik
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B-tipi sigma modelleri arasindaki psddo-dualite iligkileri ve bir A-tipi ile bir B-tipi
model arasindaki psodo-dualite iligkileri de incelenebilir. Ancak bunun yerine ortak
bir formalizm altinda biitiin bu psddo-dualite iligkilerini ortaya koymak miimkiindiir.
Bunun icin Lagrangian ve doOniisim kurallarina ait olusturmus oldugumuz biitiin
formiilasyon siiper-uzayda modelin formiilize edilmesi ile yorumlanabilir, yani siiper
Riemann yiizeyinden X’ e eslemler tanimlanarak topolojik sigma modelini yeniden formiilize

edebiliriz. Bu degerlendirme aslinda [42]’de verilen yaklagimla benzerlik gosterir.

4.2.5. Kihler Geometrisi ve Topolojik Sigma Modelleri

Buna gore topolojik bir sigma modelini karmagiklastirilmis bir siiper-uzayda @ : © — MC
eslemi ile tammliyoruz. Burada X, N = 2 siipersimetri ile genisletilmis evren-yiizeyi ve MC
ise karmagiklastirilmig M manifoldudur. Bu durumda N = (2,2) siipersimetriye sahip bir

topolojik sigma modeli aksiyonu bir K Kihler potansiyeli cinsinden su sekilde yazilir:

S = / P6d*0d>6K (D, D) (4.60)

Bu ifadede @ ve @ sirasi ile kiral ve anti-kiral siiper alanlardir ve 0 ile 8 ise X iizerinde
taniml ilgili koordinatlardir. 2 boyutlu N = 2 siipersimetriye sahip topolojik bir modeldeki

skaler alanlar, off-shell sinirl iligkilerle su sekilde gosterilebilir:

Di®d =0, Did =0 (4.61)

burada D ve D, N = (2,2) kiral ve anti-kiral siiper-uzay kovaryant tiirevleridir. Kiral siiper

alani olan ®’nin N = (1, 1) alanlari cinsinden bilinen alan bilesenleri

@, WiDi =®, F =D_D,P| (4.62)

X
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ile tanimlanabilir. Bu ifadelerde dikey cizgiler bir siiper alanin 6’dan bagimsiz bilesenini
simgeler, x skaler bozonik bir alani, W iki boyutlu Majorana spinor alanin1 ve F' ise yardimci

(auxiliary) skaler alandir. Bu alanlar N = (1,1) olan X siiper alanin1 olustururlar:

X =x+0"¥Y, +0°PY_+070°F (4.63)

Bu durumda yukarida Kihler potansiyeli cinsinden verdigimiz aksiyon, N = (1,1)

stipersimerik durumda:

s =3 / 26d*0g,sD . X D_XP (4.64)

sekline doniisiir. Bu ifadede D*, N = 1 siipersimetride taniml1 siiper kovaryant tiirevlerdir ve

D = gy +i07 94 olarak ifade edilir. g45 metrigi ise

0 K
Kap O

8AB =

olarak bulunur. Islemlerimizde daha agik ve kolaylik olmasi agisindan a, b, c, ... indislerini

holomorf koordinatlari, @,b,¢,... indislerini antiholomorf koordinatlar1 belirtmek icin

kullanacagiz. Boylece bir X# vektoriinii X ve X% olarak ayristirabiliriz. Burada {A}

holomorf ve antiholomorf koordinatlarin toplamin1 simgeler. Dolayis ile metrik ifadesinde
Jd _d

kullanilan K 3, K 7, := 9K 3 olarak tanimlanir. Sonug¢ olarak modelimize ait hedef-uzay

geometrimiz metrigi g,vK = dydyK olan bir Kéhler manifoldudur.

Kihler yapilarini acik sekilde ortaya koyabilmek i¢in N = (1,1) siipersimetri kavramlari

kullanilabilir. Bu durumda alanlar iizerine etki eden ikinci siipersimetri

§*(e)x' = etJj, DX +e g DX (4.65)



51

ile gosterilebilir. Buradaki JE )k niceligi, hedef uzayda tamiml yaklagik (almost) karmagik

yapidir. Bu ikinci siipersimetri altinda aksiyonun sabit kalabilmesi icin

Jwyij = —Jji (4.66)

Vi =0 (4.67)

kosullarinin saglanmasi gerekir. Burada verilen V* kovaryant tiirevi F;!:ki = F;k + g H, jk

baglantisina sahiptir. Bu tensorler asagidaki kosullar1 saglarlar:

i k i
Tl = 9 (4.68)
i i 1 i 1
Nie = Sy + W mulimn = 0 (4.69)

burada verilen Nj.k Nijenhius tensoriidiir ve bunun yok olmasi karmasik yapilarin entegre
edilebilir oldugunu gostermektedir. Bu durumda, X’ koordinat komsuluk sistemi ile kapli
reel 2n boyutlu hedef uzayimin Ji.) yaklagik karmagik yapilarla donatildig sdylenebilir. ()

indisleri kaldirilarak

P = %(1 +iJ) (4.70)

izdiigim operatorleri tanimlanabilir. Bu operatorler herhangi bir V' vektoriinii Vi

izdiisiimlerine ayristirmak icin kullanilir. 1-form tabanlarini dX' ile gosterirsek temel
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2-formu su sekilde tanimlayabiliriz:

o = J;jdX' NdX’ (4.71)

Bu kosullar altinda hedef uzay manifoldumuz bir Hermitsel manifold olur. Topolojik
sigma modellerinde kullanacagimiz Kéhler manifoldu i¢in kapali bir temel 2-formu olan
Hermitsel bir manifold kullanilmahdir, yani do = 0 veya Jj;; ;) = 0 olmalidir. Buradan
acikca goriilmektedir ki iki boyutlu topolojik bir sigma modeli, hedef uzay1 2n boyutlu
reel bir Riemann manifoldu olan N = (1, 1) siipersimetriye indirgendigi zaman, manifold
tizerinde J Kihler yapis1 tanimlanarak hedef uzayi Kéhler geometrisine sahip bir model

olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

4.3. TOPOLOJIK SIGMA MODELLERINDE PSODO-DUALITE

Karmasiklastirilmis siiper-uzayda ® eslemi ile verilen, kapali bir 2-forma sahip Kéihler
geometrisi ile tamimladigimiz topolojik sigma modellerine ait yukaridaki boliimde
tiirettigimiz indirgenmis aksiyon ile siiper-uzayda dualite iligkisi kurmak miimkiindiir.
Dualite iligkisini hedef uzayda olustururken psddo-dualite iligkisini de evren-yiizeyi lizerinde
kurabiliriz. Bu iligki daha 6nce belirttigimiz gibi teorinin stres-enerji tensoriinii koruyacaktir
ve hareket denklemlerinin ¢coziimlerinin eslemlenmesi ile insa edilir. Bu yiizden de on-shell
dualite iliskisidir. Bunun icin 6ncelikle teorimize ait geometrik yapilari olusturalim. M® =
M x C ile tanimlanan manifold iizerinde antisimetrik 2-form alan1 b4p olusturuyoruz. Bir
Kihler manifoldu iizerindeki metrik bilesenleri bize I'{, € Mt ve Fgé € M~ baglanti
bilesenlerini verir. Burada tammlanan M* ve M, MC hedef uzaymnin holomorf ve
anti-holomorf kisimlaridir ve Py izdiisim operatorlerinin M©’ye uygulanmasiyla elde
edilirler. Buradan anlasilacagi tizere bir Kéhler manifoldu iizerinde izin verilebilen I" baglanti
katsayilarma karsilik izin verilebilen torsiyon degerleri ancak Hj. € M™* ve HgE eEM™
ile miimkiindiir. Burada verilen torsiyon H hedef uzayda tanimhi 3-form alanidir ve H =
db ile bulunur. Bilesen olarakta H,,. = %(&lbbc + dpbea + Icbyp) seklini alir. Buradan
anlasilmaktadir ki M manifoldunda tanimh b,z 2-form alani sadece b .5 1€ b, a) bilesenlerini

alabilir ve b, = b,z = 0 olur. Bunu Kéhler manifoldu lizerindeki her p € M C noktasinda ve
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herbir X, Y € T,M C vektorel alanlari ile hermitsellik kosulunu kullanarak gosterebiliriz:

bp(X,Y) = by(J,X,J,Y) (4.72)

bab
bap O
Daha sonra, modelimize ait hareket denklemlerini su sekilde bulabiliriz,

Boylece 2-form alan1 b4 nin bilesenleri lokal olarak byp = seklinde verilir.

XS = (% — HL)XX? (4.73)

XC_ = (5 - HLXIXP (4.74)

Bu ifadelerde kullandigimiz tamimlamalar sdyledir: X := D X, X, =D DX vel} :=
(K~1)aKs

Farkedilecegi iizere bu denklemler, hedef uzayin Mt holomorf ve M~ anti-holomorf
kisimlari iizerinde olusan hareket denklemleridir ve M iizerinde karsiik gelen hareket
denklemleri Py izdiisim operatorlerinin uygulanmasi ile kolaylikla elde edilebilirler.
Teorimize ait biitiin geometrik yapiy1 ve fiziksel kosullari insa ettikten sonra psédo-dualite
denklemlerini olusturarak psddo-dualite olugmasi i¢in gerekli olan yeter ve gerekli kosullari
ortaya koyabiliriz. Bir dualite iligkini en kolay ifade etmenin yolu teoriyi SO(M®)
izerinde taniml1 ortonormal escerceve demeti lizerinde analiz etmektir. SO(MC) manifoldu
MC x SO(n) ile M© manifoldunun n-boyutlu rotasyonu ile olusturulur ve bu bildigimiz
anlamda teorimizi Cartan koordinat sistemine tasidigimiz anlamina gelmektedir. Dolayisi
ile elimizdeki teorinin SO(M(C) manifoldu iizerinde Cartan yap1 denklemlerini saglamasin
bekleriz. Bunu gorebilmek igin siiper-uzayin ilgili holomorf kismi iizerinde { A%} ortonormal
koordinat gergevesi segelim ve buna karsilik gelen baglant: 1-form katsayilar1 da {Aj} olsun.

Siiper-uzayimiz1 z = (6+, 8%) koordinatlari ile tanimlayalim. Benzer ifadeleri her indisin
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tizerine ¢izgi koyarak uzayimizin anti-holomorf kismi i¢inde yazabiliriz. Boylece holomorf

ve anti-holomorf kisimlardaki 1-form alanlari

A = dMXf, A? = dMXE, (4.75)

olur. SO(M®) iizerinde tamiml1 Xj; ve Xy kovaryant tiirevleri de

dX{ + ASXY, = dN Xy, dXf +AIXY = ARy (4.76)

seklinde bulunur. Boylece Cartan yap1 denklemlerini su sekilde yazmak miimkiindiir:

dAY = —ALAA, dAS = —AYANS+Qf
dAT = —AIAAP, dA? = —AINAL + QO 4.77)

Burada Qf ve Qf egrilik 2-formlandir ve Qf = SRS ATA AT+ %RZC AN A ile
Qf = %Rgf AN A4+ %Rgc AN A? olarak tammlanir. Bu ifadelerden anlagilacag: iizere
psodo-dualite denklemleri hedef uzayin holomorf ve anti-holomorf yapisina uygun olarak
ya holomorf ya da anti-holomorf bir sekilde olusturulabilecektir. Oncelikle holomorf

psodo-dualite iligkisine gdz atalim.

Holomorf psddo-dualite durumunda holomorf veya anti-holomorf vektorler psddo-dual
manifold iizerindeki ilgili holomorf veya anti-holomorf vektorlere eslemlenirler. Boylece

psodo-dualite iligkileri su sekilde verilirler:

X4 = +.7°%x%

X¢ = +77%h (4.78)
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Burada .7 : TM™ — TM* ve  : TM~ — TM~ uygun holomorfluk dlciisiine sahip
ilgili teget demetleri arasindaki eslemlerdir. Ancak bu sozde dualite iliskilerinin var olma
yeter ve gereklilik kosullarinin anlagilmasi i¢in bu denklemlerin entegrabilite kosullarina
gdz atmaliyiz. Bunun i¢inde bu denklemlerin dis (exterior) tiirevlerini alarak yukarida
tanimladigimiz kovaryant tiirevleri kullanarak elde ettigimiz sonuglarda 1-form yapilan ile
Cartan yap1 denklemlerini yerine koyarak biitiin holomorf ve anti-holomorf indisler i¢in

gecerli olan

H—A=T=0 (4.79)
kosulunu elde ediyoruz. Bununla beraber karsimiza

4T —2T N +ALTE = 0

dI =2T7N+ AT = 0 (4.80)

kogullar1 da ¢ikmaktadir. Burada tanimlanan baglanti 1-form degerleri Aj = I} A ve /_\g_ =
Fl‘-;/—\‘_' seklinde bulunur. Bu iki kosul aslinda psddo-dualite hakkinda ¢ok 6nemli bilgiler
iceren ve psddo-dualite olugsmasi icin gerekli kosullar1 i¢cinde barindiran dnemli ifadelerdir.
Bunlar kesinlikle topolojik sigma modellerin karakteristik ozellikleri ile ilgisi olmadig1
gibi tamamen psddo-dualite kosullarinin gerceklesmesiyle ilgilidir. Bu denklemler yoluyla
psodo-dualite inga edilen uzaylarin geometrik yapilar1 hakkinda bilgi sahibi oluyoruz. Bu
bilgiyi ortaya ¢ikarmak icinde daha fazla entegrabilite kosullarina goz atiyoruz. Bu ifadelerin
dis tiirevlerini alip tekrar ayni ifadelerin kullanilmasi ile egrilik 2-formlarina ait asagidaki

iligkileri elde ederiz:

T4 — B0
T = QLT¢ (4.81)
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Bunlar da bize asagidaki egrilik iligkilerini verir:

b >3 |l o>m -k
‘Z)aRcdé = _RZlmyd %myc

TR, = —Re, 7} 77 T 452)

Ancak bu ifadeler hala psodo-dualite eslem operatorii olan 7 yi icerdigi icin daha fazla
entegrabilite kosullarim1 incelemeliyiz. Bunun i¢in yine dis tiirevler alarak buldugumuz
sonuglari kullantyoruz. Nihayetinde karsimiza egriliklerin kovaryant tiirevlerinin sifir olmasi
gerektigi sonucu cikmaktadir. Buradan anlagilacag: iizere psodo-dualite ifadelerinin var
olabilmesi i¢in hedef uzay1r manifoldlarinin sabit egriliklere sahip ve birbirinin zit isaretlisi
olan dual simetrik uzaylar olmasi gerekmektedir. Bu sonu¢ genel olarak psodo-dualite
denklemlerinin yapilarindan kaynaklanmaktadir ve evren-yiizeyi ile hedef uzay1 geometrileri

ne olursa olsun her zaman ayn1 sonucu verdigi goriilmektedir.

Benzer sekilde holomorf olmayan psoddo-dualite iligkisini incelemek miimkiindiir. Bu
durumda psddo-dual manifold iizerinde holomorf vektorler anti-holomorf vektorlere

eslemlenebilirler ve boylece

X¢ = £7xb

X{ = £3ix?} (4.83)

bulunur. Bu ifadelerde T : TM~ — TM™* ve T : TM+ — TM~ seklindedir ve holomorfizmi
degistiren karisik te§et demetleri arasindaki eslem operatorleridirler. Yukaridaki duruma
benzer sekilde bu tiir psddo-dualite ifadelerinin var olma kosullarini anlamak i¢in dis tiirev
alarak ilgili kovaryant tiirevleri kullaniyoruz ve Cartan yap1 denklemlerini de yerine koyarak

yukarida buldugumuz H = H = I" = 0 sonucu ile beraber asagidaki kosulu elde ederiz:
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dT¢ —2TIRE + AITE = 0
A8 — 239N+ AI%S = 0 (4.84)

burada yine anti-holomorf baglant1 1-form katsayilar1 olarak /_\g = Fgc_/_\f ve AY =T¥ A
buluruz. Benzer sekilde yine elde ettigimiz kosullar1 daha fazla inceleyerek ek bilgi ortaya
cikartabilmek i¢in dis tiirevlerini aliyoruz ve ilgili Cartan yapr denklemlerinin kullanima ile

asagidaki egrilik iligkilerini elde ederiz:

b > kel Tm
E?JREd_e e ZlmTE‘Zd‘Ten
TIRb,, = —RE TEl < (4.85)

Bu denklemin daha fazla entegrabilite 6zelliginin incelenmesi ile yine egriliklerin kovaryant
tiirevlerinin sifir olmasi1 gerektigi kosulu karsimiza c¢ikar. Buradan anlasilmaktadir ki
topolojik sigma modellerinde psddo-dualite iligkisinin gecerli olmasi icin dual simetrik
uzaylar iizerinde bulunmalidir, yani egrilik degerleri sabit ve isaretleri de zit olmalidir.

Bununla beraber torsiyon degerleri de yok olmalidir.
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5. SONUC

Bu tezde, topolojik sigma modellerindeki klasik ve kuantum simetriler incelenerek
evren-ylizeyinde gerceklestirilebilecek muhtemel psodo-dualite iligkileri incelenmistir.
Bu amag¢ dogrultusunda Cartan geometrisi kullanilarak incelenmesi diisiiniilen sigma
modeli Cartan diizlemine taginmis ve ortonormal koordinat sisteminin mutlak yapisindan
istifade edilerek Cartan yap1 denklemlerinin kolaylikla modelimizde kullanilmasi
saglanmistir. Psodo-dualite denklemlerini insa edebilmek i¢in Cartan diizlemindeki yapilar
evren-ylizeyine cekilerek hareket denklemlerinin ¢oziimleri birbirlerine eslemlenmistir.
Burada dikkat edilmesi gereken en Onemli mesele, evren-yiizeyinin karmasiklastirilmis
yapisindan kaynaklanan eslem oOzellikleridir. Bu durumu basitlestirmek icin N = 2
stipersimetrisi ile Kihler geometrisi iizerinde tanimli topolojik sigma modelini uygun
N =1 siipersimetrik alanlar cinsinden ifade ettik ve bu sekilde bilinen alanlar cinsinden

psodo-dualite iligkisini inceleme firsati elde edebildik.

Topolojik sigma modelinde psddo-dualite iligkilerini olusturmak bize bu essiz dualite
iligkilerinin var olma kosullarin1 incelememizi saglamistir. Buna gore hareket denklemlerini
ve Kéhler yapisini kullanarak psddo-dualite kogullarini bulduk. Buna gore Kihler manifoldu
tizerinde taniml bir topolojik sigma modelinde psédo-dualite var olmast i¢in manifoldun
torsiyonu sifir olmali ve egriligi de sabit olmalidir. Bu sekilde psddo-dualite iligkisi
manifoldun egriligini negatif degeriyle degistirerek dual simetrik bir siiper uzay olusumuna
imkan vermektedir. Bu dikkat cekici sonug, sigma modelinden ziyade psodo-dualite
iligkisinin fevkalade ozelliklerini sergileyen bir durumdur. Bu sekilde herhangi bir fiziksel
teorideki psodo-dualite iligkisini anlamak ne tiir sonuglar doguracagini anlayabilmek

miimkiin olacaktir.

Tezimizde elde ettigimiz bulgularin ¢arpici sonuglarindan birisi psodo-dualite iligkilerinin
bilinen klasik dualite iligkilerinin genellestirilmis seklini verebilmesidir. Ozellikle topolojik
bir model secmemizin temel sebebi de psodo-dualite iliskisinin ayna simetrisinin
anlasilmasina yardimci olabilme potansiyelidir. Elde ettigimiz sonuclar topolojik A-modeli
ile topolojik B-modeli arasinda var olan ayna simetrisinin psddo-dualite ile kolaylikla inga

edilebilecegi gosterilmistir. Bu sekilde iki boyutta olusturulan herhangi bir teorinin sonsuz
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sayidaki simetrileri psddo-dualite yontemi ile anlasilabilmesine olanak saglanmigs olacaktir.
Diger bir deyisle, bir cok farkli dualite yaklasimi kullanmak yerine evren-yiizeyinde
olusturulan psodo-dualite ile bu c¢ok sayidaki dualite yontemleri tek bir cati altinda
birlestirilmis olacaktir. Tezimizde gostermis oldugumuz yaklasim buna imkan tanimaktadar.
Burada islenen konuya ek olarak goz Oniinde bulundurulmasi gereken hususlardan birisi
de ele aldigimiz sigma modeli evren-yiizeyinde topolojik bir karaktere sahip oldugu
icin topolojik yiizeyin genus degeri elde edilecek sonuglarin yorumlanmasinda oldukca
onemli olmaktadir. Topolojik yiizeylerin birbirinden farklilasmasina sebep olan farkli genus
degerleri psodo-dualite iligkilerinin de olusumunda Onemli role sahiptir. Bu tezde biz
sadece genusu sifir olan sabit bir topolojik yiizey kullandik. Ancak genusu bir veya daha
yiiksek yiizeylerin kullanilmasi durumunda teorimizde ortaya cikabilecek homoloji ve
cohomoloji degerlerinin de géz oniinde bulundurularak psodo-dualite iliskilerinin bunlara
gore yorumlanmasi gerekmektedir. Ancak bu hesaplama cok uzun bir siire¢ ve birikim
gerektirdigi icin bu tezde buna deginmedik. Ancak tezde kullanilan yaklasim ile topolojik
herhangi bir modelin simetrilerinin daha iyi anlagilmasi i¢in iyi bir baglangic zemini

olusturmus olduk.
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