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OZET

Bu tez galismasinda Tarek Rouabhi ve Nadir Trabelsi’nin “A note on Torsion-by-Nilpotent
Groups” baglikli makalesi ¢alisilmistir. Bahsedilen makalede torsiyon gruplarin nilpotent
genislemesi olan gruplar incelenmektedir. Ilk olarak, bu makaledeki baz1 sonuglarin ispat1
icin gerekli olan Nadir Trabelsi’nin “Soluble groups with many 2-generator torsion-by-
nilpotent subgroups” adli makalesi goz oniline alinmistir. Tezin 4. boliimiinde bu makalede
X bir torsiyon-by-nilpotent grup sinifi oldugunda (¥, o) sinifi incelenmis ve IV, (sirasiyla,
T) nilpotent grup (sirasiyla, torsiyon grup) simifini gostermek tizere “G, (TN, o)
smifindan sonlu tretegli ¢ozilebilir bir grup olsun. O zaman G grubu torsiyon-by-
nilpotenttir” teoreminin ispatt ayrintili olarak verilmistir. [3], [10] un sonuglar1 ve bu
teorem birlestirildiginde (TN, o) sinifiyla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Besinci
boliimde, elde edilen bu sonuglar Tarek Rouabhi ve Nadir Trabelsi’nin makalesinde
(TIN,0)* simifina genisletilmistir. Boylece ¢alismamizin ana sonucu (TN, o0)*
siifindan sonlu {iretegli ¢o6ziilebilir-by-sonlu bir grup, torsiyon-by-nilpotent gruptur”
teoreminin ispati ayrintili olarak gosterilmistir. Calismamizda [2] nin sonuglar1 ve bu
teorem birlestirildiginde su sonuglar elde edilmistir: ”k bir pozitif tam say1 olmak {izere
(i) Eger G, (TN, 00)* smifindan sonlu tiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup ise o zaman
sadece k ya bagli ¢ = c(k) tamsayisi vardir oyle ki G, TNV, ye aittir. (ii) Sonlu iiretegli
metabelyan-by-sonlu bir grubun (T"Vy, ©)* sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
grubun TN, ., Ye ait olmasidir”. Besinci béliimde bu sonuglarin ispati ayrintili olarak
verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, the article written by Tarek Rouabhi and Nadir Trabelsi titled “A note on
Torsion-by-Nilpotent Groups” was studied. In the aforementioned article, groups with
nilpotent extension of torsion groups were investigated. First of all, to prove a few results
in this thesis, we considered the article titled “Soluble groups with many 2-generator
torsion-by-nilpotent subgroups” written by Nadir Trabelsi. In the fourth chapter of this
thesis, we examined class (X, ), when X is class of torsion-by-nilpotent groups and proof
of the theorem “ Let G be a finitely generated soluble group in the class (7V, ). Then G
IS torsion-by-nilpotent” was given in detail. When the results of [3], [10] and this theorem
were combined, some results regarding the class (TV, «) were obtained. These results
obtained in the fifth chapter were extended to the (TV', )" class in the article by Tarek
Rouabhi and Nadir Trabelsi. Thus, the main result of our study, the proof of the theorem
“A finitely generated soluble-by-finite group in the class (TV', «0)* is torsion-by-nilpotent”
was shown in detail. When the results of [2] and this theorem were combined in our study,
the following results were obtained: “Let k be a positive integer (i) If G is a finitely
generated soluble-by-finite group in the class (TV,, o)*, then there exists an integer ¢ =
c(k), depending only on k, such that G belongs to TN, (ii) A finitely generated
metabelian-by-finite group is in the class (T, o)* if, and only if, it belongs to TN,,”.
In the fifth chapter, the proof of these results was given in detail.
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SEKILLER LISTESI

Sekil

Sekil 2.1. Grup siniflarinin diyagrami



Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

H<GH<GH=<G

G/H

|G: H|
G=K
Kereg

(X)

(X,Y)

G"

=y lxy
H*

[xltxZ]

[XltXZ]

[G,G] = G’
C¢(a)
Ce(X)
N¢(H)
Z2(G)
Z;(G)
Z,(6)

X6

HsnG H<<G

s(G:H)
HascG

SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklamalar

H, G nin altgrubu, 6z altgrubu, normal
altgrubu

G nin H ile boliim grubu

H 1 G igindeki indeksi

G grubu ile K grubu izomorf

¢ doniisiimiiniin ¢ekirdegi

X in elemanlar tarafindan iiretilen grup
X ve'Y tarafindan iiretilen grup

(g"|lg € G,neZ)

x iny ile eslenigi

x 1Hx

x, 1x, 7 1x, x5, x4 ile x, nin komiitator
carpimi

([x1, x,]1%; € X1, %, € X,), X, ile X, nin
komditatdr altgrubu

G nin komiitator altgrubu

a nin G i¢indeki merkezleyeni

X in G igindeki merkezleyeni

H 1 G i¢indeki normalleyeni

G grubunun merkezi

G grubunun i. merkezi

G nin hipermerkezi

X in G i¢indeki normal kapanisi

H, G nin bir altnormal altgrubu

H nin G igindeki altnormallik indeksi

H, G nin bir artan altgrubu



Simgeler

max, min
max-n , min-n

max-s , min-s

Fit(G)
L(G)
L(G)
R(G)
R(G)
e(G)

e(6)

Kisaltmalar

A
AT

)
‘Nk

JNP-grup
Ex
N

Xi

Aciklamalar

Maksimal, minimal sarti

Normal altgruplarda maksimal, minimal sart1
Altnormal altgruplarda maksimal, minimal
sart1

G nin Fitting altgrubu

G grubunun sol Engel elemanlari

G grubunun sinirlt sol Engel elemanlari

G grubunun sag Engel elemanlari

G grubunun sinirli sag Engel elemanlari

Her x € G icin {(x)asc{x,a®) olacak sekildeki
G nin a elemanlarinin kiimesi

Bir n = n(a) pozitif tamsayisi olmak tizere
her x € G igin (x) <™ (x,a%) olacak sekildeki
G nin a elemanlarimin kiimesi

Quasidevirli grup

Aciklamalar

Abelyan gruplarin sinifi

Abelyan-by-torsiyon gruplarin sinifi
Abelyan-by-nilpotent gruplarin sinifi

Bir grup smifi

Chernikov gruplarin sinifi
Chernikov-by-nilpotent gruplarin sinifi
Nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent
gruplarin sinifi

Iki iiretecli nilpotentlik smifi en fazla k olan
nilpotent gruplarin sinifi

Just-non-? grup

k-Engel gruplarin sinifi

Nilpotent gruplarin sinifi



Xii

Kisaltmalar Aciklamalar
FN Sonlu-by-nilpotent gruplarin sinifi
FnP Sonlu-by-iki iiretecli nilpotentlik smifi en fazla

k olan nilpotent gruplarin sinifi

FE; Sonlu-by-k-Engel gruplarin sinifi

T Torsiyon gruplarin sinifi

TN Torsiyon-by-nilpotent gruplarin sinifi

TA Torsiyon-by-abelyan gruplarin sinifi

TNy Torsiyon-by-nilpotentlik sinift en fazla k olan

nilpotent gruplarin sinifi



1. GIRIS

Bu calismada X ile bir grup sinifi gosterilecektir. X elemanlar: gruplar olan bir sinif olsun.

Eger,
i) X mertebesi bir olan grubu igerir,
ii) G, =G € Xise G, € Xtir;

ozellikleri saglaniyorsa X simifina bir grup-teorik smif (veya gruplarin sinifi) denir. Her
sonsuz altkiimesi (x, y) € X (sirastyla, {(x, x¥) € X) olacak sekilde birbirinden farkli iki x, y
elemanini i¢eren gruplarin sinifi (X, ) (sirasiyla, (¥, )*) seklinde gosterilir. X grup sinifi

i¢in (X, o0) lizerinde bir¢ok sonug elde edilmistir.

B. H. Neuman, [1] de bir grubun, merkezinin sonlu genislemesi (merkez-by-sonlu) olmasi
icin gerek ve yeter sart her sonsuz altkiimesinin degismeli olan farkli iki eleman ciftini
icerdigini gostermistir. Bu sonuctan dolayi, benzer yapidaki problemler bircok makalenin

konusu olmustur ( 6rnegin; [2-14] ).

[9] da Lennox ve Wiegold, X grup smifi polycyclic veya nilpotent veya coherent gruplarin
sinifi oldugunda (X, 0) sinifina ait olan sonlu tretegli ¢oziilebilir gruplar1 karakterize

etmislerdir.

N (swraswyla, C, T) nilpotent (sirastyla, Chernikov, torsiyon) gruplarin sinifin1 gostermek
tizere Nadir Trabelsi, “Soluble groups with many 2-generator torsion-by-nilpotent
subgroups” baslikli ¢caligmasinda X torsiyon grubun nilpotent genislemesi olan gruplarin
(torsiyon-by-nilpotent grup) (kisaca TN ile gosterilir) sinifi ya da Chernikov grubun
nilpotent genislemesi olan gruplarin (Chernikov-by-nilpotent grup) (kisaca CNV ile
gosterilir) simifi oldugunda (¥, ) sinifinin yapisini aragtirmistir. Nadir Trabelsi, [12] de
(TN, ) (sirastyla, (CN,)*) sinifindan sonlu tiretegli ¢oziilebilir bir grubun, torsiyon
grubun nilpotent genislemesi (torsiyon-by-nilpotent grup) (sirasiyla, sonlu grubun nilpotent

genislemesi (sonlu-by-nilpotent grup)) oldugunu gdstermistir.



Bu calismada o6ncelikle [12] de (TV, ) smifindan elde edilen sonuglar incelenecektir.
(TN, o) sinifindan gruplar igin elde edilen sonuglar, bu ¢alismada (TN, o)* smifina

genisletilecektir. Burada ana sonug asagidaki gibidir:

Teorem 1.1

(TN, 00)* sinifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup torsiyon-by-nilpotent

gruptur [13].

Teorem 1.1 herhangi bir grup i¢in dogru degildir. Gergekten [15, Sonug 4.2] de her d >
2 tamsayist i¢in herhangi d — 1 iiretecli bir nilpotent grup olacak sekilde d iiretegli

nilpotent olmayan residually nilpotent torsiyonsuz grup oldugu ispat edilmistir.

k pozitif bir tamsay1 olsun. Her sonsuz altkiimesi [x,; y] = 1 olacak sekilde birbirinden
farkli iki x,y elemanini kapsayan gruplarin smifi £,() seklinde ifade edilir. [2] de
Abdollahi bir sonlu iirete¢li metabelyan G grubunun &£, (o) grup sinifindan olmasi igin

gerek ve yeter sart G /Z;, (G) nun sonlu oldugunu gostermistir.

Abdollahi yine ayni ¢alismada eger G, £, (o) sinifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir grup
ise 0 zaman G/Z.(G) sonlu olacak sekilde yalmizca k ya bagli ¢ = c(k) tamsayisi
oldugunu gostermistir. Nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent gruplarin sinifi Vj,
olsun. (V) ,©)* sinifindan her grup &, (o) smifindandir. [2] deki sonuglar Teorem 1.1

ile birlestirildiginde asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 1.2

k bir pozitif tam say1 olsun.

(i) Eger G, (T, )" sinifindan sonlu tiretegli ¢6ziilebilir-by-sonlu bir grup ise o zaman

sadece k ya bagli bir ¢ = c(k) tamsayisi vardir 6yle ki G grubu TV, ye aittir.

(ii) Sonlu tiretegli metabelyan-by-sonlu bir grubun (7" Vy,, )* sinifindan olmasi igin gerek

ve yeter sart bu grubun 7'V, ; ye ait olmasidir [13].



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLAR

2.1. Tanim

X elemanlari gruplar olan bir sinif olsun. Eger

i) X mertebesi bir olan grubu igerir,

ii) G, = G € Xise Gy € X tir,

ozellikleri saglaniyorsa ¥ sinifina bir grup-teorik Sunif (veya gruplarin simifi) denir.
Ornegin biitiin sonlu gruplar ve biitiin abelyan gruplar bir grup-teorik simf olustururlar.
Daha genel olarak 2 bir grup 6zelligi olmak {izere eger mertebesi 1 olan grup P 6zelligine
sahip ve P ozelligine sahip her G grubu i¢in G; = G iken Gy grubu P &zelligine sahipse P
ye grup-teorik 6zellik denir. Her grup-teorik sinifina bir grup-teorik 6zelligi ve her grup-
teorik Ozelligine bir grup-teorik sinifi karsilik geldiginden ikisi birbirlerinin yerine
kullanilabilir. X grup smifina ait bir gruba X-grup denir. Eger bir grubun altgrubu X-grup

ise o altgruba X-altgrup denir.

2.2. Tanim

X bir G grubunun bos kiimeden farkli bir altkiimesi olsun. G nin X i kapsayan
altgruplarinin arakesitine X tarafindan tiretilen altgrup denir. X tarafindan tiretilen altgrup
(X) seklinde gosterilir. Eger n bir pozitif tamsay1 olmak lizere G grubu {x, x5, ..., X}
kiimesi tarafindan iiretiliyorsa G ye n-iiretegli grup denir. Eger G grubu n-iiretegli ise G ye

sonlu tiretegli denir.

1-iiretecli (x) = ({x}) grubuna devirli grup denir.

G nin altgruplarindan olusan kiime {X; | 1 € A} olmak tlizere X, lar tarafindan iiretilen

grup (U ea X3) seklinde tanimlanir. Bu altgrup

(X3] 2 € A)

veya A = {A,, 1,,..., 1,} olacak sekilde A bir sonlu kiime ise



(Xa, Xa,-X2)
seklinde yazilir.

Eger (g,X) = G iken her zaman (X) = G oluyorsa g elemanina G nin iirete¢ olmayan

eleman denir.

2.3. Tanim

G bir grup ve x,y € G olsun.

xY =y lxy

elemanina x in y ile eslenigi (konjugesi) denir.

X veY, G nin bostan farkli altkiimeleri olsun. G nin X in Y ile eslenigi olan altgrubu
XY =(xY|x € X,y €Y) olarak tanimlanir.

2.4. Tanim

G bir grup ve x4, x5 ,...,x, € G olsun.

[, 2] = 207 7y 20y = xy T g 2

elemanina x; ile x, nin komiitatérii denir. Daha genel olarak n > 2 olmak tizere n agirlikli

basit bir komiitator, ardil olarak

[x1, X5, Xp] = [[xl,xz ,...,xn_l],xn]
seklinde tanimlanir. Burada [x, ] = x; olarak kabul edilir.

X,y € G igin [x,y, ...,y ] komutatorii [x ,,, y] ile gosterilir.
n

X; ve X,, G nin bostan farkl altkiimeleri olsun. X; ve X, nin komiitatér altgrubu



[X1, Xo] = ([x1,x2] | x1 € X1, x; € X3)
olarak tanimlanir.

Ozel olarak X; = X, = G ise [G, G] komiitatdr grubuna G nin komiitator (derived) altgrubu

denir ve G' ile gosterilir. Yani [G,G] = G’ dir.

Daha genel olarak [X;] = (X;) ve n = 2 olmak tizere
[X1, Xo, o, Xn] = [[X1, Xo, o, Xnm1], Xin]

olarak tanimlanir.

2.5. Tanim

G bir grup ve N <G olsun. Eger her n€ N ve her g € G igin g~ 'ng € N yani
g Ng <N ise o zaman N ye G nin bir normal altgrubu denir ve N < G seklinde

gosterilir.
2.6. Tanim

G bir grup olsun. G nin 1 den ve kendisinden bagka normal altgrubu yoksa G grubuna basit

grup denir.
2.7. Tanim

G bir grup ve H < G olsun. H nin G igindeki sol (veya sag) kosetlerinin kiimesinin

kardinalitesine H nin G igindeki indeksi denir ve |G: H| ile gosterilir
2.8. Tanim

X, G nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. G nin X i igeren biitiin normal altgruplarinin

kesisimine X in G i¢indeki normal kapanist denir.

X% =(g9g71Xg| g € G) ile gosterilir.



X%, G nin X i igeren en kiiciik normal altgrubudur.

2.9. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun.

Ng(H)={g € Gl gHg™" = H}

altgrubuna H nin G igindeki normalleyeni denir.

H < N;(H) ve N;(H), H 1n normal oldugu G nin en biiyiik altgrubudur.

2.10. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin her 6z altgrubu normalleyeni tarafindan 6z olarak igeriliyorsa
G ye normalleyen sartini sagliyor denir. Baska bir ifadeyle G nin normallayen sartini

saglamasi igin gerek ve yeter sart her H < G ig¢in H < N;(H) olmasidir.

2.11. Tanim

G bir grup ve a € G olsun.

C;(a) ={x€G|xa=ax}={x€G|[x,a] =1}

kiimesine a nin G i¢indeki merkezleyeni denir. Eger N < G ise

C;(N) ={x € G| hern € N icin [n,x] = 1}

kiimesine N nin G icindeki merkezleyeni denir. C;(a) ve C;(N), G nin altgruplaridir. Ozel
olarak N < G ise C;(N) < G dir. C;(G) altgrubuna G nin merkezi denir ve Z(G) ile

gosterilir.



2.12. Tanim

G Dbir grup olmak iizere G nin her elemaninin mertebesi sonlu ise G ye periyodik (torsiyon)
grup denir. G nin birim eleman disindaki her elemaninin mertebesi sonsuz ise G ye
torsiyonsuz grup denir. Eger G nin en az bir elemanimnin mertebesi sonsuz ise G ye

periyodik olmayan grup denir.

2.13. Tanim

G bir grup ve p asal say1 olsun. Her g € G icin gP" = 1 olacak sekilde bir n > 0 tamsayisi
varsa, bagka bir deyisle G nin her elemaninin mertebesi p nin bir kuvveti ise 0 zaman G ye

bir p-grubu denir.

2.14. Tanim

G bir grup olsun. S = {1 = G,, Gy, ..., G, = G } G nin altgruplarmnin bir dizisi olmak tizere
1= Gy Gy <..<4G, =G

ise S ye G nin bir sonlu serisi denir. G;,,/G; bolim gruplarina serinin faktorleri denir. Her
bir G; grubuna ise serinin terimleri denir. Eger biitiin G; ler farkli ise 0 zaman negatif

olmayan n tamsayisina serinin uzunlugu denir.

T ={H,| @ < B} bir B ordinaline esit veya kiigiik ordinallerle indekslenen G nin

altgruplariin bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi;
(Da; <ayiseH, <H,,

(ii) Hy=1veHz =G

(iii) Hy < Hg41

(iv) Eger A limit ordinali ise Hy = Uy« Hy dir,

sartlarin1 sagliyorsa T ye bir artan seri (ascending seri) denir. Artan bir seriyi



1=H0<H1<“'Hﬁ=6

seklinde yazmak uygundur. Burada H,, lar serinin terimleri § serinin uzunlugudur.

Eger T kiimesi;

(Da;<ayiseH, =H,,

(ii) Hy=Gve Hz =1

(iit) Hy41 < Hg

(iv) Eger A limit ordinali ise Hy = Ng<3 H, dir,

sartlarin1 sagliyorsa T ye bir azalan seri ( decreasing seri) denir. Azalan bir seriyi

seklinde yazmak uygundur.

2.15. Tanim

G bir grup ve H < G olsun. Eger H, G nin bir artan serisinin bir terimi ise H ya G nin bir

artan altgrubu denir ve HascG ile ifade edilir.

2.16. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin
H=H.<H,_,<-<Hy,=G

olacak sekilde Hy, Hy, ..., H, altgruplar1 varsa H, G de altnormaldir denir. Burada r sonlu
ve i =0,1,..,r—1 igin H;,; < H; dir. Genellikle H <" G, H << G veya HsnG ile

gosterilir.



H, = H olacak sekildeki en kiiciik r = 0 tamsayisina H nin G igindeki altnormallik

indeksi denir ve s(G: H) ile gosterilir.

2.17. Tanim

G bir grup olsun. Bir n tamsayisi igin eger G nin bir
1=6G <G, 9<G, =G

serisi olmak tizere her i = 0,1,...,n — 1 i¢in G;,,/G; faktorleri abelyan ise G nin bu

serisine abelyan seri denir.

2.18. Tanim

G bir grup olsun. G nin bir sonlu serisi
1=6G, <G, --G, =G

olmak tizere eger her 0 < i < n igin G;,,/G; abelyan ise G ye bir ¢oziilebilir grup denir. G
nin bu sekildeki serilerinin en kii¢iik uzunluguna G nin ¢oziilebilirlik uzunlugu (derived
uzunlugu) denir ve d(G) ile gosterilir. Tanimdan dolay1 her abelyan grup ¢oziilebilir
gruptur.

2.19. Tanim

Eger bir ¢oziilebilir grubun ¢oziilebilir uzunlugu en fazla 2 ise o zaman bu gruba
metabelyan grup denir. Ornegin; G bir grup olsun. 14G'<G abelyan serisinin uzunlugu 2
oldugundan G bir metabelyan gruptur. Coziilebilirlik uzunlugu en fazla 1 olan gruplar

sadece abelyan gruplardir. Bu durumda abelyan gruplar bir metabelyan gruptur.

2.20. Tanim
G bir grup ve G = G olsun. i > 0 olmak iizere

GU+1) — [G(i), G(i)]
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seklinde tanimlansin. O zaman

G=G69 > > > ..

dir. Bu seriye G nin komiitatér serisi ve her k > 0 igin G™® ya G nin k yinc: komiitator

altgrubu denir.

G =¢", 6P =G" ve G® = G" biciminde yazilir. G’ = G ise G ye miikemmel grup
denir ve [G,G] = G dir. Komutator serisi sona ermeyebilir ve 1’e ulasmayabilir. Eger bir
n > 0 tamsayisi icin G™ = 1 ise G bir ¢oziilebilir gruptur. Bu sekildeki en kiigiik n > 0

tamsayist G nin komiitator uzunluguna esittir.

2.21. Teorem

G bir grup olsun. Asagidakiler saglanir [16].

(i) G' <G dur.

(ii) G/G'" abelyandur.

1spat

(i) [a,b] € G' ve g € G olsun.

gla,blg™ = g(a~*b~ab)g™*
=g(a~tg~'gb™' g7 gag~ gh)g™"
= (ga~'g™)(gb™" g7 (gag ) (gbg™)
= (gag™) "' (gbg™") ' (gag™")(gbg™")
= [gag™. gbg™'] € G’

oldugundan g[a, b]g~! € G’ ve bdylece G’ < G dur.
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(ii) aG',bG' € G/G' olsun.

aG'bG' = abG' = ab(b~*a"'ba)G' = baG' = bG'aG’

oldugundan G/G' abelyandr.

2.22. Teorem

G bir grup ve N < G olsun. G/N béliim grubunun abelyan olmasi igin gerek ve yeter sart
G' < N olmasidir [17].

fspat

Eger G/N abelyan ise her xN,yN € G/N igin (xN)(yN) = (yN)(xN)

= (x y"Ixy)N =N

= (x y Ixy) EN

= [x,y] EN

dir. O halde ([x, y]|x,y € G) = G' < N olur.

Karsit olarak G' < Nise her x,y € G igin [x,y] € N dir. Boylece her x,y € G i¢in
[x,y]N = N oldugundan xyN = yxN dir.

2.23. Sonug

G bir grup ve n > 0 olsun. Asagidakiler saglanir [16].

HMWac

(i) G™ /G ™D abelyandir.
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fspat

(i) G™ < G oldugunu tiimevarim hipoteziyle gosterelim. n = 0 i¢in G(® = G oldugundan

G® < G dir.

Kabul edelim ki n >0 igin G™ < G olsun. Simdi G™*Y < G oldugunu gosterelim.

G+ = [G("),G(")] = ([x,y]|x,y € G(”)) dir. Her x,y € G™ ve her g € G igin
g xylg =g 'x 'y txyg

=9 'x"'g97 'y 99 x99 v g

=@ 'y g xg) (g vg)

=g 'xg) ' (g7 yg) g xg) (g yg)

= (@) (y9) a9y

= [Xg,yg]

dir. G <G oldugundan g~ 'xg, g 'yg € G™ dir. Dolayisiyla x9, y9 € G™ olur.
Boylece [x9,y9] € G™VD dir. O halde her ge€G igin x;,y, €G™ ve

& =x1(0 <i < t)olmak tizere

97 ey y1)21 22, 2152 X ve)®t g = (07 %, 1195 (7 [x2, ¥219) %2 . (97 Hxe, yel 9)
= [x19, 319151 [%,9, 2912 ... [%,9, y,. 9%

oldugundan G ™*V < G dir. Boylece tiimevarim hipotezi geregi ispat tamamlanmus olur.

(ii) Her n > 0 i¢in 6™V = [G(n),G(n)] = (G™)' dir. Béylece Teorem 2.21 (ii) den
dolay1 6™ /G ™1 abelyandir.
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2.24. Teorem

G bir grup olsun. G nin ¢oziilebilir olmas1 igin gerek ve yeter sart bir G = 1 olacak

bi¢imde bir n dogal sayisinin olmasidir [16].

fspat

G ¢oziilebilir bir grup olsun. G nin dyle bir altnormal serisi
1=Hy<H<-<H,=G

vardir ki, her 0 < k < n i¢in Hy,,/Hy abelyandir. k tizerine timevarimla her 0 < k < n
icin 6% < H,_, oldugunu gosterelim. k =0 i¢in G© = G = H,, oldugundan iddia
dogrudur. Kabul edelim ki k = 0 icin G® < H,,_, olsun. Ayrica H,_y/H,_j_; abelyan

oldugundan Teorem 2.22 den dolay1 (H,,_x)" < H,_j_1 dir. O zaman

GOV = [69),6M) < [Hyey, Hooiel = (Hnid)' < Hnien

oldugundan G**Y < H,_,_; dir. Dolayisiyla tiimevarim hipotezi geregi G*) < H,,_, dur.
Boylece k = nigin G™ < H,_, = Hy = 1 oldugundan ¢™ = 1 dir.

Karsit olarak G™ = 1 olsun. O zaman

1=6MW a1 4... 960 =g

G nin bir normal serisidir. Ayrica Sonug 2.23 (ii) den dolay1r her 0 < k <n i¢in

G® /G **1) abelyan oldugundan G ¢oziilebilirdir.
2.25. Teorem
(i) Cozilebilir bir grubun her altgrubu ve her homomorfik goriintiisii ¢oziilebilirdir.

(i) G bir grup ve N, G nin bir normal altgrubu olsun. N ve G/N g¢ozilebilir ise G
¢oziilebilirdir [17].
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2.26. Tanim
G bir grup olsun. G nin artan bir

serisi i¢in G; @G (A < B) ve her a < B igin G,,/G, < Z(G/G,) oluyorsa bu seriye

artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip olan gruba hipermerkez grup denir.

Eger n Dbir dogal sayr olmak iizere G nin G;<G (j<n) ve her 0<i<mn igin

Gi+1/G; < Z(G/G;) sartlarini saglayan
1=Gy<G,<9+<G, =G

serisi varsa G ye nilpotent grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en kiigiik uzunluguna

G nin nilpotentlik sunifi denir.

Nilpotent gruplar asagida tanimlarda belirtilen artan ve azalan merkez serileri ile de

karakterize edilebilirler.
2.27. Tanim

G bir grup olsun. Z,(G) = 1, Z,(G) = Z(G) olarak tanimlansin. @ > 1 bir ordinal say1

olmak {izere her f < a i¢in Zz(G) tanimlanmis olsun.

Eger a limit ordinal ise

Z4(G) = Up<qa Z5(G)

a limit ordinal degilse

Zq(G)/Zq-1(G) = Z(G/Zy-1(G))



15

seklinde tanimlansin. G nin kardinalitesi asilamayacagindan Z;(G) = Z;,,1(G) = -+
olacak sekilde bir en kii¢iik A ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi denir

ve Z,(G) ile gosterilir. Boylece

serisine G nin genellestirilmis yukari merkez serisi denir. Z,(G) =G ise G bir
hipermerkez gruptur. Eger bir n > 0 tamsayisi i¢in Z,(G) = G ise G ye bir nilpotent grup
denir. Bu esitligi saglayan n tamsayilarimin en kiigiigiine G nin nilpotentlik sinifi denir.
Burada agikga goriiliir ki her abelyan grup nilpotenttir. Birimden farkli bir abelyan grubun

nilpotentlik smifi birdir. Birim grubunun nilpotentlik sinifi ise sifirdir.
2.28. Tanim

G bir grup ve y;(G) = G olsun. Eger a limit ordinal ise

Ya(G) = Np<a vp(G)

« limit ordinal degilse

Ya+1(G) = [va(6),G ]

seklinde tanimlansin.

< 12(6) = n(G) =G

serisine G nin genellestirilmis asagi merkez serisi denir. Eger bir n dogal sayisi igin
Yn+1(G) = 1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki dogal sayilarin en kii¢iigii n + 1 ise G nin

nilpotentlik sinifi n dir.
2.29. Sonug¢
Her nilpotent grup ¢6ziilebilirdir. Ger¢ekten G nilpotent ise birn > 0 i¢in

1=2,(6)<2,(G)<Z,(G)< < Z,(G)=G
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ve her 0 < i <nigin Z;1(G)/Z;(G) abelyan oldugundan G ¢6ziilebilirdir.

Bunun karsitt dogru degildir [16].

2.30. Teorem

Nilpotent grubun her altgrubu, her homomorfik goriintiisii ve sonlu direkt ¢arpimlari

nilpotenttir [18].

2.31. Teorem

Bir G nilpotent grubunun her H altgrubu G de altnormaldir ve tstelik H, G nin bir normal

serisinin bir elemanidir [19].

2.32. Teorem

G ve H birer grup olsun. Asagidakiler saglanir [16].

(i) ¢ : G = H bir grup homomorfizma olsun. O zaman G /Ker(¢) = ¢(G) dir.

(ii) K< GvelL < Golsun. O zaman KL/L = K/K n L dir.

(iii) M ve N, G nin normal altgruplari ve N < M olsun. O zaman (G/N)/(M/N) = G/M
dir.

2.33. Teorem

G bir grup ve K, G nin bir normal altgrubu olsun. Asagidakiler saglanir [20].

(i) x,y € G ise 0 zaman G /K da,

[xK,yK] = [x,y]K

dir.
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(ii) H,] < G ise 0 zaman

[HK/K,JK/K] = [H,]JIK/K ve (G/K)' = G'K/K

olur.

2.34. Tanim

X ve 9 iki grup sinifi olsun. X9 genislemesi veya sinif ¢carpimi su sekilde tanimlanir: Bir
G grubunun X9 sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin bir N normal altgrubu
vardir 6yle ki N € X ve G/N €9 dir. Burada G grubuna ¥ tipindeki bir grubun ) tipindeki
bir grupla genislemesi ( X-by-%)) denir.

Omegin; X torsiyon (sirasiyla, abelyan, nilpotent, sonlu, nilpotentlik smifi en fazla k olan
nilpotent, torsiyon) grup smifi ve 9 nilpotent (sirasiyla nilpotent, torsiyon, nilpotent,
torsiyon, nilpotentlik siifi en fazla k olan nilpotent) grup sinifi ise 0 zaman G ye torsiyon-
by-nilpotent (TV') (sirasiyla, abelyan-by-nilpotent (AN), nilpotent-by-torsiyon (WVT),
sonlu-by-nilpotent (FV), nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent-by-torsiyon (N, T),
torsiyon-by-nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent (77V)) grup denir.

2.35. Tanim

G, L ve M birer grup olmak tizere eger K = L ve G/K = M olacak sekilde bir K < G varsa

G grubuna L grubunun M grubu ile bir genislemesi denir.

2.36. Tanim

X gruplarin bir sinifi olsun. G € X ve H, G grubunun bir altgrubu olsun. Eger H € X ise X

altgrup kapalidwr denir.

2.37. Tanim

X gruplarin bir siifi olsun. G bir grup ve N <G olsun. Eger N€ X ve G/N € X

oldugunda G € X oluyorsa X genislemeye gore kapalidir denir.
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2.38. Tanim

X bir gruplarm sinifi ve G bir grup olsun. Eger her 1 # g € G i¢in g € N, ve G/N, € X
olacak sekilde G nin N, normal altgrubu varsa G ye residually X-grup denir. Dolayisiyla

her 1 # x € G i¢in x € H olacak sekilde H < G var ve G/H sonlu ise G ye residually

sonlu denir.
2.39. Tanim

X bir grup smifi ve G bir grup olsun. Eger G nin her sonlu altkiimesi G nin X sinifina ait bir
altgrubu tarafindan igeriliyorsa G ye lokal X-grup denir. Eger X-grubunun her altgrubu
X-grupsa G nin lokal X-grup olmasi i¢in G nin sonlu iiretegli her altgrubunun bir X-grup
olmasi yeterlidir. Boylece lokal sonlu bir grup, sonlu iiretegli her altgrubu sonlu olan

gruptur. Lokal nilpotent bir grup, sonlu iiretecli her altgrubu nilpotent olan gruptur.
2.40. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin asikar olmayan her sonlu iiretegli altgrubunun sonlu indeksli
bir 6z altgrubu varsa G ye lokal dereceli (locally graded) grup denir. Diger bir deyisle G
nin her asikar olmayan sonlu tirete¢li altgrubunun asikar olmayan sonlu goriintiisli varsa G

ye lokal dereceli grup denir.
2.41. Tanim

G={(aley =1cy =

ci=12,..)

seklinde tanimli G grubuna bir lokal devirli p-grubu veya priifer tipli grup veya

quasidevirli grup denir ve C,e ile gdsterilir. C,e her 6z altgrubu sonlu ve devirli grup olan

sonsuz bir p-grubudur.

Eger bir grup sonlu sayida quasidevirli grubun direkt carpiminin bir sonlu genislemesi ise

0 zaman gruba bir Chernikov grup denir.
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2.42. Teorem

G bir sonlu tiretegli grup ve H, G nin sonlu indeksli bir altgrubu olsun. O zaman H altgrubu

da sonlu iireteclidir [18].

2.43. Teorem

G bir sonlu iiretegli abelyan grup olsun. Eger G bir torsiyon grup ise G sonlu gruptur [18].

2.44. Teorem

Sonlu tiretecli ¢oziilebilir torsiyon bir grup sonludur [18].

fspat

G bir sonlu iiretegli ¢oziilebilir torsiyon grup olsun. Kabul edelim ki G nin ¢oziilebilirlik

uzunlugu d olsun. d lizerine tiimevarimla G nin sonlu oldugu gosterilecektir.

Eger d = 0 ise G = 1 oldugundan ispat agiktir. Boylece d > 0 ve ¢6ziilebilirlik uzunlugu

d den kiiglik olan gruplar i¢in iddia dogru olsun.

G @1 = A olsun. O halde G/A nun ¢bziilebilirlik uzunlugu d — 1 oldugundan tiimevarim
hipotezinden dolayr G/A sonludur. G sonlu iiretegli ve G/A sonlu grup oldugundan
Teorem 2.42 den dolay1 A sonlu iireteglidir. A sonlu iiretecli, abelyan ve torsiyon grup
oldugundan Teorem 2.43 ten dolay1 A sonlu bir gruptur. Dolayisiyla G/A ile A sonlu bir

grup ve sonlu grup genislemeye gore kapali oldugundan G sonludur.

2.45. Lemma

Her sonsuz lokal sonlu grup bir sonsuz abelyan altgruba sahiptir [18].

2.46. Teorem

G lokal ¢oziilebilir bir grup ve H da G nin bir normal altgrubu olsun. Eger G/H' ve H

torsiyon-by-nilpotent ise 0 zaman G torsiyon-by-nilpotenttir [21].
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2.47. Teorem

G bir grup oyle ki G/Z(G) lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesi olsun. O zaman G

lokal sonlu bir grubun nilpotent genislemesidir [21].

2.48. Lemma

G, c smiflh nilpotent grubun torsiyon grup genislemesi olan torsiyonsuz lokal nilpotent bir

grup olsun. O zaman G, ¢ sinifli nilpotent bir gruptur [22].

2.49. Teorem

Periyodik merkezli bir sonlu tiretegli nilpotent G grubu sonludur [23].

2.50. Teorem

Eger bir G grubu normalleyen sartin1 saglarsa o zaman G lokal nilpotenttir [18].

2.51. Teorem

G bir hipermerkez grupsa normalleyen sartini saglar ve boylece G lokal nilpotenttir [18].

2.52. Teorem

Eger bir G grubunun merkezi G de sonlu indeksli ve |G:Z(G)| =n ise G' sonlu ve
(G"H™ = 1dir [23].

2.53. Sonug

G bir grup oyle ki G/Z(G) lokal sonlu bir grup olsun. O zaman G’ lokal sonlu bir gruptur
[23].
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2.54. Sonug

X bir grup smifi ve G bir grup olsun. Eger i sonlu olmak tizere G grubu G/Z; (G) € X
sartin1 sagliyorsa o zaman y;,,(G) € X dir [23].

Ozel olarak;

G bir grup oyle ki G/Z;(G) sonlu ise 0 zaman Y;, ;1 (G) sonludur [18].

2.55. Teorem

G bir grup Oyle ki bir i tamsayisi i¢in y;,41(G) sonlu ise 0 zaman |G: Z,;(G)| sonludur [23].

2.56. Sonug

G bir grup olsun. G grubunun sonlu-by-nilpotent olmasi igin gerek ve yeter sart bir i > 0

tamsayisi i¢in |G: Z;(G)| sonlu olmasidir [23].

fspat

G bir sonlu-by-nilpotent grup olsun. G nin normal sonlu bir F altgrubu vardir 6yle ki G/F

nilpotenttir. O halde bir i > 0 tamsayisi i¢in ¥;,,(G/F) = 1 dir. Teorem 2.33 ten

Yi+1(G/F) = [Yi(G/F),G/F] = [Y;(G),G]F /F = Y;41(G)F/F =1

oldugundan Y;,,(G) < F dir. O halde Y;;,(G) sonludur. Dolayisiyla Teorem 2.55 ten
dolay1 |G: Z;(G)| sonlu olur.

Karsit olarak; |G: Z;(G)] sonlu olsun. Sonug 2.54 ten dolay1 ¥;, 1 (G) sonludur. O halde

Yi41(G/Yi41(G)) = 1> G/Yi1(G) EN

dir. Boylece G grubu sonlu-by-nilpotenttir.
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2.57. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H < G ve H < K < G iken K = G elde edilirse

H altgrubuna G nin maksimal altgrubu denir.

G bir grup ve H, G nin asikar olmayan bir altgrubu olsun. Eger H 1n asikar olmayan

altgrubu yoksa H ya G nin bir minimal altgrubu denir.

2.58. Tanim

X kismi sirali bir kiime olsun. X in bostan farkli her X, altkiimesi en az bir maksimal
eleman igerirse bu kiimeye maksimallik sartini saglar denir. Kisaca, normal altgruplarda
maksimallik sarti max-n, altnormal altgruplarda maksimallik sarti max-s, abelyan

altgruplarda maksimallik sarti max-ab ile gosterilir.

G bir grup olsun. Eger G nin altgruplarinin bos olmayan her kiimesi bir minimal eleman
bulunduruyorsa G ye altgruplar: tizerinde minimal sartint saglar denir. Kisaca, normal

altgruplarda minimal sartt min-n , altnormal altgruplarda minimal sart1 min-s ile gosterilir.

2.59. Teorem

Normal altgruplarda maksimal sartin1 saglayan bir ¢oziilebilir G grubu sonlu iireteglidir
[18].

2.60. Sonuc¢

G bir grup olsun. G grubunun maksimal sartin1 saglamasi igin gerek ve yeter sart G nin ve

G nin her altgrubunun sonlu iiretegli olmasidir [24].

2.61. Teorem

G normal altgruplarda maksimal sartin1 saglayan lokal nilpotent bir grup ise o zaman G

sonlu iiretegli bir nilpotent gruptur [18].
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2.62. Teorem

Sonlu iiretecli bir nilpotent grup maksimal sartint saglar [24].

2.63. Teorem

Max, max-s, min, min-s 6zelliklerinin her biri genislemeye gore kapalidir [18].
2.64. Tanim

G bir grup ve g € G olsun. Eger her x € G igin [g,, x] = 1 olacak sekilde bir pozitif n =
n(g, x) tamsayis1 varsa g Yye bir sag Engel eleman denir. Eger n, x den bagimsiz olarak
segilebiliyorsa o zaman g, G nin bir sinmwrl sag Engel eleman: veya daha kesin olarak bir

sag n-Engel elemamdwr. G nin sag Engel elemanlarinin kiimesi R(G) ile sinirli sag Engel

elemanlarinin kiimesi de R(G) ile gosterilir.

g € G olmak fizere eger her x € G i¢in [x,, g] = 1 olacak sekilde bir pozitif n = n(g, x)
tamsayisi varsa g Yye bir sol Engel elemani denir. Eger n, x den bagimsiz olarak
secilebiliyorsa o zaman g, G nin bir sinirli sol Engel eleman: veya daha kesin olarak bir sol

n-Engel elemanidir. G nin sol Engel elemanlarinin kiimesi L(G) ile smirli sol Engel

elemanlarinin kiimesi de L(G) ile gosterilir.

Herhangi bir G grubu i¢in G = L(G) ve G = R(G) durumlar asikar olarak denktir ve bu
ozelligi saglayan bir gruba Engel grup denir. Eger her x,y € G i¢in [x,, y] = 1 ise yani,

her eleman hem sol hem de sag n-Engel eleman ise G ye bir n-Engel grup denir.
2.65. Teorem

G bir grup ve H ve K, G nin normal lokal nilpotent altgruplari olsun. O zaman | = HK

carpimi da lokal nilpotenttir. Bu teoreme Hirsch Plotkin Teoremi de denir [18].
2.66. Tanim

X gruplarmn bir sinifi ve G bir grup olsun. G nin normal X-altgruplarinin ¢arpimina G nin

X-radikali denir. Ozel olarak bir grubun her normal lokal nilpotent altgrubunun garpimina



24

Hirsch-Plotkin radikali denir. Dolayisiyla Hirsch Plotkin radikali tek en biiyiilk maksimal
normal lokal nilpotent altgruptur.

2.67. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin faktorleri lokal nilpotent olan azalan bir serisi varsa G ye

radikal grup denir.

2.68. Tanim

G bir grup olsun. G nin her devirli altgrubu artan ise G ye Gruenberg grup denir. Eger G

nin her devirli altgrubu altnormal ise G ye Baer grup denir.

2.69. Sonug

Bir grubun her devirli altgrubu artan ise 0 zaman her sonlu iiretecli altgrubu artan ve
nilpotenttir [18].

Buradan agiktir ki her Gruenberg grup lokal nilpotent gruptur.

2.70. Sonug

Bir grubun her devirli altgrubu altnormal ise 0 zaman her sonlu iiretegli altgrubu altnormal

ve nilpotenttir [18].

Buradan agiktir ki her Baer grup ayni zamanda lokal nilpotenttir.

2.71. Teorem

G bir ¢oziilebilir grup olsun. Asagidakiler saglanir [18].

(i) L(G), Hirsch-Plotkin radikaline esittir ve L(G) bir Gruenberg gruptur.

Boylece bir ¢oziilebilir Engel grup, bir Gruenberg gruptur.
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(ii) L(G), Baer radikaline esittir.
Boylece bir ¢oziilebilir sinirlt Engel grup, bir Baer gruptur.
2.72. Teorem

G maksimal sartin1 saglayan bir grup olsun. O zaman L(G) ve L(G), G nin Hirsch-Plotkin
radikaline esittir ve G nin Hirsch-Plotkin radikali nilpotenttir. R(G) ve R(G), G nin bir
sonlu m icin Z,,(G) ye esit olan hipermerkezine esittir. Ozel olarak G bir Engel grup ise
nilpotenttir [18].

2.73. Tanim

G bir grup olsun. Her x € G igin (x)asc{x,a®) olacak sekildeki G nin a elemanlarmin
kiimesi o(G) ile gosterilir. Bir n = n(a) pozitif tamsayis1 olmak iizere her x € G i¢in

(x) <" {x,a®) olacak sekildeki G nin a elemanlarinin kiimesi @(G) ile gosterilir.
2.74. Teorem

G bir radikal grup olsun. L(G), G nin Hirsch-Plotkin radikaliyle cakisir ve R(G) bir lokal
nilpotent altgruptur. Dolayisiyla R(G) = o(G) dir ancak ve ancak R(G) bir Gruenberg
gruptur [22].

2.75. Sonug

G bir grup olmak iizere, G nin Hirsch-Plotkin radikali biitin artan lokal nilpotent

altgruplari igerir [18].
2.76. Tanim

G bir grup olsun. G nin biitiin normal nilpotent altgruplari tarafindan iretilen altgruba G
nin Fitting altgrubu denir ve Fit(G) ile gosterilir. Eger G sonlu ise Fit(G) nilpotent ve
Fit(G), G nin tek en biiyiik normal nilpotent altgrubudur. Eger G = Fit(G) ise G ye
Fitting grup denir.
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lokal nilpotent

Gruenberg

normalleyen Baer

sart1

Tim
altgruplar

hipermerkez Fitting

nilpotent

Sekil 2.1. Grup siniflarinin diyagrami
2.77. Sonug

G bir grup olsun. G bir Fitting gruptur ancak ve ancak G nin her eleman1 G nin bir normal

nilpotent altgrubunun elamanidir [18].

2.78. Teorem

G, max-ab kosulunu saglayan bir grup olsun. O zaman L(G) ve L (G), G nin Fitting
altgrubu ile cakisir ve R(G) ve R (G), G nin hipermerkezi ile ¢akisir [22].

2.79. Tamim

G bir grup ve P bir grup-teorik 6zellik olsun. Eger G grubunun her 6z bolim grubu P

Ozelligini saglarsa ancak G saglamazsa G ye just-non-2 grup (kisaca JNP-grup) denir.
2.80. Tanim

G bir grup olsun. Her x € G ve her n > 0 tamsayisi i¢in Oyle bir e > 0 tamsayis1 vardir

oyle ki C;(x™) < C;(x®) ise G ye centrally eremitic grup denir [25].
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2.81. Teorem

Her sonlu iiretegli abelyan-by-nilpotent grup centrally eremitic gruptur [25].

2.82. Tanim

G bir grup olsun. G;,,/G; devirli olacak sekilde G nin

1=G6G<G<--<G,=G

altgruplarinin bir zinciri varsa G ye polydevirli (polycylic) grup denir.

2.83. Sonug

Sonlu iiretecli nilpotent gruplar polydevirlidir [23].

2.84. Teorem

Bir sonlu iiretegli abelyan-by-polydevirli grup normal altgruplar lizerinde maksimal sartini
saglar [23].

2.85. Gozlem

Bir sonlu iiretegli abelyan-by-nilpotent grup normal altgruplar {izerinde maksimal sartini

saglar.

G bir sonlu iiretecli abelyan-by-nilpotent grup olsun. O halde G nin normal abelyan bir A
altgrubu vardir 6yle ki G /A sonlu iiretegli ve nilpotenttir. Dolayisiyla Sonug 2.83 ten G /A
polydevirli gruptur. Béylece G sonlu iiretecli abelyan-by-polydevirli gruptur. Teorem 2.84

ten dolay1 G grubu normal altgruplar {izerinde maksimal sartin1 saglar.

2.86. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin her sonlu tirete¢li H altgrubu sonlu taksime sahip ise G ye

Coherent grubu denir.
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2.87. Tanim

X gruplarin bir sinifi olsun. Her sonsuz altkiimesi (x, y) € X (sirasiyla, (x, x”) € X) olacak
sekilde birbirinden farkli iki x,y elemanini iceren gruplarin sinifi (¥,00) (sirasiyla,

(X,0)*) seklinde gosterilir.

2.88. Tanim

k bir pozitif tamsay1 olsun. Her sonsuz altkiimesi [x,, y] = 1 olacak sekilde birbirinden

farkli iki x, y elemanini kapsayan gruplarin sinifi £, (o) seklinde ifade edilir.

2.89. Tanim

Her sonsuz altkiimesi bir n = n(x, y) tamsayisi i¢in [x,, y] = 1 olacak sekilde birbirinden

farkli iki x, y elemanini igeren gruplarin sinifi £(oo) seklinde ifade edilir.
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3. YARDIMCI LEMMALAR VE ONERMELER
Bu ¢alismada yararlandigimiz bazi1 lemmalarin ispat1 asagida verilmistir.
3.1. Teorem
G bir grup ve x,y, z € G olsun. Asagidakiler saglanir [18].
Dyl =[yx]™
i) [xy, z] = [x,z]” [y, z] = [x, z][x, 2, ][y, z] ve
[x, yz] = [x,z][x, y]* = [x, z][x, y][x, ¥, 2]
iid) [x,y™ = (e yP )™ ve [x Lyl = ([xy]* )™
i) [x,y= 2Py, 27 xP [z, 27 yF =11
Ispat
O bxl™ = Ty ™ = x Ty ey =[x, ]
(i) [x, 2]y, z] = y =[x, zlyly, 2]
=y Ix 1z 7 xzyy~tz7lyz
=y Ix 1z lxyz
= (y) "'z (xy)z
=[xy, z]
[x, z1[x, 2, y1[y, 2] = [x,2][[x, 2], y][y, 2]

1

= [x, z][x, z] 'y "tx, z]yly, Z]
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[x,z][x, 27y " x, zly [y, z] =y~ [x, z]yly, 2]

= [x,z]”[y, Z]
[x, z][x, 2, Y] [y, 2] = [x,2]7[y,2] Ve [x, 2" [y,2] = [xy, z] oldugundan
[x, z][x, z, y][y, z] = [xy, 2]
dir. Boylece [xy, z] = [x, 27 [y, z] = [x, z][x,z ][y, z] elde edilir.
[x, z][x, y]* = [x, 2]z [x, y]z
=x"1z7xzz7 x "ty xyz

171y ~1xyz

=x"
=x"'(yz) ' x(y2)
=[x, yz]
[x, 21[x, yllx, y, 2] = [x, z][x, ¥1[ [, ¥], 7]
=[x, zl[x, yllx, y1 7'z 7 [x, ylz
= [x,z]z7*[x, ]z
=[x, z][x, y]”
[x, z][x, y][x, ¥, z] = [x, z][x, y]? ve [x, z][x, y]* = [x, yz] oldugundan
[x, z][x, y][x, , 2] = [x, yz]

dir. Boylece [x,yz] = [x, z][x,y]* = [x, z][x, y][x, y, z] elde edilir.

(i) ([x, ¥’ )™t = lxyly™H)7!



lxyly™) ™ = xty eyy™H !

= xly )™
= (x"tyxy™h)
= [x,y7]

Boylece ([x,v]?" )™ = [x,y~1] dir.

Lo,y )™ = (el yla) ™
= (xx "ty lxyx~1)7t
1

=y txyx™h)

=xy "' xly

Béylece ([x,y]* )™ = [x~1,y] dir.

(iv) [x,y7 Y, 27 [y, 271, x]?[z,x71, y]* = 1 oldugunu gdsterelim.
u = xzx lyx,v = yxy~lzy ve w = zyz~lxz olsun. O zaman
[x,y=% 2 =y~ x,y "] z]y

-1,,-1

=y o,y 727y, y " zy

(D deny e,y 7z x,y zy =y y L x]z 7 x, y ] zy dir.

y Uy Lxlz 7 x,y zy =y lyx Ty T ixz i lyxy Tl zy

= (xzx tyx)"lyxylzy

31
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(xzx " lyx)lyxy lzy = u v
[y,z74 x]* = z7[y, 27 %], x]z
=z Yy, z ] x Yy, z7 xz
(@) denz 'y, z " 'x "y, z7 xz =z z7 ylx T [y, 27 xz dir.

-1

z7 Yz Lylx Yy, z Y xz = z7lzy lz7lyx "y lzyz71xz

= (yxy~tzy)lzyz 'xz

Il
<

|
3

[z,x71, y]* = x [z, x "], y]x

-1

=x "z, x ]y [z, x  yx

-1

(D) denx Yz, x 1"y z x yx = x x7 1, z]y "z x~]yx dir.

1

x Hx L zly z, x " yx = x " txz7x"tzy tz 7 xzx " tyx

= (zyz Yxz)1xzx lyx

dir. O halde

“Lyl* =utvv lwwtu = 1 dir.

[x,y7 1,z [y,z7 %, x])?[z, x

3.2. Lemma

G bir grup ve x,y, z € G olsun. O zaman [xZ, y*] = [x, y]* dir.
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fspat
[x%,y7] = (x*) ' (y*) T 'x"y?
= (z7'xz) (27 y2) TNz x2) (27 Ny 2)
=z Y 1zz7y 1zz7xzz7 yz
=z x ly lxyz
=z7'x,ylz
=[x, y]*
3.3. Lemma
H bir grup ve A, H m bir normal altgrubu olsun. Her a € A ve her h € H i¢in,
i) [a,h] € A dir.
ii) Her ¢ € Z* i¢in [a,. h] € A dir.
fspat
() [a,h] = a *h~tah ve A < H oldugundan [a, h] € A dur.
(i) Her c € Z™ igin [a,. h] € A oldugunu c iizerine tiimevarim uygulayarak gosterelim.
¢ = 1 i¢in (i) den iddia saglanir.

¢ = 2 olmak iizere ¢ — 1 i¢in dogru olsun. c¢ i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim. ¢ —

1 i¢in iddia dogru ise [a,._, h] € A dir.

[arc h] = [[a!c—l h]! h]
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[[arc—l h]: h] = [arc—l h]_lh_l[alc—l h]h
[a,._; h] € Ave A < H oldugundan h™[a,._; h]h € A dur.

= [a,chl = [aey B] 7" h™ a1 h]R

€A €A

= [a,.h] €A
dir. Boylece tiimevarim hipotezi geregi ispatimiz tamamlanmais olur.
3.4. Lemma

H bir grup ve A, H 1n bir normal abelyan altgrubu olsun. Her a € A ve her h € H olsun.

Her n € Z* icin [a, h]*" = [a, h] olur.

fspat

Her n € Z* icin [a, h]*" = [a, h] oldugunu n iizerine timevarim uygulayarak gosterelim.
n = 1i¢in

[a,h]® = a™[a, h]a

Lemma 3.3 (i) den [a, h] € A ve A, H m abelyan bir altgrubu oldugundan

[a, h]* = [a, h]

dir. n > 1 olmak iizere iddia n — 1 i¢in dogru olsun. n i¢in iddianin dogru oldugunu

gosterelim. n — 1 i¢in iddia dogru ise [a, h] a"™ = [q, k] dir.
[a,h]*" = ([a,h]" )"

= [a, h]*
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n = 1 igin iddia dogru oldugundan [a, h]* = [a, h] dir. B6ylece timevarim hipotezi geregi

[a, h]®" = [a, h] dur.

3.5. Lemma

H bir grup ve A, H in normal abelyan bir altgrubu olsun. Her a € A ve her h € H olsun.
i) Hern € Z* igin

[a™, h] = [a, h]™ ve [h,a™] = [h, a]™ dir.

ii) Her m,n € Z* igin

[a™h, a"h] = ([a, A]™™)" dir.

iii) Her m,n, c € Z* igin

[[amh, a™h],. a”h] = ([a,c+1 h](m_"))h dir.

iv) Eger A torsiyonsuz bir grup ise her m,n, c € Z* igin

[[a™h,a"h],c a™h] = 1 iken [a,c41 R] = 1 dir.

fspat

(i) Her n € Z* olmak iizere n iizerine timevarimla [a", h] = [a, h]"™ oldugunu gosterelim.
n = 2 i¢in

[a?, h] = [aa, h] ve Teorem 3.1 (ii) den [aa, h] = [a, h]%[a, h] dir.

[a, h]%[a, h] = a Y[a, h]a[a, K]

dir. Lemma 3.3 (i) den [a, h] € A ve A abelyan oldugundan
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a~[a, hlal[a, h] = a tala, h][a, h]

= [a, h]?

dir. n > 1 olmak flizere iddia n — 1 i¢in dogru olsun. n i¢in iddianin dogru oldugunu

gosterelim. n — 1 i¢in iddia dogru ise [a™ 1, h] = [a, h]™*"! dur.

[a™, h] = [a™ 1a, h] ve Teorem 3.1 (ii) den [a™ ta, h] = [a™ 1, h]%[a, h] dur.

[a®"1,h]%[a, h] = a” [a™ %, h]la[a, h] ve [a™ %, h] = [a, h]*"! oldugundan

a [a™ %, hla[a, h] = a [a, h]* ta[a, h]

dir. Lemma 3.3 (i) den [a, h] € A ve A abelyan oldugundan

a [a, h]" tala, h] = a ta[a, h]" [a, h]

= [a, h]"

dir. Boylece tiimevarim hipotezi geregi ispatimiz tamamlanmais olur.

Benzer sekilde n tizerine timevarimla [k, a™] = [h, a]™ oldugu gosterilir.

(ii) Her m,n € Z* igin

[a™h,a™h] = (a™h) Y (a™h) " (a™h)(a™h)

= h la™h la "a™ha™h

= h la™a"a *h la "a™ha"h

= h g mtngh~1gm " ha™h

— h—l(am—n)—l(han)—lam—n(han)h



h= (@™ ™) Y (ha™) ta™ " (ha®)h = h~a™ ™", ha"]h
Teorem 3.1 (ii) den [a™ ", ha™] = [a™ ", a™][a™ ™, h]*" oldugundan
h~[a™ ™, ha™lh = k=1 [a™ ™, a™][a™ ™, h]*"h

a™m a"

dir. A abelyan oldugundan [ ,a™] = 1 dir. Boylece

h1 [am—n' an] [am—n, h]a”h — h—l[am—n, h]a”h

N ———
1

dir. (i) den

Bt @™, bR = h=*([a, h]™) " h

dir. Lemma 3.4 ten
h='([a, A1) h = h=*[a, R]™ R
= ([a, h}m)"

dir. Boylece [a™h, a™h] = ([a, h](m‘"))h elde edilir.

37

h
(iii) Her m,n, ¢ € Z™* igin c lizerine tiimevarimla [[amh, a™hl,. a”h] = ([a,c+1 h] (m"”))

oldugunu gosterelim.
¢ = 1igin (ii) den

[[a™h, a™h], a™h| = [([a, h] (m‘”))h, a”h]

dir. Teorem 3.1 (ii) den [([a, h](m‘”))h, a"h] = [([a, h](m‘"))h, h] [([a, h](m‘”))h, an]h

h
dir. Lemm 3.3 (i) den [a, h] € A ve A abelyan oldugundan [([a, h](m"”))h, a"] =1 dir.

Boylece
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[([a, h](m—m)h, h] [([a, h] (m—n))h, an]h _ [([a' h] (m—n))h’ h]

dir. h" = h oldugundan [([a, (]™™)", k| = [([a, )]™™)", k"] du.
Lemma 3.2 den

|(ta, 1)), 1] = [(a, )", 1]"

ve (i) den

[l k1, 1] = ([fe mL ™) = (@ 1)

dir. Béylece [[a™h, a™h], a™h] = ([a,, A]™™)" dur.

¢ > 1 olmak iizere iddia ¢ — 1 i¢in dogru olsun. c¢ i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.

¢ — 1 igin iddia dogru ise [[a™h, a™h],._; a™h] = ([a,c K]™™)" dir.
[[a™h, a"h],c a"h] = |[[a™h, a"h].—; k], a™h |

dir. [[a™h, a"h),c_, a™h] = ([a,c h]™™)" oldugundan

([[a™h, @ hlc_y a™h], a*h | = [([a.c p)m=m)" a"h|

dir. ([a,c h](m_n))h = x olsun. Lemma 3.3 (ii) den [a,. h] € A oldugundan x € A dir. O
halde

[([a,c h](m_n))h, a"h] = [x,a™h ]

dir. Teorem 3.1 (ii) den [x,a™h ]| = [x, h][x, a™]"

ve A abelyan oldugundan
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[x, 1] [x,a"])" = [x,h] = | ([a.c 1] (m-m)" | dir. Boylece h* = h oldugundan

(@ k1Y% h] = [(lach1m)", A
dir. Lemma 3.2 den
[(a.c )", b*] = [([a,c R, 2]"

ve (i) den

[([a.c 11" ™), h]" = ([[a,c h], h] (m'”))h = ([@,es1 ]™)" dir.

Boylece tiimevarim hipotezi geregi [[a™h, a™h],. a"h]| = ([a,c41 k] (m"”))h dir.

(iv) Eger [[a™h, a™h],. a™h] = 1 ise (iii) den dolay1,

[[amh, a™h],. a”h] = ([a,c+1 h](m‘"))h =1

dir. m = n ise iddia agiktir. O halde m # n olsun. Boylece [a,,1 h]™™ = 1 dir. Lemma

3.3 (ii) den dolay1 [a,.41 h] € A dir. m # n igin A torsiyonsuz oldugundan [a,.,; h] = 1
dir.
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4. URETEC SAYISI iKi OLAN TORSiYON GRUBUN NILPOTENT
GENISLEMESI OLAN ALTGRUPLARA SAHIP COZULEBILIR
GRUPLAR

Bu kisimda Nadir Trabelsi’nin “Soluble groups with many 2-generator torsion-by-nilpotent
subgroups” baslikli makalesi incelenerek bu makaledeki 6nemli sonuglar ayrintili bir
sekilde verilecektir. Bu bolimde elde ettigimiz sonuglardan diger bolimde

yararlanilacaktir.

B. H. Neuman, [1] de bir grubun, merkezinin sonlu genislemesi (merkez-by-sonlu) olmasi
icin gerek ve yeter sart her sonsuz altkiimesinin degismeli olan farkli iki eleman ¢iftini
icerdigini gostermistir. Bu sonugtan dolayi, benzer yapidaki problemler bir¢ok makalenin
konusu olmustur (6rnegin; [2-14]). Ozellikle, [9] da Lennox ve Wiegold, X belirli bir grup
sinifi olmak tizere her sonsuz altkiimesinin bir X-grubunu iireten iki farkli elemani igeren,
gruplarin (bu gruplar kisaca (X, ) ile gosterilir) smifini incelemistir. Buradaki ¥ grup
sinifi, polycyclic veya nilpotent veya coherent gruplarin sinifi oldugunda (¥, o) sinifina

ait olan sonlu tiretegli ¢oziilebilir gruplar karakterize edilmistir.

Bu calismada ise X torsiyon grubun nilpotent genislemesi olan gruplarin (torsiyon-by-
nilpotent grup) (kisaca TNV ile gosterilir) sinifi ya da Chernikov grubun nilpotent
geniglemesi olan gruplarin (Chernikov-by-nilpotent grup) (kisaca CNV ile gosterilir) sinifi

oldugunda (¥, o) sinifi galigilacaktir.

Bu makalede (TNV,o) smnifindan elde edilen sonuglar, Tarek Rouabhi ve Nadir
Trabelsi‘nin “A note on Torsion-by-Nilpotent Groups” baslikli makalesinde (TN, )"
siifina genisletilecektir. Bu nedenle oncelikle (TV, ) sinifindan elde edilen sonuglar

incelenecek ve daha sonra da (TV', )* siniflari ele alinacaktir.

Bu makaledeki ana sonug ispatt daha sonra verilmek iizere asagidaki sekilde ifade

edilmistir.
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4.1. Teorem

G, (TIV,©) smifindan sonlu firetecli ¢oziilebilir bir grup olsun. O zaman G grubu bir

torsiyon grubun nilpotent genislemesidir (torsiyon-by-nilpotenttir) [12].

k bir pozitif tamsay1 ve WV} nilpotentlik smifi en fazla k olan nilpotent gruplarin sinifi
olsun. [3] de Abdollahi ve Taeri, bir sonlu iiretegli metabelyan G grubunun (JVy, o)
siifindan olmasi igin gerek ve yeter sart G/Z;(G) nun sonlu oldugunu gostermistir.
Abdollahi ve Taeri yine ayni ¢alismada bir sonlu iiretegli ¢oziilebilir G grubunun (3V;, o)

sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart F sonlu gruplarin smifi ve Nk(z), 2-liretecli ve

nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent gruplarin sinifi olmak iizere G nin fFNk(z)

siifina ait oldugunu gostermistir.

Ayrica &, k-Engel gruplarin sinifi olsun. [10] da; Longobardi G, (&, o) sinifindan sonlu
tiretecli lokal dereceli bir grup ise 0 zaman G grubunun FE&; sinifina ait oldugunu
gostermistir. [3] ve [10] un sonuglart ve Teorem 4.1 birlestirildiginde ispati daha sonra

verilmek tizere asagidaki sonuclar elde edilmistir.
4.2. Sonug
k bir pozitif tam say1s1 olsun.

(i) Sonlu iiretegli ¢ozilebilir bir G grubunun (T, ) smifindan olmasi igin gerek ve

yeter sart G grubunun T Nk(z) sinifina ait olmasidir.

(ii) Sonlu tretegli metabelyan bir G grubunun (T, ) sinifindan olmasi igin gerek ve
yeter sart G grubunun TV, sinifina ait olmasidir.

(iii) Sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir G grubunun (T&, ) sinifindan olmasi i¢in gerek ve

yeter sart G grubunun 7" &, simifina ait olmasidir [12].

Bu boliimde oncelikle X herhangi bir grup smifi olmak iizere, (X, 00) grup sinifiyla ilgili
bazi sonuglar incelendikten sonra yukarida verilen Teorem 4.1 ve Sonug 4.2 nin ispatinda
kullanilacak lemmalar ve ispatlar: verilecektir. Teoremin ispati i¢in [21] de Endimioni ve
Traustasson‘un “On  Torsion-by-Nilpotent Groups” baslikli makalesindeki sonuglar

kullanilacaktir.
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Simdi (%, 0o) grup sinifiyla ilgili sonuglar verilecektir.
4.3. Teorem

G bir grup olsun. G nin (A, ) smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin

merkez-by-sonlu grup olmasidir [26].
4.4. Sonug

G sonlu firetegli metabelyan bir grup olsun. O zaman G grubunun (JVg, o) smifindan
olmasi1 igin gerek ve yeter sart G/Z,(G) grubunun sonlu olmasidir. Bu sonug,

¢oziilebilirlik uzunlugu > 3 olan sonlu iiretegli ¢oziilebilir gruplar i¢in dogru degildir [3].
4.5. Teorem

G, (IV, ) smifindan sonlu iiretecli ¢oziilebilir bir grup olsun. O zaman G sonlu iiretegli,

¢oziilebilir, sonlu-by-nilpotent bir gruptur [9].
4.6. Lemma

G = (x,y) grubu (JV;, o) smifindan torsiyonsuz nilpotent bir grup olsun. O zaman
G = Z,(G) dir [3].

4.7. Teorem

G sonlu tiretegli ¢6ziilebilir bir grup olsun. G nin (Vj, o) sinifindan olmasi i¢in gerek ve

yeter sart G nin bir sonlu-by-Nk(Z) grup olmasidir [3].
4.8. Teorem

G sonlu tretegli lokal dereceli bir grup olsun. Eger G grubu (&, o) simifindan ise G grubu
sonlu-by-&;, dir [10].
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4.9. Teorem

G sonlu iretegli residually sonlu bir grup olsun. Eger G grubu (&, o) sinifindan ise G
sonlu-by-&;, dir [10].

4.10. Teorem

Bir sonlu firetegli torsiyonsuz nilpotent G grubu bir p asali i¢in bir residually sonlu
p-grubudur [18].

4.11. Lemma

¢ > 0 bir tamsay1 ve G, N.T smifindan bir grup olsun. Eger G, (TV, ) smifina ait ise 0
zaman G, (T IV, o) siifindandir [12].

fspat

c >0 bir tamsay1 ve G, N,T simifindan bir grup olsun. Ayrica G grubu (TN, o)
sinifindan olsun. G grubu (TV, o) simifindan ise G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden
farkl iki x, y elemanini igerir dyle ki (x,y) € TN dir. Béylece (x, y) nin normal torsiyon
bir T altgrubu vardir 6yle ki (x,y)/T torsiyonsuz nilpotent gruptur. G € NV,T oldugundan
G nin nilpotentlik sinifi en fazla ¢ olan normal nilpotent bir N altgrubu vardir 6yle ki G/N
torsiyon gruptur. (x, y) < G oldugundan (x, y) N N nilpotent ve nilpotentlik sinifi en fazla
¢ oldugundan (x,y) N N € IV, dir. Teorem 2.32 (ii) den

x,¥)/(x,y) NN = (x,y)N/N < G/N

oldugundan (x,y)/{x,y) N N torsiyon gruptur. Boylece (x,y) grubu N,T smifindandir.
(x,y) € N.T oldugundan (x,y) nin nilpotentlik sinifi en fazla ¢ olan normal nilpotent bir

M altgrubu vardir 6yle ki {(x, y)/M torsiyon gruptur.

Teorem 2.32 (ii) den TM/T =M/T NM dir. TM/T = M/T N M nilpotentlik simifi en

fazla c olan bir nilpotent grup ve Teorem 2.32 (iii) den

(x, »)/T)/(TM/T) = (x,y)/TM
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torsiyon grup oldugundan ({x,y)/T)/(TM/T) torsiyon gruptur. Boylece (x,y)/T € N.T
dir. O zaman (x, y)/T, N_.T sinifindan torsiyonsuz nilpotent grup oldugundan Teorem 2.48

den (x,y)/T € IV, ve boylece (x,y) € TN, dir.

Sonug olarak,

G, (TIV, o0) smifina ait ise 0 zaman G, (TN, o) smifindandir.

4.12. Lemma

G, (TIV, ) sinifindan ¢oziilebilir bir grup olsun. G, abelyan-by-torsiyon grup ise 0 zaman

G, torsiyon-by-abelyan gruptur [12].

fspat

G, (TIV, ) smifindan ¢oziilebilir abelyan-by-torsiyon bir grup olsun. A abelyan gruplarin
sinifi olmak tizere G grubu AT smifindandir. Bir abelyan grup nilpotentlik sinifi 1 olan bir
grup oldugundan A = IV; ve dolayisiyla G grubu NV;T sinifindandir. Lemma 4.11 den G,
(T Vi, 00) simifina yani G, (T'A, o) smifina ait bir gruptur. G nin torsiyon-by-abelyan grup
oldugunu kanitlamak igin Oncelikle G nin torsiyon elemanlarinin kiimesinin bir altgrup

oldugunu gosterecegiz.

x,y, G nin sonlu mertebeli iki eleman1 ve H = (x,y) olsun. G grubu AT smifindan
oldugundan G nin normal abelyan bir A altgrubu vardir 6yle ki G /A torsiyon gruptur. H N
A abelyan bir grup oldugundan ikinci izomorfizma teoreminden H/H N A = AH/A dur.

H/HNA=ZAH/A<G/A€ET

oldugundan H/H N A torsiyon gruptur. Boylece H = (x, y) grubu AT smifina aittir. Ayni
zamanda G ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.25 (i) den H sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir
gruptur. Ayrica H/H N A grubu da sonlu iiretegli ¢oziilebilir torsiyon gruptur. Dolayisiyla
Teorem 2.44 ten dolay1 H/H N A sonludur. Béylece H = (x,y) abelyan-by-sonlu bir
gruptur.
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Kabul edelim ki H = (x,y) sonsuz olsun. O zaman Lemma 2.45 ten H sonlu indeksli
torsiyonsuz normal abelyan bir A altgrubuna sahiptir. Eger A, H 1n sonlu indeksli
torsiyonlu normal abelyan bir altgrubu ise o zaman H sonlu iiretegli ve A, H 1n sonlu
indeksli altgrubu oldugundan Teorem 2.42 den A, sonlu iiretegli gruptur. O zaman A, sonlu
tiretegli abelyan bir torsiyon grup oldugundan Teorem 2.43 ten A sonludur. H/A ve A
sonlu oldugundan H sonludur. Bu ise H 1n sonsuz olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla A, H 1n

sonlu indeksli torsiyonsuz normal abelyan bir altgrubudur.

1+ a€ Avehe€ H olsun. O zaman {aih| P> 0} altkiimesini alalim. Her i,j > 0 ve i # j
icin i > j oldugunu kabul edebiliriz. Eger a‘'h = a’h ise a*’h = h ve a*~/ =1 dir. A
torsiyonsuz oldugundan i —j = 0 ve i = j dir. Bu ise kabuliimiizle gelisir. O halde her

i,j>0vei=+jigina‘h # a’h dir. Bdylece {aihl i> O} sonsuz bir altkiimedir.

G grubu (TA, ) smifindan oldugundan G nin her sonsuz altkiimesi i # j i¢in i,j € Z*

olmak iizere a‘h, a’ h elemanlarini icerir oyle ki (a‘h, a’h) € TA dur.
i > j olmak iizere i — j > 0 icin a‘h(a’h)™! = a'~/

= a'~J € (a‘h,a’h)

= (a'~J,a'h) < (a‘h,a’h) € TA

oldugundan {a‘~/, a*h) € TA dur.

K = (a*~/,a'h) olsun. O halde K € TA oldugundan K grubunun normal torsiyon bir T
altgrubu vardir 6yle ki K/T abelyandir. O zaman Teorem 2.22 den K' < T ve T torsiyon
oldugundan K’ torsiyon gruptur. a'~/,a‘h € K oldugundan [ai‘j,aih] € K' dir. O halde

K' torsiyon grup oldugundan pozitif bir m tamsayisi igin [ai_j, aih]m = 1 dir. Boylece
Teorem 3.1 (ii) den

[ai7,alh]™ = (@i, h][ai, a!]")™

ve A, H 1n abelyan ve normal altgrubu oldugundan
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[, h]" ([, al]"y™ = [ai), h]™

1

dir. Lemma 3.5 (i) den dolay: [ai_j,h]m = [a, h]@P™ dir. Dolayisiyla pozitif bir m
tamsayisi i¢in [a, h]¢~P™ =1 dir. Ayrica Lemma 3.3 ten [a,h] € A dir. O halde A
torsiyonsuz  bir grup ve [a,h]¢ 7™ =1 oldugundan [a,h] =1 dir. Buradan
[a,h] = a *h~lah = 1 ve ah = ha olur. Her h € H i¢in ah = ha oldugundan a € Z(H)
dir. Boylece A, H in merkezi tarafindan igerilir. Yani A < Z(H) dir. O zaman H/A sonlu

oldugundan H/Z (H) sonludur. Boylece H merkez-by-sonlu bir gruptur.

Sonug 2.53 ten Schur’un bir sonucu olarak H' sonlu bir gruptur. Ayrica x,y sonlu
mertebeden olmak tizere H = (x,y) ve H/H' abelyan oldugundan periyodiktir. O halde
H/H' bir sonlu iiretegli abelyan ve periyodik grup oldugundan Teorem 2.43 ten H/H'
sonludur. H' ve H/H' sonlu oldugundan H sonludur. Bu ise H nin sonsuz olmasiyla
celisir. Sonug olarak H sonlu bir gruptur. Yani xy~1 sonlu mertebelidir. Iddia edildigi gibi

G de sonlu mertebeli elemanlar bir T altgrubu olusturur.

T, G de torsiyon grup oldugundan G /T torsiyonsuz bir gruptur. O halde her xT,yT € G/T
olsun. x,y € G ve G € (TA, ) oldugundan (x, y) € TA dir. Béylece (x,y) N T torsiyon
grup oldugundan (x, y)/(x, y) n T abelyan gruptur.

(xT,yT) = (x,y)T € G/T ve Teorem 2.32 (ii) den (x, y)T/T = (x,y)/{x,y)NT

oldugundan (x,y)T /T abelyandir. Buradan (x,y)T € TA oldugundan G/T € (TA, )
dir. Boylece G/T grubu (A, o0) smifina aittir. Lemma 4.3 ten dolayr G/T grubu
merkez-by-sonludur. Dolayistyla Sonug 2.53 ten Schur’un bir sonucu olarak (G /T)" sonlu
bir gruptur. O halde G/T/(G/T)" abelyan oldugundan G /T grubu sonlu-by-abelyandir.
G /T nin normal sonlu bir F /T altgrubu vardir 6yle ki (G/T)/(F/T) abelyandir. Béylece
Teorem 2.32 (iii) den (G/T)/(F/T) = G/F oldugundan G/F abelyandir. F/T sonlu
oldugundan her fT € F/T ve pozitif bir n tamsayis1 i¢in (fT)"* =T dir. f"€T ve T
torsiyon grup oldugundan pozitif bir m tamsayist igin (f™)™ = f™" =1 olur. Boylece

f € T oldugundan F torsiyon gruptur. Dolayisiyla G, torsiyon-by-abelyan gruptur.
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4.13. Lemma

G bir sonlu iiretegli abelyan-by-nilpotent grup, A, G nin abelyan Fitting altgrubu ve x € G
olsun. Kabul edelim ki her a € A iginn = 0, m; > 0 ve m, > 0 tamsayilar1 vardir 6yle ki

[a,x™,, x™2] = 1 olsun. O zaman sadece G ye bagli olarak pozitif bir d tamsayis1 vardir
oyle ki x4 € A dir [12].

fspat

G bir sonlu tiretegli abelyan-by-nipotent grup oldugundan [25] te Lennox ve Roseblade’nin
bir sonucu olarak, Teorem 2.81 den bir sonlu iiretecli abelyan-by-nilpotent G grubu
centrally eremitic grup oldugundan sadece G ye bagl pozitif bir d tamsay1 vardir dyle ki

her i > 0 ve her g € G icin C;(g') < C;(g%) kapsamasi gegerlidir.

Ik olarak a elemani, lemmanin hipotezini saglayan A nimn bir eleman1 ise [a,,., x%] = 1

oldugunu n {izerine tiimevarim uygulayarak gosterecegiz.
Eger n = 0 ise [a,x™,, x 2] = 1 oldugundan [a, x™] = 1 dir.

Ce(x™) ={g € G| [g,x™] =1} ve [a,x™] = 1 oldugundan a € C;(x™1) dir. G grubu
centrally eremitic grup oldugundan a € C;(x™) < C;(x%) dir. Buradan a € C;(x%) olur.

Dolayisiyla [a, x?] = 1 dir.

Simdi kabul edelim ki n >0 igin [a,x™,,x™2] =1 olsun. Iddianin n+ 1 igin

dogrulugunu gosterelim. [a, x™,, x™2] = 1 oldugundan

[a,x™,, x™2] = [a,x™,x™2, ..., x™2] =[a,x™,x™2,..,x™2,x™2] =1
R ~—_— —
n n—1

= [a,x™,,_;x™2,x™] =1
= [[a,x™,, 1 x™2],x™2] = 1

= [afxmlln—l xmz] € CG(me)
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Boylece G centrally eremitic grup oldugundan [a, x™,,_; x™2] € C;(x™2) < C;(x?) dur.

Buradan [a, x™,,_; x™2] € C;(x%) dir. Béylece
[[a,xml,n_1 xmz],xd] = [a,x™,,_; x™2,x%] =1
olur. Simdi (a, x) metabelyan ve Teorem 3.1 den dolay1 her i, j tamsayilar1 igin
la, x'x7] = [a,x/x!] = [a,xj][a,xi]xj = [a,x'][a, xf]xi
= [a,x1]™? [a,xi]xj = [a, xj]_l[a,xj]xi
= [a,x' Y a xt][a x) 2] = [a,x/] a2/ ][a,x7, x]
= [a,xh x7] = [a, %7, x]
oldugundan

[a,x™,,_; x™2, x%] = [[[a,xml],n_z xmz],xmz,xd]
= [[[a,xml],n_z xmz],xd,xmz]
dir. Bu islem ard arda uygulanirsa
[a,x™,,_; x™2,x%] = [[[a,xml],xd],n_l xmz] = [a,x%, x™, _;x™] =1

elde edilir. Tiimevarim hipotezi tarafindan gerektigi gibi [a,,4, x%] = 1 dir.

Simdi K = (A,x) altgrubunu goz Oniine alalim. A abelyan Fitting altgrup ve G
abelyan-by-nilpotent grup oldugundan G /A nilpotent gruptur. O halde Teorem 2.31 den
G/A nun her K/A altgrubu G/A grubunda altnormaldir. Dolayisiyla K, G grubunda

altnormaldir.
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K = (A, x) oldugundan her y € K i¢in a € A ve bir r tamsayis1 vardir 6yle ki y = x"a dir.
Yukarida gosterildigi gibi negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in [a,,4; x%] = 1 olacak

sekilde pozitif bir d tamsayis1 vardir.

Wone1 291 = [X7 @y 29] = | (7@, 2], 2]
ve Teorem 3.1 (ii) den [x"a, x%] = [x", x%]%[a, x%] dir.

[x"a,x] = [x", x4]" [a, x?] = [a, x4]
1

oldugundan
Wmsr %1 = |7 @, x 0 x| = [[@, x4 x| = [ x9] = 1 dir
Boylece [y,,4+1 x%] = 1 olur.

Dolayistyla x4, K nin bir sol Engel elemamdir. K ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.71 den
dolay1 K nin sol engel elemanlarinin kiimesi ile K nin Hirsch-Plotkin radikali olan A; esit
olur. Boylece x4, K nin bir sol Engel eleman1 oldugundan x¢ € A, dir. K, G de altnormal
ve A; < K oldugundan A4, G nin bir altnormal lokal nilpotent altgrubudur. Béylece Sonug
2.75 ten A;, G nin Hirsch-Plotkin radikali tarafindan igerilir. Dolayisiyla x¢, G nin

Hirsch-Plotkin radikalinin bir elemamdir.

G bir sonlu tretegli abelyan-by-nilpotent gruptur. Boylece Gozlem 2.85 ten G normal
altgruplari iizerinde maksimal sartin1 saglar. Bu nedenle Teorem 2.72 ve Teorem 2.78 den
dolay1 G nin Hirsch-Plotkin radikali Fitting altgrubuyla ayn1 olur. Dolayisiyla iddia edildigi
gibi x4 € A dur.

Simdi Teorem 4.1 in ve Sonug 4.2 nin ispatini verelim.
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4.1. Teorem

G, (TIV, ) smifindan sonlu tretegli ¢ozilebilir bir grup olsun. O zaman G grubu
torsiyon-by-nilpotenttir [12].

fspat

G, (TNV,) smifindan sonlu tretegli ¢oziilebilir bir grup olsun. G nin ¢oziilebilirlik
uzunlugu d olsun. d tizerine tiimevarimla G nin torsiyon-by-nilpotent grup oldugu

gosterilecektir.
Egerd = 1ise G/1 = G oldugundan G nilpotenttir ve ispat agiktir.

d>1 oldugunu varsayabiliriz. Coziilebilirlik uzunlugu d—1 olan gruplar
torsiyon-by-nilpotent olsun. O halde G/G@ Y nun ¢ozilebilirlik uzunlugu d —1
oldugundan tiimevarim hipotezinden dolay: G /G @~ torsiyon-by-nilpotenttir. G /G @1
torsiyon-by-nilpotent grup oldugundan G/G~Y nun normal torsiyon bir T/G@-1
altgrubu vardir dyle ki (G/G©@V)/(T/G@D) nilpotent gruptur. O zaman Teorem 2.32
(i) den (G/G@ V) /(T/G@ V) = G/T oldugundan G /T nilpotenttir. Ayrica T/G@~)
torsiyon ve G(@~1 abelyan oldugundan T abelyan-by-torsiyon gruptur. Dolayisiyla T €
AT ve G /T nilpotent oldugundan G € (AT)N dir.

T € AT oldugundan Lemma 4.12 den dolay1 T € TA dir. O zaman T € TA oldugundan
T nin normal torsiyon bir K altgrubu vardir dyle ki T /K € A dir. Teorem 2.32 (iii) den

(G/K)/(T/K) =G/T € N

oldugundan G/K € AN dir. Dolayisiyla G € T(AN) dir. G/K € AN oldugundan
normal abelyan bir A/K altgrubu vardir oOyle ki Teorem 2.32 (iii) den
(G/K)/(A/K) = G/A €N dir. Buradan G bir sonlu iiretegli abelyan-by-nilpotent
gruptur. Gozlem 2.85 ten dolayr G normal altgruplarda maksimal sartini karsilar ve
(T, ) boliim kapali bir siniftir.
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G nin just-non-(torsiyon-by-nilpotent) grup oldugunu kabul edebiliriz, yani G € TN fakat
G nin her 6z bolim grubu torsiyon-by-nilpotenttir. Lokal ¢6ziilebilir bir G grubunun bir
normal H altgrubu olmak tizere H ve G /H' torsiyon-by-nilpotent ise 0 zaman Teorem 2.46
dan G grubu torsiyon-by-nilpotenttir. O halde H torsiyon-by-nilpotent ise o zaman H
abelyan olmalidir. Ciinkii H abelyan olursa H' = 1 dir. G/H' = G ¢ TN olurve G/H', G
nin 6z bolim grubu olamaz. H € TV ve H abelyan olmazsa G/H' € TN oldugundan
Teorem 2.46 dan dolayr G € TNV ¢eliskisi olusur. Bundan dolayr G nin her normal
torsiyon-by-nilpotent altgrubu abelyandir. Ozel olarak G nin A Fitting altgrubu abelyandir.
G nin normal torsiyon bir M altgrubu olsun. G nin her 6z bolim grubu
torsiyon-by-nilpotent oldugundan G/M € TN dir. O halde G/M nin normal torsiyon bir
N/M altgrubu vardir 6yle ki Teorem 2.32 (iii) den (G/M)/(N/M) = G /N nilpotenttir.
N/M ve M torsiyon grup oldugundan N grubu da torsiyondur. Béylece G € TV olur. Bu
ise ¢eligkidir. O halde G nin herhangi normal torsiyon altgrubu asikardir. Boylece A

torsiyonsuz bir gruptur.

1+a€A ve x€G igin xA, G/A da sonsuz mertebeli bir eleman olsun. O zaman
{x‘a| i > 0} altkiimesini alalim. i,j > 0 ve i # j igin { > j olsun. Eger x'a = x/a igin
x'Ja=a ve x*”/ =1 dir. A torsiyonsuz oldugundan i —j =0 ve i =j dir. Bu ise
kabuliimiizle gelisir. O halde her i,j >0 ve i#j icin x'a# x/a dir. Boylece

{xia| i> O} sonsuz bir altkiimedir.

G grubu (TV, o) simifina ait ve (V' o0) boliim kapali bir sinif oldugundan G /A nun her
sonsuz altkiimesi i # j igin i,j € Z* olmak iizere x'a, x’/a elemanlarinin igerir dyle ki

(x'a,x’a) € TNV olur.

i > j olmak iizere i — j > 0 icin x*™/ = x‘a(x’a)?
= x'J € (x'a,x/a)

= (xta,x'J) < (x'a,x/a) € TN

oldugundan (x‘a, x*~/) € TV dur.
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K = {(x‘a,x'~7) olsun. O halde K € TV oldugundan K nin normal torsiyon bir T altgrubu
vardir O6yle ki K/T € N dir. K/T nilpotent oldugundan bir n > 0 tamsayisi igin
Yne1(K/T) = 1 dir. Teorem 2.33 ten

Vn+1(K/T) = [vn(K/T),K/T]
= [ya(K),KIT/T
= Yn+1 (K)T/T

oldugundan y, ., (K)T /T = 1 olur. Buradan y,,;(K) < T dir. O halde

Yne1(K) = )/n+1((xia; xi_j))

torsiyon gruptur. Eger n =0 ise {(x‘a,x'~/) torsiyon gruptur. Boylece pozitif bir m
tamsayisi i¢in (xia)m = 1 dir. Dolayisiyla x'™ € A oldugundan bu bir ¢eliskidir. Eger
n>0 ise [x'a,x"/] € yp1(xta,x"/)) oldugundan pozitif bir m tamsayisi igin
[, x7]" =1 dir. Lemma 3.3 (ii) den [a,x"/] €A dir. A torsiyonsuz grup
oldugundan [a,n xi‘j] = 1 dir. Bunu Lemma 4.13 ten su takip eder. Pozitif bir d tamsayisi
vardir dyle ki x4 € A dir. (xA)? = x?A = A oldugundan celiski elde edilir. Boylece xA4,
G /A da sonlu mertebeli bir elemandir. O halde G /A grubu sonludur. Dolayisiyla G /A bir
torsiyon grup oldugundan G abelyan-by-torsiyon gruptur. Lemma 4.12 den G grubu

torsiyon-by-abelyandir. Boylece bir ¢eligki ile ispat tamamlanmis olur.
4.2. Sonug
k bir pozitif tam say1 olsun.

(i) Sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir G grubunun (TN, ) smifindan olmasi ig¢in gerek ve

yeter sart G grubunun I° Nk(z) sinifina ait olmasidir.

(ii) Sonlu tretegli metabelyan bir G grubunun (T2, ) sinifindan olmasi igin gerek ve

yeter sart G grubunun TV, sinifina ait olmasidir.
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(iii) Sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir G grubunun (T&, ) sinifindan olmasi i¢in gerek ve

yeter sart G grubunun 7" &, smifina ait olmasidir [12].
fspat

i) (=) G, (TN, o) sinifindan sonlu tiretegli ¢oziilebilir bir grup ise o zaman Teorem 4.1
den G torsiyon-by-nilpotenttir. Dolayisiyla G normal torsiyon bir T altgrubuna sahiptir. G
grubu (TN, ) smifindan ise G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki x,y
elemanini igerir oyle ki (x,y) € TN, dir. O halde (x,y) N T torsiyon grup oldugundan
(x,y)/{x,y) NT € N, dir.

(xT,yT) = (x,y)T € G/T ve Teorem 2.32 (ii) den {(x,y) T/T = (x,y)/{x,y)NT

oldugundan (x,y) T/T € N, dir. Buradan (x,y) T € TN, oldugundan G/T, (TN, )
siifindandir. Boylece G/T, (Vy, ) sinifindan bir gruptur. Ayrica G/T sonlu iiretegli

¢oziilebilir torsiyonsuz bir gruptur. Boylece Teorem 4.7 den G/T grubu T]\fk(z)
siifindandir. G /T nin normal sonlu bir F /T altgrubu vardir 6yle ki (G/T)/(F/T) € Nk(z)
dir. Teorem 2.32 (iii) den (G/T)/(F/T) = G/F dir. Dolayisiyla G € ?'Nk(z) dir. F/T
sonlu oldugundan her fT € F/T ve pozitif bir n tamsayisi i¢in (fT)"* =T dur. f* €T ve
T torsiyon grup oldugundan pozitif bir m tamsayis1 i¢in (f™)™ = f™ = 1 olur. Boylece

f € T oldugundan F torsiyon gruptur. Sonug olarak gerektigi gibi G € T J\fk(z) dir.

(<) G grubu T]\fk(z) sinifina ait ise 0 zaman G grubunun her altgrubu da TNk(Z) siifina ait

oldugundan G nin (TN, o) sinifina ait oldugu kolayca goriiliir.

ii) () G, (TN, ) sinifindan sonlu tiretegli metabelyan bir grup olsun. G, (TN, )
sinifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir grup ise 0 zaman Teorem 4.1 den dolay1 G grubu
torsiyon-by-nilpotenttir. Dolayisiyla G normal torsiyon bir T altgrubuna sahiptir. G grubu
(TN, ) simifindan ise G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki x,y elemanin
icerir Oyle ki (x,y) € TN, vardir. O halde (x,y)NnT torsiyon grup oldugundan
(x,y)/{x,y)NT €N, dir.
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(xT,yT) = (x,y)T € G/T ve Teorem 2.32 (ii) den {x,y) T/T = (x,y)/{x,y)NT

oldugundan (x,y) T/T € N, dir. Buradan (x,y) T € TN, oldugundan G/T, (TN, )
smifindandir. Boylece G/T grubu (M, ) smifindandir. Ayrica G/T sonlu iiretegli
torsiyonsuz metabelyan bir gruptur. Sonu¢ 4.4 ten (G/T)/Z, (G/T) sonludur. O halde
Sonug 2.54 ten y41(G/T) sonludur. vy 41 ((G/T)/¥x+1 (G/T)) = 1 oldugundan

(G/T)/Vk+1 (G/T) € Ny

dir. Boylece G/T grubu FN, sinifina aittir. Buradan G/T nin sonlu bir F/T altgrubu
vardir 6yle ki (G/T)/(F/T) € N, dir. Teorem 2.32 (iii) den (G/T)/(F/T) = G/F dur.
Dolayisiyla G € FN,, dir. F/T sonlu oldugundan her fT € F/T ve pozitif bir n tamsayisi
icin (fT)" =T dir. f* €T ve T torsiyon grup oldugundan pozitif bir m tamsayisi igin
(fM™ = f» =1 olur. Boylece f € T oldugundan F torsiyon gruptur. Dolayisiyla G €
TN, dir.

(<) Sonlu iiretegli metabelyan bir G grubu T2V, Smifina ait ise o0 zaman G grubunun her
altgrubu da TV, sinifina aittir. O halde G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki

x,y elemanni igerir 6yle ki (x, y) € TN, dir. Dolayisiyla G grubu (T V;, o) sinifindandir.

iii) () G, (T&,, ) smifindan sonlu tretegli ¢oziilebilir bir grup olsun. G grubu
(T &, ) sinifindan ise G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki x,y elemanin
icerir oyle ki (x,y) € T&; dir. Buradan (x,y) grubunun normal torsiyon bir H altgrubu
vardir oyle ki (x,y)/H € &, olur. Teorem 2.25 (i) den (x,y)/H bir ¢oziilebilir gruptur.
Dolayisiyla {x, y)/H ¢oziilebilir Engel bir grup oldugundan Teorem 2.71 (i) den (x,y)/H
bir Guenberg gruptur. Her Guenberg grup lokal nilpotent oldugundan Sonug 2.69 dan
(x,y)/H lokal nilpotent gruptur. Boylece (x,y) € TN dir. O halde G grubu (TV, o)
siifina aittir. Teorem 4.1 den G torsiyon-by-nilpotent gruptur. Dolayisiyla G nin normal
torsiyon bir T altgrubu vardir 6yle ki G/T nilpotenttir. Ayrica (x,y) N T torsiyon grup ve
(x,y) € T& oldugundan (x,y)/{(x,y) N T € &, dir.

(xT,yT) = (x,y)T € G/T ve Teorem 2.32 (ii) den (x,y)T/T = (x,y)/{x,y)NT
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oldugundan (x,y)T/T € €, dir. Buradan (x,y)T € T&, oldugundan G/T grubu
(T &, ) smifindandir. Boylece G/T, (€, ) smifindan torsiyonsuz bir gruptur. G /T,
(&, ) sinifindan torsiyonsuz nilpotent grup oldugundan Teorem 4.10 dan G /T bir p asali
icin bir residually sonlu p-gruptur. O halde Teorem 4.9 dan G /T grubu sonlu-by-&; dir. O
zaman G/T nin normal sonlu bir F/T altgrubu vardir éyle ki (G/T)/(F/T) € &, dur.
Teorem 2.32 (iii) den (G/T)/(F/T) = G/F € &, dir. Béylece G grubu sonlu-by-&; dir.
F /T sonlu oldugundan her fT € F/T ve pozitif bir n tamsayisi igin (fT)" =T dir. f™* €
T ve T torsiyon grup oldugundan pozitif bir m tamsayisi i¢in (f™)™ = f™ =1 olur.
Boylece f € T oldugundan F torsiyon gruptur. Dolayisiyla gerektigi gibi G grubu T&

sinifindandir.

(<) Sonlu iiretegli metabelyan bir G grubu &, sinifina ait ise o zaman G grubunun her
altgrubu da 7€, sinifina aittir. O halde G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki

x,y elemanni igerir 6yle ki (x, y) € TE, dir. Dolayisiyla G grubu (7" &y, o0) simifindandir.
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5. TORSIYON GRUPLARIN NILPOTENT GENISLEMESI OLAN
GRUPLAR

Tezimizin bu boluminde Tarek Rouabhi ve Nadir Trabelsi’nin “A note on

Torsion-by-Nilpotent Groups” baslikli makalesi lizerinde ¢alisilmistir.

X gruplarin bir sinifi olsun. Her sonsuz altkiimesi (x, y) € X (sirasiyla, (x, x¥) € X) olacak
sekilde birbirinden farkli iki x,y elemanini iceren gruplarin siifi (X,00) (sirasiyla,
(X, 0)*) seklinde gosterilir. V' (sirasiyla, C, T') nilpotent (sirasiyla, Chernikov, torsiyon)
gruplarin smifin1 géstermek {izere [12] de Nadir Trabelsi, (TV, ©) (sirasiyla, (CN', ©)*)
siifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir grubun, torsiyon grubun nilpotent genislemesi
(torsiyon-by-nilpotent  grup)  (sirasiyla  sonlu  grubun  nilpotent  genislemesi

(sonlu-by-nilpotent grup)) oldugunu goéstermistir.

Cesitli X grup smiflar igin (¥,0) grup sinifi lizerinde birgok sonu¢ elde edilmistir.
Ornegin; 4. boliimde, Nadir Trabelsi’nin “Soluble groups with many 2-generator
torsion-by-nilpotent subgroups” baslikli makalesinde X, torsiyon-by-nilpotent gruplarin
sinifi oldugunda, (¥, ) sinifinin yapisi incelenmis ve (TN, ) sinifiyla ilgili dnemli
sonuglar elde edilmistir. Bu kisimda (TN, o) sinifiyla ilgili elde edilen bu sonuglar
(T, 00)* sinifina genisletilecektir. Bu tiir problemlerin kaynagi; B. H. Neumann’in [1] de
bir grubun, merkezinin sonlu genislemesi (merkez-by-sonlu) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her sonsuz altkiimesinin degismeli olan farkli iki eleman ¢iftini igerdigini ileri siirdiigii bir

sonugctur.
Bu makaledeki ana sonug ispat1 daha sonra verilmek tizere asagidaki gibidir.
5.1. Teorem

(TN, )" simifindan sonlu tiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup torsiyon-by-nilpotent
gruptur [13].

Teorem 5.1 herhangi bir grup igin dogru degildir. Gergekten [15, Sonug 4.2] de her d >
2 tamsayisi i¢in herhangi d — 1 iretegli bir nilpotent grup olacak sekilde d iiretegli

nilpotent olmayan residually nilpotent torsiyonsuz grup oldugu ispat edilmistir.
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k pozitif bir tamsay1 olsun. Her sonsuz altkiimesi [x, ; y] = 1 olacak sekilde birbirinden
farkli iki x,y elemanini kapsayan gruplarin smifi £,(o0) seklinde ifade edilir. [2] de
Abdollahi bir sonlu iirete¢li metabelyan G grubunun &£ (o) grup sinifindan olmasi igin

gerek ve yeter sart G /Z;, (G) nun sonlu oldugunu gostermistir.

Abdollahi yine ayni ¢alismada eger G, £y () sinifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir grup
ise 0 zaman G/Z.(G) sonlu olacak sekilde yalmizca k ya baghh ¢ = c(k) tamsayisi
oldugunu gostermistir. Nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent gruplarin smifi NV
olsun. (IVy , )* sinifindan her grup &y, (o0) smifindandir. [2] deki sonuglar Teorem 5.1

ile birlestirildiginde ispat1 daha sonra verilmek {izere asagidaki sonuclar elde edilir.

5.2. Sonug

k bir pozitif tamsay1 olsun.

(i) Eger G, (TVy, )" sinifindan sonlu tiretegli ¢6ziilebilir-by-sonlu bir grup ise 0 zaman

sadece k ya bagl ¢ = c(k) tamsayisi vardir 6yle ki G, TN, ye aittir.

(ii) Sonlu tiretegli metabelyan-by-sonlu bir grubun (7" Vy,, o0)* sinifindan olmasi igin gerek

ve yeter sart bu grubun 7"V, ye ait olmasidir [13].

[11, Teorem 1] de Longobardi ve Maj, £(o0) smifindan sonlu iiretecli ¢oziilebilir bir
grubun sonlu-by-nilpotent oldugunu ispatlamiglardir. Burada her sonsuz altkiimesi bir n =
n(x,y) tamsayisi i¢in [x,, y] = 1 olacak sekilde birbirinden farkli iki x, y elemanini i¢eren
gruplarin smifi £(o0) olarak tanimlanmistir. Bu ¢alismada Teorem 5.1 ispatlanarak bu

sonug sonlu tiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu gruplara genisletilecektir.

Bu boliimde oncelikle £ (o) grup simnifiyla ilgili baz1 6nemli sonuglar incelendikten sonra
yukarida belirttigimiz Teorem 5.1 ve Sonug¢ 5.2 nin ispatinda kullanilacak lemmalar ve

ispatlar1 verilecektir.
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5.3. Teorem

Sonlu iiretegli metabelyan bir G grubu olsun. G grubunun &, (o) smifindan olmasi igin

gerek ve yeter sart G /Z,(G) nun sonlu olmasidir [2].
5.4. Teorem

G, € (o) sinifindan sonlu iretegli ¢oziilebilir bir grup ise o zaman G /Z.(G) sonlu olacak

sekilde yalnizca k ya bagl bir ¢ = c(k) tamsayis vardir [2].
5.5. Teorem

G sonlu iretegli ¢oziilebilir bir grup olsun. G nin £(o0) sinifindan olmasi igin gerek ve

yeter sart G nin sonlu-by-nilpotent olmasidir [11].

5.6. Lemma

(W, 0)* smifindan her grup €44 (o0) simifindandir [13].
fspat

G, (W, )" sinifindan bir grup olsun. O zaman G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden

farkli iki x, y elemanini igerir 6yle ki (x, x¥) € IV}, dur.

(x,x¥) = (x, x[x, y]) = (x, [x,y])

altgrubu nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent grup oldugundan
[y, %L x| = Dera x]1 = 1

dir. O halde G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki x, y elemanm igerir dyle ki

[V,k+1 x] = 1 oldugundan G grubu & (o) sinifindandir.
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5.7. Lemma

€ (o) simifindan sonlu iiretecli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup sonlu-by-nilpotenttir [13].

fspat

G, E(o0) sinifindan sonsuz ve sonlu iiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup olsun. H, G nin
sonlu indeksli normal ¢o6ziilebilir bir altgrubu olsun. Teorem 2.42 den dolayr H sonlu
tireteclidir. H, £(o0) smifindan sonlu tiretecli ¢oziilebilir grup oldugundan Teorem 5.5 ten
dolay1 H sonlu-by-nilpotent gruptur. O zaman H 1n normal sonlu bir F altgrubu vardir dyle

ki H/F nilpotenttir. O zaman pozitif bir ¢ tamsayisi i¢in y.,,(H/F) = 1 ve Teorem 2.33
tenye41(H/F) = [y.(H/F),H/F] = yc+1(H)F /F dir.

=> Y1 (H)F/F =1
= Ve (H) <F

olur. O halde y.,,(H) sonludur. Béylece Teorem 2.55 ten dolay1 H/Z,.(H) sonludur. G
¢oziilebilir-by-sonlu bir grup ve H, G nin normal ¢6ziilebilir bir altgrubu oldugundan G /H

sonludur.

|G: Z2c(H)| = |G: H||H: Z,c(H)|

dir. G/H ve H/Z,.(H) sonlu oldugundan G/Z,.(H) sonludur. Buradan Z,.(H) nilpotent
oldugundan G sonlu tiretegli nilpotent-by-sonlu gruptur. O halde G nin normal nilpotent bir
N altgrubu vardir 6yle ki G/N sonludur. Ayrica Teorem 2.42 den N sonlu iiretecli
nilpotent gruptur. N sonlu iiretecli nilpotent grup oldugundan Teorem 2.62 den N
maksimal sartin1 saglar. G/N sonlu oldugundan maksimal sartin1 saglar ve Teorem 2.63
ten maksimal sarti genislemeye gore kapali oldugundan G grubu da maksimal sartim

saglar. Boylece Sonug 2.60 dan G nin her altgrubu sonlu tireteglidir.

Lemmayir H in d ¢ozilebilirlik uzunlugunda tiimevarim uygulayarak ispata devam

edecegiz.
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Eger d =1 ise 0 zaman H abelyandir. G/H sonlu oldugundan G grubu sonlu iretegli
abelyan-by-sonlu gruptur. Boylece G, sonlu indeksli torsiyonsuz normal abelyan bir A
altgrubuna sahiptir. Eger A, G nin sonlu indeksli torsiyonlu normal bir abelyan altgrubu ise
G sonlu tiretecli ve A, G nin sonlu indeksli altgrubu oldugundan Teorem 2.42 den A sonlu
iiretecli gruptur. O zaman A, sonlu iiretegli abelyan bir torsiyon grup oldugundan Teorem
2.43 ten A sonludur. G/A ve A sonlu oldugundan G sonludur. Bu ise G nin sonsuz olmasi

ile ¢elisir. Dolayisiyla A, G nin sonlu indeksli torsiyonsuz normal abelyan bir altgrubudur.

1#a€Aveg € G olsun. {a‘g|i > 0} altkiimesini alalm. Her i,j > 0 ve i # j igin i >
j oldugunu kabul edebiliriz. Eger alg = a’g ise a*/g = g ve a*~/ = 1 dur. A torsiyonsuz
oldugundan i — j = 0 ve i = j dir. Bu ise kabuliimiizle gelisir. O halde her i,j > 0vei # j

icin a'g # alg dir. Béylece {a’g| i > 0} sonsuz bir altkiimedir.

G grubu &(c0) smifindan oldugundan G nin her sonsuz altkiimesi m,n € Z* ve m # n igin
a™g,a™g elemanlarin igerir dyle ki her ¢ € Z* i¢in [a™g, .a™g] = 1 dir. A normal ve
abelyan oldugu icin Lemma 3.5 (iii) den [a,.g]™ ™ =1 dir. Lemma 3.3 (ii) den
[a,. g] € A dir. A torsiyonsuz bir grup oldugundan Lemma 3.5 (iv) den [a,. g] = 1 dir.
Buradan a, G nin sag Engel elemanidir. Teorem 2.72 den G altgruplarda maksimal sartini
sagladig1 i¢in sag Engel elemanlariin kiimesi G nin hipermerkezi ile gakisir. Dolayisiyla
her i > 0 tamsayisi i¢in A < Z;(G) dir. A < Z;(G) ve G/A sonlu oldugundan G/Z;(G)
sonlu olur. Sonug 2.54 te Baer’in sonucundan G/Z;(G) sonlu oldugundan y;,,(G) sonlu

olur.

Yi+1(G/Yi41(G)) = ¥i41(G) /vi41(G) = 1
oldugundan G /y;,,(G) nilpotenttir. Boylece G grubu sonlu-by-nilpotenttir.

Simdi kabul edelim ki d > 1 olsun. iddia d — 1 i¢in dogru olsun. O halde G /H@~Y nun
¢oziilebilirlik uzunlugu d — 1 oldugundan tiimevarim hipotezi geregi G/H@=Y grubu
sonlu-by-nilpotenttir. O halde G¢/H©@=Y nun normal sonlu bir M/H©@=1 altgrubu vardir
dyle ki (G/H@V)/(M/H@=V) nilpotenttir. Birinci izomorfizma teoreminden

(G/H@ D) /(M/HED) = G/M
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oldugundan G /M nilpotent gruptur. M/H@=Y sonlu ve H@1 abelyan oldugundan M
abelyan-by-sonludur. Bu durumda G grubu (AF)N sinifina aittir. Burada A (sirastyla, F)

abelyan (sirasiyla, sonlu) gruplarin sinifidir.

Dolayisiyla ispatin ilk boliimiinde G nin her altgrubu sonlu iiretegli oldugundan M altgrubu
da sonlu iireteglidir ve £(o0) smifindandir. Ayrica Teorem 2.25 (i) den M bir ¢6ziilebilir
gruptur. O halde M, &(o0) smifindan sonlu iiretegli ¢oziilebilir bir grup oldugundan
Teorem 5.5 ten M sonlu-by-nilpotenttir. Béylece M grubu FN sinifina aittir. M € FN ve
G/M nilpotent oldugundan G grubu (FN)N smifindandir. M € FN oldugundan M nin
normal sonlu bir K altgrubu vardir 6yle ki M/K € NV dir. O halde Teorem 2.32 (iii) den
(G/K)/(M/K) = G/M dir. M/K ve G /M nilpotent oldugundan Sonug¢ 2.29 dan M /K ve
G /M ¢oziilebilirdir. Boylece Teorem 2.25 (ii) den G /K ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla G sonlu

tiretecli sonlu-by-¢6ziilebilir bir gruptur.

G, £() smifindan ise G nin her sonsuz altkiimesi bir n = n(x,y) tamsayisi i¢in
[x,, ¥] = 1 olacak sekilde birbirinden farkli iki x, y elemanmm igerir. Her xK, yK € G/K
icin [xK,, yK] = [x,, V]K Ve [x,,y] = 1 oldugundan [xK,, yK]| = K dir. Boylece G/K
grubu &(oo) simifindandir. G/K, £(oo) smifindan sonlu dretegli ¢oziilebilir bir grup
oldugundan Teorem 5.5 ten G /K sonlu-by-nilpotenttir. O halde G /K nun normal sonlu bir
N/K altgrubu vardir 6yle ki (G/K)/(N/K) nilpotenttir. Teorem 2.32 (iii) den
(G/K)/(N/K) = G/N oldugundan G /N nilpotenttir. Ayrica N/K ve K sonlu oldugundan
N sonlu bir gruptur. Sonug olarak gerektigi gibi G grubu sonlu-by-nilpotenttir.

5.8. Lemma

G, (TIV, )" smifindan ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup olsun. G abelyan-by-torsiyon grup
ise G torsiyon-by-abelyan gruptur [13].

fSpat

G, (TIV,©)" sinifindan ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup olsun. G nin abelyan-by-torsiyon
grup oldugunu kabul edelim. G grubunun torsiyon-by-abelyan oldugunu kanitlamak igin

oncelikle G nin bir torsiyon altgruba sahip oldugunu gosterelim.
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x,y, G nin sonlu mertebeli iki elemant ve H = (x,y) olsun. G, AT smifindan bir grup
oldugundan G nin normal abelyan bir A altgrubu vardir 6yle ki G/A torsiyon gruptur. A
abelyan oldugundan H N A grubu da abelyandir. ikinci izomorfizma teoreminden
H/HNA= AH/A dir.

H/HNA=AH/AL<G/AET

oldugundan H/H N A torsiyon gruptur. Boylece H = (x,y) grubu AT smifindandir. G
¢oziilebilir-by-sonlu grup oldugundan H sonlu iiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir gruptur.
Buradan H N A abelyan grubu ¢oziilebilir grup oldugundan H/H N A sonludur. Boylece
H = (x, y) grubu abelyan-by-sonludur.

Kabul edelim ki H = (x,y) sonsuz olsun. O zaman Lemma 2.45 ten H sonlu indeksli
torsiyonsuz normal abelyan bir A altgrubuna sahiptir. Eger A, H mn sonlu indeksli
torsiyonlu normal abelyan bir altgrubu ise H sonlu iiretegli ve A, H m sonlu indeksli
altgrubu oldugundan Teorem 2.42 den A, sonlu iireteglidir. O zaman A, sonlu iiretegli
abelyan bir torsiyon grup oldugundan Teorem 2.43 ten A sonlu bir gruptur. H/A ve A
sonlu oldugundan H sonludur. Bu ise H m sonsuz olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla A, H n

sonlu indeksli torsiyonsuz normal abelyan bir altgrubudur.

1+ a € Aveh € H olsun. O zaman {a'h| i > 0} altkiimesini alalim. Her i,j > 0 ve i # j
icin i > j oldugunu kabul edebiliriz. Eger a'h = a’h ise a"’/h=h ve a*/ =1 dir. A
torsiyonsuz oldugundan i —j = 0 ve i = j dir. Bu ise kabulimiizle gelisir. O halde Her

i,j >0vei#j igina‘h # a’/h dir. Boylece {aih| P> 0} sonsuz bir altkiimedir.

G grubu (TV, 0)* smifindan oldugundan G nin her sonsuz altkiimesi m,n € Z* ve m # n

icin a™h, a™h elemanlarini igerir oyle ki (a™h, (a®h)" ") € TNV dir. Buradan
(a™h, (@*h)¥"My = (a™h, a™h[a™h, a™h])
seklinde yazilabilir. O halde

(a™h[a™h,a™h])"t a™ h = [a™h,a™h] 1 (a™h) 1 (a"h)
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[a™h,a™h]"1(a™h) " (a™h) = [a"h,a™h]?!

ve Teorem 3.1 (i) den [a™h,a™h]™! = [a™h, a™h] dir. Boylece
[a™h, a™h] € (a"h, (a™h)2" )

dir. Dolayisiyla

([a™h, a™h], a™h ) < (a"h, (@™h)*" ")

dir. Buradan ([a™h,a™h],a™h) € TN dir. {[a™h,a™h],a™h) grubunun normal torsiyon
bir T altgrubu vardir 6yle ki ([a™h,a™h],a™h)/T nilpotent gruptur. K =
([a™h,a™h],a™h) olsun. K/T nilpotent oldugundan pozitif bir ¢ tamsayisi ig¢in
Ye+1(K/T) = 1 dir. Teorem 2.33 ten

Ver1(K/T) = [ve(K/T),K/T] = [y (K),KIT /T =y 1 (KOT/T

elde edilir. O halde y,..;(K)T/T = 1ve y.41(K) < T dir. O halde

yC+1(K) = Vc+1(< [amh, anh]’ anh))

torsiyon gruptur. Boylece

[[amh, a™h],. a”h] € Yer1(([@™h, a™h], a™h))

oldugundan pozitif bir d tamsayisi igin [[a™h, a™h],. a”h]d = 1 dir. A abelyan ve normal
oldugundan Lemma 3.5 (iii) den [a,c4q h]™ ™2 =1 dir. Lemma 3.3 (ii) den
[a,c+1 h] € A dir. A torsiyonsuz grup oldugundan Lemma 3.5 (iv) den [a,.4q h] = 1 dir.
Bu ise a nin H 1 bir sag Engel eleman1 oldugunu gosterir. Dolayisiyla A nin elemanlari

H 1n sag Engel elemanlarinin kiimesi olan R(H) da igerilir.

H sonlu firetecli abelyan-by-sonlu grup ve A, H n sonlu indeksli normal abelyan bir
altgrubu oldugundan H /A sonludur. O halde Teorem 2.42 den A sonlu iiretegli bir gruptur.
Ayrica abelyan grup nilpotent oldugundan A nilpotent gruptur. Dolayisiyla Teorem 2.62
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den A maksimal sartin1 saglar. H/A sonlu oldugundan maksimal sartin1 saglar ve Teorem
2.63 ten maksimal sarti genislemeye gore kapali oldugundan H grubu da maksimal sartini
saglar. H altgruplarda maksimal kosulunu sagladigindan Teorem 2.72 den, R(H) ile her
i > 0 tamsayis1 i¢in Z;(H) cakisir. Dolayisiyla her i > 0 tamsayisi i¢in A < Z;(H) dur.
Boylece H/A sonlu oldugundan H/Z;(H) sonludur. Sonug¢ 2.54 te Baer’in sonucundan

Yi+1(H) sonlu olur.

Yier(H/Visr(H)) = vig 1t (H) /yi1(H) = 1

oldugundan H /y;,1(H) nilpotenttir. Dolayisiyla H sonlu mertebeli iki eleman tarafindan

iretilen sonlu-by-nilpotent bir gruptur.

Her i > 0 tamsayisi i¢in H/Z;(H) sonlu oldugundan H merkez-by-sonlu bir gruptur.
Dolayisiyla Sonug 2.53 te Schur’un bir sonucu olarak H' sonlu bir gruptur. Ayrica x,y
sonlu mertebeden olmak tizere H = (x,y) ve H/H' abelyan oldugundan periyodiktir.
H/H' bir sonlu iiretegli abelyan ve periyodik grup oldugundan Teorem 2.43 ten
H/H' sonludur. H' ve H/H' sonlu oldugundan H sonludur. Bu ise H nin sonsuz olmasiyla
celigir. Sonug olarak H sonlu bir grup ve iddia edildigi gibi G grubu torsiyon bir T

altgrubuna sahiptir.

Buradan G/T grubu (TV,)* sinifindan torsiyonsuz bir gruptur. Her xT,yT € G/T
olsun. O zaman G € (TIV,©)* oldugundan x,y € G igin (x,x¥) € TN dir. O halde
(x,x¥) N T torsiyon grup oldugundan (x,xY)/(x,x¥) N T € N dir. Boylece

(xT,xT>T) = (xT,xT[xT,yT]) = (x, x[x, y])T = (x,x¥)T € G/T

dir. Teorem 2.32 (ii) den

e, xIT /T = (x,xY)/{x,xY)NT €N

oldugundan (x,xY)T/T € ' dir. Dolayisiyla {(x,x¥)T € TN oldugundan G/T grubu
(TIV, )" sinifindan torsiyonsuz bir grup olur. Béylece G /T grubu (JV', c0)* sinifina aittir.

(xT[xT,yT])"*xT = [yT,xT] € (xT,xT>T) ve (xT,xT>T) = (x,x¥)T
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dir. Boylece ([yT,xT],xT) < {(x,x¥)T € N olur. Buradan ([yT,xT],xT) € N dir.
([yT,xT],xT) = N olsun. Teorem 2.32 (ii) den NT/T = N/T N N dir. Teorem 2.30 dan
NT/T = N/T n N nilpotent gruptur. Béylece NT /T nilpotent gruptur. O halde pozitif bir
n tamsayisi i¢in ¥,,.4 (NT/T) = 1 dir. Teorem 2.33 ten

Vne1(NT/T) = [ya(NT/T),NT/T | = [ya(NT),NTIT/T

dir. O halde y,,;1(NT)T /T = 1 oldugundan y,,,;(NT) < T dir. Boylece

Vn+1(NT) = )/n+1(([ny xT]: XT)T) = yn+1(([yT' xT]' xT))

torsiyon gruptur. Buradan [yT,,,; xT] =1 dir. O halde G/T € £() dir. Dolayisiyla
G/T, E() smifindan ¢oziilebilir-by-sonlu bir gruptur. O halde sonlu iiretecli her altgrubu
E(0) smifindan ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup olur. Boylece Lemma 5.7 den G /T lokal
sonlu-by-nilpotent grup olur. Bu nedenle G /T grubu AT smifindan torsiyonsuz bir lokal
nilpotent gruptur. Boylece Lemma 2.48 den G/T abelyandir. iddia edildigi gibi G
torsiyon-by-abelyan gruptur.

Simdi Teorem 5.1 ve Sonug 5.2 nin ispatlarini verelim.
5.1. Teorem

(TIV,00)* simifindan sonlu tretecgli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup torsiyon-by-nilpotent

gruptur [13].
fspat

G, (TIV,o0)* smifindan sonlu tretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup ve H, G nin sonlu
indeksli normal ¢oziilebilir bir altgrubu olsun. H 1n ¢oziilebilirlik uzunlugunu d alalim. d

lizerine tiimevarimla G nin torsiyon-by-nilpotent grup oldugu gosterilecektir.

Eger d =1 ise H abelyandir. Abelyan bir grup ¢oziilebilir ve G ¢oziilebilir-by-sonlu
oldugundan G/H sonludur. Her sonlu grup torsiyon oldugundan G/H torsiyon gruptur.
Buradan G abelyan-by-torsiyon gruptur. Lemma 5.8 den G torsiyon-by-abelyan
oldugundan G nin normal torsiyon bir M altgrubu vardir 6yle ki G/M abelyandir. Abelyan



67

grup nilpotent  oldugundan G/M  nilpotent gruptur. O halde G grubu

torsiyon-by-nilpotenttir.

Kabul edelim ki d > 1 olsun. Iddia ¢éziilebilirlik uzunlugu d — 1 olan gruplar i¢in dogru
olsun. O halde tiimevarim hipotezinden G/H@™Y nun c¢oziilebilirik uzunlugu d — 1
oldugundan G/H@=V torsiyon-by-nilpotent gruptur. Béylece G/H©@™Y nun normal
torsiyon bir N/H@Y altgrubu vardir dyle ki (G/H@Y)/(N/H@=D) nilpotenttir.
Teorem 2.32 (iii) den (G/H@™V)/(N/H@ D) = G/N oldugundan G/N nilpotenttir.
Ayrica N/H@=1 torsiyon ve H@~1 abelyan oldugundan N abelyan-by-torsiyon gruptur.
N € AT ve G/N € N oldugundan G € (AT)N dir. Lemma 5.8 den N € TA dir. O
zaman G € (TA)N smifina aittir. G nin normal torsiyon-by-abelyan bir N altgrubu vardir
oyle ki G/N nilpotenttir. O halde N nin normal torsiyon bir T altgrubu vardir 6yle ki
N/T €A dir. N/T bir torsiyonsuz abelyan gruptur. Teorem 2.32 (iii) den
(G/T)/(N/T)=G/N € ¥ oldugundan G/T € AN dir. Buradan G/T grubu
(torsiyonsuz abelyan)-by-nilpotenttir. (TV', ©0)* boliim kapali bir grup sinifi oldugundan G
grubunun (torsiyonsuz abelyan)-by-nilpotent oldugunu kabul edelim. Boylece G nin

normal torsiyonsuz abelyan bir A altgrubu vardir 6yle ki G /A nilpotenttir.

1+ a € Aveg € G olsun.O zaman G nin {a’g| i > 0} altkiimesini alalim. Her i,j > 0 ve
i # jigin i > j oldugunu kabul edebiliriz. Eger a'g = a’gise a’/g = g ve a™/ =1 dur.
A torsiyonsuz oldugundan i —j = 0 ve i = j dir. Bu ise kabuliimiizle ¢elisir. O halde her

i,j >0 igini # j icin a'g # a’/g dir. Boylece {a‘g| i > 0} sonsuz bir altkiimedir.

G grubu (TV, 0)* smifindan oldugundan G nin her sonsuz altkiimesi m,n € Z* ve m # n

icin a™g, a™g elemanlarini icerir yle ki (a™g, (a"g)®" 9) € TNV dir. Buradan
(a"g,(a"g)*"9) = (a"g,a"gla"g,a™g])
seklinde yazilabilir. O halde

(a"gla™g,a™g)~ta"g = [a"g,a™g] ' (a"g) 'a"g

=[a"g,a™g]™!
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Teorem 3.1 (i) den [a"g,a™g] ™! = [a™g, a"g] dir. Bdylece

[a™g,a"g] € (a™g,(a"g)*"9)

dir. Dolayisiyla
([a™g,a"gl,a"g) < (a"g, (a"g)*"9)

dir. K = ([a™g,a™g],a™g) olsun. Boylece (a"g, (a"g)“mg) € TNV oldugundan K € TNV
dir. O halde K nin normal torsiyon bir M altgrubu vardir 6yle ki K/M nilpotenttir. Boylece
pozitif bir ¢ tamsayisi i¢in Y41 (K/M) = 1 dir. Teorem 2.33 ten

Ver1(K/M) = [y (K/M),K/M | = [y.(K),KIM/M = yc1 (K)M/M

oldugundan y.,,(K)M/M = 1 dir. Boylece y.4+,(K) < M olur. O halde

Yer1(K) = ye1({[a™g, a"gl, a™g))

torsiyon gruptur. Boylece
[[a™g,a"gl.ca™g] € yer1({[a™g,a"gl,a"g )

oldugundan [[a™g,a"g],. a”g]d = 1 olacak sekilde pozitif bir d tamsayisi vardir. A
abelyan ve normal oldugundan Lemma 3.5 (iii) den [a,.+; g]™ ™% = 1 dir. Lemma 3.3
(ii) den [a,.419] €A dir. A torsiyonsuz grup oldugundan Lemma 3.5 (iv) den
[a,c4+1 g] = 1 dir. Bu ise a nin G nin bir sag Engel elemani oldugunu gésterir. Dolayisiyla
A nin elemanlart G nin sag Engel elemanlarinin kiimesinde igerilir. Gozlem 2.85 ten G
sonlu iiretegli (torsiyonsuz abelyan)-by-nilpotent bir grup oldugundan G normal altgruplar
lizerinde maksimal sartin1 saglar. G normal atgruplar {izerinde maksimal sartin
sagladigindan Teorem 2.72 den sag Engel elemanlarinin kiimesi G nin hipermerkezine
esittir. Sonug olarak A <Z(G) dir. O halde G/A nilpotent oldugundan G/Z(G)
nilpotenttir. Boylece G hipermerkezdir. Teorem 2.51 den dolay1 G lokal nilpotenttir.

Bdoylece G sonlu iiretegli oldugundan G nilpotent gruptur.
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5.2. Sonug

k bir pozitif tam say1 olsun.

(i) Eger G, (TN, ©)* sinifindan sonlu tiretegli ¢6ziilebilir-by-sonlu bir grup ise 0 zaman

sadece k ya bagli ¢ = c(k) tamsayisi vardir 6yle ki G grubu TV, ye aittir.

(ii) Sonlu tiretegli metabelyan-by-sonlu bir grubun (7" Vy,, o)* sinifindan olmasi igin gerek

ve yeter sart bu grubun 7"V, 4 ye ait olmasidir [13].

fspat

(i) G, (TN, )" smifindan sonlu tiretegli ¢oziilebilir-by-sonlu bir grup olsun. O zaman
Teorem 5.1 den dolay1 G grubu torsiyon-by-nilpotenttir. Boylece G nin normal torsiyon bir
T altgrubu vardir 6yle ki G/T nilpotenlik sinifi en fazla k olan nilpotent gruptur. Teorem
2.30 dan nilpotent grubun her altgrubu da nilpotent oldugundan G/T nin her altgrubu
nilpotenlik smifi en fazla k olan nilpotent gruptur. O halde G/T faktor grubunun

birbirinden farkl1 iki xT, yT elemanini igeren her sonsuz kiimesi i¢in

(xT,xT") = (xT,x>T) = (x,x¥)T < G/T

oldugundan (xT,xT*T) = (x,x¥)T nilpotentlik siifi en fazla k olan nilpotent gruptur.
Boylece G/T faktor grubu da (Vi o0)* smifindan gruptur. Lemma 5.6 dan (3Vj, )"
sinifindan her grup €44 (o0) sinifindan oldugundan G /T faktor grubu &4 (o0) smifindan
bir gruptur. O halde Teorem 5.4 ten sadece k ya bagl bir ¢ = c(k) tamsayis1 vardir dyle ki
(G/T) / Z.(G/T) sonludur. O zaman Sonug 2.54 ten dolay1 y.,1(G/T) sonludur. Fakat
G/T torsiyonsuz grup oldugundan y..,(G/T) =1 dir. Boylece G/T nilpotent ve
nilpotentlik siifi en fazla ¢ dir. Béylece G grubu TV, smifindan bir gruptur.

(ii) () G, (TN, )" smifindan sonlu tiretegli metabelyan-by-sonlu grup ise Teorem 5.1
den G € TN, dir. O halde G nin normal torsiyon bir T altgrubu vardir 6yle ki G/T
nilpotenlik smifi en fazla k olan torsiyonsuz nilpotent gruptur. Teorem 2.30 dan nilpotent

grubun her altgrubu nilpotent oldugundan G /T nin her altgrubu nilpotenlik sinifi en fazla k
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olan nilpotent gruptur. O halde G/T faktér grubunun birbirinden farkli iki xT,yT

elemanini igeren her sonsuz kiimesi i¢in
(xT,xT>T) = (xT,x¥T) = (x,xY)T < G/T

oldugundan (xT,xT>T) = (x,x¥)T nilpotentlik sinifi en fazla k olan nilpotent gruptur.
Boylece G/T faktor grubu da (Vi o)* sinifindan gruptur. Lemma 5.6 dan (M, ©)*
smifindan her grup &p,;(c0) sinifindan oldugundan G/T faktor grubu &g q(0)
sinifindandir. Teorem 5.3 ten (G/T) / Zi+1(G/T) sonludur. O halde Sonug 2.54 ten dolay1
Yi+2(G/T) sonludur. Fakat G/T torsiyonsuz grup oldugundan y;.,,(G/T) =1 dir.
Boylece G /T nilpotent ve nilpotentlik sinifi en fazla k + 1 dir. Boylece G grubu TN,

sinifindandir.

(&) Karsit olarak sonlu tiretegli metabelyan-by-sonlu G grubu T2, ; sinifina ait olsun. O
zaman G nin her altgrubu da TV,,; smifina aittir. O halde G grubu (TN, )
siifindandir. Dolayistyla G nin her sonsuz altkiimesi birbirinden farkli iki x,y elemanini

icerir Oyle ki (x, y) grubu 7"V, sinifindan ve

(x, x7) = (x, x[x,y]) < (%, (x,3)") = (), y)' ™

dir. O zaman (x, y) grubunun normal torsiyon bir T altgrubu vardir 6yle ki {x, y)/T grubu

N1 Sifindandir,
(x,y)/T grubu N, simfindan oldugundan [{x,y)/T 41 (x,y)/T] = 1 du.
Teorem 2.33 ten [(x, ¥)/T k41 (%, ¥)/T1 = [, Y )i+ (X, Y)T/T dir,
[, ¥}/ Tt $6, Y/ T] = [, Y Do $6, YIT/T

= [[¢x, ), ¢ )i (X, T /T

= [(6, y) e 6 YNT/T =1
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di. Bu durumda [(x),k(x)(x,y)’(x)]T/Tz1, [(x,y)’<x),k(x)]T/T=1 ve

[, 7@ ), 7y @ | /7 = 1

oldugundan

1= [, y) @ ),y ) T/T = [, 6, 9) D o, G, YT /T
= [0, (5,7 D (6, G5, YYNT/T = [, %7 ) (2, 22N T/ T

= [(x, 27 (0, x)T/T = 1

= Vi1 ({6, x¥)T/T) =1

dir. Boylece (x,x”¥) grubu T, smifindandir. Dolayisiyla sonlu iiretegli

metabelyan-by-sonlu bir G grubu (T, 00)* sinifindandir.
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