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Yiiksek Lisans Tezi
Transformasyon Graflarin Komsu Rupture Derecesi
Ekrem OZ
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Goksen BACAK TURAN

Giliniimiliziin en Onemli problemlerinden biri iletisim hatlarinin  zarar
gordiikten sonra olusan zararin en kisa siirede tespit edilmesi ve sorunun miimkiin
olan en diisiik maliyetle giderilmesidir. Bir iletisim aginda bazi merkezlerin veya
baglanti hatlarinin bozulmasiyla iletisim kesilene kadar gosterdigi dayanma giicliniin
Olclimiine agin zedelenebilirlik degeri denir. Zedelenebilirlik degerinin hesaplanmasi
icin iletisim ag1 merkezleri grafin tepeleri, bu merkezler arasindaki baglantilar grafin
ayritlarina karsilik gelecek sekilde graflar ile modellenebilir.

Bu tezin birinci boliimiinde zedelenebilirlik ile ilgili temel tanim ve bilgiler
verilmistir. Ikinci boliimde G*¥? transformasyon graflarinda komsu rupture
dereceleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf Teorisi, Zedelenebilirlik, Komsu Rupture Derecesi.

2015, 41 sayfa



ABSTRACT
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Neighbor Rupture Degree of Transformation Graphs
Ekrem OZ
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Goksen BACAK TURAN

One of the most important problems of our time, communication networks to
be identified as soon as possible after the failure and overcome the problem at the
lowest a cost. The vulnerability measures of a communication network shows the
resistance of the network after the disruption of some centers or connection lines
until a communication breakdown. A communication network is modelled by a
graph to measure the vulnerability as stations corresponding to the vertices and
communication links corresponding to the edges.

In the first part of this thesis about the basic definitions of vulnerability
measures and theorems. The second section has investigated the neighbor rupture
degree of G*¥# transformation graphs.

Keywords: Graph Theory, Vulnerability, Neighbor Rupture Degree.
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1. GIRIS

Bir iletisim ag1 merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti
hatlarindan olusur.  Bir iletisim agmin merkezleri veya baglanti hatlar1 zarara
ugradiginda bu agda bazi1 sorunlarin ortaya c¢ikmasi hatta iletisimin durmast séz
konusudur. Burada en ¢ok merak edilen soru ise agda iletisim durana kadar agin
ne kadar ve nasil dayanacagidir. Bir iletisim aginda bazi1 merkezlerin veya baglanti
hatlarinin bozulmasiyla iletisim kesilene kadar gosterdigi dayanma giiciiniin 6l¢iimiine

agin zedelenebilirlik degeri denir.

Karayollar trafigi, havayolu ulasimi, elektrik dagititmi ve su sebekeleri gibi
iletisim hatlarini bir graf ile modelledigimizde olusan zararin incelenmesi bize kolaylik
saglamaktadir.

Kiiciik yerlesim birimlerinde genel olarak bir depodan beslenen tek bir su
sebekesi ihtiyac1 karsilar. Bununla birlikte biiylik sehirlerde ¢esitli depolardan
beslenen farkli bolgeler s6z konusudur. Ornegin bir ilin su sebekesi depolar ile bu
depolar birbirine baglayan borulardan olugsmaktadir. Bu sebekede bazi depolarda ariza
meydana geldiginde olusan zararin arastirilmasi i¢in ariza sonrasinda geriye kalan
sebekenin incelenmesi gereklidir. Bdoylece olusan zararin boyutu goriilebilir. Zarar

gormiis bir agda kalan ag icin sorulabilecek bazi sorular sunlardir:

1. Islevini yerine getirmeyen depo sayis1 kagtir?
2. Su sebekesi kag alt sebekeye ayrilmigtir?
3. Su dagitiminin kendi igerisinde devam ettigi alt sebekelerin sayis1 nedir?

4. Su dagittminin kendi icerisinde devam ettigi en ¢ok elemana sahip alt sebekelerin

eleman sayis1 nedir?
5. Su sebekesini eski haline getirmek i¢in ne kadar siire gereklidir?

6. Zarar goren depolara komsu depo sayisi nedir?

Buradaki herbir sorunun yaniti agin ugradig1 zarar hakkinda bigi verecektir.
Bir graf bir agin modeli olarak diisiiniiliirse agin zedelenebilirligini incelemek icin pek
cok parametre tanimlanmistir. Bunlardan bazilari: baglantililik sayisi (connectivity),
tepe biitiinliik degeri (integrity), toughness degeri, tenacity degeri, scattering sayisi,
rupture derecesi ve bu parametrelerin komsuluklarini da inceleyen komsu biitiinliik
degeri (neighbor integrity), komsu scattering sayisi (neighbor scattering number) ve

komsu rupture derecesi (neighbor ruptere degree) olmaktadir.



Yukaridaki birinci soru bizi en eski parametre olan baglantililik sayisina
gotiiriir. Bir grafta her bir tepe ¢ifti arasinda en az bir ayrit varsa bu graf birlestirilmis
graf adimi alir. Boyle bir grafin birlestirilmigligini bozmak i¢in ¢ikarilmasi gereken en
az tepe sayisina grafin baglantililik sayisi denir ve x(G) ile gosterilir [1]. Baglantililik
sayis1 ag zedelendikten sonra 1. soru hari¢ diger sorulara cevap olusturmamaktadir.
Ayrica baglantililik sayisina bakarak bu degerin graflar i¢in ayirt edici bir parametre
oldugunu sdyleyemeyebiliriz. Ornegin, Sekil 1.1 de 9 tepeli G| grafi ve Sekil 1.2 de 9
tepeli G, grafi gosterilmistir.

]

Sekil 1.1. 9 tepeli G grafi Sekil 1.2. 9 tepeli G, grafi

G; ve G graflarindan derecesi 8 olan tepeler atildiginda graflarin
birlestirilmigligi bozulmus olur. Bu nedenle x(G;) = x(G,) = 1 dir. Her iki grafinda
baglantililik sayis1 1 olmasina ragmen ¢ikarilan tepelerin graflarda olusturdugu etkiler
farklidir. Gy grafi izole tepelerden olugmakta ve bilesen sayis1 8’dir. G, grafi
ise 2 bilesenden olugsmakta olup iletisimini devam ettiren tepeler vardir. Bazi
durumlarda baglantililik sayisi ayirt edici bir Ol¢ii olmayabilir. Bu durumda yeni
bir Ol¢glime ihtiyacimiz vardir. 1 ve 4 numarali sorulara cevap arayan biitiinliik
degeri tamimlanmistir. Biitiinliik degeri taniminda 1 ve 4 numarali sorularin yanitlar
toplaminin en kiiciik olmasi istenir. Biitiinliik degeri asagidaki sekilde tantmlanmistir

[2] :

I(G)zsglvl(nG){]S|—i—m(G—S)} (1.1)

Burada m(G —S), herhangi bir G grafindan S C V (G) tepeler kiimesi atildiginda
geriye kalan G — S grafinin en bilyiik boyutlu bileseninin tepe sayisidir. Iki
grafin baglantililik sayilar1 ve biitiinliik degerleri ayni olmasina ragmen c¢ikarilan
tepelerin graflarda meydana getirdikleri etkiler farkli olabilir. Bu durumda biitiinliik
degeri de ayirt edici bir zedelenebilirlik parametresi olmayabilir. Ayrica bu verilen
sorulara cevap vermek icin scattering sayisi, tenacity degeri ve toughness degeri gibi
parametreler de tanimlanmistir. Bir G grafinin scattering sayisi, S bir kesim kiime ve

S kiimesi graftan atildiktan sonra geriye kalan graftaki bilesen sayist w(G — S) olmak

2



tizere agagidaki gibi tanimlanmistir [3] :

sc(G) = max (w(G—=S)—|S]:w(G-S§)>1 1.2
() = max {w(G—$)~Is|: w(G—5)> 1} (12)
Baglantililik sayis1 basta verilen sorulardan bir tanesine, biitiinliik degeri ise iki
tanesine cevap olusturmaktadir. Bu nedenle 1, 2 ve 4 numarali sorulara yanit vererek
bize daha fazla bilgi veren rupture derecesi tanimlanmistir. Rupture derecesi asagidaki

sekilde tanimlanmugtir [4] :

r(G)= max {w(G—S)—|S|—-m(G—-S): w(G—S)>1} (1.3)
SCV(G)

Simdiye kadar bahsedilen parametreler sadece merkezlerin zedelenmesiyle
ilgilenmektedir. Bu parametreler, ¢cikarilan merkezlerin komsular {izerindeki etkilerini
dikkate almamaktadir. Bir agdaki merkezlerin bozulmasi sonucunda, bu merkezlere
komsu olan merkezlerin de etkilendigi ag, casus ag1 (spy network) olarak adlandirilir.
Eger ajanlardan biri aci8a ¢ikarsa veya yakalanirsa onunla iletisimde olan ajanlar da
giivenilirliklerini yitirecektir. Bu nedenle biitiin ag icerisinde kullanilamaz duruma
geleceklerinden graftan sadece tepeleri ¢ikarmak yerine tepeleri ve onlara komsu
olan tepeleri de c¢ikarmak gerekir. Bu diisiinceyle komsu biitiinlik degeri bir

zedelenebilirlik parametresi olarak tanimlanmaisgtir.

G bir graf ve u, G’nin herhangi bir tepesi olsun. u tepesinin acik komsulugu
N(u) ={v € V(G) : d(u,v) = 1} ve u tepesinin kapali komsulugu N[u] = {u} UN(u)
olur. Herhangi bir u tepesinin graftan ¢ikarilmasiyla graftan silinen tepeler kiimesi de

N[u] olsun. N[u] kapali komsulugu graftan atilan u tepesine subverted tepe denir.

Tiim tepeleri subverted olan S = {uy,up,us,....,u,,} kiimesine G grafinin
subverted stratejisi denir. G/S, S kiimesinin tiim tepeleri graftan atildiktan sonra geriye
kalan grafi, m(G —§) ise geriye kalan bu graftaki en biiyiik bilesenin tepe sayisini ifade
eder. S kiimesindeki tiim tepeler ve komsular1 graftan atildiginda geriye kalan graf
baglantisiz graf, bir klik veya bog graf olabilir. Bu durumda S = {uy,up,u3,....,u}
kiimesi i¢in N[S] graftan ¢ikarildiginda kalan en biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi
m(G/S) olsun.

Casus aglartyla ilgili en yaygin zedelenebilirlik parametreleri komsu
baglantililik sayisi, komsu biitiinliik degeri, komsu scattering sayisi ve komsu rupture

derecesidir.

G grafimin komgsu baglantililik sayisi, S subverted stratejisi olmak iizere



asagidaki sekilde tanimlanmistir [5] :

K(G) = Sén‘}(nG){ISH (1.4)

G grafinin komgsu biitiinlikk degeri, herhangi bir tepe subversion stratejisi S
ve ¢(G/S), G/S grafindaki en biiyiik baglantili bilegenin tepe sayisi olmak iizere
asagidaki sekilde tanimlanmistir [6] :

NI = Sénvi(nG){\S| +¢(G/S)} (1.5)

Ornek: Sekil 1.3 deki G grafi igin K(G) = 1 ve NI(G) = 2 dir.

Sekil 1.3. 9 tepeli G grafi

Bir G grafinin komsu scattering sayisi, S bir subversion strajesi olmak iizere

asagidaki sekilde tanimlanmustir [7] :

S(G) = max {w(G/S)—|S]: w(G/S) > 1 1.6

() = max {w(G/S) ~|S|: w(G/$)>1) (16)
Komsgulukla ilgilenen bu parametreler ayni anda ¢ikarilan tepe sayisi, bilesen

say1s1 ve en bilyiik bilesenin tepe sayis1 hakkinda bilgi vermemektedir. Bu nedenle

yeni bir parametre olan komsu rupture derecesi tanimlanmustir.

S, G’nin bir subversion stratejisi, w(G/S), G/S’deki bilesen sayisi, ¢(G/S),
G/S’nin en bilyiik bileseninin tepe sayisi olmak iizere asagidaki sekilde tanimlanmigtir

[8] :

Nr(G) = Srcnvaé){W(G/S) —[8[=¢(G/S), w(G/S) = 1} (1.7)



Ornek: Sekil 1.4 de verilen G grafinin Nr degeri asagidaki gibi bulunur:

3

4

Sekil 1.4. 5 tepeli bir G grafi

S, G grafinin bir kesim kiimesi olmak {izere, kesim kiimesinin eleman sayisi 1
olsun.
S={1}i¢in w(G/S) =1, |S|=1ve ¢(G/S) =3 oldugundan Nry =1—1-3=-3.
S={2},8={3}ve S={4}icin w(G/S) =1, |S|=1ve ¢(G/S) =1 oldugundan
Nrp=1—-1—1=-1.
S={5}icin w(G/S)=1,|S|=1vec(G/S)=2oldugundan Nr3=1—1-2=-2.

Kesim kiimesinin eleman sayis1 2 olsun.
S={1,2}icin w(G/S) =1, |S|=2ve ¢(G/S)=1oldugundan Nry =1-2—-1=-2.
S=1{3,5}, S={4,5}i¢in w(G/S) =1, |S|=2ve ¢(G/S) =1 oldugundan
Nrs=1-2—1=-2.

Kesim kiimesinin eleman sayis1 3 olsun.
S=1{3,4,5}icin w(G/S) =1, |S| =3 ve ¢(G/S) =1 oldugundan
Nrg=1-3—1=-3.

Eger kesim kiimesi {1,2}, {3,5}, {4,5}, ve {3,4,5} haricinde iki veya daha
¢ok elemana sahip olursa w(G/S) = 0 olacagindan dolay1 tanim geregi Nr degeri

hesaplanamaz.

Bu durumda G grafinin komsu rupture derecesi:
Nr(G) = max{Nry,Nry,Nr3,Nry,Nrs,Nre} = —1 olarak bulunur.

Bilinen bazi graflarin komsu rupture dereceleri asagida verilmistir [8, 14] :

(a) Py, n tepeli bir yol graf ve n > 12 olmak iizere,

_J 0, n=1 (modd),
Nr(P,) —{ n=0,2,3 (mod4).

Asagidaki tabloda, n < 12 i¢in P, yol grafinin komsu rupture dereceleri verilmistir.



Tablo 1.1. P, yol grafinin komsu rupture derecesi

n |2 3 4 5 6 71 8 9 10 11 12
Ne®B)|-1T 1 1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1 -I

(b) C,, n tepeli bir cevre graf ve n > 15 olmak {iizere,

0 (mod4);
1,2,3 (mod4).

Asagidaki tabloda, n < 15 i¢in C,, yol grafinin komsu rupture dereceleri verilmistir.

Tablo 1.2. C, ¢evre grafinin komgu rupture derecesi

n |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
NrC) |2 -1 2 2 2 -1 2 2 2 -1 -2 =2

(¢) Ky, n,...n,» K-parcali bir tam graf olmak tizere,

Nr(Kn, ny....n,) = max{ny,ny,...,n3} — 3.
(d) ntepeli P, yol grafimin transformasyon grafi P, ~~ olmak iizere,
Nr(P, ) =0.
(e) m > nve Ky, » 1Ki parcali tam grafin transformasyon grafi K, ,,~ olmak iizere,

Nr(K,;;_) =m—4.

Merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti hatlarindan olusan
bir iletisim aginin merkezleri veya baglanti hatlar1 zarara ugradiginda bu agda bazi
sorunlarin ortaya ¢ikmasi hatta iletisimin durmasi s6z konusudur. Agda iletisim
durana kadar ne kadar ve nasil dayanacagi oldukca 6nemli bir konudur. Bir iletisim
hattinin graf ile modellenmesi olusan zararin arastirilmasinda kolaylik saglamaktadir.
Bu calismada, iletisim hatlarinin zarar gordiikten sonra olusan zararin incelenmesi
icin kullanilan bazi zedelenebilirlik parametreleri verilmis ve bir iletisim aginin
genigletilebilmesi i¢in kullanilan transformasyon islemleri ile elde edilen baz1 graflarin

komsu rupture dereceleri hesaplanmistir.



2. TRANSFORMASYON GRAFLAR

Bu boliimde oncelikle G** transformasyon grafinin tanimi verilmigtir. Daha
sonra G-~ —, G, G~ ve G"" transformasyon graflarinin yol graf, cevre graf,
tekerlek graf, tam graf ve iki parcali tam graf ele alinarak komsu rupture dereceleri

hesaplanmustir.

Tanmm 1. G = (V(G),E(G)) bir graf ve x,y,z + veya — degerlerini alabilen ii¢
degisken olsun. G™* transformasyon grafi tepeler kiimesi V(G) U E(G) olan ve
o, B € V(G)UE(G) olmak iizere o ve B nin G®* de komsu olmast icin gerek ve yeter
kosul:

1. a, B € V(G) olmak iizere o ve B, x = + ise G de komsudur; o ve B, x = — ise G
de komsu degildir.

2. a, B € E(G) olmak iizere o ve B, y = + ise G de komgudur; o ve B, y = — ise G
de komsu degildir.

3. a €V(G), B € E(G) olmak iizere ot ve B, 7z = + ise G de iliskilidir; ot ve B 7 = —
ise G de iligkili degildir.

2.1. G~ Transformasyon Graflarin Komsu Rupture Derecesi

2.1.1. C, ~~ Grafimin Komsu Rupture Derecesi

Bu boliimde c¢evre graf, tekerlek graf ve tam grafin G~~~ transformasyon
graflarinin komsu rupture derecesi arastirllmisti. ' Wu ve Meng basit baglantili bir
G grafinin liggen veya yildiz grafa izomorf olmadig1 siirece G~~~ transformasyon
grafinin her zaman baglantili oldugunu ispatlamistir [13]. Genelligi bozmaksizin,
calistigimiz graflarin baglantili oldugu kabul edilmistir. G~~~ transformasyon grafi

V(G)UV(L(G)) tepeler kiimesi ve ayritlar kiimesi G nin aynitlari, L(G) line grafinin
tiimleyeninin ayritlart ve eger G de komsu degilse G ve L(G) tepeleri arasindaki
ayritlardan olusur [10, 11]. Sekil 2.1 de 6 tepeli Cg cevre grafi ve Sekil 2.2 de

transformasyon grafi Cg ~— gosterilmistir.

Teorem 1. n tepeli C,, cevre grafinin transformasyon grafi C,,~~ olmak iizere,
Nr(C, ") =-2.

Ispat 1. S, C, ~~ grafimin subversion stratejisi olsun.

Durum 1: S ={u:u € V(C,)} olsun. C, grafinda x ve y, u ya komsu olan tepeler, xu

ve uy, u ile iliskili ayritlar olmak iizere N[S] =V (Cy)\{x,y} UV (L(Cy))\ {xu,uy}.
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xvey, C, grafinda komsu olmadigindan C,, ~~ grafinda komgudur. x ve uy, y ve
xu C, grafinda ortak bir bitis tepesine sahip olmadigindan C,)~~ grafinda komsudur.

Boylece geriye kalan graf Py grafina izomorf olur.

Bu nedenle,
Nr(C, 7 )=Nr(Py)—1=-2 2.1

olarak bulunur.

Durum 2: S = {uv : uv € V(L(C,))} olsun. u ve v, uv € E(C,) in ug tepeleri, xu
ve vy, C, grafinda u ve v ile iligkili olan ayritlar olmak iizere N[S] =V (C,)\{u,v} U
V(L(Cy))\{xu,vy} dir. u ve v, C, grafinda komsu oldugundan C; =~ grafinda komsu
degildir. xu ve vy, C, grafinda ortak bitis tepesine sahip olmadigindan C,,~~ grafinda
komgsudur. u ve vy, v ve xu C, grafinda iligkili olmadigi icin C,, ~~ grafinda komsudur.

Boylece geriye kalan graf Py grafina izomorf olur.

Bu nedenle,
Nr(C, 7 )=Nr(Py)—1=-2 2.2)

olarak bulunur.

(2.1) ve (2.2) nin maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis olur. [

2.1.2. W, 7~ Grafimmn Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda W~ grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmigtir.

Teorem 2. n tepeli W, tekerlek grafimin transformasyon grafi W,”~~ olmak iizere,
Nr(W, "7 )=n-5.

Ispat 2. S, W, grafimin subversion stratejisi olsun.



Durum 1: degw, (u) = 3 olmak iizere S = {u : u € V(W,)} olsun. degw, (x) =n—1
ve xu,yu,zu € E(W,) olmak iizere N(u) = {x,y,z} oldugunu kabul edelim. Buradan
geriye kalan Sekil 2.3 deki gibi olur.

Bu nedenle,
Nr(W, ~")=-3 2.3)

olarak bulunur.

ux uy uz

Sekil 2.3. W,”~\S geriye kalan altgrafi

Durum 2: degw, (1) = n— 1 olmak iizere S = {u: u € V(W,)} olsun. Sadece u tepesini
ctkarmak grafin baglantisiz olmasi saglamaz. Cevreye ait n — 1 tepe vardir. Cevreye
ait her tepe ii¢ tepe hari¢c W, ~~ grafindaki biitiin tepeler ile baglantilidir. Geriye
kalan graf pek cok ayrita sahip oldugundan birden fazla tepe cikarilmalidir.

Altdurum 1: degw, (v) = 3 ve degw, (u) = n— 1 olmak iizere S = {u,v: u,v € V(W,)}
olsun. x ve y tepeleri W, grafinda, u ve v’nin ortak komsusu olup birbirleriyle komsu
olmadigindan W, ~— grafinda komsudur. uv, W, grafinda iliskili olmadigi icin W,” ~~
grafinda x ve y ile komsudur. Boylece geriye kalan graf K3 grafina izomorf olur.

Bu nedenle, Nr(W,” =) = Nr(K3) — 2 = —4 olarak bulunur.

Altdurum 2: uv, W, grafinda spoke ve degw,(u) = n— 1 olmak iizere S = {u,uv :
ue V(W,),uv € V(L(W,))} olsun. uv, W, grafinda bir spoke oldugu icin, uv, W, =~
grafindaki v ve diger spokelara karsilik gelen tepeler harig biitiin tepeler ile komsudur.
Spoke’lara karsilik gelen tepeler kendi aralarinda baglantisizdir fakat hepsi v ile

baglantilidir. Bu sebeple geriye kalan graf K ,_> grafina izomorftur.

Bu sebeple,
Nr(W, ") =Nr(K; 7,,_2) —2=n-17 2.4)

elde edilir.

Durum 3: uv, W, garfinda spoke olmamak iizere S = {uv : uv € V(L(W,))} olsun.

xu ve xv spoke, uy and vz spoke olmamak iizere degw,(x) = n—1 ve xu,xv,uy,vz €

9



E(W,) oldugunu kabul edelim. Boylece geriye kalan graf Sekil 2.4 deki gibi olur ve
Nr(W,”=7\S) =0dir.

Bu nedenle,
Nr(W, ") =-1 2.5

n

olarak bulunur.

xXu vz uy XV

Sekil 2.4. W,”~~\S geriye kalan altgrafi

Durum 4: uv, W, grafinda spoke ve degw,(u) = n— 1 olmak iizere S = {uv : uv €
V(L(W,))} olsun. W, grafinda biitiin spokelar komsu oldugu icin S kiimesinin kapali
komsulugundaki karsilik gelen tepeleri icermez, bu tepelere ux,uxy, ...,ux,_» diyelim.
Buna ek olarak uv nin bitim tepeleri olan u ve v, W, grafindaki komsu ayritlar vx;
ve vxy e karsilik gelen tepeler de N[S| de yoktur. Bu nedenle geriye kalan grafin
tepeleri V(W,”~7\S) = {u,v,vx1,vxp, ux|,uxy,...,ux,—o } dir. u ve v tepeleri arasinda
W, grafinda komsu olduklart icin bir ayrit yoktur ve geriye kalan tepelerden iki tanesi
arasinda yukaridaki etiketlemeye gore ortak bir karakter olmadigu siirece bir ayrit

vardir. Durum 2 ile benzer sekilde birden fazla tepe cikarmanuz gerekir.

Altdurum 1: uv, W, grafinda bir spoke ve degw, (v) = 3 olmak iizere S = {uv,v : uv €
V(L(W,)),v € V(W,)} olsun. Boylece V(W, ~~\S) = {u,vxy,vxa} ve W, " ~\S = P
dir. Bu sebeple, Nr(W,” ~~) = —3 elde edilir.

Altdurum 2: uv, W, grafinda bir spoke ve vx| spoke olmamak iizere S = {uv,vx; :
uv,ux; € V(L(Wy))} olsun. Boylece V(W,”~7\S) = {v,vxp,ux; } ve W,” " "\S = P3 dir.
Bu sebeple, Nr(W,”~~) = =3 elde edilir.

Altdurum 3:  uv ve ux;, W, grafinda birer spoke ve dw, (v,x1) > 1 olmak
iizere S = {uv,ux; : uv,ux; € V(L(W,))} olsun. Boylece V(W, ~7\S) =
{u,vxy,uxy,uxz, ..., ux,_o} ve W, = "\S = Kj ,_ dir. Bu sebeple, Nr(W,”~ ") =n—1
elde edilir.

Altdurum 4: uv ve uxs, W, grafinda birer spoke ve dy, (v,x3) > 1 olmak iizere S =
{uv,uxz : uv,ux3 € V(L(Wy))} olsun.

10



Baoylece V(W,”~7\S) = {u,uxy,uxp, uxg,...,ux,—2} ve W, ""\S = (n —2)K|
elde edilir.

Bu nedenle,
Nr(W, " )=n-5 (2.6)
olarak bulunur.

(2.3), (2.4), (2.5) ve (2.6) min maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis
olur. [l

2.1.3. K, ~~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K, ~~ grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmigtir.
Teorem 3. n tepeli K,, tam grafimin transformasyon grafi K, ~~ olmak iizere,
Nr(K; ") =n—6.

Ispat 3. S, K, ~~ grafimin bir subversion stratejisi olsun.

Durum 1: S = {u:u € V(K,)} olsun. A = {x1,x2,....00-1} € V(K,) ve
B = {ux,uxy,...,ux,_1} € E(K,) olmak iizere geriye kalan grafin tepeler kiimesi
V(K,~"\S) = AUB dir. B kiimesinin biitiin elemanlari ortak bir bitim tepesine
sahip degilse A kiimesinin diger elemanlariyla K7~ grafinda komsudur. S kiimesini
ctkarmak 2n — 2 tepeli bir birlesen birakir ve oldukca kiiciik bir rupture derecesi

olusur: Nr =1 —2n. Bu sebeple S kiimesi en azindan iki eleman icermelidir.

Altdurum 1: x; € V(K,) olmak iizere S = {u,x, } oldugunda
NI[S] =V (K)\{x1,%2, ..., %01} UV (L(K,))\{ux } olur. Béylece geriye kalan graf bir
yuldiza izomorf olur, K7 ~7\S 2 K 2.

Bu sebeple,
Nr(K, " )=Nr(Kip—2)—2=n-1 2.7)
elde edilir.
Altdurum 2: x1y € V(L(K,)) olmak iizere S = {u,x1y} olsun.

Eger u =y ise, N[S| = V(K, )\{xl}UV( L(K,))\{ux2,ux3, ...,ux,_1 } olur. Boylece
K, \S = K 2 dir. Bu sebeple Nr(K, ~~) =Nr(Kjp—2) —2=n-"1.

Eger u #y ise, N[S] = V(K,)\{x1,y} UE(K,)\{uxi,uy} olur. Béylece
K, " \S=2K, olurve Nr(K, =) = —2.
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Durum 2: ux; € V(L(K,)) olmak iizere S = {ux,} olsun. Béylece
N[S] = V(K,)\{u,x1 } UV (L(K,))\{uxp, uxz, ..., ux, _1,X1X2,X1X3, ..., X1 %1 }. Geriye
kalan graf Durum 1 deki gibi olur. Bu sebeple birden fazla tepeyi ¢cikarmamiz gerekir.

uxy,uxy € V(L(Ky,)) olmak iizere S = {uxy,vx,} olsun.

Eger u=vise, N[S] = V(K,)\{u} UV (L(K,))\{x1x2, ux3,ux4, ...,ux,_1} olur.
Geriye kalan graf iki tepeli bir bilesen ve n — 3 izole tepeden olusur.

Bu sebeple,
Nr(K, " )=n—6 (2.8)

olarak bulunur.

Eger u# v ise, N[S] =V (K,) UV (L(Ky))\{uv,ux;,vx;,x1x2} ve
K, "\S = 2K, olur. Boylece Nr(K,, =) = —2 dir.

(2.7) ve (2.8) in maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis olur. [
2.2. G'7~ Transformasyon Graflarinin Komsu Rupture Derecesi

2.2.1. P/~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu boliimde yol graf, ¢cevre graf, tekerlek graf, tam graf ve iki parcali tam grafin

GT~~ transformasyon graflarinin komsu rupture dereceleri incelenecektir. G~

transformasyon grafi V(G) UV (L(G)) tepeler kiimesi ve G nin ayritlari, L(G) line
grafinin ayritlari ve G de iligkili degiller ise G ve L(G) nin tepeleri arasindaki ayritlari
iceren ayritlar kiimesinden olusur [12]. Sekil 2.5 de alt1 tepeli Cg gevre grafi ve Sekil

2.6 da transformasyon grafi gosterilmistir.

5 45 4 \\\\ééy/

Sekil 2.5. Cy cevre grafi Sekil 2.6. C/
transformasyon
grafi
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Teorem 4. n tepeli P, yol grafimin transformasyon grafi P~ olmak iizere,
Nr(PF~ ") =—1.
Ispat 4. S, P~ grafimn subversion stratejisi olsun.

Durum 1: S ={u:ucV(P,)} olsun.

Altdurum 1: deg(u) = 2 ve u tepesinin, P, grafinda x ve y ile komsu oldugunu kabul
edelim. ux ve uy, P, grafinda ortak bir tepeye sahip oldugu icin P, grafinda komsu
degildir.

S = {u,ux} olsun. ux tepesini V(L(P,)) den ¢ikarirsak P,_3 grafim siler,
biylece w(G/S) =1, |S| =2 ve ¢(G/S) = 1 olur.

Bu nedenle,
Nr(Pf=7)=-2 (2.9)

olarak bulunur.
Altdurum 2: degp, (1) = 1 oldugunu kabul edelim. Nr(P,; = \{u}) = Nr(P,_2).

Durum 2: u ve v, uv € E(P,) ayritiun bitim tepeleri, ux ve vy ayritlart uv ayritindan
baska u ve v ile iliskili olmak iizere S = {uv : uv € V(L(P,))} olsun. Bu durumda
P 7\S = Cy4 olur.

Bu sebeple,
Nr(PF~ ) =—1 (2.10)

elde edilir.

(2.9) ve (2.10) un maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis olur. [

2.2.2. C;/~~ Grafimin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda C;7~~ grafinin komgu rupture derecesi hesaplanmugtir.

Teorem 5. n tepeli C, ¢evre grafimn transformasyon grafi C,;~~ olmak iizere,

0 (mod4);
1

+——y — n
Nr(C, >—{ 2, n=1,2,3 (mod4).

Ispat 5. S, C,F~~ grafimin bir subversion stratejisi olsun.

Durum 1: uve v, uv € E(C,) nin ug tepeleri, ux ve vy strastyla u ve v ile iliskili ayritlar
olmak iizere S = {uv : uv € V(L(C,))} ve N[S] = V(G)\{u,v} UV(L(C,))\{ux,vy}
oldugunu kabul edelim. u ve v tepeleri, C, grafinda komsu olduklar icin CI~~

grafinda komsudur ve ux ve vy, C, grafinda ortak bir bitim tepesine sahip olmadiklari
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icin C;;~~ grafinda komsudur. u ve vy, v ve ux C, grafinda iliskili olmadig icin C;;~~
grafinda komsudur. Boylece, c(C;;=7\S) =4 ve w(C; \S)=1. C; " \S = Cy4 ve
Nr(C4) = —1 oldugundan,

Nr(CF ) =Nr(Cy) —1=-2 (2.11)

olarak bulunur.

Durum 2: S ={u:u € V(C,)} olsun. ux ve uv, C, grafinda u ile iliskili ayritlar ve
ux,uv € V(L(Cy)) olmak iizere Cy\S = P,_3 + {ux,uv} dir. P,_3 den herhangi bir

tepeyi ¢ikardigumizda V (L(C,)) deki ux ve uv silinmis olur ve
N(C ) =Nr(P,_3+ {ux,uv})

— _J =1, n=0  (mod4); (2.12)
=Nr(P_3)—1= { 2 n= 123 (modd)

ifadesi elde edilir.

(2.11) ve (2.12) nin maksimum degeri alindiginda, sonuc elde edilmis olur. [

2.2.3. W,/~~ Grafimin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda W, ~~ grafimin komsu rupture derecesi hesaplanmistir.

Teorem 6. W," "~ n tepeli W, tekerlek grafimn transformasyon grafi W, =~ olmak
lizere,
Nr(W, ~")=n-3.

Ispat 6. S, Wt~ grafimin subversion stratejisi olsun.

Durum 1: degw,(u) = n— 1 olmak iizere S = {u :u € V(\W,)} olsun. u, W,
grafinin merkez tepesi oldugundan W, grafimin biitiin tepeleri ve spokelar hari¢ W,
in ayritlarina karsilik gelen biitiin tepeler W," =~ grafinda u ya komsudur. Béylece
geriye kalan graf sadece W, =~ grafinda birbirinden bagimsiz olan spokelara karsilik
gelen tepelerden olusur. Boylece w(W,"~"\S)=n—1, ¢(W,/~\S) = 1.

Bu sebeple,
Nr(W " )=n-3 (2.13)

n

olarak bulunur.

Durum 2: degw, (u) = 3 olmak iizere S = {u:u € V(W,)} olsun. degw, (x) =n—1 ve
A = {ux,uy,uz} olmak iizere N(u) = x,y,z olsun. Boylece W, ~~\S = B,_4 +A.

Altdurum 1: S| = a € A, W, =~ grafimin subversion stratejisi olmak iizere S* = SUS;
olsun. Boylece w(W,"~~\S8*) =2 ve ¢(W,”~7\S*) = 1 dir.
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Bu sebeple,
Nr(W}")=-1 (2.14)

n

olarak bulunur.

Altdurum 2: S,, Py iin Nr—kiimesi olmak iizere S* = SUS, olsun. A kiimesindeki
biitiin tepeler S, deki tepelere komsu oldugundan Nr(W,"~~\S) = Nr(P,_4) dir.
Boylece |S| = 1 oldugundan Nr(W," =) = Nr(P,_4) — 1 elde edilir.

Durum 3: uv, W, grafinda spoke olmamak iizere S = {uv : uv € E(W,) } olsun. ux ve vx
spoke, uy ve vz spoke olmamak iizere degy, (x) =n— 1 ve ux,vz,ux,vx € E(W,) olsun.
Dolayistyla geriye kalan graf Sekil 2.7 de gosterilmistir ve Nr(W,~\S) = 0 dir.

Bu sebeple,
Nr(W, =) =—1 (2.15)

olarak bulunur.

u v

~

vz uy

Sekil 2.7. W, ~~\S geriye kalan altgrafi

Durum 4: uv spoke olmak iizere S = {uv : uv € E(W,) } olsun. degw, (u) =n—1ve W,

grafinin biitiin spoke’lart uv,uxy,ux, ...,ux,_» € E(W,) olsun.
Bu sebeple,

S={u}, w(G/S)=n—-2,¢(G/S)=1ve
Nr(W, ")=n—4 (2.16)
olarak bulunur.
S={v}, w(G/S)=2,¢(G/S)=1veNr=0
S={ux1}, G\S=K;,,—1ve Nr=n—>5
S={ux2}, w(G/S)=n—-2,¢(G/S)=1ve Nr=n—4
S={wx1}, w(G/S) =1, ¢(G/S) =3 ve Nr = =2 dir.

(2.13), (2.14), (2.15) ve (2.16) min maksimum degeri alindiginda, sonug¢ elde
edilmis olur. [
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2.2.4. K,;~~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K"~ grafinin komgu rupture derecesi hesaplanmgtir.
Teorem 7. n tepeli K, tam grafimin transformasyon grafi K~ olmak iizere
Nr(K,~")=n-3.

Ispat7. S, K"~ grafimin subversion stratejisi olsun.
Durum 1: S={u:ucV(K,)} olsun.

V(K,) kiimesinden u tepesini ¢ikarirsak uxy,uxy,...,ux,—1 € V(L(K,)) izole

tepelerini elde ederiz.
Bu sebeple,

wK 7 \S=n—1),c(K;, \S=1), |S|=1ve

Nr(K/ =" )=n-3 (2.17)

n

olarak bulunur.

Durum 2: Bir tepeyi ¢cikardigimizda sadece izole tepeler kaldigindan baska bir tepeyi
ctkarmaya ihtiya¢c yoktur. Bu nedenle S, K, grafimin bir ayritini veya ayritlarin

icermelidir.

Altdurum 1: S = {uv:uv € V(L(K,))} olsun. A = {u,v} € V(K,) ve
B = {uxy,uxy, ..., uxy_2,vX1,Vx2,...,vxp_2} € E(K,) olmak iizere geriye kalan grafin
tepeler kiimesi V(K" ~~\S) = AUB dir.

B kiimesinin her bir elemanit A veya B kiimesindeki diger tepeler ile ortak
bitim tepesine sahip degil ise komsudur ve A kiimesinin her bir elemani digerleri ile
komgsudur. S kiimesinin ¢ikarilmasi 2n — 2 tepeli bir bilesen ortaya ¢ikaracagi agiktir
ve oldukga kiiciik komsu rupture derecesi olusturur, Nr =2 — 2n. Bu nedenle S en az

iki eleman icermelidir.

Altdurum 2: uv,xy € V(L(K,)) olmak iizere S = {uv,xy} olsun. Eger uv ve xy ortak

bitim tepesine sahip ise, N[S| =V (K,) UV (L(K,))\{vy,uzi,uza,...,uz,—3} olur.
Bdylece geriye kalan graf ydiz grafa izomorf olur, K;} =~ \S = K} ,_».

Bu nedenle,
Nr(K, ") =Nr(Kiy—2)—2=n-17 (2.18)
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olarak bulunur.

(2.17) ve (2.18) nin maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis olur. [

2.2.5. K>, ~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K,;;* grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmistir.
Teorem 8. K, , iki parcali tam grafin transformasyon grafi K,j;;_ olmak iizere,
Nr(K,,~) = max{m,n} —3.

Ispat8. m>nve S, K,‘,;;_ grafinin subversion stratejisi olsun.

Durum 1: degg,, ,(u) = n olmak iizere S = {u: u € V(K n) } olsun. Bu durumda geriye

kalan graf Ky, , grafina izomorf olur.

Bu nedenle,
Nr(Ky, " )=m—4 (2.19)

elde edilir.

Durum 2: degg,

m,n

(u) = m olmak iizere S = {u :u € V(Kpn,)} olsun. Bu durumda

geriye kalan graf K, ,—1 grafina izomorf olur.
Bu nedenle,
Nr(Ky, ") =m—3 (2.20)
elde edilir.
Durum 3: S = {uv:uv € E(Kj )} olsun. Sadece uv tepesini ¢cikarmak grafi baglantisiz

yapmaz. m—+n tepe ve m.n+m-+n— 2 ayrit olur. Boylece geriye kalan graf pek cok
ayrita sahip oldugundan birden fazla tepe ¢cikarimalidrr.

Altdurum 1: ux € E(K,, ) olmak tizere S = {ux,uv} olsun. Geriye kalan graf n — 1
S|=2vec(K),7\S)=1.

tane izole tepeden olusur. Boylece w(K,5 ~\S) =n—1,

Bu sebeple,
Nr(K), ")=n—4 (2.21)
olarak bulunur.

Altdurum 2: vy € E(Ky,,) olmak iizere S = {uv,vy} olsun. Geriye kalan graf m — 1
S|=2vec(K,,~\S) =1

tane izole tepeden olusur. Boylece w(K,;,~\S) =m—1,

Bu sebeple,
Nr(Ky, " )=m—4 (2.22)
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olarak bulunur.

(2.19), (2.20), (2.21) ve (2.22) nin maksimum degeri alindiginda, sonug elde
edilmis olur. [

2.3. G Transformasyon Graflarimin Komsu Rupture Derecesi

2.3.1. P, "~ Grafimn Komsu Rupture Derecesi

Bu boliimde yol graf, ¢cevre graf, tekerlek graf, tam graf ve iki parcali tam grafin
G~ transformasyon graflarinin komsu rupture derecelerini incelenecektir. G~ 1~
transformasyon grafi V(G) UV (L(G)) tepeler kiimesi ve ayritlar kiimesi G grafinin
ayritlari, L(G) grafinin ayritlar1 ve G grafinda iliskili degilse G ve L(G) tepeleri
arasindaki ayrnitlar igerir [9]. Sekil 2.8 de alt1 tepeli Cg ¢evre grafi ve Sekil 2.9 da

transformasyon grafi gosterilmistir.

Seues
FEXW
SO0

/
/ W
Ny V

LA
P
%
2P
12

5 45 4
Sekil 2.8. Cg cevre garfi Sekil 2.9. Cg*i
transformasyon
grafi

Teorem 9. n tepeli P, yol grafin transformasyon grafi P, 7~ olmak iizere,
Nr(P;77) =0.

Ispat 9. S, P, grafimn subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gére

li¢c durum soz konusudur.
Durum 1: S =S| C V(P,), P, grafinin Nr-kiimesi olsun. Boylece

Nr(Pa) =w(P\S1) = [S1| = c(P\S1) dir: w(P77\S) =w(P\S1) + 1,
c(P;T\S) = ¢(P,\Sy) dir:

S| =|81] ve

Bu sebeple,
Nr(B,77) =w(B, "7\S) = IS| = (P, T\S)
=w(P\S1) + 1= [S1] —c(P\S1) (2.23)

=Nr(P,)+1=—-1+1=0.
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elde edilir.

Durum 2: S =S, C V(L(P,)), P,—1 grafimin Nr-kiimesi olsun. Boylece Nr(P,—) =
w(P—1\S2) — |S2| — ¢(Py—1\S2). Bu nedenle w(P,T7\S) = w(P,—1\S2), |S| = |S2]| ve
c(PyT\S) = c(Pi—1\S2)-

Bu sebeple,
Nr(Py ) = w(By T \S) = S| = (P T7\S) = w(Pim1\S2) — [S2] = c(Pim1)\S2)

-~ ] 0, n=2(mod4);
=Nr(P—1) = { —1, n=0,1,3(mod4). (2.24)

elde edilir.
Durum 3: S C V(B,) UV (L(P,)) olsun. Boylece w(P, T7\S) =1, ¢(P, T7\S) > 1 dir.
Bu sebeple,
Nr(P, ) =w(B, T\S) =S| —c(P,T\S) S T—[S] -1 < —1. (2.25)
elde edilir.

(2.23), (2.24) ve (2.25) in maksimum degeri alindiginda sonug elde edilmis
olur. [l

2.3.2. C, 7~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda C,; 7~ grafinin komgu rupture derecesi hesaplanmugtir.

Teorem 10. n tepeli C, ¢evre grafin transformasyon grafi C,, 7~ olmak iizere,

—4—\_ ) =1, n=0(mod4);
Nr(C, )—{ 2, n=1,2,3(mod4).

Ispat 10. S, C, "~ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gére

iki durum vardrr.

Durum 1: S = {u} where u € V(C,) olsun. d(u,x) = d(u,y) = 1 olmak iizere
NI[S] = V(C,)\{x,y} UV (L(Cp))\{ux,uy}. Béylece geriye kalan graf C4 grafina
izomorf olur.
Nr(C4) = —1 oldugundan
Nr(C;+) = —2. (2.26)

elde edilir.

Durum 2: uv € V(L(C,)) olmak iizere S = {uv} olsun. Bdylece geriye kalan graf
P,_3+{u,v} grafina izomorf olur.
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Bu sebeple,

4 —1, n=0(mod4);
NH(C ):Nr(Pn_3+{u,v})—1:{ ) nzl,<2,3(m)0 i) (2.27)

ifadesi elde edilir.

(2.26) ve (2.27) nin maksimum degeri alindiginda sonug elde edilmis olur. [

2.3.3. W, "~ Grafimin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda W, ™ grafimin komsu rupture derecesi hesaplanmistir.

Teorem 11. n tepeli W, tekerlek grafin transformasyon grafi W, = olmak iizere,
- —1, n=0(mod4);
+ — ) ’
Nr(W, ™) = { 2, n=1,2,3(mod4).
Ispat11. S, W, t~ grafimn subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gére

dort durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(W,) ve degw, (1) = 3 olmak iizere S = {u} olsun. degw, (u) =n—1ve
xu,yu,zu € E(W,) olmak iizere N(u) = {x,y,z} oldugunu kabul edelim. Béylece geriye
kalan graf Sekil 2.10 daki gibi olur ve Nr(W,” T7\S) = —1.

Bu sebeple,
Nr(W, t7) = -2, (2.28)
elde edilir.

Sekil 2.10. W, T~\S geriye kalan altgrafi

Durum 2: x € V(W,) ve degw, (x) = n— 1 olmak iizere S = {x} olsun. Sadece x tepesini
ctkarmak grafi baglantisiz yapmaz, 2n —?2 tepe ve pek cok ayrit olusur. Bu yiizden
birden fazla tepe ¢ikarilmalidir. uv € E(W,)) olmak iizere S = {x,uv} olsun. Eger x # u
ise geriye kalan grafin bilesen sayist sifirdir. Bu durum komgu rupture derecesinin
tamumt ile celisir. Eger x = u ise uv, W, grafinda bir spokedur. uv, W, garfinda spoke
oldugundan v haric diger tepeler ile komsudur. Bu yiizden geriye kalan graf bir izole

tepeden olusur.
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Bu sebeple,
Nr(W, ) = -2. (2.29)

n

elde edilir.

Durum 3: uv, W, grafinda spoke olmak iizere S = {uv} olsun.

Bu durumda altgraf B,_3 +{u,v} grafina izomorf olur. Bu yiizden,

4 —1, n=0(mod4),
Nr(W, ") = Nr(Pos+{u,v}) — 1 = { -2, n= 1,( 2,3(m)od4). (2.30)
ifadesi elde edilir.

Durum 4: uv, W, grafinda spoke olmamak iizere S = {uv} olsun. Bu durumda geriye

kalan graf sekildeki gibi olur ve Nr(W, T7\S) = { :;’ Z i S(TO;@)&M)
Bu sebeple,
| =2, n=2(mod4);
Nr(W, )—{ 23] n=0,1,3(mod4). (231
elde edilir.

(2.28), (2.29), (2.30) ve (2.31) in maksimum degeri alindiginda sonug elde
edilmis olur. [

2.3.4. K, 7~ Grafimin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K, *~ grafinin komgu rupture derecesi hesaplanmugtir.

Teorem 12. n tepeli K, tam grafin transformasyon grafi K, ¥~ olmak iizere,
Nr(K, 7 )=n—1.

Ispat 12. S, K, T~ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gore

iki durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(K,) olmak iizere S = {u} olsun. A = {x1,x2,...,x,_1} € V(K,) ve
B = {uxy,uxy,...,ux,—1} € V(L(K,)) olmak iizere geriye kalan grafin tepeler kiimesi
V(K,7~\S) = AUB dir. B kiimesinin her bir elemant ortak bitim tepesine sahip
olmadig siirece diger tepelere komsudur. S kiimesini ¢cikarmak 2n — 2 tepeli bir bilesen
ve oldukga kiiciik rupture derecesine sahipti, Nr = 2 — 2n. Bu yiizden S kiimesi en az

iki eleman icermelidir.

Altdurum 1: u,x; € V(K,) olmak iizere S = {u,x, } olsun.
Sonra N[S] =V (K,)\{x2,%3, ..., Xy 2} UV (L(K,,) )\ {ux }.
Baylece geriye kalan graf yildiz grafa izomorf olur, K; 7~ = Kj y_».
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Bu sebeple,
Nr(K, 77 )=n-1 (2.32)

n

elde edilir.
Altdurum 2: u € V(K,) ve yx; € V(L(K,)) olmak iizere S = {u,yx, } olsun.
Egeru=yise N[S| =V (K,)\{x1}. Biylece K, *~ = K;.

Bu sebeple,
Nr(K,;77)=-2 (2.33)

n

elde edilir.
Egeru#yise N[S| =V (K,)\{x1,y} UV (L(Ky))\{ux1,uy} ve K, 7~ = P;.

Bu sebeple,
Nr(K,77)=-3 (2.34)

elde edilir.

Durum 2: ux; € V(L(K,)) olmak iizere S = {ux; } olsun. Sadece ux tepesini ¢cikarmak
grafi baglantisiz yapmaz. S kiimesinin eleman sayisini arttirsak bile bilesen sayist her
zaman bir olacaktir. Bu nedenle komsu rupture derecesi durum 1 den daha kiiciik

olacaktir.

(2.32), (2.33) ve (2.34) iin maksimum degeri alindiginda, sonug elde edilmis
olur. [

2.3.5.K,, 7~ Grafinn Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K,;;* grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmistir.

Teorem 13. m > n olmak iizere K, ,, iki parcali tam grafin transformasyon grafi K,;;*
olmak iizere,
Nr(K,7)=—2.

Ispat 13. S, Kn;j,'_ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gore

iki durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(Ky,n) olmak iizere S = {u} olsun. Eger degk,,,(u) = n ise geriye
kalan graf A = {x1,x2,....xm—1} € V(Kin,n) ve B = {uy1,uy2,...,uyn} € V(L(Kinn))
olmak iizere V (K, 7 ~\S) = AUB dir. AUB kiimesinin her bir elemani ortak bir bitim

tepesine sahip degilse diger tepeler ile komsudur.
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Boylece V (K, 7~ \S) = K1, — (1 — factor). Bu sebeple
Nr(K, 7 )=—2 (2.35)

olarak bulunur.

Egerdegg,, ,(u) = mise degk,, ,(u) = n e benzer sekilde komsu rupture derecesi
Nr(K, ) =-2 (2.36)

elde edilir.

Durum 2: uv € V(L(Ky ) olmak iizere S = {uv} olsun. Bu durumda geriye kalan
graf K,,_1 X K, grafina izomorf olur. Boylelikle

Nr(K, ") =Nr(Ky-1 xK,-1)—1=1—(n—1)—1=1—n. (2.37)

(2.35), (2.36) ve (2.37) nin maksimum degeri alindiginda sonug elde edilmis
olur. [

2.4. Gt~ Transformasyon Graflarinin Komsu Rupture Derecesi

24.1. P/~ Grafimn Komsu Rupture Derecesi

Bu boliimde yol graf, cevre graf, tekerlek graf, tam graf ve iki parcali tam grafin
Gt~ transformasyon graflarinin komsu rupture derecelerini incelenecektir. G*1~
transformasyon grafinin tepeler kiimesi V(G) UV (L(G)) ve ayrit kiimesi G garfinin
ayritlarini, L(G) line grafin ayritlarini ve G grafinda iliskili degiller ise G and L(G) nin
tepelerinin arasindaki ayritlart igerir [13]. Sekil 2.11 de alt1 tepeli Cg cevre grafi ve

sekil 2.12 de transformasyon grafi gosterilmistir.

= ‘A\'/‘
NG XK W
O X\W/

‘\)v
7
Sekil 2.11. C¢ cevre grafi Sekil 2.12. CgH*

SOOI
SN

grafi

Teorem 14. n tepeli P, yol grafin transformasyon grafi P, olmak iizere,

Nr(P ") = max{Nr(P,),Nr(P,_1)}.
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Ispat 14. S, Pt~ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gére

li¢c durum soz konusudur.

Durum 1: § =S, C V(P,), P, grafinin Nr-kiimesi olsun.
Baylece Nr(P,) = w(P,\S1) — |S1| — c(P,\S1).
Bu yiizden w(P;F7\S) = w(P,\S1), |S| = |S1] ve c¢(B,T7\S) = c(P,\S1).

Nr(P ) =w(PT7\S) = IS[ —c(P,T7\S)
= W(Pn\Sl) - ’Sl‘ — C(Pn\Sl) (2.38)
=Nr(PB,).

Durum 2: S =S, C V(L(P,)), P.—1 garfinin Nr-kiimesi olsun.
Baylece Nr(P,—1) = w(P,\S2) — |S2| — c(P,\S2)-

Bu yiizden w(PF\S) = w(P,—1\S2), |S| = |S2| ve
c(PST\S) = c(P-1\S2)-

Nr(P ) =w(PT7\S) = IS —c(PT\S)
= W(Pnfl\Sz) — ’Sz‘ — C(Pn,I\Sz) (2.39)
= Nr(Pn_l).

Durum 3: S C (V(P,) UV (L(P,))) olsun. Boylece
w(PT\S) =1, |S| =xand c(P/T7\S) < 4.

Nr(B ) = w(B\S) = IS| —c(P\S)
<l—x—4<-3—x< 4.

(2.40)

(2.38), (2.39) ve (2.40) in maksimum degeri alindiginda sonuc elde edilmis
olur. [

2.4.2. C;/ "~ Grafimn Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda C;7 '~ grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmustir.

Teorem 15. n tepeli C, cevre grafin transformasyon grafi CF~ olmak iizere,

14— _ ) =1, n=0(mod4);
Nr(C, )—{ 2, n=1,2,3(mod4).

Ispat 15. S, C.Ft~ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gére

iki durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(C,) olmak iizere S = {u} olsun. Boylece
{x1,%2, ., xn—3} € V(Cy) ve ux,uy € V(L(C,)) olmak iizere
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NI[S] = V(Co)\{x1,x2, ., %3} UV (L(Cp))\{ux,uy} dir. Sonra ux ve uy, C, grafinda
u ile iliskili ayritlardir. Boylelikle geriye kalan graf P> + P,_3 grafina izomorf olur.

Bu nedenle,

—1, n=0(mod4);

1
“2, n=1,2,3(mod4). (24D

Nr(CIT7 ) =Nr(P,+P,3)— 1= {

Durum 2: uv € V(L(C,)) olmak iizere S = {uv} olsun. Boylece geriye kalan graf
P, + P,_3 grafina izomorf olur.

Bu nedenle,

—1, n=0(mod4);

2, n=1,2,3(mod4). (2.42)

Nr(C/ ) =Nr(Po+P3)— 1= {
(2.41) ve (2.42) nin maksimum degeri alindiginda sonug elde edilmis olur.  []

2.4.3. W,m*~ Grafinin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda W," "~ grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmistir.

Teorem 16. n > 15 icin n tepeli W, tekerlek grafin transformasyon grafi W'+~ olmak

lizere,
_ n
wew ) ={ 3

Ispat 16. S, W, T~ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gore

dort durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(W,) ve degw, (u) = n— 1 olmak iizere S = {u} olsun. u, W, grafimin
merkez tepesi oldugundan, W, grafinin biitiin tepeleri ve spokelar haric W,, grafimin
ayritlarina kargsilik gelen tepeler W," 7~ grafinda u ile komsudur. Boylelikle geriye
kalan graf W'~ grafinda hepsi birbiriyle komsu olan spokelara karsilik gelen tepeleri

icerir.
Bu yiizden,
Wt \S=K, |,Nr(W, ) =Nr(K,_1)—1=2—n. (2.43)
Durum 2: u € V(W,) ve degw, (u) = 3 olmak iizere S = {u} olsun.
Boylece ux,uy ve uz, W, grafinda u ile iligkili ayritlar olmak iizere,

N[S] =V (W)\{x1,x2, ..., xn—a } UV (L(W,,))\{ux, uy,uz} dir. Boylece geriye kalan graf
K3+ P,_4 grafina izomorf olur.
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Bu nedenle,
n = 1(mod4);
n=0,1,2(mod4).

Nr(W ") =Nr(K3+P,4)— 1= { :;’ (2.44)
Durum 3: uv, W, grafinda spoke olmak iizere S = {uv} olsun. Béylece geriye kalan

graf P, + P,_3 grafina izomorf olur.

Bu nedenle,

—1, n=0(mod4),

—2 n=1,2,3(mod4). (245)

Nr(W, " ") =Nr(P,+P,_3)— 1= {

Durum 4: uv, W, grafinda spoke olmamak iizere S = {uv} olsun. Boylece geriye kalan
graf Sekil 2.13 de gosterilmistir.

Sekil 2.13. W, T\ S geriye kalan altgrafi

Altdurum 1: S = {uv,u} veya S = {uv,v} olmak iizere w(G/S) = 0 oldugundan N,

degeri hesaplanamaz.

Altdurum 2: xy spoke olmak iizere S = {uv,xy} olsun. Bu durumda xy ile u ve v tepeleri
W, grafinda ortak bir bitim tepesine sahip olmadiklarindan W, *~ garfinda komsudur.
Biitiin spokelar W, grafinda iliskili oldugundan W, = grafinda komsudur. u, v ve tiim
spokelar kapalir komsulukta yer alir. Boylece geriye kalan graf n sayisinin tek veya cift

olmasina gore iki yol graftan olusacaktir.

Bu graflar P; ve P, olsun. N.(PyUPy) > N,(P) + N,(P,) dir. P, ve P
graflarmin ayni sayida tepeye sahip oldugu kabul edildiginde P, ve P> graflar Py_3

grafina izomorf olur.

Ny(PyUPy) > Ni(Py) + Ny (P2)
NV(Wn++_) > 2Nr<Pg—3) -2

—1, n=2(mod4)

0, n=0(mod4) —2

Nr(W,t7)>2 {
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—4, n=2(mod4);

-
Nr(W, )Z{ 2, n=0(mod4.

n sayist tek oldugunda benzer sekilde Py ve P> graflar P% _4 grafina izomorf

olur.

N, (PiUP>) > N,(Py) +N,(P,)
N(W, ) > 2N (Pis1_y) =2

Nr(W++)22{ -1, Zif(mo‘”) —2

n 0, (mod4)
w2 { 3 23
Bu nedenle,
wotw; )= { T nZ 3l 240

(2.43), (2.44), (2.45) ve (2.46) nmin maksimum degeri alindiginda sonug elde
edilmis olur. [

2.4.4. K,/ Grafimn Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda K" "~ grafinin komgu rupture derecesi hesaplanmugtir.
Teorem 17. n tepeli K,, tam grafin transformasyon grafi Kt~ olmak iizere,
Nr(K, ") =Nr(L(Ky,—2)) — 1.

Ispat17. S, K, ™ grafimin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gore

iki durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(K,) olmak iizere S = {u} olsun. Béylece geriye kalan graf K,

grafina izomorf olur.

Bu sebeple,
Nr(K;*7)=Nr(K,-1)—1=1-n (2.47)
elde edilir.

Durum 2: uv € V(L(K,)) olmak iizere S = {uv} olsun. Bdylece geriye kalan graf
L(K,—2) +{u,v} grafina izomorf olur.

Bu sebeple,
Nr(K, ") =Nr(L(K,—2)) — 1 (2.48)
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olarak bulunur.

(2.47) ve (2.48) in maksimum degeri alindiginda sonug elde edilmis olur. [

2.4.5. K}~ Grafimn Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda Kgﬁf grafinin komsu rupture derecesi hesaplanmustir.

Teorem 18. m > n ve K, , iki parcali tam grafin transformasyon grafi K,;;;f olmak
lizere,

Nr(K, ") =m=5.
Ispat 18. S, K,;lr;* grafinin subversion stratejisi olsun. S kiimesinin elemanlarina gore

iki durum soz konusudur.

Durum 1: u € V(K n) olmak iizere S = {u} olsun. Eger degk,, ,(u) = n ise geriye kalan
graf A = {x1,x2,....xp—1} € V(Knn) ve B = {uyi,uys,....,uy,} € V(L(Knn)) olmak
lizere V(K,Z;[_\S ) =AUB dir. A kiimesinin her bir elemani B kiimesinin elemanlariyla
komsudur. B kiimesinin her bir elemani birbirleriyle komsudur. u tepesini cikarmak
grafi baglantisiz yapmaz, m — 1 + n tepe ve pek cok ayrit olur. Bu yiizden birden fazla
tepe ¢cikarilmalidtr.

Eger degk, (1) = m ise yukaridaki duruma benzer sekilde bir bilesen ve pek

m,n

cok ayrit elde ederiz.

Altdurum 1: degg,,,(u) = n olmak iizere S = {u, x|} olsun. Eger degk,,,(x1) = n ise

geriye kalan graf m — 2 izole tepeye sahip olur. Bu yiizden
Nr(Kyn7)=m—=>5 (2.49)

olarak bulunur.

Eger degk, (x1) = m ise yukaridakine benzer sekilde

m,n

Nr(K it 7)=n—=>5 (2.50)

olarak bulunur.
Altdurum 2: degg,, ,(u) = n olmak iizere S = {u,y, } olsun.
Eger deg,,,(y1) = m ise geriye kalan graf K,,—1 x K, grafina izomorf olur.

Bu sebeple,
Nr(Kp ") =Nr(Kpy1 xKy-1)=2=1—(m—1)—=2=—m (2.51)
elde edilir.

28



Durum 2: uv € V(L(Ky, ,)) olmak iizere S = {uv} olsun. Boylece geriye kalan graf

K—1 X K,—1 grafina izomorf olsun. Bu nedenle

Nr(Kjyh ") =Nr(Kp-1xK,—1) —1=1—(m—1)—1=1-m (2.52)

(2.49), (2.50), (2.51) ve (2.52) nin maksimum degeri alindiginda sonug elde
edilmis olur. [
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3. SONUC

Bu calismada, iletisim hatlarinin zarar gordiikten sonra olusan zararin
en kisa siirede tespit edilmesi ve sorunun miimkiin olan en diisiik maliyetle
giderilmesi amaciyla kullanilan graf modellemesinde yer alan zedelenebilirlik
parametrelerinden bazilar1 verilmigtir.  Bir iletisim aginin genigletilebilmesi i¢in
kullanilan transformasyon islemleri ile elde edilen dort farkli transformasyon grafinin
yol graf, cevre graf, tekerlek graf, tam graf ve iki parcali tam graf i¢in komsu rupture

degerleri hesaplanmistir.
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