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Metin KOÇ
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Bu çalışmada yarıgrup teorideönemli yer tutan transformasyon yarıgruplarının doğuray-
ları hakkındäonemli tanım ve teoremler bir araya toplanmıştır.Örnĕgin sonlu ẗum transfor-
masyon yarıgrubunun en küçük dŏguray k̈umesi ve rankı verilmiştir. Ayrıca transformasyon
yarıgrubunu kapsayan kısmi dönüş̈umler yarıgrubunun yapısı verilmiştir. Sonlu transfor-
masyon yarıgruplarının idempotentleri tarafından doğurulan altyarıgruplar ve bu idempo-
tent elemanların̈ozellikleri sunulmuştur. Son olarak transformasyon yarıgrubunun alt-
yarıgrubu olan sırakoruyan dönüş̈umler tanımlamış, bu d̈onüş̈umlerin yapısı ve dŏgrayları
verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Transformasyon yarıgrupları, idempotent doğuraylar, rank.
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In this study, we gather some theorems about the generators of some transformation
semigroups playing an important role in semigroup theory. Such as we gave a minimal
generating set and the rank of finite full transformation semigroup. Also the structure of
partial transformation semigroup which includes the transformation semigroup was given.
The subsemigroup generated by idempotent elements of finite transformation semigroup
and properties of this idempotent elements are presented. Finally, order preserving transfor-
mation semigroup which is a subsemigroup of the transformation semigroup was defined,
the structure and some generators of these transformations were given.
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2.1 Kısmi Bire-Bir D̈onüş̈umlerin Parçalanışı . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR

Bu bölümde ileride kullanacăgıız tanımlar vebazı̈onemli sonuçları vereceğiz.

Tanım 1.1 Sboş olmayan bir k̈ume olsun. O zaman

◦ : S×S→ S

şeklinde tanımlı bir fonksiyonaS üzerinde birikili işlem ve (S,◦) ikilisine grupoid denir.

Hera,b∈ S için (a,b) nin ◦ ikili işlemi altındaki görüntüs̈unü a◦b ile gösterecĕgiz.

Tanım 1.2 (S,◦) bir grupoid olsun. Hera,b,c∈ S için

a◦ (b◦c) = (a◦b)◦c

ise(S,◦) ikilisine yarıgrupdenir.

(S,◦) bir yarıgrup olsun. Ĕger S üzerindeki◦, ikili işleminin karıştırılması s̈oz

konusu dĕgil ise(S,◦) ikilisi yerine sadeceS ve hera,b∈Siçin a◦byerine deabyazacăgız.

Tanım 1.3 S bir yarıgrup vee∈ S olsun. Hera ∈ S için ea= a ise e ye S nin bir sol

birim,hera∈ S için ae= a isee ye Snin bir săg birim denir. Hem sol hem de sağ birim

olan bir elemana sadecebirim elemendenir.

Bir yarıgrupta birim eleman varsakolayca g̈osterilir ki birim eleman tektir ve biz bu

elemanı genellikle1 ile göstericĕgiz. Bir yarıgrupta birden fazla sol veya sağ birim eleman

olabilir.

Tanım 1.4 Birim elemanlı yarıgruplaramonoiddenir.

Tanım 1.5 S bir yarıgrup vez∈ S olsun. Hera∈ S için za= z isez ye S nin bir sol sıfır

elemanı,eğer hera∈ S için az= z isez ye Snin bir săg sıfır elemanıdenir. Hem sol hem

de săg sıfır olan bir elemana sadecesıfır eleman denir.

Kolayca g̈osterilir ki bir yarıgrupta sıfır eleman var ise tektir ve biz bu elemanı genellikle

0 ile gösterecĕgiz. Bir yarıgrupta birden fazla sol veya sağ sıfır eleman olabilir.

Örnek 1.6 Sboş olmayan herhangi bir küme olsun. Hera,b∈ S için

ab= a

1



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

şeklinde tanımlanan ikili işlem ileS bir yarıgruptur. Bu yarıgrubun her elemanı,hem sol

sıfır hem de săg birim elemandır. Biz bu yarıgruba sol sıfır yarıgrubu diyeceğiz.

Benzer şekilde săg sıfır yarıgrubu ve sıfır yarıgrubu da tanımlanabilir.

Tanım 1.7 Sbir yarıgrup vee∈ Solsun. Ĕgere2 = e iseeyeSnin bir idempotent elemanı

denir. Ayrıca her elemanı bir idempotent olan yarıgruplarabanddenir.

Sol sıfır, săg sıfır, sıfır, sol birim, săg birim ve birim elemanların idempotent olduğu

kolayca g̈oserilir.

Sherhangi bir yarıgrup olsun.

S1 =





S, 1∈ S ise

S∪{1}, 1 /∈ S ise

olarak tanımlansın. ĔgerS1 üzerindeki, ikili işlemi hers, t ∈ S1 için

st =





st, s, t ∈ S ise

s, t = 1 ise

t, s= 1 ise

1, s= t = 1 ise

şeklinde tanımlarsakS1 bir yarıgrup olup, buna gerekirse birim eleman eklenerekS den

elde edilen monoid denir

Tanım 1.8 Sbir yarıgrup vea∈ Solsun. Ĕgeraba= a olacak şekilde birb∈ Svar isea

ya Snin bir regüler eleman denir. Her elemanı regüler olan yarıgruba daregüler yarıgrup

denir.

Örnek 1.9 A veB boş olmayan iki k̈ume veS= A×B olsun. Her(a,b),(c,d) ∈ S için

(a,b)(c,d) = (a,d)

şeklinde tanımlanan ikili işlem ileSbir yarıgruptur.

S nin her elemanının hem bir idempotent hem de regüler oldŭgu kolayca g̈orülür. Biz

bu yarıgrubadikdörtgensel banddiyecĕgiz.

Tanım 1.10 S bir yarıgrup veT ⊆ S olsun. Hera,b ∈ T için ab∈ T ise T ye S nin bir

altyarıgrubudenir veT ≤ Syazılır.

2



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

Tanım 1.11 Sbir yarıgrup veU ⊆ Solsun. Ĕger hera∈U vex∈ S için

(i) ax∈U iseU ya săg ideal,

(ii) xa∈U iseU ya sol ideal ve

(iii ) U hem săg hemde sol ideal iseU ’ya bir ideal denir.

Tanım 1.12 X boş olmayan bir k̈ume olsun.X×X kartezyen çarpımının her alt kümesine

X üzerinde birbağıntı denir. X üzerinde ki ẗum băgıtıların oluşturdŭgu kümeyi BX ile

gösterecĕgiz.

Ayrıca, herρ,σ ∈ BX için

ρ◦σ = {(x,y) ∈ X×X | en az birz∈ X için (x,z) ∈ ρ ve (z,y) ∈ σ}

şeklindeBX üzerinde bir ikili işlem tanımlayalım.

Önerme 1.13 Yukarıda tanımlanan işlem ileBX bir yarıgruptur.

Ayrıca BX ,birim elemanı

1X = {(x,x) : x∈ X}

olan bir monoiddir. Ĕgerρ ∈ BX iseρ nun g̈orüntü kümesi, tanım k̈umesi ve tersi sırasıyla

im(ρ) = {y∈ X | (x,y) ∈ ρ}
dom(ρ) = {x∈ X | (x,y) ∈ ρ}

ρ−1 = {(y,x) ∈ X×X | (x,y) ∈ ρ}

şeklinde tanımlıdır. Ayrıcaρ ∈ BX vex∈ X için

xρ = {y∈ X | (x,y) ∈ ρ}
xρ−1 = {y∈ X | (y,x) ∈ ρ}

şeklinde tanımlıdır.

Herhangi birA kümesinin eleman sayısını|A| ile gösterecĕgiz.

Tanım 1.14 θ∈BX olsun. Herx∈X için |xθ| ≤ 1 iseθ ya bir kısmi d̈onüş̈um denir. Ayrıca

X üzerindeki ẗum kısmi d̈onüş̈umlerin k̈umesiniP T X ile gösterecĕgiz.

3



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

Önerme 1.15 Tüm kısmi d̈onüş̈umlerin k̈umesiP T X, tüm băgıntılar yarıgrubuBX in bir

altyarıgrubudur.

İspat: φ,ψ ∈ P T X ve (x,y1) ,(x,y2) ∈ φψ olsun. Bu durumda

(x,z1) ∈ φ,(z1,y1) ∈ ψ ve (x,z2) ∈ φ,(z2,y2) ∈ ψ

olacak şekildez1,z2 ∈ X vardır. φ ∈ P T X olduğundanz1 = z2 ve ayrıca daψ ∈ P T X

olduğundany1 = y2 dir. Dolayısıylaφψ ∈ P T X olur.

Tanım 1.16 P T X e kısmi d̈onüş̈umler yarıgrubudenir. α ∈ P T X olmak üzere, herx ∈
dom(α) için

∣∣xα−1
∣∣ = 1, iseα ya bir kismi bire-bir d̈onüş̈um denir. AyrıcaX üzerindeki

tüm kismi bire-bir d̈onüş̈umlerin k̈umesiniP I X ile gösterecĕgiz.

Önerme 1.17 Tüm kısmi bire-bir d̈onüş̈umlerin k̈umesiP I X, tüm kısmi d̈onüş̈umler

yarıgrubuP T X in bir altyarıgrubudur.

İspat: φ,ψ ∈ P I X ve (x1,y) ,(x2,y) ∈ φψ olsun. Bu durumda

(x1,z1) ∈ φ,(z1,y) ∈ ψ ve (x2,z2) ∈ φ,(z2,y) ∈ ψ

olacak şekildez1,z2 ∈ X vardır. ψ ∈ P I X olduğundanz1 = z2 ve φ ∈ P I X olduğundan

x1 = x2 dir. Dolayısıylaφψ ∈ P I X olur.

Tanım 1.18 α ∈ P T X olsun. Herx ∈ X için |xα| = 1 ise α ya bir (tüm) dönüş̈um denir.

AyrıcaX üzerindeki ẗum dönüş̈umlerin k̈umesiniTX ile gösterecĕgiz.

Önerme 1.19 Tüm d̈onüş̈umlerin k̈umesiniTX, tüm kısmi d̈onüş̈umler yarıgrubuP T X in

bir altyarıgrubudur.

İspat: φ,ψ ∈ TX olsun. Herx∈ X için φ ∈ TX olduğundan|xφ|= 1 ve ψ ∈ TX olduğunda

|(xφ)ψ|= 1 olur. Ayrıca,(x,y1) ,(x,y2) ∈ φψ ise

(x,z1) ∈ φ,(z1,y1) ∈ ψ ve (x,z2) ∈ φ,(z2,y2) ∈ ψ

olacak şekildez1,z2 ∈ X vardır. Bu durumdaφ ∈ TX olduğundanz1 = z2 ve ψ ∈ TX

olduğundany1 = y2 dir. Dolayısıylaφψ ∈ TX olur.

Tanım 1.20 TX yarıgrubunaX üzerindekitüm d̈onüş̈umler yarıgrubudenir.TX in herhangi

bir altyarıgrubuna dadönüş̈umler yarıgrubudenir. Ĕger α ∈ TX olmak üzere, herx ∈ X

4



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

için
∣∣xα−1

∣∣ = 1 ise, α ya perm̈utasyondenir. AyrıcaX üzerindeki ẗum perm̈utasyonların

kümesiniSX ile gösterecĕgiz.

Önerme 1.21 Tüm perm̈utasyonların k̈umesiSX, tüm d̈onüş̈umler yarıgrubuTX in bir alt-

yarıgrubudur.

İspat: φ,ψ ∈ SX ve (x1,y) ,(x2,y) ∈ φψ olsun. Bu durumda

(x1,z1) ∈ φ,(z1,y) ∈ ψ ve (x2,z2) ∈ φ,(z2,y) ∈ ψ

olacak şekildez1,z2 ∈ X vardır. ψ ∈ SX olduğundanz1 = z2 ve φ ∈ SX olduğundanx1 = x2

dir. Dolayısıylaφψ ∈ SX olur.

Ayrıca kolayca g̈osterilir ki SX bir gruptur.

Önerme 1.22 i) φ ∈ P T X iseφ−1 ∈ P T X ⇔ φ birebir d̈onüş̈umdür.

ii) φ ∈ TX iseφ−1 ∈ TX ⇔ φ bir perm̈utasyondur.

Teorem 1.23 Sbir yarıgrup olsun.O zamanSbir dönüş̈um yarıgrubuna izomorfiktir.

İspat: X = S1 olmaküzereTX tüm dönüş̈um yarıgrubunu alalım.a∈ S için

ρa : X → X

xρa = xa

olarak tanımlarsakρa ∈ TX ’tir. Ayrıca, herx∈ X için

x(ρaρb) = (xa)ρb = x(ab) = xρab

dir. Şimdiψ : S→ TX dönüş̈umünü

ψ(a) = ρa

olarak tanımlayalım. Bu durumda

ψ(ab) = ρab = ρaρb = ψ(a)ψ(b)

olup ψ bir homomorfizmadır. Ayrıca

ψ(a) = ψ(b) =⇒ ρa = ρb

=⇒ xρa = xρb (∀x∈ X)

=⇒ xa= xb (x = 1 alınırsa)

=⇒ a = b

5



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

olupψ bir-birdir. ψ’nin görüntüs̈u TX ’in bir altyarıgrubu, dolayısıyla bir d̈onüş̈um yarıgrubu

olduğundan istenilen g̈osterilmiş olur.

Eğer |X| = n ise bizX = Xn = {1,2, . . . ,n} kabul edip,BX,P T X,P I X,TX,SX yerine

sırasıylaBn,PTn,PIn,Tn,Sn yazacăgız. Bu durumda

Sn ≤ Tn≤ PTn≤ Bn

Sn ≤ PIn≤ PTn≤ Bn

olur. AyrıcaTn∩PIn = Sn dir.

Tanım 1.24 S bir yarıgrup veX ⊆ S olsun. S nin X içeren en k̈uçük altyarıgrubunaX in

doğurdŭgu yarıgrupdenir. Bu yarıgrup〈X〉 ile gösterilir. Ĕger S= 〈X〉 ise X e S nin bir

doğurayıdenir.

Kolayca g̈osterilir ki Sbir yarıgrup veX ⊆ S ise

〈X〉=
\
{T | T ≤ S veX ⊆ T}

Tanım 1.25 Sbir yarıgrup olsun. Ĕger sonluX ⊆ S için S= 〈X〉 iseSye sonlu dŏguraylı

yarıgrup denir.Ssonlu dŏguraylı yarıgrupolsun.

rank(S) = min{|X| : X ⊆ S,S= 〈X〉}

sayısınaS’nin rankıdenir.

Tanım 1.26 S bir yarıgrup veE (S) de S nin tüm idempotentlerinin oluşturduğu kümeyi

göstersin. Ĕger birX ⊂ E (S) için S= 〈X〉 iseX e bir idempotentdoğuraydenir.

Önerme 1.27 Sbir yarıgrup veX ⊆ Solsun. O zaman

〈X〉=
{

x1x2 · · ·xn | n∈ Z+ ve x1,x2, . . . ,xn ∈ X
}

şeklindedir.

İspat: T = {x1x2 · · ·xn | n∈ Z+ ve x1,x2, . . . ,xn ∈ X} olsun. Her

a = x1x2..xm,b = y1y2 · · ·yk ∈ T

için

ab= x1x2..xmy1y2...yk ∈ T

6



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

olupT ≤ Sdir. 〈X〉 bir altyarıgrup veX i içerdiğinden herx1,x2, ...,xn ∈ X için

x1x2 · · ·xn ∈ 〈X〉

olupT ≤ 〈X〉 olur. Ayrıca tanım gerĕgi 〈X〉 ≤ T olup,T = 〈X〉 elde edilir.

Teorem 1.28 S bir yarıgrup veT ≤ S olsun. Ĕger S\T ,S nin bir ideali iseS nin herX

doğurayı içinöyle birY ⊆ X vardır kiY deT nin bir dŏgurayıdır.

İspat: S= 〈X〉 olsun. Y = T ∩X alalım. T = 〈Y〉 olduğunu g̈osterelim. t ∈ T için t ∈ S

olduğundan,̈oylex1,x2, ...,xn ∈ X vardir ki

t = x1x2 · · ·xn

dir. Eğer en az birxi için xi ∈ S\T olsaydıS\T ideal oldŭgundan

(x1x2 · · ·xi−1)xi (xi+1xi+2 · · ·xn) ∈ S\T

olup t ∈ T olması ile çelişir. O haldex1,x2, ...,xn ∈ T olupT = 〈Y〉 elde edilir.

Perm̈utasyon olmayan d̈onüş̈umlere sing̈uler d̈onüş̈um diyecĕgiz, veXn = {1,2, . . . ,n}
üzerindeki ẗum sing̈uler d̈onüş̈umlerin k̈umesiniSTn ile gösterecĕgiz. Bu durumdaSTn =

Tn\Sn olur.

Önerme 1.29 STn, Tn nin bir idealidir.

İspat: α ∈ Tn ve β ∈ STn olsun. Herγ,δ ∈ Tn ve ρ ∈ STn için

im(γδ)⊆ im(δ) ve | im(ρ)| ≤ n−1

olduğundan

| im(αβ)| ≤ | im(β)| ≤ n−1

r.O haldeαβ ∈ STn olur. Ayrıca| im(β)| ≤ n−1 ve α ∈ Tn olduğundan| im(βα)| ≤ n−1

olup βα ∈ STn olur. BöyleceSTn nin bir ideal oldŭgu g̈osterilmiş olur.

Y = {x1,x2, . . . ,xr} ⊆ Xn = {1,2, . . . ,n} veα ∈ Tn (α ∈Sn) olsun. Ĕger xiα = xi+1 (1≤
i ≤ r−1), xrα = x1 vexα = x (∀x∈ Xn\Y) iseα’ya bir r-devir denir veα = (x1,x2, . . . ,xr)

yazılır. Örnĕgin;

(1,2, · · · ,n) =


 1 2 · · · n−1 n

2 3 · · · n 1


 (1,2) =


 1 2 3 4 · · · n

2 1 3 4 · · · n



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Ayrıca bir β ∈ Tn için i, j ∈ Xn ve i 6= j olmaküzere

xβ =





j x = i veyax = j

x diğer

(x∈ Xn) şeklinde tanımlı iseβ = ‖i j‖ yazacăgız. Örnĕgin;

‖12‖=


 1 2 3 4 · · · n

2 2 3 4 · · · n




Sn = 〈{(1,2, · · · ,n) ,(1,2)}〉 ifadesine sahibiz (Rotman, 1994 ’den). Biz aşağıdaki teo-

remi ifade edelim.

Teorem 1.30 α = (1,2, · · · ,n), β = (1,2) ve γ = ‖12‖ olmaküzereTn = 〈{α,β,γ}〉 dir.

İspat: Sn = 〈{α,β}〉 olduğundani, j ≥ 3 için (1, i),(2, j) ∈ 〈{α,β}〉 olup, kolayca kontrol

edilir ki

(1i)‖12‖(1i) = ‖i2‖ (i ≥ 3)

(2 j)‖12‖(2 j) = ‖1 j‖ ( j ≥ 3),

yani‖i2‖ ,‖1 j‖ ∈ 〈{α,β,γ}〉 (i, j ≥ 3) olur. Ayrıca

(1, i)(2, j)‖12‖(2, j)(1, i) = ‖i j‖ (i, j ≥ 3, i 6= j)

olduğuda kolayca kontrol edilebilir.

(i, j)‖i j‖(i, j) = ‖ ji‖ (i, j ≥ 1, i 6= j)

olduğundan, heri, j ≥ 1 ve i 6= j için ‖i j‖ ∈ 〈{α,β,γ}〉 olduğu g̈osterilmiş olur.

φ∈Tn ve|im(φ)|= r ≤ n−1olsun. O zaman|im(φ)| ≤ n−1olduğundan̈oyle i 6= j ∈Xn

vek∈ Xn vardır ki iφ = jφ vek /∈ im(φ) dir. Şimdi bizθ dönüş̈umünü

xθ =





k x= i ise

xφ x 6= i ise

olarak tanımlanırsak kolayca gösterilir ki

φ = ‖i j‖θ

ve |im(θ)|= r +1 dir. Eğer|im(θ)|= r +1 = n, yaniθ bir perm̈utasyon iseθ ∈ 〈{α,β,γ}〉
olduğu g̈osterilmiş olur, aksi haldeφ yerineθ alır ve benzer şekilde devam ederiz. Böylece
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Metin KOÇ

φ’yi belli sayıda ‖i j‖’lerin ve bir perm̈utasyonun çarpımı şeklinde yazabiliriz. O halde

Tn = 〈{α,β,γ}〉 olduğuda ispatlanmış olur.

n≥ 3 için Sn devirli olmadıgından en az iki eleman tarafından doğurulur, yaniSn =

〈X〉 ise |X| ≥ 2 dir. Ayrıca Sn = 〈{(1,2, · · · ,n) ,(1,2)}〉 olduğundan, rank(Sn) = 2 olduğu

görülür.

Sonuç 1.31rank(Tn) = 3.

İspat: Bir X ⊆ Tn için Tn = 〈X〉 olsun.STn, Tn nin bir ideali oldŭgundanSn∩X, Sn nin bir

doğuray k̈umesidir, dolayısıyla|Sn∩X| ≥ 2 olur. Sn∩X = X olsaydı〈X〉= Sn olacăgından

bu〈X〉= Tn olması ile çelişir. O halde|X| 6= 2 yani |X| ≥ 3 olur. Öte yandanTn = 〈{α,β,γ}〉
olup rank(Tn) = 3 eşitliği elde edilir.
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2. KISMİ DÖNÜŞÜMLERİN YAPISI Metin KOÇ

2. KISM İ DÖNÜŞÜMLER İN YAPISI

Bu bölümde kısmi d̈onüş̈umlerin yapısı ve patika ve dairelerin çarpımı olarak

yazılabilecĕgini gösterecĕgiz.

2.1 Kısmi Bire-Bir D önüşümlerin Parçalanışı

Eğer α ∈ PIn (⊆ PTn) için dom(α) = /0 ise biz α ya sıfır d̈onüş̈um diyecĕgiz ve bu

dönüş̈umü 0 ile gösterecĕgiz, yani

0 =


 1 2 · · · n

− − ·· · −


 .

Herhangiα,β ∈ PIn için, eğer im(α)∩ dom(β) = /0 ise αβ = 0 olduğu kolayca g̈orülür.

Örnĕgin α,β ∈ PI7

α =


 1 2 3 4 5 6 7

2 3 − 5 6 − 7


 ve β =


 1 2 3 4 5 6 7

4 − − 6 − − −




şeklinde tanımlı iseim(α)∩dom(β) = /0 olup αβ = 0 olduğu g̈orülür. Ayrıca

βα =


 1 2 3 4 5 6 7

5 − − − − − −




olup,αβ = 0 olmasıβα = 0 olmasını gerektirmez.

A = {i1, i2, . . . , ik} ⊂ Xn, α ∈ PIn vedom(α) = A olsun. Ayrıca

i1α = i2, i2α = i3, ...., ik−1α = ik

ve ikα = q∈ Xn olsun. Ĕgerq = i1 iseα bir daire olupj1, j2, . . . , jn−k ∈ Xn\A için, α yı

α = (i1, i2, . . . , ik)( j1] ( j2] · · ·( jn−k]

şeklinde yazacăgızvebunak-dairediyecĕgiz. Eğerq 6= i1 ∈ Xn\dom(α) iseα yı

α = (i1, i2, . . . , ik,q] (m1] (m2] · · ·(mn−k−1]

(m1,m2, . . . ,mn−k−1 ∈ X \ (A∪{q}) ) şeklinde yazacăgız ve(k+1)-patikadiyecĕgiz. Sıfır

dönüş̈umü ise

(1] (2] (3] · · ·(n] = 0∈ PIn
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2. KISMİ DÖNÜŞÜMLERİN YAPISI Metin KOÇ

şeklinde g̈osterecĕgiz.

Şimdiye kadar yaptığımız tanımlarla kısmi bire-bir d̈onüş̈umlerin nasıl kodlanabileceği

konusunda bir temel atmış olduk.

Tanım 2.1 Xn = {1,2, . . . ,n} ve α,β ∈ PIn olsun. Ĕger dom(α)∪ im(α) ve dom(β)∪
im(β) ayrık ise α ve β ya ayrık d̈onüş̈umler diyecĕgiz. Ayrıca γ = αβ ise dom(γ) =

dom(α)∪dom(β) olup,γ ya α ile β nınbileşkesidenir

Eğer α ve β ayrık d̈onüş̈umler iseαβ = βα olduğu kolayca g̈olürülür. γ, x ∈ dom(γ)

için

xγ =





xα, x∈ dom(α)

xβ, x∈ dom(β)

şeklinde tanımlıdır.̈Ornĕgin;

α =


 1 2 3 4

2 − − −


 ve β =


 1 2 3 4

− − 4 3




iseα,β ∈ PI4 elemanları ayrık olup

γ = αβ =


 1 2 3 4

2 − 4 3


 = βα

olur. Ayrıca

α = (12] (3] (4] ,

β = (1] (2] (34)

γ = (12](34)

şeklinde yazılabiliriz. Aslındaγ = (12] (3] (4] (1] (2] (34) olarak da yazabiliriz. Fakat

(3] (4] (1] (2] kısmı gereksiz bilgi oldŭgundan sadece gereken bilgileri yazacağız.

2.2 Kısmi Bire-Bir D önüşümlerin Patika Ve Dairelere Parçalanışı

Bu bölümde yukarıda tanım vëozelliklerini verdĭgimiz kısmi bire-bir d̈onüş̈umlerin

patika ve dairelerin çarpımı olarak yazılabileceğini gösterecĕgiz.

α ∈ PIn vex∈ dom(α) olsun. Ĕgerxα 6= x ise

ηx = (x,xα]

11



2. KISMİ DÖNÜŞÜMLERİN YAPISI Metin KOÇ

olarak tanımlanır. Ĕgerxα = x ise

γx = (x)

olarak tanımlanır.̈Ornĕgin;

α =


 1 2 3 4 5

2 1 − 4 3




isedom(α) = {1,2,4,5} olmaküzere

γ1 = (1,2], γ2 = (2,1], γ4 = (4) , η5 = (5,3]

şeklindedir.

α ∈ PIn yi k≤ n defa uyguladı̆gımızdax,xα, . . . ,xαk elemanları birbirinden farklı ise

ηx =
(

x,xα, . . . ,xαk
]

şeklindek-patika veya k ≤ n defa uyguladı̆gımızdax,xα, . . . ,xαk elemanları birbirinden

farklı fakatxαk = x ise

γx =
(

x,xα, . . . ,xαk
)

şeklindek-daireye genelleyebiliriz.

Tanım 2.2 ηx =
(
x,xα, . . . ,xαk

]
patikasındax e sol-bitiş noktası, xαk ya isesăg-bitiş nok-

tası diyecĕgiz. Eğer ηx in sol-bitiş noktası olanx ∈ dom(α)�im(α) ve săg-bitiş noktası

olan xα′ ∈ im(α) \ dom(α) şeklinde ise
(
x,xα, . . . ,xαk

]
patikasına birmaksimal-patika

denir.

Örnĕgin

α =


 1 2 3 4 5

4 3 − 5 2




için dom(α) = {1,2,4,5} ve im(α) = {2,3,4,5} dır. 1∈ dom(α)\ im(α) ve 3∈ im(α)\
dom(α) olduğundanη1 = (1,4,5,2,3] bir maximal-patika dır.

Önerme 2.3 α ∈ PIn için aşăgıdaki ifadeler dŏgrudur.

(i) α daki maximal-patikalarη ve η′ için ya η = η′ yadaη ile η′ ayrıktır.

(ii) α daki γ ve γ′ daireleri için yaγ = γ′ yadaγ ile γ′ ayrıktır.
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2. KISMİ DÖNÜŞÜMLERİN YAPISI Metin KOÇ

(iii ) α daki hiçbir maksimal-patika ile hiçbir dairenin ortak elemanı yoktur.

(iv) Her y∈ im(α) \dom(α) için xα′ = y ve ηx = (x,xα, . . . ,xα′,y] bir maksimal patika

olacak şekildex∈ dom(α)\ im(α) vek≥ 1 vardır.

İspat: α : dom(α)→ im(α) dönüş̈umü bire-bir veörten d̈onüş̈um oldŭgundan (i), (ii), (iii)

ifadelerinin dŏgruluğu açıkça g̈orülür. Biz (iv) ifadesini ẗumevarım ileispatlayalım.

y ∈ im(α) \dom(α) ise öyle bir x1 ∈ dom(α) vardır ki x1α = y ve x1 6= y dir. O za-

man (x1,y] olur. Eğer x1 /∈ im(α) ise (x1,y] bir maksimal patikadır. Ĕger x1 ∈ im(α)

ise benzer şekildex2α = x1 olacak şekildex2 ∈ dom(α) vardır. α bire-bir oldŭgundan

x2 6= x1 dir. Ayrıca y ∈ im(α) \ dom(α) olup x2 6= y dir. Bu durumda(x2,x1,y] şeklinde

patika elde ederiz. Bu şekilde devam edersekXn kümesi sonlu veα bire-bir oldŭgundan

(xk,xk−1, . . . ,x1,y] şeklinde bir maksimal-patika elde ederiz.

Teorem 2.4 Her α ∈ PIn\{0}

α = η1η2 · · ·ηuγ1γ2 · · ·γv

şeklindeηi ayrık patikalarının veγ j ayrık dairelerinin bileşkesi şeklinde yazılabilir. Bu

yazılışta dairelerin sırasıönemli dĕgildir.

İspat: Eğerα ∈ PIn \ {0} ise yadom(α) = im(α) veyadom(α) 6= im(α) dır. dom(α) =

im(α) iseα bir perm̈utasyon olup ayrık dairelerin çarpımı olarak yazılabildiğini biliyoruz.

dom(α) 6= im(α) vedom(α)\ im(α) = {1, . . . ,u} olsun.x∈ dom(α)\ im(α) alalım vex e

mümkün olan en ÿuksek dereceye kadarα yı uygulayalım. O zamanK =
{

x,xα,xα2, . . .
}

şeklinde bir k̈ume elde ederiz.Xn sonlu oldŭgundanxαk /∈ dom(α) veyaxαk = xαm ve

m> k olacak şekilde birk≥ 1 vardır. Fakatxαk = xαm olması imkansızdır. Ç̈unkü α tanım

kümesiüzerinde birebirdir. Herx∈ dom(α)\ im(α) için xαk /∈ dom(α) olacak şekilde bir

k vardır. Bu maximal-patika yıηx =
(
x,xα, . . . ,xαk

]
olarak tanımlayabiliriz.Önĕgin

α =


 1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 − 8 5 − 7




için dom(α) \ im(α) = {1,6} ve im(α) \ dom(α) = {4,7} olup η1 = (1,2,3,4] η6 =

(6,5,8,7] dir. Bu buldŭgumuzηi ler yukardakiönermeden dolayı ayrık olup istediğimiz

gibi sıralayabilecĕgimizdenβ = η1η2η3 · · ·ηu şeklinde yazabiliriz.α = β ise ispat biter.

α 6= β olsun. α′ = γ1 · · ·γv için α = βα′ olduğunu g̈ostermeliyiz. α′ = α|dom(α)\dom(β)
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kısıtlama d̈onüş̈umünü tanımlayalım. Bu durumdaα′ nün bir perm̈utasyon oldŭgunu g̈oster-

meliyiz. Bunu yapabilmek için aşağıdakiözelliklere ihtiyacımız var.

1. im(α) \ dom(α) = im(β) \ dom(β) dır. (y ∈ im(α) \ dom(α) ⇔ maximal ηx =

(x, . . . ,y], bir x∈ dom(α)\ im(α)⇔ y∈ im(β)\dom(β))

2. dom(β)\ im(β) = dom(α)\ im(α) (Her ikiside{1,2, . . . ,u} kümesine eşit).

3. im(α′)∪ im(β) = im(α)

4. y∈ dom(α′) isey /∈ im(β) olduğunu s̈oyleyebiliriz.

(Bunun içindom(α′) ⊂ im(α′) olduğunu g̈ostermeliyiz. Bu isey ∈ dom(α) ise y /∈
im(α)\dom(α) dır. (2).ve (1). deny /∈ dom(β) olup istenilen elde edilir.)

5. y ∈ im(α) olduğunu s̈oyleyebiliriz. (Benzer şekilde(2),y /∈ dom(β) \ im(β) ve y ∈
dom(α) olup (5) dŏgrudur.)

Böylece (4), (5) ve (3)̈ozelliklerindeny ∈ im(α′) olup dom(α′) = im(α′) dir. Yani

α′ bir perm̈utasyondur. O zaman birx∈ dom(α′) için α uygulanırsaK =
{

x,xα,xα2, . . .
}

elde edilir. Birk≥ 1 için x = xαk olup herx ∈ dom(α′) için γx = (x,xα, . . . ,xα′) olarak

tanımlayabiliriz. Dolayısıylaα = βα′ = η1 · · ·ηu γ1 · · ·γv dir. Şimdi bu yazılışın teklĭgini

görelim. α nın iki türlü yazıldı̆gını kabul edelim. Yani

α = η1 · · ·ηuγ1 · · ·γv = η1′ · · ·ηw′γ1′ · · ·γt ′

olsun. Ĕgeru = 0 isedom(α) = im(α) olur. Bu durumda

α = γ1 · · ·γv = γ1′ · · ·γt ′

olup yukardakiönerme (ii) den herγi her γi ′ ile aynıdır. u≥ 1 olsun. Bu durumdau = w

olduğunu g̈ostermeliyiz her patika için

η = (1,2, . . . ,k]⇒{1}= dom(η)\ im(η)

olur. Yaniη1 · · ·ηu olduğundandom(α)\ im(α) kümesindeu tane eleman vardır.η1 · · ·ηw

de dom(α) \ im(α) kümesindew tane eleman vardır. Dolayısıylau = w dir. Yukardaki

önermedeki (i) den dolayı her birηi nin sol-bitiş noktası her birηi ′ nin sol-bitiş noktasına

eşittir. O zamanηi ler ve ηi ′ ler maksimal olduklarından ve yukardakiönermede (i) den

dolayıηi = ηi ′ elde edilir. Benzer sonucunγi ler içinde dŏgru oldŭgu g̈osterilebilir.

Örnek 2.5 α ∈ PI7 için

α =


 1 2 3 4 5 6 7

2 3 − 5 4 − 7



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olsun. O zamanα = (1,2,3] (6] (4,5)(7) şeklinde yazılabilir.

2.3 Kısmi Bire-Bir D önüşümlerde Bileşke

PIn de bileşke işleminin dĕgişmeli olması için gerekli bazı̈ozellikleri inceleyecĕgiz.

ÖnceSn vePIn için bazı basiẗornekleri verip daha sonra bunları karakterize etmeye çalışaca-

ğız.

Tanım 2.6 α ∈ PIn olsun. 0 = (1] (2] ...(n] ∈ PIn nin sıfır elemanı olmak̈uzereαk = 0

olacak şekilde birk∈ Z+ var iseα ya birnilpotent elemandenir.

α ∈ Sn ve α ayrık devirlerin çarpımı olarakα = γ1 · · ·γv şeklinde yazılsın. O zaman

αβ = βα

olacak şekilde birβ ∈ Sn vardır.Buβ, α daki herγi yi aynı uzunluktaki birγ′ ye g̈otürür ve

bu devirlerin yazılış sırasını etkiler.

Tanım 2.7 k≥ 2 ve η = (i1, i2, . . . , ik] bir patika olsun. Bu durumdaη;

Başlangıç k̈umeleri: {i1} ,{i1, i2} , . . . ,{i1, . . . , ik}
Bitiş kümeleri: {i1, i2, . . . , ik} ,{i2, . . . , ik} , . . . ,{ik}
Başlangıç parçası: (i1] ,(i1i2] , . . . ,(i1, . . . , ik]

Bitiş parçası: (i1, i2, . . . , ik] ,(i2, i3, . . . , ik] , . . . ,(ik]

lara sahiptir.

Örnek 2.8 α = (1,2,3)(4,5)(6,7,8) ve β = (1,7,3,6,2,8)(4)(5) ∈ S7 olsun.

α◦β = (1,8,2,6,3,7)(4,5) = β◦α

dır. Buradaβ sadece ayrık3−devirleri d̈onüşẗurmüyor, aynı zamanda bu devirlerin yazılış

sırasını da etkiliyor.

α = ( 1 2 3 ) ( 4 5 ) ( 6 7 8 )

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ β

α = ( 7 8 6 ) ( 4 5 ) ( 2 3 1 )
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α, β ∈ PIn ve

α = η1 · · ·ηuγ1 · · ·γv

şeklinde patikaların ve devirlerin çarpımı şeklinde yazılsın. O zaman

α◦β = β◦α

olacak şekildekiβ nın bir γi yi (eğer varsa) aynı uzunluktaki birγ j ye yazılaş sırasını et-

kileyerek d̈onüşẗurür ve birηi nin (ĕger varsa) başlangıç parçası,η j nin bir bitiş parçasına

götürür.

Örnek 2.9 α = (1,2,3] (4,5,6,7,8] ve β = (1,7] (2,8] iseαβ = βα = (1,8] dir.

α = ( 1 2 3 ] ( 4 5 6 7 8 ]

↓ ↓
α = ( 4 5 6 7 8 ] ( 1 2 3 ]

Burada(1,2,3] ün başlangıç parçası olan(1,2], (4,5,6,7,8] nin bitiş parçası olan(7,8] e

dönüşm̈uşẗur.

2.4 Dĕgişmeli Kısmi Bire-Bir D önüşümler

Bu bölümde yukarıda tanımlayıp bazıözelliklerini verdĭgimiz kısmi bire-bir d̈onüş̈um-

lerin dĕgişmeli olması durumunda elde edilen sonuçları vereceğiz.

Uzunlŭgu bir olan

(1] = (2] = · · ·= (n] = 0∈ PIn

patikalar için başlangıç ve bitiş parçası(i] dir.

β,η ∈ PIn

kısmi bire-bir d̈onüş̈umleri ile birk-patika d̈uş̈unelim.Ĕger birw≤ k

dom(β)∩{i1, i2, . . . , iw, . . . , ik}= {i1, i2, . . . , iw}

ise i1β = l1, . . . , iwβ = lw olmaküzere

η′= ( j1 . . . jvl1 . . . lw]

olacak şekilde birη′ patikası varsaβ, η nın başlangıç parçasınıη′ nin bitiş parçasına

dönüşẗurür diyecĕgiz.
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Teorem 2.10 α, β ∈ PIn ve

α = (a11· · ·a1r1)(a21· · ·a2r2) · · ·(av1 · · · .avrv)(c11· · ·c1p1] · · ·(cu1 · · ·cupu]

şeklinde yazılsın.αβ = βα olması için gerek ve yeter koşul

(i) ai j ∈ dom(β) iseai1, . . . ,air i ∈ dom(β) veai1β = bi1, . . . ,air i β = bir i ve

(ii) ci j ∈ dom(β) ise bir1≤ p≤ pi ve bir 1≤ q≤ qi için

{
ci1, . . . ,cip

}
= dom(β)∩{

ci1, . . . ,cipi

}

ci1β = diq,ci2β = di q+1, . . . ,cipβ = diqi

olmaküzere

α = (b11. . .b1r1)(b21. . .b2r2) · · ·(bv1 . . .bvrv)
(
d11. . .d1q1

] · · ·(du1 . . .duqu

]

olmasıdır.

İspat: x,y ∈ {1,2, . . . ,n} ve δ ∈ PIn olsun. Bizx ∈ dom(δ) ve xδ = y olduğundax
δ→ y

yazacăgız. İspatımızıαβ = βα eşitliğini aşăgıdaki diyagramı kullanarak yapacağız.

x y

z

................................................................................................................. ............
α

..............................................................................................................
...
.........
...

β ................................................................................................................. ............

x y

w z

................................................................................................................. ............
α

................................................................................................................. ............

α

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

ve

x

w z

..............................................................................................................
...
.........
...

β

................................................................................................................. ............

α

................................................................................................................. ............

x y

w z

................................................................................................................. ............
α

................................................................................................................. ............

α

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

Öncelikle varsayalım kixβ = b11 yanixβ, α nın bir dairesinde olsun. O zaman

(xβ)α,(xβ)α2, . . . ,(xβ)αr1

hepsi tanımlı olur. Yani

x

xβ (xβ)α (xβ)α2 · · ·(xβ)αr1 xβ

..............................................................................................................
...
.........
...

β

............................................................................................... ............

α
......................................................................... ............

α
............................................. ............

α
.................................................................... ............

α
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İlk diyagramı kullanarak yukarıdaki diyagramı aşağıdaki gibi yazabiliriz

x

xβ (xβ)α (xβ)α2 · · · (xβ)αr1 xβ

xα xα2 · · · xαr1 x
..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..................................................................................... ............

α

.............................................................................................................. ............
α

......................................................................................................... ............
α

......................................................................................................... ............
α

.............................................................................................................. ............
α

................................................................................................................. ............
α

..............................................................................................................
...
.........
...

β

............................................................................................... ............

α
......................................................................... ............

α
.......................................................................................... ............

α
..................................................................................... ............

α

β birebir oldŭgundanx, α da bir daire içindedir. O zaman genelliği kaybetmeksizinx = a11

alabiliriz. Bu durmdav üzerinden ẗumevarım yapılarak (i) in dŏgru oldŭgu g̈orülebilir.

Şimdi xβ, α nın bir patikası içinde oldŭgunu varsayalım yani

xβ = d1 j ∈
{

d11, . . . ,d1q1

}

olsun. Bu durumda bir0≤ k≤ q1 için

xβ = (xβ)α0 = d1 j ,(xβ)α = d1 j+1, . . . ,(xβ)αk = d1q1 ((xβ)αk = d1q1 /∈ dom(α) )

olup aşăgıdaki diyagramı yazabiliriz.

x

xβ (xβ)α (xβ)α2 · · · (xβ)αk−1 (xβ)αk

..............................................................................................................
...
.........
...

β

............................................................................................... ............

α
......................................................................... ............

α
.......................................................................................... ............

α
........................................................................... ............

α
..................................................... ............

α

Benzer şekilde bu diyagramıdaαβ = βα nın diyagramı şeklinde yazabiliriz.

x

xβ (xβ)α (xβ)α2 · · · (xβ)αk−1 (xβ)αk

xα xα2 · · · xαk−1 xαk
..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

..............................................................................................................
...
.........
...

β

........................................................................... ............

α

.............................................................................................................. ............
α

............................................................................................... ............
α

............................................................................................. ............
α

.............................................................................................................. ............
α

................................................................................................................. ............
α

..............................................................................................................
...
.........
...

β

............................................................................................... ............

α
......................................................................... ............

α
.......................................................................................... ............

α
..................................................... ............

α

xαk patikanın içinde olmalıdır. Ĕgeröyle olmasaydı yani bir daire içinde olsaydı

(
xαk

)
αm = xαk+m = x

olacak şekilde birm≥ 1 olurdu. O zaman

xβ =
(

xαk+m
)

β =
(

xβαk
)

αm
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olup bu daxβαk /∈ dom(α) olması ile çelişir. O haldex ∈ {
c11, . . . ,c1p1

}
alabiliriz. Eğer

x = c11 ise p = k+ 1 için xβ = d1q olarak tanımlarsak ”(c11...c1p” başlangıç parçasınınβ

ile ”d1q...d1q1]” bitiş parçasına d̈onüşẗuğü yukarıdaki diyagramdan kolayca görülür. Eğer

x = c1m (m> 1) ise

c1 m−1

c1 m−1β

c1 m = x

c1 mβ = xβ

.........................................................................................................................................................................................
...
.........
...

β

..................................................................................................................................................................................................................... ............
α

.........................................................................................................................................................................................
...
.........
...

β

............................................................................................................................................................................................ ............

α

Diyagramında oldŭgu gibi αβ = βα dır. Bu durumβ, c1 m−1 de de tanımlıdır.

Sonuç olarak elimizde başlangıç parçası(c11...c1p yi bitiş parçası oland1q....d1q1] a

dönüşẗurenβ dönüş̈umü olacaktır.u üzerinde ẗumevarım yapılarak veβ nın bire-bir oldŭgu

düş̈unülerek b̈utün patikalar için bunun dŏgru oldŭgu g̈orülür.

Şimdi β nın (i). ve (ii). özelliklerini săglayan bir kısmi bire-bir d̈onüş̈um oldŭgunu

varsayalım.Öncelikledom(αβ) = dom(βα) olduğunu g̈osterelim. x ∈ dom(αβ) alalım.

O zaman yaxα = ai j veyaxα = ci j (i < j) dir. Eğer xα = ai j ise (i) denxβ ∈ dom(α)

dır. Eğerxα = ci j isex = ci j−1 ve (ii) denxβ ∈ dom(α) dır. O zaman her iki durumda da

x∈ dom(βα) olur.x∈ dom(βα) olsun. O zaman yaxβ = bi j veyaxβ = di j dir. Eğerxβ = bi j

ise (i) denxα ∈ dom(β) dır. Eğerxβ = di j ise j < qi , x∈ dom(βα) ve (ii) denxα ∈ dom(β)

dır. Dolayısıyladom(αβ) = dom(βα) dır.

Son olarakx ∈ dom(αβ) alalım vex(αβ) = x(βα) olduğunu g̈osterelim. Ĕgerx = ai j

ise

(ai j )αβ = ai j+1β = bi j+1 = bi j α = (ai j )βα

Eğerx = ci j ise j < pi ve

(
ci j

)
αβ = ci j+1β = dim = dim−1α = (ci j )βα

olduğundanαβ = βα olur.

2.5 Kısmi Dönüşümlerin Parçalanışı

Kısmi dönüş̈umlerin parçalanışını incelerken kısmi bire-bir dönüş̈umlerden yararlanaca-

ğız. PIn nin parçalanışındanPTn nin parçalanışını elde etmek için “〉” sembol̈unü kul-
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lanacăgız. Bu sembol̈u bir patika bir daire ile çakıştığı zaman kullanacăgız. Örnĕgin

α =


 1 2 3 4 5

2 1 1 1 1




dönüş̈umünün parçalanışıα = (3,1〉(4,1〉(5,1〉(1,2) şeklinde,

β =


 1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 1 6 2 6




dönüş̈umünün parçalanışıβ = (5,6,2〉(7,6,2〉(1,2,3,4) şeklinde ve

γ =


 1 2 3 4

2 3 − 3




dönüş̈umünün parçalanışıγ = (1,2,3] (4,3] şeklindedir.

Yukarıda da g̈orüldüğü gibi bu sembol̈u kullanmaktaki amacımız bire-bir olmayan dönü-

şümleride parçalanışta gösterebilmektir. Şimdi bu işlemin genelde nasıl yapıldığını in-

celeyelim.

α,β ∈ Bn alalım.Sn⊂ PIn⊂ PTn⊂ Bn olduğundanαβ yı aşăgıdaki gibi

α,β ∈ PIn ve (dom(α)∪ im(α))∩ (dom(β)∪ im(β)) = /0 iseαβ ∈ PIn,

α,β ∈ PTn vex∈ dom(α)∩dom(β)⇒ xα = xβ iseαβ ∈ PTn, .

şeklinde tanımlayabiliriz.

Her x /∈ dom(α)∪ im(α) için (x] ifadesiα daki bir maksimal-patika olur.x∈ dom(α)

ve k≥ 1 için ηx =
(
x,xα, . . . ,xαk

]
bir (k+1)-patika,xαk = x iseγx =

(
x,xα, .....,xαk

)
bir

k-dairedir.

Eğer x ∈ dom(α) \ im(α) ve xαk ∈ im(α) \ dom(α) ise ηx nın bir maksimal-patika

olduğunu hatırlayalım. Bu durumda iki tip maksimal-patikadan bahsedebiliriz. Bunlar biri

bir daire ile çakışmayan ve diğeri ise daire ile çakışan maksimal-patikadır.

Tanım 2.11 α,γ patikaları ayrık dĕgil ise çakışıktırdiyeceĭgiz. Eğer

(dom(η)∪ im(η))∩ (dom(γ)∪ im(γ)) = {y}

iseη, γ ile y de çakışırdiyecĕgiz. Eğerη ve γ bitiş parçasıσ olan bir patikaya sahiplerseη,

γ yla σ da çakışırdiyecĕgiz.
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Örnek 2.12 α ∈ PT7 dönüş̈umünü

α =


 1 2 3 4 5 6 7

2 1 1 3 3 7 −




olarak tanımlarsak bu dönüş̈umün patika notasyonuα = (4,3,1〉(5,3,1〉(1,2)(6,7] şeklin-

dedir.

Buradaη = (4,3,1], η′ = (5,3,1] ve η′′ = (6,7], α da birer patikadır. Fakat burada

sadeceη′′ maksimaldir.γ = (1,2) bir daire olupη ve η′ ile bitiş parçası olanσ = (3,1] de

çakışır.

Önerme 2.13 α ∈ PTn olsun. η, η′ de α da birermaksimal-patika ve γ,γ′ de birer daire

olsun. O zaman aşağıdakiler dŏgrudur

1. Eğerη ile η′ çakışıyorsa yaη = η′ veyaη ile η′ bir ortak bitiş parçasında çakışır.

2. Yaγ = γ′ ya daγ ile γ′ çakışmaz.

3. Hery∈ im(α)\dom(α) için xαk = y olacak şekilde birx∈ dom(α)\ im(α) vek≥ 1

vardır, Yani her biry ∈ im(α) \ dom(α) için ηx =
(
x,xα, . . . ,xαk = y

]
maksimal-

patikası vardır.

İspat: (1) ve (2) nin ispatıα : dom(α) → im(α) fonksiyon oludŭgundan açıktır. (3)̈un

ispatını yapmak için ẗumevarım kullanacăgız. y ∈ im(α) \ dom(α) olduğundan birx1 ∈
dom(α) için x1α = y olmalı ve bu durumda{x,y} iki elemanlı olur. Ĕgerx1 /∈ im(α) ise

x = x1 olup ηx = (x1,y] maksimal olur. Ĕger x1 ∈ im(α) ise x2α = x1 olacak şekilde bir

x2 ∈ dom(α) vardır. O zaman{x2,x1,y} üç elemanlı olupx2 /∈ im(α) ise ηx = (x2,x1,y]

maksimal-patikasını elde ederiz.N sonlu oldŭgundan sonunda{xk, ..., x1,y} elde edilir.

Teorem 2.14 α ∈ PTn− {0} olsun. Uzunlŭgu iki ve ikiden b̈uyük ηi patikaları veγ j

daireleri aşăgıdaki koşulları săglayacak şekildeα elemanı

α = η1 · · ·ηuγ1 · · ·γv

biçimindeηi ve γ j lerin çarpımı olarak tektürlü yazılır.

(i) i 6= j olmaküzereηi , η j ile ancak ortak bir bitiş parçası olması halinde çakışır,

(ii) i 6= j olmaküzereγi , γ j ile çakışmaz ve
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(iii ) ηi ile γ j săg-bitiş noktasında çakışır.

İspat: α ∈ PTn−{0} olsun. Ĕger |dom(α)\ im(α)| = 0 ise α bire-bir örten d̈onüş̈um

olup ayrık dairelerin çarpımı olarak yazılır. Genelliği kaybetmeksizindom(α) \ im(α) =

{1,2, . . . ,u} olsun. x ∈ dom(α) \ im(α) alalım vex e α yı uygulayalım. Bu durumda

X =
{

x,xα,xα2, . . .
}

şeklinde bir k̈ume elde ederiz.X ⊂ N olduğundanxαk /∈ dom(α)

olacak şekilde ya birk ≥ 1 vardır yadaxαk = xαm (m> k) olacak şekildem, k pozitif

tamsayıları vardır.

Eğerxαk = xαm olacak şekildem> k varsa bu durumdaγx =
(
xαk . . .xαm−1

)
dairesine

sahibiz. Genellĭgi kaybetmeksizinx∈ {1,2, . . . ,w} ⊂ {1,2, . . . ,u} olduğunu kabul edelim.

Bu durumdaγx dairelerini elde etmeye çalışalım.β yı

β = η1 · · ·ηuγ1 · · ·γw

olarak tanımlayalım.β nın tanımından vëonermede(1) ve (2) den yukarıdaki patikalar ve

devirler (i) ve (iii) koşullarını săglar. Ĕgerα = β ise ispat biter.

α 6= β olsun. O zamanα′= γw+1 · · ·γv olmaküzereα = βα′ olduğunu g̈ostermeliyiz.

α′= α |dom(α)\dom(β)

kısıtlama d̈onüş̈umünü tanımlayalım. Şimdiα nın bir bire-bir örten d̈onüş̈um oldŭgunu

göstermeliyiz. Bunu yapmak için bazıözelliklere ihtiyacımız var.

(1) im(α) \ dom(α) = im(β) \ dom(β). (y ∈ im(α) \ dom(α) ⇔ ηx = (x, . . . ,y] bir

x∈ dom(α)\ im(α)⇔ y∈ im(β)\dom(β) dır.)

(2) dom(β)\ im(β) = dom(α)\ im(α) . (Her iki tarfta{1,2, . . . ,u} ya eşittir.)

(3) im(α′)∪ im(β) = im(α)

(4) y∈ dom(α′) isey /∈ im(β) dır.

(5) y∈ im(α).

Yukarıda bahsettiğimiz (4),(5) ve (3) özelliklerini birleştirirseky ∈ im(α′) olup

dom(α′)⊂ im(α′) dolayısıylaα′ bire-bir örten d̈onüş̈um olur. Dolayısıyla

α′= γw+1 · · ·γv

ayrık dairelerin bir çarpımıdır.

Son olarakα = βα′ = η1 . . .ηuγ1 . . .γv çarpımı (i) ve (iii) ü săgladı̆gını g̈osterelim.

im(β)∩ im(α′) = /0 olduğunu g̈ormek yeterlidir. Aksi halde

z∈ im(β)∩ im(α′) = im(β)∩dom(α′)⊂ im(β)\dom(β)
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olup (1) den dolayı bu isez∈ im(α) \ dom(α) olduğunu s̈oyler. z∈ im(β)∩ dom(α′)
kabul̈umüzdenz∈ dom(α) çelişkisi elde edilir.

Şimdi tekliği inceleyelim.α nın

α = η1 . . .ηuγ1 . . .γv

α = η1′ . . .ηw′γ1′ . . .γt ′

şeklinde iki ẗurlü yazıldı̆gını kabul edelim.Ĕgeru = 0 iseα = γ1 . . .γv = γ1′ . . .γt ′ olup bu-

radaki teklik iyi bilinmektedir. Bizu≥ 1 alalım. Bu durumdau = w olduğunu g̈osterelim.

Uzunlŭgu ikiden b̈uyük veya ikiye eşit olan bir patika için

η = (1,2, . . . ,k]⇒{1}= dom(η)\ im(η)

dir. O zaman (i). ve (iii) den dolayıdom(α)\ im(α) nınu tane elemanı vardır. Bu durumda

η1′ . . .ηw′ daw tane çarpan olupw = u olur. O zamani, ηi nin bir sol-bitişnoktası iseη′
ninde bir sol-bitiş noktasıdır. Dolayısıylaα nın çarpımındaki patikaη maksimal iseα daki

hiçbir daire ile çakışmaz.ηi ve ηi ′ nün sol-bitiş noktaları için yukarıda söylediklerimiz

nedeniyle iki durum ortaya çıkar:

(vi) ηi ve ηi ′ nün săg-bitiş noktasıim(α)\dom(α) kümesinin elemanıdır.

(vii) α nınöyle birγ deviri vardır ki hemηi hem deηi ′, γ ile onların săg-bitiş noktasında

çakışırlar.

Her iki durumdaηi veηi ′ nün săg-bitiş noktası aynı olmak zorundadır. Eğery∈ dom(γi)

isey /∈ dom(η1 . . .ηu) olduğundany∈ dom(γi ′) olmak zorundadır. B̈oyleceyγi = yγi ′ olup

γ1 . . .γv = γ1′ . . .γt ′ elde edilir. B̈oylece istenen ispatlanmış olur.

23
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3. TÜM DÖNÜŞÜMLER YARIGRUBUNUN DO ĞURAYLARI

3.1 Tüm Dönüşüm Yarıgrubunun İdempotentleri Tarafından Doğurulan

Altyarıgruplar

Bu kısımdaXn = {1,2, . . . ,n} sonlu k̈umesiüzerinde tanımlananTn tüm d̈onüş̈um yarı-

grubunun bir altyarıgrubu olanSTn singüler d̈onüş̈umlerin oluşturdŭgu yarıgrubunTn deki

idempotentler tarafından doğruldŭgunu ve her sonlu yarıgrubun idempotentler tarafından

doğrulan sonlu reg̈uler yarıgrupların içine g̈omülebilir olduğunu s̈oyleyecĕgiz.

Teorem 3.1 Tn reg̈uler yarıgruptur.

İspat: α ∈ Tn ve im(α) = {i1, i2, . . . , im} olsun. Her birk (k = 1,2, . . . ,m ) için bir tek jk

seçelimöyle ki jkα = ik olsun. O zamanβ ∈ Tn

iβ =





jk,

i,

i = ik ∈ im(α)

aksi halde

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda, heri ∈ Xn için iα ∈ im(α) olduğundan birik ∈
{i1, i2, . . . , im} için iα = ik olup

iαβα = ikβα = jkα = ik = iα

olur, yaniαβα = α olduğundanTn reg̈ulerdir.

Eğerα ∈ STn yukarıda tanımlananβ da sing̈uler oldŭgundan aşagıdaki sonucu yazabi-

liriz.

Sonuç 3.2STn reg̈uler yarıgruptur.

Tn in reg̈uler oldŭgunu g̈ordükten sonra bazı tanımlar verelim:

1 = 1Tn : Birim dönüş̈um;

E : 1Tn hariç ẗum idempotentlerin k̈umesi;

E1 : E∪1Tn;

K = {α ∈ Tn | xα 6= x};
S(α) = {x∈ Xn | xα 6= x} (dĕgişken);

Z(α) = Xn\ im(α)

C(α) = ∪{
tα−1 | t ∈ im(α),

∣∣tα−1
∣∣≥ 2

}
.
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Ayrıca, |S(α)| sayısınaα nın dĕgişkenlĭgi, |Z(α)| sayısınaα nın eksiklĭgi ve |C(α)|
sayısınaα nınyığılmasıdiyeceyiz.

Tanım 3.3 Idempotentleri tarafından doğrulan bir yarıgrubaIdempotent dŏguraylı (IG)

yarıgrup denir.

Örnek 3.4 α =


 1 2 3 4 5 6

2 3 5 5 5 6


 ∈ ST6 alalım.

β =


 1 2 3 4 5 6

6 1 2 6 3 6




alınırsaαβα = α olur.

〈E∪1Tn〉= 1Tn∪〈E〉

Sn simetrik grup olmak̈uzereSn in birim eleman olmayan hiçbir elemanı idempotent-

lerin çarpımı olarak yazılamaz. Dolayısıyla birim eleman olmayan idempotentlerin çarpımı

olarak yazılan elemanlarSTn = Tn \Sn de bulunur. Yani〈E〉 ⊆ STn tir. Şimdi aşăgıdaki

teoremle bu durumu tam olarak ifade ve ispat edelim:

Teorem 3.5 E =
{

α ∈ Tn | α2 = α ve |Z(α)|> 0
}

olsun. O zaman〈E〉= STn tir. Aslında

herα ∈ STn için

α = γ1 · · ·γn ve |Z(γi)|= 1

olacak şekildeγi ∈ E (i = 1, ...,n) vardır.

İspat: Teoremi iki aşamada ispatlayacağız. Önce eksiklĭgi bir olan elemanların, eksikliği

bir olan idempotentlerin çarpımı olarak yazıldığını g̈osterecĕgiz. Sonra eksiklĭgi r > 1 olan

elemanların, eksiklĭgi bir olan bir idempotent ile eksikliği r−1 olan bir elemanın çarpımı

olarak yazılabilecĕgini gösterecĕgiz.

n = 1 iseSTn = /0

n = 2 iseSTn =






 1 2

1 1


 ,


 1 2

2 2






olup n = 2 durumu için teorem ispatlanmış

olur.

Biz n≥ 3 alalım.α ∈ STn için |Z(α)|= 1 olsun. Ĕger|S(α)|= 1 ise
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α =


 . . . . . . x . . . y . . . . . .

. . . . . . y . . . y . . . . . .




şeklinde olup,α eksikliği bir olan idempotent oldŭgundan ispat biter.

|S(α)|= r > 1 olsun. Genellĭgi kaybetmeksizin

α =


 1 2 · · · r r +1 · · · n

a1 a2 · · · ar r +1 · · · n


 (2≤ r ≤ n)

olarak yazalım.|Z(α)| = 1 olduğundan birz∈ Xn için Z(α) = {z} olur. O zaman, ortaya

dört farklı durum çıkar bunlar:

1. ai ∈ {1,2, . . . , r} (1≤ i ≤ r), a1 = a2 /∈ {1,2} vez /∈ {1,2};
2. ai ∈ {1,2, . . . , r} (1≤ i ≤ r), a1 = a2 /∈ {1,2} vez= 1;

3. ar = r +1 vez∈ {1,2, . . . , r−1}; ve

4. ar = r +1 vez= r.

Şimdi bu d̈ort farklı durumu inceleyelim:

1. Durum: Bu durumda

ε =


 1 2 3 . . . n

1 1 3 . . . n




β =


 1 2 3 . . . r r +1 . . . . n

a1 2 a3 . . . ar r +1 . . . . n




olarak alınırsaε bir idempotent veβ ise eksiklĭgi 1 ve dĕgişkenir −1 olan elemanlardır.

Ayrıca

α =


 1 2 3 . . . n

1 1 3 . . . n





 1 2 3 . . . r r +1 . . . . n

a1 2 a3 . . . ar r +1 . . . . n




olduğu kolayca g̈osterilir.

2. Durum: Bu durumda

ε =


 1 2 3 . . . n

a1 2 3 . . . n




β =


 1 2 3 . . . r r +1 . . . . n

1 1 a3 . . . ar r +1 . . . . n




26
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olarak alınırsaε eksikliği 1 olan bir idempotent veβ eksikliği 1 ve dĕgişkenir−1 olan bir

eleman olupα = βε dur.

3. Durum: Bu durumda

ε =


 1 2 . . . r−1 r r +1 r +2 . . . n

1 2 . . . r−1 r +1 r +1 r +2 . . . n




β =


 1 2 . . . r−1 r r +1 . . . n

a1 a2 . . . ar−1 r r +1 . . . n




olarak alınırsaε eksikliği 1 olan bir idempotent veβ eksikliği 1 ve dĕgişkenir−1 olan bir

eleman olupα = εβ dır.

4. Durum: Bu durumda

ε =


 1 2 . . . r−1 r r +1 r +2 . . . n

1 2 . . . r−1 r +1 r +1 r +2 . . . n




β =


 1 2 3 . . . r−1 r r +1 . . . n

r a2 a3 . . . ar−1 r r +1 . . . n




η =


 1 2 . . . r−1 r r +1 r +2 . . . n

1 2 . . . r−1 a1 r +1 r +2 . . . n




olarak alınırsaε ve η eksikliği 1 olan idempotentler veβ ise eksiklĭgi 1 ve dĕgişkenir−1

olan bir eleman olupα = εβη dır.

Şimdi r üzerinde ẗumevarımla dĕgişkenlĭgi 1 indirgeyip,α yı eksikliği 1 olan idempo-

tentlerin çarpımı olarak yazabiliriz.

Son olarak birα ∈ Tn öyle ki |Z(α)|= r > 1 alalım. Bu durumdäoyle i 6= j ∈ Xn vardır

ki iα = jα olur. Ayrıca birk∈ Xn\ imα vardır. Şimdiβ : Xn→ Xn yi

xβ =





x,

i,

x 6= j

x = j

olarak tanımlarsakim(β) = Xn\{ j} olup eksiklĭgi 1 olan bir idempotenttir. Ayrıcaγ : Xn→
Xn ni

xγ =





xα,

k,

x 6= j

x = j
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olarak tanımlarsakim(γ) = im(α)∪{k} olup eksiklĭgi r − 1 olan bir d̈onüş̈um olur. Her

x∈ Xn için

x 6= j isexβ = xγ = xα olduğundanxβγ = xγ = xα

x = j ise jβ = iγ = iα olduğundan jβγ = iγ = iα = jα

olup α = βγ şeklinde yazılır. Benzer şekildeγ yı da eksilĭgi 1 olan bir idempotent ile ek-

sikliği r−2 olan bir d̈onüş̈um çarpımı olarak yazabiliriz. Bu şekilde indirgeme yaparakα

eksikliği 1 olan idempotentlerin bir çarpımı ile eksikliği 1 olan bir d̈onüş̈um çarımı olarak

yazabiliriz. Birazönce g̈osterdik ki eksiklĭgi 1 olan d̈onüş̈umler eksiklĭgi 1 olan idempo-

tentlerin çarpımı olarak yazılabilir, o halde teoremi tamamen ispatlamış olduk.

Örnek 3.6 α =


 1 2 3 4 5 6

2 3 5 5 5 6


 ∈ ST6 alalım.

α =


 1 2 3 4 5 6

1 2 4 4 5 6





 1 2 3 4 5 6

2 3 1 5 5 6




olup,

ε =


 1 2 3 4 5 6

1 2 4 4 5 6


 ve β =


 1 2 3 4 5 6

2 3 1 5 5 6




alınırsaα, eksikliği bir olan bir idempotentε ve eksiklĭgi bir olan β dönüş̈umünün bir

çarpımıdır.

Teorem 3.7 Her sonlu yarıgrup sonlu regüler IG yarıgrubu içine g̈omülebilir.

İspat: Ssonlu bir yarıgrup olsun veS1 deSye gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen

yarıgrup olsun.X te S1 i içeren ve en az iki tane fazla eleman içeren bir küme olsun. Bu

fazla elemanlardan birinez diyelim. Her birs∈ S için ρs∈ TX yi

xρs =





xs

z

x∈ S1

x∈ X \S1

dönüş̈umü tanımlayalım. B̈oylece,Syi TX ye g̈ommüş oluruz. Aslında, herρs nin eksikliği

en az1 olup (bu ÿuzdenX e en iki eleman daha ekledik)Syi STX = TX \SX in içine g̈ommüş

oluruz. AyrıcaSTX bir önceki teorem nedeni ile birIG yarıgrupbu veSTX reg̈uler oldŭgunu

bu kısımın başında göstermiş oldŭgumuzdan, ispat tamamlanmış olur.
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3.2 Sonlu Tüm Dönüşüm Yarıgruplarının Idempotent Do ğurayları

Bu kısımdan≥ 3 ve Xn = {1,2, ...,n} olmak üzereSTn in idempotent dŏguraylarının

yapısını ve nasıl yazılabileceğini inceleyecĕgiz. Herα ∈ STn için

ker(α) = α◦α−1 = {(x,y) ∈ Xn×Xn | xα = yα}

bir denklik băgıntısıdır. Ĕgerα nın eksiklĭgi 1 ise
(
α◦α−1

)
-denklik sınıflarının biri hariç

diğer hepsi bir tek eleman içerir, biz bu bir tek eleman içerme durumunasingletondiyecĕgiz

ve ĕger tek singleton olmayan
(
α◦α−1

)
-denklik sınıfının elemanlarını belirleyebilirsek

denklik băgıntısı tamamen tanımlamış olacağız. Ĕger bu elemanlar, (i 6= j olmak üzere)

i, j ise denklik băgıntısını[i j ] ile gösterecĕgiz.

ε ∈ Tn bir idempotent veε nun eksiklĭgi 1 ise,ε, Xn deki bir eleman hariç diğer b̈utün

elemanları kendisine götürmelidir. Yani ĕgerε◦ε−1 = [i j ] ise iε = jε = i ya daiε = jε = j

ve diğer ẗum x∈ Xn için xε = x dir. Bu sebeple eksikliği 1 olan idempotentlerin toplam

sayısı,[i j ] formundaki denklik băgıntılarının sayısının iki katı, yaniXn nin iki elemanlı alt

kümelerinin sayısının iki katın(n−1) dir.

ε◦ ε−1 = [i j ] olacak şekildeki ikiε idempotenti için standart gösterim

 1 · · · i · · · j · · · n

1 · · · i · · · i · · · n


 veya


 1 · · · i · · · j · · · n

1 · · · j · · · j · · · n




şeklindedir. Fakat biz birincisini


 j

i


 ve ikincisini de


 i

j


 ile gösterecĕgiz.

Xn deki heri 6= j için

Z





 i

j





 = {i} ve


 i

j


◦


 i

j



−1

= [i j ] (*)

olduğuna dikkat edelim.

Tanım 3.8 i = 1, ...,m−1 için εiεi+1 6= εi veεiεi+1 6= εi+1 iseSTn dekiε1ε2...εm çarpımına

indirgenemezdenir.

Burada boy olarak kısalıktan bahsetmiyoruz.α = ε1ε2...εm nin indirgenemez olması

α = η1η2...ηk (k < m) şeklinde daha kısa bir çarpım olamayacağı anlamına gelmez. Ĕger

α, idempotentlerin bir çarpımı iseα yı indirgenemez hale getirene kadar kısaltmalar/indirge-

meler yapabiliriz.
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3.3 Eksikliği 1 Olan İdempotentler

Önerme 3.9 Her α,β ∈ STn için

|Z(αβ)| ≥max{|Z(α)| , |Z(β)|}

olur.

İspat: Xnα⊆Xn veXnβ⊆Xn olduğundan(Xnα)β⊆Xnβ olup,Z(β)⊆ Z(αβ) olur. Dolayı-

sıyla|Z(β)| ≤ |Z(αβ)| dır. Ayrıcaβ bir dönüş̈um oldŭgu için |(Xnα)β| ≤ |Xnα| olduğundan

|Z(α)| ≤ |Z(αβ)| olup istenilen

|Z(αβ)| ≥max{|Z(α)| , |Z(β)|}

eşitsizlik elde edilmiş olur.

Bunuönermeyi aşăgıdaki şekilde genişletebiliriz.

Önerme 3.10 α1,α2, ...,αm∈ STn ise

|Z(α1α2...αm)| ≥max{|Z(α1)| , |Z(α2)| , ..., |Z(αm)|}

dir.

Önerme 3.11 α ∈ STn eksikliği 1 olsun. Ĕger α = α1α2...αm şeklinde eksiklĭgi 1 olan

elemanların bir çarpımı ise

α◦α−1 = α1◦α−1
1 ve Z(α) = Z(αm)

olur.

İspat: Her i, j ∈ Xn için

iα1 = jα1 =⇒ iα1α2...αm = jα1α2...αm =⇒ iα = jα

olduğundanα1◦α−1
1 ⊆ α◦α−1 olur. Hemα hem deα1 in eksikliği 1 olduğundanα1◦α−1

1 ,

α◦α−1 in öz altk̈umesi olamaz. O haldeα◦α−1 = α1◦α−1
1 olur. Ayrıca

Xnα⊆ Xnαm =⇒ Z(αm)⊆ Z(α)

olup, α ve αm in eksikliği 1 olduğundan içinZ(αm) , Z(α) nın öz altk̈umesi olamaz . O

haldeZ(α) = Z(αm) olur.
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Teorem 3.12 α, STn nin eksikliği 1 olan bir elemanı olsun. Ĕger

α =


 i1

j1





 i2

j2


 · · ·


 im

jm


 (m≥ 2)

şeklinde eksiklĭgi 1 olan idempotentlerin indirgenemez bir çarpımı ise, o zaman, herr =

2, ...,m için

α◦α−1 = [i1 j1] , Z(α) = {im} , ir−1 = jr ve jr−1 6= ir

olur.

İspat: Yukardakiönermeden ve (*) dan

α◦α−1 =


 i1

j1


◦


 i1

j1



−1

= [i1 j1] ve Z(α) = Z





 im

jm





 = {im}

olduğunu biliyoruz. Biz

β =


 ir−1

jr−1





 ir

jr




altçarpımında ortaya çıkabilecek değişik durumları ele alalım.

Durumları yazmaya başlamadanönceir−1 6= jr−1 ve ir 6= jr olduğuna dikkat edelim.

Çarpım indirgenemez olduğu için ir−1 = ir ve jr−1 = jr durumunu g̈oz ardı ediyoruz. Aksi

belirtilmedikçe farklı adlandırılmış elemanları da farklı kabul edeceğiz. Herhangïuçünün

birbirine eşit olması durumunun da olamayacağına dikkat edelim.

Durumlar: (a):ir−1, jr−1, ir , jr nin hepsi birbirinden farklı olması durumu

(b): ir−1 = ir durumu

(c): jr−1 = jr durumu

(d): ir−1 = jr durumu

(e): jr−1 = ir durumu

(f): ir−1 = jr , jr−1 = ir durumu

(a) durumu:Bu durumdaZ(β) = {ir−1, ir} olur. Bu ise2 = |Z(β)| < |Z(α)| = 1

olduğunu g̈osterir ki bu da|Z(β)|= 1 olması gerĕgi ile çelişir.

(b) durumu:β =


 i

jr−1





 i

jr


 =


 i

jr−1


 olup, bu durum ise çarpımın in-

dirgenemezlĭgi ile çelişir.

31
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(c) durumu:β =


 ir−1

j





 ir

j


 =⇒ Z(β) = {ir−1, ir} benzer şekilde (a) durumda

ki çelişki elde edilir.

(d) durumu:β =


 i

jr−1





 ir

i


 =⇒Z(β)= {ir} , β◦β−1 = [i j r−1] olupβ nın eksĭgi

1 dir, fakatirβ = i ve irβ2 = jr−1 olup β bir idempotent dĕgildir.

(e) durumu:β =


 ir−1

j





 j

jr


 =⇒ Z(β) = {ir−1, j} benzer şekilde (a) durumda

ki çelişki elde edilir.

(f) durumu:β =


 i

j





 j

i


 =


 j

i


 olup, bu durum da çarpımın indirgeneme-

zliği ile çelişir.

O halde sadece (d) durumu mümkünd̈ur. Böylece ispat da bitmiş olur.

Yukardaki teoremin bir sonucu olarak:

Sonuç 3.13STn de eksiklĭgi 1olan idempotentlerin bir indirgenemez çarpımının eksikliğinin

1 olması için, gerekli koşul, herr = 1,2,3, ...,m− 1 için ir+1 6= ir , ve her r =

1,3,4, ...,m−2 için ir+2 6= ir , ve i4 6= i1 olmaküzere bu çarpımın

 i1

i2





 i3

i1





 i4

i3


 · · ·


 im−1

im−2





 im

im−1




şeklinde olmasıdır.

Ayrıca, yukarda verilen koşullar ile

β =


 i1

i2





 i3

i1





 i4

i3


 · · ·


 im−1

im−2





 im

im−1





 i2

im




ise

β =


 i1 i2 i3 i4 · · · im−1 im

im im i1 i3 · · · im−2 im−1




olup, aşăgıdakiönerme yi verebiliriz:

Önerme 3.14 Eğer i1, i2, . . . , im (m≥ 3), Xn nin farklı elemanları ise o zaman





 i1

i2





 i3

i1





 i4

i3


 · · ·


 im−1

im−2





 im

im−1





 i2

im







m−1

=


 i2

i1




olur.
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İspat: Göstermemiz gereken sadece


 i1 i2 i3 i4 · · · im−1 im

im im i1 i3 · · · im−2 im−1




m−1

=


 i2

i1




olduğu ki bu ise basit bir hesapalama olup, ispat tamamlanır.

Bu bölüm başında g̈ordüğümüz gibi eksiklĭgi 1 olan idempotentlerSTn ni doğurur. Biz

şimdi gördük ki STn ni doğurmak için ẗum eksiklĭgi 1 olan idempotentlere ihtiyacımız yok.

Yukardakiönermeden de anlaşılacağı gibi bu idempotentlerin yarısıSTn ni doğurmak için

yeterlidir. Örnĕgin;

I =









 i

j


 : 1≤ i < j ≤ n



\






 1

n









[






 n

1








kümesini elemanları ve yukardakiönerme kullanılarak, diğer ẗum eksiklĭgi 1 olan idempo-

tentleri elde edebiliriz. Dolayısıyla daI ile de STn doğururuz. Aslında aşăgıdaki teorem

bunun bir minimal dŏguray k̈umesi oldŭgunu s̈oylemektedir.

Teorem 3.15 n≥ 3 için rank(STn) = n(n−1)
2 dir.

İspatı için John M. Howie nin 1966 yaptığı çalışmaya bakınız.

Yukardaki teoremin ispatında kullanılan teknikler Grafik Teorisi (Çizge Kuramı) kavram-

ları gerektirdĭginden, ve dolayısıyla konuyu da fazla dağıtmamak için verilmemiştir.

ST2 =






 1 2

1 1


 ,


 1 2

2 2






 =






 2

1


 ,


 1

2






 olup , rank(ST2) = 2 olur.

Biz örnek olarakn = 4 alalım:

Eğer

I =






 1

2


 ,


 1

3


 ,


 2

3


 ,


 2

4


 ,


 3

4


 ,


 4

1








ise, yukardakïonermenin bir uygulaması olarak, diğer ẗum eksiklĭgi 1 olan idempotentleri

elde edelim:
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



 1

2





 4

1





 2

4







2

=


 2

1








 1

3





 4

1





 3

4







2

=


 3

1








 2

3





 1

2





 3

1







2

=


 3

2








 2

4





 1

2





 4

1







2

=


 4

2








 3

4





 1

3





 4

1







2

=


 4

3








 4

1





 3

4





 1

3







2

=


 1

4


 .

Ayrıca,α =


 1 2 3 4

2 3 4 3


 ∈ ST4 de idempotentlerin çarpımı şeklinde yazacak olursak:

α =


 4

2





 3

4





 2

3





 1

2




şeklinde indirgenemez idempotenlerin çarpımı şeklinde olur. Dikkat edilirse

Z(α) = {1}= Z





 1

2





 ve α◦α−1 = [24] =


 4

2


◦


 4

2



−1

dir.
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4. SIRAKORUYAN D ÖNÜŞÜMLER

Bu bölümde sırakoruyan d̈onüş̈um kavramı,̈ozellikleri veönemli sonuçlar verilmiştir.

4.1 Sırakoruyan Dönüşümerin Oluşturdu ğu Yarıgrupların Do ğurayları

Bu bölümde sırakoruyan d̈onüş̈umler yarıgrubuQn inceleyecĕgiz. Xn = {1,2, . . . ,n}
olmaküzereXn üzerinde dŏgal sıralamayı d̈uş̈unecĕgiz. Bu durumda herα ∈Qn için

1≤ 1α≤ 2α≤ 3α≤ ·· · ≤ nα≤ n

şeklindedir. Kolayca g̈orülürki Qn tüm dönüş̈umler yarıgrubuTn in bir altyarıgrubudur.̇Ilk

olarakQn in herhangi bir elemanınQn deki idempotentlerin çarpımı olarak yazılabileceğini

gösterecĕgiz. SonraQn in eleman sayısını veren bir form̈ul verecĕgiz.

Teorem 4.1 Xn üzerinde sırakoruyan dönüş̈umlerin k̈umesinin oluşturdŭgu yarıgrupQn in

her elemanı,Qn deki idempotentlerin çarpımı olarak yazılabilir.

Teoremin ispatı için aşağıdaki tanımlardan vëonermelerden yararlanacağız.

Tanım 4.2 α∈Qn için Z(α)= Xn\ im(α) kümesinin eleman sayısınaα nın eksiklĭgi diyece-

ğiz vede f(α) ile gösterecĕgiz. Yani

de f(α) = |Z(α)|= |Xn\ im(α)|

dir.

Önerme 4.3 α ∈Qn vede f(α) = k > 1 olsun. O zaman

α = ε1βε2 · · ·εr

vede f(εi) = 1 (1≤ i ≤ r), de f(β) = k−1 olacak şekildeε1,ε2,ε3, ...,εr ∈Qn idempotent-

leri ve β ∈Qn vardır.

İspat: Herhangi birα ∈Qn için de f(α) = k > 1 olsun. O zaman

P(α) =
{

y∈ im(α) |
∣∣yα−1

∣∣≥ 2
}

kümesini tanımlayalım.α birebir olmadı̆gındanP(α) 6= /0 dir. Ayrıca

dα = min{|z− p| | z∈ Z(α), p∈ P(α)}
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tanımlayalım. O zaman da,Z(α)∩P(α)= /0 olduğundan,dα≥1. Şimdi ispatadα üzerinden

tümevarımla devam edelim.

dα = 1 olsun. Genellĭgi kaybetmeksizinp+1∈ Z(α) olacak şekildep∈P(α) olduğunu

varsayalım (Aksi haldep−1∈Z(α) olup benzer şekilde yapılır. Yani|z− p|= 1 olduğunda

ya p+1 veyap−1∈ Z(α) olur). Şimdi

q = max{x∈ Xn | xα = p}

alalım. pα−1 birden fazla eleman içerdiğindenq′ ≤ q−1 için q′α = p dir.

p = q′α≤ (q−1)α≤ qα = p

ve dolayısıyla(q−1)α = p olur. Ayrıcaε : Xn−→ Xn dönüş̈umünü

xε =





q−1, eğerx = q

x, diğer

olarak tanımlarsakε bir idempotentdir ve ayrıca eksikliği 1 dir.

β : Xn−→ Xn dönüş̈umünü de

xβ =





q+1, eğerx = q

xα, diğer

olarak tanımlarsakβ ∈ Qn ve |Z(β)| = |Z(α)|−1 = k−1 ve α = εβ olur. ε ve β yı daha

açık bir şekilde yazacak olursak

ε =


 1 2 · · · q−1 q q+1 · · · n

1 2 · · · q−1 q−1 q+1 · · · n




ve

β =


 1 2 · · · q−1 q q+1 · · · n

1α 2α · · · (q−1)α = p q+1 (q+1)α · · · nα




şeklindedir.

Şimdi dα > 1 olsun. Genellĭgi kaybetmeksizinz∈ Z(α) alalım.

z+1, ...,z+dα−1∈ im(α)\P(α), z+dα ∈ P(α)

olur.

(Şimdi z< p için örnek verelim.

α =


 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 6 7 8 8 8 9 9 9



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olsun. Bu durumdaZ(α) = {1,2,3,4} , P(α) = {8,9} , im(α) = {5,6,7,8,9} , im(α) \
P(α) = {5,6,7} olupdα = |8−4|= 4, z= 4∈ Z(α) için 4+1, 4+2, 4+3∈ im(α)\P(α)

ve4+4 = 8∈ P(α).)

(z+ 1)α−1 tek bir elemana sahip olup bunat dersek(t + 1)α = z+ 2 dir. γ : Xn → Xn

dönüş̈umünü

xγ =





z, eğerx = t

xα, diğer

olarak tanımlarsakγ ∈Qn olur, ve|Z(γ)|= |Z(α)|= k dır. Ayrıca,

z+1∈ Z(γ),z+dα ∈ P(γ)

ve dolayısıyladγ = dα−1 dir.

(Yukarda kiörnek için4+4= 8∈P(γ) = {8,9} veZ(γ) = {1,2,3,5} olupdγ = dα−1=

4−1 = 3 olur.)

Eğerη : Xn→ Xn dönüş̈umü

xη =





z+1, eğerx = z

x, diğer

zε = z+1, xε = x (x 6= z)

şeklinde tanımlarsakη ∈Qn eksikliği 1 olan bir idempotent olupα = γη dir.

Tümevarım hipotesinden, benzer şekilde

γ = ε1βε2 · · ·εs

ve de f(εi) = 1 (1≤ i ≤ s), de f(β) = k−1 olacak şekildeε1,ε2,ε3, ...,εs ∈ Qn idempo-

tentleri veβ ∈Qn vardır. Burdan da

α = γη = ε1βε2 · · ·εsη

olup, ispat biter.

Ayrıca yukarıdakïonermenin ispatında aşağıdakiönermeyide ispatlamış olduk.

Önerme 4.4 α∈Qn vede f(α) = k> 1 olsun. O zamanα, eksikliği bir olan bir tek eleman

ile eksikliği bir olan bir kaç idempotentin çarpımı olarak yazılabilir.
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Bir önceki b̈olümde de tanımladığımız gibi

Sα = |S(α)|= |{x∈ Xn | xα 6= x}|

sayısınaα nın dĕgişkeni denir.

Önerme 4.5 α ∈Qn için de f(α) = 1 veSα > 1 ise

α = εβ ve Sβ = Sα−1

olacak şekilde eksikliği 1 olan birε ∈Qn idempotenti ile eksiklĭgi 1 olan birβ ∈Qn vardır

veSβ = Sα−1 dir.

İspat: Eğerα nın eksikl̆gi 1 ise,α sıra koruyan d̈onüş̈um oldŭgundan,̈oyle bir teku∈ Xn

vardır ki

uα = (u+1)α

dir. VarsayalımkiZ(α) = {v} olsun :

Eğeru < v ise

xα = x (x≤ u)

xα = x−1 (u+1≤ x≤ v)

xα = x (x > v+1)

dir. Eğeru≥ v ise

xα = x (x < v)

xα = x+1 (v≤ x≤ u)

xα = x (x≥ u+1)

şeklinde iki durum oluşur.

Eğer u < v iseε : Xn−→ Xn ve β : Xn−→ Xn yı

xε =





u, eğerx = u+1

x, diğer

ve

xβ =





u+1, eğerx = u+1

xα, diğer
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şeklinde tanımlarsakε,β ∈Qn olup,ε bir idempotent ve

de f(ε) = de f(β) = 1, Sβ = Sα−1 ve α = εβ

dir.

Eğeru≥ v ise

xε =





u+1 eğerx = u

x diğer

ve

xβ =





u, eğerx = u

xα, diğer

şeklinde tanımlarsakε,β ∈Qn olup,ε bir idempotent ve

de f(ε) = de f(β) = 1, Sβ = Sα−1 ve α = εβ

dir, veönermenin ispatı bitmiş olur.

Önerme 4.6 Eksikliği 1olanα∈Qn, eksikliği 1olan idempotentlerin çarpımı olarak yazıla-

bilir .

İspat: α ∈ Qn ve de f(α) = 1 olsun. Ĕger Sα = 1 ise α nın kendisi bir idempotent olup

eksikliği 1 dir. (GerçektenS(α) = {u} ise x 6= u için xα = x olduğundanxα = xα2 olur

ve uα 6= u olduğundanuα /∈ S(α) olup,uα2 = uα dır.) Kabul edelim kiSα ≥ 2 ve önerme

Sα−1 için doğru olsun. O zaman, bir̈oncekiönermeden

α = εβ ve Sβ = Sα−1

olacak şekilde eksikliği 1 olan birε ∈Qn idempotenti ile eksiklĭgi 1 olan birβ ∈Qn vardır.

veSβ = Sα−1 dir. Tümevarım hipotesindenβ ve dolayısıyla daα eksikliği 1 olan idempo-

tentlerin çarpımı olarak yazılabilir.

Yukarıdakiönermelerle ilk olarakα∈Qn için de f(α) = k , i = 1,2, . . . , r için εi eksikliği

1 olan idempotent vede f(β) = k−1 olmaküzereα nın

α = ε1βε2 · · ·εr

şeklinde yazılabilecĕgini gösterdik. Sonra bir sonrakiönermeyle indirgeme yapılaraki =

1,2, . . . ,m için εi eksikliği 1 olan idempotentde f(β) = 1 olmaküzereα nın

α = ε1 · · ·β · · ·εr (1)
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şeklinde yazılabilecĕgini gösterdik. Son ikïonermedende f(β) = 1, ε eksikliği 1 olan idem-

potent veSσ = Sβ−1 olmaküzereβ nın

β = εσ

şeklinde yazılabilecĕgini gösterdik. Benzer şekilde devam ederseki = 1,2, . . . ,k için εi

eksikliği 1 olan idempotentler veSφ = 0 olmaküzere

β = εε′1 · · ·ε′kφ (2)

şeklinde yazılabildĭgi kolayca g̈orülür. Sφ = 0 olduğundanφ birim dönüş̈um olup(1) ve(2)

den

α = ε1 · · ·εε′1 · · ·ε′k · · ·εr

şeklinde idempotentlerin çarpımı şeklinde yazılır. Yani bu bölüm başında ifade ettiğimiz

teoremi ispat etmiş oluruz.

4.2 Kombinatorik Sonuç

Qn in eleman sayısını veren form̈ulü aşăgıdaki teorem ifade edelim:

Teorem 4.7 Qn , Xn = {1,2, . . . ,n} üzerinde ẗum sırakoruyan d̈onüş̈uler yarıgrubu g̈ostersin.

O zamanQn elemen sayısı

|Qn|=
(

2n−1
n−1

)

dir.

İspat: α ∈ Qn ise 1≤ 1α ≤ 2α ≤ ·· · ≤ nα ≤ n dir. r = 0,1, . . . ,n−1,n için gr(α) yani

α nın r li mesafesiniaşăgıdaki gibi tanımlayalım. Buradagr(α) her r için α nın tanım

kümesindeki elemanların blok halinde nasıl gidebileceği hakkında bize bilgi verecektir:

g0(α) = 1α−1

gr(α) = (r +1)α− rα 1≤ r ≤ n−1

gn(α) = n−nα .

Bu durumda
n

∑
r=0

gr(α) = n−1
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olduğu kolayca g̈orülür. O zamann tane noktanın ven− 1 tane ∑n
r=0gr(α) den elde

ettiğimiz toplam2n−1 noktadanXn kümesinde sıralı d̈onüş̈umleri aldı̆gımızdann−1 tane

noktanın seçimini d̈uş̈unürsek bunu da

(2n−1)!
n!(n−1)!

=
(

2n−1
n−1

)

formülü ile bulabiliriz.
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