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Bu calismada yarigrup teorid@emli yer tutan transformasyon yarigruplarinigdiay-
lar hakkindadnemli tanim ve teoremler bir araya toplanmigbrnejin sonlu tim transfor-
masyon yarigrubunun eriikilk dajuray Kimesi ve ranki verilmistir. Ayrica transformasyon
yarigrubunu kapsayan kismodigimler yarigrubunun yapisi verilmistir. Sonlu transfor-
masyon yarigruplarinin idempotentleri tarafindayawlan altyarigruplar ve bu idempo-
tent elemanlarirozellikleri sunulmustur. Son olarak transformasyon yarigrubunun alt-

yarigrubu olan sirakoruyarddigimler tanimlamis, bu@htisimlerin yapisi ve dgraylari
verilmistir.
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In this study, we gather some theorems about the generators of some transformation
semigroups playing an important role in semigroup theory. Such as we gave a minimal
generating set and the rank of finite full transformation semigroup. Also the structure of
partial transformation semigroup which includes the transformation semigroup was given.
The subsemigroup generated by idempotent elements of finite transformation semigroup
and properties of this idempotent elements are presented. Finally, order preserving transfor-
mation semigroup which is a subsemigroup of the transformation semigroup was defined,
the structure and some generators of these transformations were given.
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

Bu bolumde ileride kullanadgiz tanimlar vebazinemli sonuglari verecgz.

Tanim 1.1 Sbos olmayan bir @me olsun. O zaman
0:S5xS5—S

seklinde tanimlh bir fonksiyon& tizerinde birikili islem ve (S o) ikilisine grupoid denir.

Hera,b € Sicin (a,b) nin o ikili islemi altindaki goruntiidini ac b ile gosterecgiz.
Tanim 1.2 (S o) bir grupoid olsun. Hea,b,c € Sicin

ao(boc)=(aob)oc
ise (S o) ikilisine yarigrupdenir.

(S o) bir yarigrup olsun. Ber S Uzerindekio, ikili isleminin karistiriimasi 6z

konusu dgil ise (S, o) ikilisi yerine sadec& ve hera,b € Sigin acbyerine deabyazacgiz.

Tanim 1.3 S bir yarigrup vee € Solsun. Hera € Sigin ea= a ise e ye S nin bir sol
birim,hera e S icin ae= aise e ye Snin bir saj birim denir. Hem sol hem de §airim

olan bir elemana sadebérim elemerdenir.

Bir yarigrupta birim eleman vardeolayca @sterilir ki birim eleman tektir ve biz bu
elemani genellikld ile gostericgiz. Bir yarigrupta birden fazla sol veyagshirim eleman

olabilir.
Tanim 1.4 Birim elemanl yarigruplaranonoiddenir.

Tanim 1.5 Sbir yarigrup vez € Solsun. Hera € Sicin za= zisez ye Snin bir sol sifir
elemanjeger hera € Sicin az= zisezye Snin bir saj sifir elemandenir. Hem sol hem

de s@ sifir olan bir elemana sades#dir eleman denir.

Kolayca gysterilir ki bir yarigrupta sifir eleman var ise tektir ve biz bu elemani genellikle

O ile gosterecgiz. Bir yarigrupta birden fazla sol veyagsaifir eleman olabilir.

Ornek 1.6 Shos olmayan herhangi biiikne olsun. Hea, b € Sicin

ab=a
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seklinde tanimlanan ikili igslem il& bir yarigruptur. Bu yarigrubun her elemani,hem sol

sifir hem de s@ birim elemandir. Biz bu yarigruba sol sifir yarigrubu diy@ze

Benzer sekilde gpsifir yarigrubu ve sifir yarigrubu da tanimlanabilir.

Tanim 1.7 Shir yarigrup vee € Solsun. Ejere? = eiseeye Snin bir idempotent eleman

denir. Ayrica her elemani bir idempotent olan yarigruplzaaddenir.

Sol sifir, sg sifir, sifir, sol birim, sg birim ve birim elemanlarin idempotent olgu
kolayca gpserilir.

Sherhangi bir yarigrup olsun.

o _ S, leSise
SU{l}, 1¢Sise

olarak tanimlansin. §erS* tizerindeki, ikili islemi hers t € Stigin

)
st, steSise

s, t=1ise
St=
t, s=1ise

1, s=t=1ise

seklinde tanimlarsa! bir yarigrup olup, buna gerekirse birim eleman ekleneBalen

elde edilen monoid denir

Tanim 1.8 Shbir yarigrup vea € Solsun. Eeraba= a olacak sekilde bib € Svar isea
ya Snin bir regller eleman denir. Her elemani ri@dgr olan yarigruba deeguler yarigrup

denir.

Ornek 1.9 AveB bos olmayan iki kme veS= A x B olsun. Her(a,b), (c,d) € Sigin

(a,b)(c,d) = (a,d)
seklinde tanimlanan ikili islem il& bir yarigruptur.

Snin her elemaninin hem bir idempotent hem ddifegolduju kolayca grulur. Biz

bu yarigrubalikdortgensel bandliyecejiz.

Tanim 1.10 S bir yarigrup veT C Solsun. Hera,b e T icin abe T ise T ye Snin bir

altyarigrubudenir veT < Syazillir.
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Tanim 1.11 Shir yarigrup velJ C Solsun. Eer herae U vex € Sigin
(i) axe U iseU ya s& ideal,
(i) xae U iseU ya sol ideal ve

(iii) U hem sg hemde sol ideal isd’ya bir ideal denir.

Tanim 1.12 X bos olmayan bir éme olsunX x X kartezyen carpiminin her altiknesine
X Uzerinde birbaginti denir. X Gzerinde ki tim bajitilarin olusturdgu kiimeyi Bx ile
gosterecgiz.

Ayrica, herp,o € By igin
poo={(x,y) € XxX|enazbirze Xi¢in (x,z) € pve (zy) € 6}
seklindeBx Uizerinde bir ikili islem tanimlayalim.

Onerme 1.13 Yukarida tanimlanan islem il8x bir yarigruptur.

Ayrica By ,birim elemani

Ix = {(x,X) : x € X}

olan bir monoiddir. §erp € Bx isep nun griint kiimesi, tanim kmesi ve tersi sirasiyla

im(p) = {yeX|[(xy)cp}
dom(p) = {xeX][(xy)€p}
pt = {(BX) eXxX]|(xY)€p}

seklinde tanimhdir. Ayricg € Bx vex € X igin

xp = {yeX|(xy)ecp}

xp b = {yeX|(y,x) ep}

seklinde tanimhidur.

Herhangi birA kimesinin eleman sayisifA| ile gosterecgiz.

Tanim 1.14 6 € Bx olsun. Herx € X i¢in [x8| < 1ise® ya bir kismi ddniigim denir. Ayrica

X Uzerindeki tim kismi ddnigimlerin kimesiniP7x ile gosterecgiz.
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Onerme 1.15 Tiim kismi ddniisimlerin Kimesi?Tx, tim bajintilar yarigrubusy in bir
altyarigrubudur.

Ispat: @,y € PTx ve (x,y1), (X Yy2) € @p olsun. Bu durumda

(X,21) €@, (z1,y1) €Y ve (X,22) € @, (22,y2) €Y

olacak sekildez;,zo € X vardir. @ € PTx oldugundanz; = z, ve ayrica dap € PTx

oldugundany; = y» dir. Dolayisiylagy € PTx olur.

Tanim 1.16 PTx e kismi ddnusimler yarigrubudenir. a € P7x olmak Uzere, hex €
dom(a) igin |xa~t| = 1, isea ya bir kismi bire-bir dbniiim denir. AyricaX tizerindeki

tim kismi bire-bir dnisimlerin kimesiniP Iy ile gosterecgiz.

Onerme 1.17 Tiim kismi bire-bir @niisimlerin KimesiPIx, tum kismi dnisimler

yarigrubu®?T x in bir altyarigrubudur.

Ispat: ¢, € PIx ve(x1,Y),(X,y) € @ olsun. Bu durumda

(Xlazl) cQ (Zlay> € LIJ ve (XZ’ZZ) cq, (22?y> € l‘IJ

olacak sekildezy,z, € X vardir. Y € PIx oldugundanz; = z, ve @ € PIx oldugundan

X1 = X2 dir. Dolayisiylagy € PIx olur.

Tanim 1.18 a € PTx olsun. Herx € X icin |xa| = 1 isea ya bir (tim) ddnigim denir.

Ayrica X Uzerindeki tim ddnigimlerin kimesiniZx ile gosterecgiz.

Onerme 1.19 Tiim dnusimlerin kimesiniZ, tim kismi ddnisiimler yarigrubuP7x in

bir altyarigrubudur.

Ispat: @ g € Tx olsun. Herx € X igin @ € Zx oldujundan|xg| = 1 ve Y € Tx oldujunda
|(x@)W| = 1 olur. Ayrica,(X,y1), (X, y2) € @b ise

(X,21) €@, (z1,y1) €Y Ve (X,22) €Q,(22,y2) €Y

olacak sekildez;,z, € X vardir. Bu durumdap € 7x oldugundanz; = z, ve Y € Tx

oldugundany; = y» dir. Dolayisiylag € ‘Ix olur.

Tanim 1.20 7x yarigrubuna tizerindekitim ddnisimler yarigrubudenir. Zx in herhangi

bir altyarigrubuna daoniugimler yarigrubudenir. Ejera € 7x olmak tizere, hex € X
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icin \xa—l\ = lise,a ya pernitasyondenir. AyricaX Uzerindeki im perniitasyonlarin

kiimesiniSx ile gosterecgiz.

Onerme 1.21 Tiim perniitasyonlarin kmesiSx, tum ddniisimler yarigrubuZx in bir alt-

yarigrubudur.
Ispat: @, € Sx ve (x1,Y), (X2,y) € @ olsun. Bu durumda
(x1,21) € @, (z1,y) €Y Ve (x2,22) € @, (2,y) €Y

olacak sekildez;,z, € X vardir. ) € Sx oldugundanz; = z, ve @ € Sx oldugundanx; = X
dir. Dolayisiylagy € Sx olur.
Ayrica kolayca @sterilir ki S bir gruptur.

Onerme 1.22i) pe PTx ise¢ 1 € PTx < @birebir dnigimdir.

i) g Ty ise@! € Tx < @bir permitasyondur.
Teorem 1.23 Shir yarigrup olsun.O zama®bir donigim yarigrubuna izomorfiktir.
Ispat: X = S! olmakiizereZx tiim doniisim yarigrubunu alalima e Sicin

Pa : X—X

XPpa = Xa
olarak tanimlarsak, € Zx'tir. Ayrica, herx € X igin
X (PaPp) = (xa) pp = X(ab) = XPap
dir. Simdiy : S— Tx donusimini
P (a) = pa
olarak tanimlayalim. Bu durumda
Y (ab) = pab = papp = Y (a) Y (b)

olup Y bir homomorfizmadir. Ayrica

V(@ = wb)=pa=pp
= XPa = XPp (Vx e X)
= Xa=xb (x=121alinirsa
— a=b
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olupy bir-birdir. Y'nin goruintusl Zx'in bir altyarigrubu, dolayisiyla bir@niigim yarigrubu
oldugundan istenilen@sterilmis olur.

Eger |X| = nise bizX = X, ={1,2,...,n} kabul edip,Bx,PTx,PIx,7x,Sx yerine
sirasiylaBy, PT,, Pln, Th, S, Yazacdiz. Bu durumda

S < Th<PTh<Bn

S < Ph<PTh<Bp

olur. AyricaT,NPI, = S, dir.

Tanim 1.24 S bir yarigrup veX C Solsun. Snin X iceren en kguk altyarigrubuna in
dogurduju yarigrupdenir. Bu yarigrup(X) ile gosterilir. Eger S= (X) ise X e Snin bir
dogurayidenir.

Kolayca gsterilir ki Sbir yarigrup veX C Sise
N\
X)= {T|T<SveXCT}

Tanim 1.25 Shbir yarigrup olsun. Ber sonluX C Sigin S= (X) ise Sye sonlu dgurayli

yarigrup denirSsonlu d@gurayh yarigrupolsun.
rank(S) = min{|X|: X C §S= (X)}
sayisingsSnin rankidenir.

Tanim 1.26 S bir yarigrup veE (S) de S nin tim idempotentlerinin olusturdw kiimeyi
gostersin. ger birX C E(S) icin S= (X) ise X e bir idempotendoguray denir.

Onerme 1.27 Shir yarigrup veX C Solsun. O zaman
(X) ={x1X2+-Xn | NEZT Ve X1,%,..., % € X}
seklindedir.
Ispat: T = {X;X2---Xn | N€ZT Ve X1,%,...,X, € X} olsun. Her
a=XxpXo. Xm,b=vy1y2-- -y eT
icin

ab=Xx1X2.. Xmy1Y2..Yk € T
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olupT < Sdir. (X) bir altyarigrup veX i icerdiginden hexs, X, ..., X, € X igin
X1X2 -+ Xn € (X)
olupT < (X) olur. Ayrica tanim ger@ (X) < T olup, T = (X) elde edilir.,

Teorem 1.28 S bir yarigrup veT < Solsun. EerS\ T ,Snin bir ideali iseS nin herX
doguray! icindyle birY C X vardir kiY deT nin bir dogurayidir.

Ispat: S= (X) olsun.Y =T NX alahm. T = (Y) oldujunu @sterelim.t € Ticint € S

oldugundangyle x1,Xo, ..., Xy € X vardir ki
t=X1X2- - Xn
dir. Eger en az bi; icin x; € S\ T olsaydiS\ T ideal old@undan
(XaX2 - - Xi—1) X (Xi+1%+2 - Xn) € S\T

olupt € T olmasi ile gelisir. O haldg;, xp,...,X, € T olup T = (Y) elde edilir.
Pernutasyon olmayana@hiigimlere sindiler dnisim diyecgiz, ve X, = {1,2,...,n}
Uzerindeki tim sindiler dnigimlerin KimesiniST, ile gosterecgiz. Bu durumdaST, =

Th\ S olur.

Onerme 1.29 ST, Ty, nin bir idealidir.
Ispat: o € T, vep € ST, olsun. Hery,3 € T, vep € ST icin

im(yd) Cim(d) ve | im(p)|<n-1
oldugundan
[im(ap)| < [im(B)| <n—-1

r.O haldeaf € ST, olur. Ayrica| im(B)| <n—1ve a € T, oldugundan im(Ba)| <n—1
olup Ba € ST, olur. BdyleceST, nin bir ideal old@u gdsterilmis olur.

Y ={x1,%2,...,%} CXn={1,2,...,n} vea € T, (a € §) olsun. Ber xa = X1 (1 <
i <r—1),xa=x;vexa=x(Vxe X,\Y) isea'ya bir r-devir denir vea = (X1,X2,..., %)

yazilir. Ornejin;

12 .- n-1n 1 2 3 4 ... n
(1,2,"',”): (172):
2 3 --- n 1 21 3 4 .--- n
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Ayricabirf e Tyigini, j € X, vei # j olmakuzere

] Xx=iveyax= ]
XB=
X diger

(x € Xn) seklinde tanimli is@ = ||ij|| yazac@iz. Ornejin;
1 2 3 4 - n
122l =
223 4. n
S ={(@2,---,n),(1,2)}) ifadesine sahibiz (Rotman, 1994 ‘den). Biz ggkaki teo-

remi ifade edelim.

Teorem 1.30a = (1,2,---,n), B= (1,2) vey=||12|| olmakuzereT, = ({a,B,y}) dir.

Ispat: S, = ({a,B}) oldujundani, j > 3icin (1,i),(2,j) € ({a,B}) olup, kolayca kontrol
edilir ki

()22 (1) = [lizf (=3
@12 2) = Il (=3,
yani[[i2]], [|1j]| € {{a,B,v}) (i, ] = 3) olur. Ayrica
LD E DI EpEy=Iijl  (,j=3 i#]j)
olduguda kolayca kontrol edilebilir.
GDNIED =10 Gi=1, i#])
oldugundan, her, j > 1vei # j icin [|ij| € ({a,B,y}) oldugu gosterilmis olur.

@< Tyvelim(@)| =r <n—1olsun. O zamafim(g)| < n—1oldujundardylei # j € X,
vek € X, vardir kiig= j@ vek ¢ im(q) dir. Simdi biz6 donigimini

k x=iise
X0 =
{ XQ X#iise
olarak tanimlanirsak kolaycaagterilir ki

e=1ijl®

ve |im(8)| =r +1dir. Eer|im(0)| =r +1 = n, yani® bir pernmiitasyon isd® € ({a,B,y})

oldugu gosterilmis olur, aksi hald@ yerine® alir ve benzer sekilde devam ederidyyece
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@yi belli sayida ||ij||’lerin ve bir permitasyonun ¢arpimi seklinde yazabiliriz. O halde
Th= ({0, B,y}) olduguda ispatlanmis olur.

n > 3icin S, devirli olmadigindan en az iki eleman tarafindargdaulur, yaniS, =
(X) ise|X| > 2dir. AyricaS, = ({(1,2,---,n),(1,2)}) oldujundan, ranis,) = 2 oldugu

gorulur.

Sonug 1.31rank(T,) = 3.

ispat: Bir X C T icin T, = (X) olsun.ST,, T, nin bir ideali old@undanS, N X, S, nin bir
doguray Kimesidir, dolayisiylaS, N X| > 2 olur. §;N X = X olsaydi(X) = S, olacaindan
bu (X) = T, olmasi ile celisir. O haldgX| # 2 yani|X| > 3 olur. Ote yandar, = ({a,B,y})

olup ranKT,) = 3 esitligi elde edilir.
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2. KISMi DONUSUMLER IN YAPISI

Bu bolumde kismi @nugimlerin yapisi ve patika ve dairelerin ¢arpimi olarak

yazilabilecgini gosterecgiz.
2.1 Kismi Bire-Bir D dnustimlerin Pargalanigi

Egera € Pl, (C PTy) icin dom(a) = 0 ise biza ya sifir ddnigim diyecgiz ve bu

donugimi O ile gosterecgiz, yani

(120"

Herhangia, 3 € Pl icin, egerim(a) ndom(B) = 0 ise af3 = 0 oldugu kolayca @rulur.
Orngjina,p € Pl;

1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 6 7

a= ve (=
23 -56 -7 4 — — 6 — — —
seklinde tanimli isém (o) Ndom(f3) = 0 olup af = 0 oldugu goriltr. Ayrica

12 3 45 6 7
Ba =
5 — — _— _ _ _

olup,af = 0 olmasipa = 0 olmasini gerektirmez.

A={i1,ip,...,Ik} C Xy a € Pl,vedom(a) = A olsun. Ayrica
110 = i2,i20 = 3,....,Ik_10 = ik
veika = g € X, olsun. Ejerq = is isea bir daire olupji, j2,..., jn—k € Xn \Aligin, a yi
o = (ia,i2,...,1k) (Ja] (2] -+ (Jn-k]
seklinde yazadaz ve bunak-daire diyecdjiz. Ejerq # i1 € X,\ dom(a) isea yi
o = (i1,i2,..., ik, 0 (Ma] (M) -+ (M1

(mg,my,....My_k_1 € X\ (AU{q}) ) seklinde yazadaz ve(k+ 1)-patikadiyecdiz. Sifir
donigimu ise
(1(2(3]---(nf =0€ Ply

10



2. KISMI DONUSUMLERIN YAPISI Metin KOG

seklinde @sterecgiz.
Simdiye kadar yapgimiz tanimlarla kismi bire-bir@hiisimlerin nasil kodlanabile¢g

konusunda bir temel atmis olduk.

Tanim 2.1 X, = {1,2,...,n} ve a,p € Pl, olsun. Eerdom(a)uUim(a) ve dom(p) U
im(B) ayrik isea ve B ya ayrik donigimler diyecejiz. Ayricay = af} ise dom(y) =
dom(a)udom(B) olup,yyaa ile  ninbileskesidenir

Egera ve 3 ayrik ddonigimler iseaf3 = Ba oldugu kolayca @lurulur. y, x € dom(y)
icin
xa, xe€dom(a)
Xy:
xB, xe€dom(B)

seklinde tanimhdirOrn&gin;

iseqa, 3 € Ply elemanlari ayrik olup

1 2 3 4
(21 23)»

2 — 4 3
olur. Ayrica
a = (12(3](4],
B = (1(2Z(34)
y = (12(34)

seklinde yazilabiliriz. Aslindy = (12 (3] (4] (1] (2] (34) olarak da yazabiliriz. Fakat
(3] (4] (1] (2] kism1 gereksiz bilgi oldgundan sadece gereken bilgileri yazjiea

2.2 Kismi Bire-Bir D onusiimlerin Patika Ve Dairelere Parcalanisi

Bu bdlimde yukarida tanim vézelliklerini verdgimiz kismi bire-bir d@nigimlerin
patika ve dairelerin carpimi olarak yazilabilgoe gosterecgiz.

a € Pl vex € dom(a) olsun. Berxa # x ise

Nx = (X, xa]

11



2. KISMI DONUSUMLERIN YAPISI Metin KOG

olarak tanimlanir. Gerxa = x ise
Yx = (X)

olarak tanimlanirOrn&jin;

isedom(a) = {1,2,4,5} olmakiizere
Yi= (172]= Y2 = (27 1]7 Ya = (4)7 Ns = (573]

seklindedir.

a € Pl, yi k < ndefa uyguladjimizdax, xa, . . ., xak elemanlari birbirinden farkli ise
Nx = (x,xor,...,xak}

seklindek-patika veya k < n defa uyguladjimizdax, xa, ...,xak elemanlari birbirinden

farkli fakatxa® = x ise
Yy = (x,xa,...,xak>
seklindek-daire ye genelleyebiliriz.
Tanim 2.2 ny = (x, Xa, ... ,xa"] patikasinda e sol-bitis noktasixaK ya isesaj-bitis nok-

tasidiyecdjiz. Egerny in sol-bitis noktasi olarx € dom(a)\.im(a) ve s&-bitis noktasi

olan xar € im(a) \ dom(ax) seklinde ise(x,xa,...,xak] patikasina bimaksimal-patika

1 2 3 45
a=
4 3 - 5 2

icindom(a) = {1,2,4,5} veim(a) = {2,3,4,5} dir. L e dom(a) \ im(a) ve 3 € im(a) \

denir.

Orngjin

dom(a) oldugundam = (1,4,5, 2, 3] bir maximal-patika dr.
Onerme 2.3 a € P, igin asajidaki ifadeler dgrudur.
(i) o daki maximal-patikalan venricin yan = n/yadan ile n ayriktir.

(i) o dakiyveyr daireleriicin yay =y yaday ile yr ayriktir.

12
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(iii) o daki hicbir maksimal-patika ile hicbir dairenin ortak elemani yoktur.

(iv) Heryeim(a)\dom(a) icin xas =y veny = (X,xa,...,xas,y|] bir maksimal patika

olacak sekildex € dom(a) \ im(a) vek > 1 vardir.

Ispat: o : dom(a) — im(a) doniisimil bire-bir vedrten dniigiim oldujundan (i), (i), (iii)
ifadelerinin d@rulugu acikca grulur. Biz (iv) ifadesini timevarim ileispatlayahm.

y € im(a) \ dom(a) ise dyle birx; € dom(a) vardir kix;o =y ve x; #y dir. O za-
man (xq,y] olur. Ejerx; ¢ im(a) ise (xq,y] bir maksimal patikadir. &erx; € im(a)
ise benzer sekildexoa = x; olacak sekildex; € dom(a) vardir. a bire-bir oldugundan
X2 # X1 dir. Ayricay € im(a) \ dom(a) olup x2 # y dir. Bu durumda(xz,X1,y| seklinde
patika elde ederiz. Bu sekilde devam eder¥glkimesi sonlu vex bire-bir oldujundan

(X, Xk—1, - - -, X1, Y] Seklinde bir maksimal-patika elde ederiz.
Teorem 2.4 Hera € PI,\ {0}

a=niN2---NuYiy2---W

seklinden; ayrik patikalarinin veyj ayrik dairelerinin bileskesi seklinde yazilabilir. Bu

yazilista dairelerin sirag$inemli dgildir.

Ispat: Egera e Pl,\ {0} ise yadom(a) = im(a) veyadom(a) # im(a) dir. dom(a) =
im(a) isea bir permitasyon olup ayrik dairelerin carpimi olarak yazilalgldi biliyoruz.
dom(a) #im(a) vedom(a) \im(a)={1,...,u} olsun.x € dom(a) \im(a) alalim vex e
mumkiin olan en yiksek dereceye kadaryi uygulayalim. O zamaK = {x, Xa, X02, . . }
seklinde bir Kime elde ederizX, sonlu old@undanxaX ¢ dom(a) veyaxa® = xa™ ve
m> k olacak sekilde bik > 1 vardir. Fakakak = xa™ olmasi imkansizdir. gnkil o tanim
kiimesitizerinde birebirdir. Hex € dom(a) \ im(a) i¢in xaX ¢ dom(a) olacak sekilde bir

k vardir. Bu maximal-patika yny = (x,xa,...,xak} olarak tanimlayabilirizOnejin

123 456 7 8
a=
2 34 -85-—-17
icin dom(a) \ im(a) = {1,6} ve im(a) \ dom(a) = {4,7} olup n1 = (1,2,3,4] ng =
(6,5,8,7] dir. Bu buldumuzn; ler yukardakionermeden dolayi ayrik olup istéliniz

gibi siralayabilecgimizden3 = nin2ns---nu seklinde yazabiliriz.a = B ise ispat biter.

a # B olsun. as=yi---y icin a = Bas oldugunu @stermeliyiz. as = a|goma)\domp)

13



2. KISMI DONUSUMLERIN YAPISI Metin KOG

kisitlama @é@nisimini tanimlayalim. Bu durumdav niin bir perniitasyon oldgunu gister-
meliyiz. Bunu yapabilmek icin agadakiozelliklere intiyacimiz var.

1. im(a)\ dom(a) =im(B) \ dom(p) dir. (y € im(a)\dom(a) < maximalny =
(X,...,Y], birxe dom(a) \im(a) < yecim(B)\ dom(B))

2.dom(B) \im(B) = dom(a) \ im(a) (Her ikiside{1,2,...,u} kimesine esit).

3.im(a7/)Uim(B) =im(a)

4.y e dom(ar) isey ¢ im(f3) oldugunu $yleyebiliriz.

(Bunun icindom(a/) C im(a/) oldugunu dstermeliyiz. Bu isey € dom(a) isey ¢
im(a)\ dom(a) dir. (2).ve (1). dery ¢ dom(f3) olup istenilen elde edilir.)

5. y € im(a) oldugunu ®yleyebiliriz. (Benzer sekilde(2), ¢ dom(B) \ im(B) vey €
dom(a) olup (5) ddrudur.)

Boylece (4), (5) ve (3pzelliklerindeny € im(a/) olup dom(a’) = im(a/) dir. Yani
o/ bir permiitasyondur. O zaman bire dom(a/) igin a uygulanirsaK = {x,xa,xa?,...}
elde edilir. Birk > 1 icin x = xa* olup herx € dom(a) igin yx = (x,xq, ..., xa/) olarak
tanimlayabiliriz. Dolayisiylax = Ba’=nz---ng y1--- W dir. Simdi bu yazilisin tekgini

gorelim. a nin iki tarlt yazildgini kabul edelim. Yani
aO=nN1---Nuyr--W=N1/---NwY/ - W
olsun. eru= 0isedom(a) =im(a) olur. Bu durumda
a=yi--w=v W

olup yukardakionerme (ii) den hey; heryi ile aynidir. u > 1 olsun. Bu durumda = w

oldujunu gistermeliyiz her patika icin

n=(12,...,kl = {1} =dom(n) \im(n)

olur. Yanins - --ny oldugundandom(a) \ im(a) kimesindeu tane eleman vardin - - - nw
dedom(a) \ im(a) kiimesindew tane eleman vardir. Dolayisiyla= w dir. Yukardaki
onermedeki (i) den dolayi her hif; nin sol-bitis noktasi her binj/ nin sol-bitis noktasina
esittir. O zamam); ler ve n;/ ler maksimal olduklarindan ve yukardaiknermede (i) den

dolayin; = nj/ elde edilir. Benzer sonucug ler icinde dajru oldwu gosterilebilir.

12 3 45 6 7
o=
23 —-54 -7

14
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2. KISMI DONUSUMLERIN YAPISI Metin KOG

olsun. O zamaw = (1,2,3] (6] (4,5) (7) seklinde yazilabilir.
2.3 Kismi Bire-Bir D onusiimlerde Bileske

Pl, de bileske isleminin dgismeli olmasi icin gerekli bazizellikleri inceleyecgiz.
OnceS, vePl, icin bazi basibrnekleri verip daha sonra bunlari karakterize etmeye calisaca-

g1z.

Tanim 2.6 a € Ply olsun. 0 = (1](2]...(n] € PI, nin sifir elemani olmakizereaX = 0

olacak sekilde bik € Z* var isea ya bir nilpotent elemarenir.
a € S, vea ayrik devirlerin ¢carpimi olarald = vy - - -y, seklinde yazilsin. O zaman
ap = Ba

olacak sekilde bif € S, vardir.Buf, a daki hery; yi ayni uzunluktaki biry ye goturur ve

bu devirlerin yazilis sirasini etkiler.
Tanim 2.7 k> 2ven = (i1,iz,...,ix] bir patika olsun. Bu durumda;

Baslangi¢ kmeleri: {i1},{i1,i2},...,{i1,... ik}

Bitis kiimeleri: {i1,iz, .. ik}, {io, - yik}, .-, {ik}
Baslangic parcasi: (i1], (i1i],. .., (i1,...,ik]
Bitis parcasi: (i1,02,...,ik], (i2,i3,...,ik],-- -, (iK]

lara sahiptir.
Ornek 2.8 a = (1,2,3)(4,5)(6,7,8) ve B = (1,7,3,6,2,8) (4) (5) € S olsun.
aoB=(1,8,26,3,7) (4,5 =poa

dir. Buradap sadece ayriB—devirleri ddonusiirmiyor, ayni zamanda bu devirlerin yazilis
sirasini da etkiliyor.
a=(123)(45)(678)

L] I U I B
a = (786)(45) (231)

15
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a, B ePl,ve
a=n1---Nuy1---W
seklinde patikalarin ve devirlerin ¢carpimi seklinde yazilsin. O zaman
aoB=Boa
olacak sekildek nin biry; yi (eger varsa) ayni uzunluktaki by ye yazilas sirasini et-
kileyerek dniisturiir ve birn; nin (ejer varsa) baslangi¢ parcas|,nin bir bitis parcasina
goturar.
Ornek 2.9 a = (1,2,3](4,5,6,7,8 ve B = (1,7] (2,8] iseap = Ba = (1, 8] dir.

a = (123] (4567 8]

I
a =(45678] (123]

Burada(1,2,3] Uin baslangi¢ parcasi olg, 2], (4,5,6,7,8] nin bitis parcasi olari7,8] e

donismistir.
2.4 Dayismeli Kismi Bire-Bir D donusiimler

Bu bdlimde yukarida tanimlayip baazelliklerini verdgimiz kismi bire-bir dniisim-
lerin dejismeli olmasi durumunda elde edilen sonuclari vajizce
Uzunlwju bir olan
(=2 ==(M=0€ePl

patikalar icin baslangi¢ ve bitis parcdgidir.
B,n € Pl
kismi bire-bir ddniisimleri ile bir k-patika diginelim.Eger birw < k
dom(B) N{i1, iz, iw,... ik} = {i1,i2,...,iw}
isei1f=11,...,iwpB = lw olmakizere
n/=(j1..-jvl1...1w]

olacak sekilde bim/ patikasi varsd, n nin baslangi¢c parcasimy nin bitis parcasina
donustirar diyecejiz.

16
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Teorem 2.10a, 3 € Pl ve

o= (all' "all’l) (a21. "a2r2) e (avl . _awv) (Cll' "Clpl] e (Cul' "CupJ]

seklinde yazilsina = Ba olmasi igin gerek ve yeter kosul
(i) &j € dom(B) iseais, ..., ar; € dom(B) veg1f3 = by, ..., & B = bir; ve
(i) cij € dom(B) ise birl < p < pj ve birl < g <gjicin

{ci1,...,cp} = dom(B)n{ci1,...,Cip }
CiB = dig,Ci2B=dig+1,...,CipB = dig
olmakuzere
o = (b11...b1ry) (b21...bor,) -+ (... bur,) (d11...d1g,] -~ (duz. .. dug,]
olmasidir.

Ispat: x,y € {1,2,...,n} ve d € Pl, olsun. Bizx € dom(3) ve x3 = y oldujundax S, y

yazac#iz. Ispatimiziop = Ba esitligini asajidaki diyagrami kullanarak yapapa.

ve
X XLY
| b
W—pe— Z W—g— Z

Oncelikle varsayalim kkp = by1 yanixB, o nin bir dairesinde olsun. O zaman

(xB)a, (xB)a?,...,(xB)a"

hepsi tanimli olur. Yani

XB g (@) > (B)o? -+ (XB)or™ —> B

17
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Ik diyagrami kullanarak yukaridaki diyagrami gsaaki gibi yazabiliriz

X —L s X0 — 2> y2 xa't—% > x

A, P

XB —g— (XB)a —5> (xB)a? (XB)a’t —— xB

a ... a

a g

B birebir oldwWundanx, a da bir daire icindedir. O zaman gengllkaybetmeksizirx = a;1
alabiliriz. Bu durmdav Gizerindenimevarim yapilarak (i) in dgru olduju gorulebilir.

SimdixB, o nin bir patikasi icinde oldjunu varsayalim yani

XB = dlj € {dll’-u,dlql}

olsun. Bu durumda bid < k < qj igin

XB= (xB)a® = duj, (XB) o = i 1, ., (XB) 0 = dlig, ((XB) & = dlag, ¢ dom(a)))

olup as@idaki diyagrami yazabiliriz.

X
BI
XB —g— OB)A > (XB)o? —g— - g~ (KBl L 5 (xB) o

Benzer sekilde bu diyagramiddd = Ba nin diyagrami seklinde yazabiliriz.

X a X0 a Xaz a Cen a Xak—l a X(Xk
] .-
XB —5— (B)o —5> (XB)o? —g— - —> (XB)ak L (xB)ak

xak patikanin icinde olmalidir. §erdyle olmasaydi yani bir daire icinde olsaydi
(xak> o™ = xaktM = x
olacak sekilde bim > 1 olurdu. O zaman

XB = (xa"+m> B= (xBak> am

18
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olup bu daxBaX ¢ dom(a) olmasi ile celisir. O halde € {c11,...,C1p, } alabiliriz. Eger
X = C11 ise p = k+ 1 igin xf3 = diq olarak tanimlarsak(ty;...c1p" baslangi¢ parcasinip
ile "dyq...01q,|" bitis par¢asina dnistigul yukaridaki diyagramdan kolayca@wgiltir. Eger

X=Cim (M>1)ise

Cim-1 Cilm=X

C1m-1B o cimP=xB
Diyagraminda oldgu gibiof3 = Ba dir. Bu durump, c1 m_1 de de tanimlidir.

Sonug olarak elimizde baslangi¢ parg@sh...c1p Vi bitis parcasi olandig....dyg, ] @
donlstiren3 donisimii olacaktir.u tizerinde timevarim yapilarak v@ nin bire-bir old@u
dudinilerek kutin patikalar icin bunun djru olduju gorular.

Simdi B nin (i). ve (ii). ozelliklerini sajlayan bir kismi bire-bir dnisim oldwunu
varsayalim.Oncelikledom(af) = dom(Ba) oldugunu gsterelim. x € dom(ap) alalm.
O zaman yaa = gj veyaxa = Gj (i < j) dir. Egerxa = g;j ise (i) denxp € dom(a)
dir. Ejerxa = ¢jj isex = ¢jj—1 ve (ii) denxB € dom(a) dir. O zaman her iki durumda da
x e dom(Ba) olur.x e domBa) olsun. O zaman y&3 = bjj veyaxp3 = d;j dir. EGerxp = by;
ise (i) denxa € dom(B) dir. EJerxp = djj ise j < q;, x € dom(Ba) ve (ii) denxa € dom(p)
dir. Dolayisiyladom(af3) = dom(pa) dir.

Son olarakx € dom(af) alahm vex(af) = x(Ba) oldugunu gsterelim. Eerx = g;
ise

(&jj)ap = ajj4+1B = bij+1 = bjja = (& )Ba

Ederx=cjj isej < pj ve
(cij) aB = Gij+1B = dim = dim—10 = (cij)Ba

oldugundano3 = Ba olur.
2.5 Kismi Donustimlerin Parcalanisi

Kismi donugimlerin parcalanisini incelerken kismi bire-bimiisimlerden yararlanaca-

g1z. Pl, nin parcalanisinda®T, nin parcalanisini elde etmek igin”sembolini kul-
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lanacdjiz. Bu sembdi bir patika bir daire ile cakigi zaman kullanadaz. Ornejin

1 23 45
a=
21111

donigiminin parcalanisa = (3,1) (4,1) (5,1) (1,2) seklinde,

5 123 4567
23416 26

donigiminin parcalanig = (5,6,2) (7,6,2) (1,2,3,4) seklinde ve

1 2 3 4
y:
2 3 — 3

donugiminin parcalanisy = (1,2, 3] (4, 3] seklindedir.

Yukarida da gruldugu gibi bu sembal kullanmaktaki amacimiz bire-bir olmayadridi-
siimleride parcalanistadgterebilmektir. Simdi bu islemin genelde nasil ya@idi in-
celeyelim.

a,B € Byalalim. §, C Pl C PT, C By oldugundana3 yi asa@idaki gibi

o, € Plyve (dom(a)uim(a))n(dom(B)Uim(B)) =0iseaf € Ply,

a, € PT,vexedom(a)ndom(p) = xa =xBiseaf} € PTy, .

seklinde tanimlayabiliriz.

Herx ¢ dom(a) Uim(a) i¢in (x| ifadesia daki bir maksimal-patika olurx € dom(a)
vek > 1igin ny= (x,xa,...,xak] bir (k+1)-patika,xak = xisey, = (x,xq, ....,xa¥) bir
k-dairedir.

Eger x € dom(a) \ im(a) ve xak € im(a) \ dom(a) ise nx nin bir maksimal-patika
oldugunu hatirlayalim. Bu durumda iki tip maksimal-patikadan bahsedebiliriz. Bunlar biri

bir daire ile cakismayan ve @ri ise daire ile cakisan maksimal-patikadir.
Tanim 2.11 a,y patikalari ayrik dgil ise cakisiktirdiyecegiz. Eger

(dom(n)Uim(n)) N (dom(y) uim(y)) = {y}

isen, yile y de cakisidiyecdjiz. Ejern vey bitis parcaso olan bir patikaya sahiplersg
yyla o da cakisirdiyecejiz.
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Ornek 2.12 a € PT; donuisimunii

123456 7
o=
2113 37—
olarak tanimlarsak budhiigimiin patika notasyona = (4,3,1) (5,3,1) (1,2) (6, 7] seklin-
dedir.
Buradan = (4,3,1], n/ = (5,3,1] ve n/ = (6,7], a da birer patikadir. Fakat burada

sadece)/ maksimaldiry = (1,2) bir daire olupn ven ile bitis parcasi olaw = (3,1] de

cakisir.

Onerme 2.13a € PT, olsun. n, n/ de a da birermaksimalpatika ve v,y de birer daire

olsun. O zaman agadakiler d@rudur
1. Ejernile n/ cakisiyorsa y& = n/ veyarn ile n bir ortak bitis parcasinda cakisir.
2. Yay =y yadayile y cakismaz.

3. Hery eim(a)\ dom(a) i¢in xak =y olacak sekilde bik € dom(a) \ im(a) vek > 1
vardir, Yani her biry € im(a) \ dom(a) icin ny = (x,xa,...,xa":y] maksimal-

patikasi vardir.

Ispat: (1) ve (2) nin ispati : dom(a) — im(a) fonksiyon olud@undan agiktir. (3Jin
ispatini yapmak i¢initmevarim kullanadz. y € im(a) \ dom(a) oldugundan birx; €
dom(a) icin x,0 =y olmali ve bu durumddx,y} iki elemanli olur. Berx; ¢ im(a) ise
X = X1 olup ny = (xq,y] maksimal olur. Berx; € im(a) isexa = x; olacak sekilde bir
Xz € dom(a) vardir. O zamar{Xo,x1,Y} U¢ elemanli olupe ¢ im(a) isenx = (X2, X1, Y]

maksimal-patikasini elde ederi®.sonlu old@undan sonund@xy, ..., X1,y} elde edilir.

Teorem 2.14a € PT, — {0} olsun. Uzunlgu iki ve ikiden kiylk n; patikalari veyj;

daireleri asgidaki kosullari sglayacak sekilder elemani
a=nN1---Nuy1---W
biciminden; vey; lerin carpimi olarak tekirlt yazilir.
(i) i# j olmakuzeren;, n; ile ancak ortak bir bitis parcasi olmasi halinde gakisir,

(it) i # j olmakuzerey,, y; ile cakismaz ve
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(ii ) njile y; s&-bitis noktasinda cakisir.

Ispat: o € PT,— {0} olsun. Eer |dom(a)\im(a)| = 0 ise a bire-bir drten dniigim
olup ayrik dairelerin ¢arpimi olarak yazilir. Gengilkaybetmeksizidom(a) \ im(a) =
{1,2,...,u} olsun. x € dom(a) \ im(a) alalim vex e a yI uygulayalim. Bu durumda
X = {x,xa,xa?,...} seklinde bir kime elde ederizX C N oldujundanxak ¢ dom(a)
olacak sekilde ya bik > 1 vardir yadaxa® = xa™ (m> k) olacak sekildem, k pozitif
tamsayilari vardir.

Egerxak = xa™ olacak sekilden > k varsa bu durumdg, = (xak. . .xamfl) dairesine
sahibiz. Genellii kaybetmeksizinx € {1,2,...,w} C {1,2,...,u} oldugunu kabul edelim.

Bu durumday dairelerini elde etmeye calisalifi.yi

B:nl...nuyl...yw

olarak tanimlayalinfd nin tanimindan vénermede(1) ve (2) den yukaridaki patikalar ve
devirler (i) ve (iii) kosullarini sglar. Egera = (3 ise ispat biter.

o # B olsun. O zaman’ = V11 - - Yy 0lmakiizerea = Bar oldugunu gstermeliyiz.

Q7 = 0 [gona)\dom(p)

kisittama @nisimini tanimlayalim. Simdor nin bir bire-bir drten ddniisim oldujunu
gostermeliyiz. Bunu yapmak icin baarelliklere ihtiyacimiz var.

(1) im(a) \ dom(a) = im(B) \ domB). (y € im(a)\dom(a) < nx = (X,...,Yy| bir
x e dom(a)\im(a) < yeim()\dom(p) dir.)

(2)dom(p) \im(B) = dom(a) \im(a). (Her iki tarfta{1,2,...,u} ya esittir.)

(3)im(ar)Uim(B) =im(a)

(4)y € dom(a) isey ¢ im(pB) dir.

B)yeim(a).

Yukarida bahsetiimiz (4),(5) ve (3) ozelliklerini birlestirirseky € im(a/) olup

dom(a’) C im(as) dolayisiylaar bire-bir drten ddniigim olur. Dolayisiyla

A/ =VYw+1- W

ayrik dairelerin bir carpimidir.
Son olaraka = Ba’ = Np...NuYy1... W carpimi (i) ve (iii) U saladgini gosterelim.

m(B)Nnim(as) = 0 oldugunu drmek yeterlidir. Aksi halde

zeim(B)nim(ar) =im(B) ndom(ar) Cim(B)\ dom(p)
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olup (1) den dolay! bu ise € im(a) \ dom(a) oldugunu $yler. z < im(B)ndom(a/)
kabubimizdenz € dom(a) celiskisi elde edilir.

Simdi tekligi inceleyelim.a nin

a = Ni...Nu1.--W

o = nNi/...Nwvyi/... W

seklinde iki tirli yazildgini kabul edelim.Beru=0isea =v;...y = y1/... Y/ olup bu-
radaki teklik iyi bilinmektedir. Bizu > 1 alalim. Bu durumda = w oldugunu gsterelim.

Uzunlwu ikiden hiyik veya ikiye esit olan bir patika icin

n=(12,...,kl = {1} =dom(n) \im(n)

dir. O zaman (i). ve (iii) den dolaydom(a) \ im(a) ninu tane elemani vardir. Bu durumda
N1/...Nw daw tane carpan olugy = u olur. O zamarn, n; nin bir sol-bitigsnoktasi isg/
ninde bir sol-bitis noktasidir. Dolayisiytanin ¢carpimindaki patikg maksimal isex daki
hicbir daire ile cakismazn; ve ni/ nin sol-bitis noktalari icin yukaridabglediklerimiz
nedeniyle iki durum ortaya ¢ikar:

(vi) n; veni/ niin s@-bitis noktasim(a) \ dom(a) kiimesinin elemanidir.

(vii) a ninoyle birydeviri vardir ki henm; hem denj/, yile onlarin sg-bitis noktasinda
cakisirlar.

Her iki durumdan; ven;’ niin s@-bitis noktasi ayni olmak zorundadigé&ry € dom(y;)
isey ¢ dom(n;...ny) oldugundany € dom(yi/) olmak zorundadir. Byleceyy; = yyi’/ olup

Yi-.--W=VY1/...Y/ elde edilir. Bylece istenen ispatlanmis olur.
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3. TUM DONUSUMLER YARIGRUBUNUN DO GURAYLARI

3.1 Tum Donlisiim Yarigrubunun idempotentleri Tarafindan Dogurulan

Altyarigruplar

Bu kisimdaX, = {1,2,...,n} sonlu Kimesitzerinde tanimlanaf, tum ddnigim yari-
grubunun bir altyarigrubu ola8T, singiler ddniigimlerin olusturdgu yarigrubunT, deki
idempotentler tarafindan douldujunu ve her sonlu yarigrubun idempotentler tarafindan

dogrulan sonlu regler yarigruplarin icine gmilebilir oldugunu $yleyecgiz.

Teorem 3.1 T, reguler yarigruptur.

Ispat: a € T, ve im(a) = {i1,i2,...,im} olsun. Her birk (k=1,2,...,m ) icin bir tek jx

secelimoyle ki jxa = ik olsun. O zama € T,

B — jk, 1=ikeim(a)
I aksi halde

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, hef X, i¢inia € im(a) oldugundan biriy €

{i1,i2,...,im} icinia =ik olup
iapa =iBa = jya =ix=ia

olur, yaniafa = a oldugundanT, regulerdir.
Egera € ST, yukarida tanimlanafd da singiler oldwjundan asagidaki sonucu yazabi-

liriz.
Sonug 3.2 ST, redller yarigruptur.

T, in regiler oldW@unu grdikten sonra bazi tanimlar verelim:
1= 1y, : Birim donugim;

E : 11, hari¢ tim idempotentlerin imesi;

Ei1:EUly;

K={aeTh|xa#x};

S(0) = {x € X | X0t # X} (defjisken);

Z(a) = X\ im(a)

C(a) =U{ta !t eim(a), |ta~t| > 2}.
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Ayrica, |S(a)| sayisinaa nin degiskenldi, |Z(a)| sayisinaa nin eksiklgi ve |C(a)|

sayisina ninyigiimasidiyeceyiz.

Tanim 3.3 Idempotentleri tarafindan doulan bir yarigrubddempotent dgurayl (1G)

yarigrup denir.

123 456
2 35556

5= 1 23 456
6 1 2 6 3 6

Ornek 3.4 a = ( ) e ST alalim.

alinirsaaf3a = a olur.

(EUlr) =15,U(E)

S, simetrik grup olmakiizereS, in birim eleman olmayan hicbir elemani idempotent-
lerin carpimi olarak yazilamaz. Dolayisiyla birim eleman olmayan idempotentlerin carpimi
olarak yazilan elemanl8T, = T, \ S, de bulunur. Yani(E) C ST, tir. Simdi as@idaki

teoremle bu durumu tam olarak ifade ve ispat edelim:

Teorem 3.5E = {a € Ty | a? = o ve |Z(a)| > 0} olsun. O zamarE) = ST tir. Aslinda
hera € STy icin
a=vyi---¥n Ve [Z(y)=1

olacak sekildey € E (i = 1,...,n) vardr.

Ispat: Teoremi iki asamada ispatlayapa. Once eksikigi bir olan elemanlarin, eksiki
bir olan idempotentlerin ¢carpimi olarak yazgchi gosterecgiz. Sonra eksikgir > 1 olan
elemanlarin, eksikdji bir olan bir idempotent ile eksildi r — 1 olan bir elemanin ¢carpimi
olarak yazilabilecgini gosterecgiz.

nN=1iseST,=0

12 12
n=2iseST = { ( ) , ( ) }olupn = 2 durumu icin teorem ispatlanmis
11 2 2

olur.

Biz n>3alalim.a € STicin |Z(a)| = 1 olsun. Ber|S(a)| = lise
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()

seklinde olupga eksikligi bir olan idempotent oldyundan ispat biter.

|S(a)| =r > 1olsun. Genellyi kaybetmeksizin

1 2 - r r4+1 --- n
o= (2<r<n)

aqg a - a r+1 --- n
olarak yazalim.|Z(a)| = 1 oldugundan birz € X, i¢in Z(a) = {z} olur. O zaman, ortaya
dort farkh durum cikar bunlar:

l.ge{l,2...;r}(A<i<r),ar=ax¢{1,2}vez¢ {1,2};
2.c{1,2,....r}(A<i<r),ar=a¢{1,2}vez=1;
.aa=r+1veze{12...,r—1};ve

4.9, =r+1lvez=r.

Simdi bu drt farkli durumu inceleyelim:

1. Durum: Bu durumda
12 3. . .n
8 p—
11 3. . .n
5 1 2 3 ... r r+1 ... . n
a 2 a ... & r+1 ... . n

olarak alinirse bir idempotent ve ise eksiklgi 1 ve dajiskenir — 1 olan elemanlardir.

1 23. . .n 1 2 3 ... r r+1 ... . n
a=
11 3. . .n a3 2 a ... & r+1 ... . n

olduju kolayca @sterilir.

Ayrica

2. Durum: Bu durumda

1 23. . .n

€ =
a 2 3. . .n

5 12 3 ... rr+1 ... .n
11a ... a r+1 ... . n
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olarak alinirs& eksikligi 1 olan bir idempotent v@ eksikligi 1 ve ddjiskenir — 1 olan bir
eleman olupx = (3¢ dur.

3. Durum: Bu durumda
12 ...r—=1 r r4+1r42 ... n
E =
12 ... r—1r41 r+1r+4+2 ... n
5 1 2 ...r—1rr+1 ... n
a a ... -1 r r+1 ... n
olarak alinirs& eksikligi 1 olan bir idempotent v@ eksikligi 1 ve ddjiskenir — 1 olan bir

eleman olupx = gf dir.

4. Durum: Bu durumda
12 ... r-1 r r+<1 r+2 ... n
8:
12 ... r—1r+1 r+1 r+2 ... n
5 1 2 3 ...r-=1r r+1 ... n
r ap ag ... -1 r r+1 ... n

(12 .or=1 1 r+1r+2 .00
= ( 12 ... r-1a r+1 r+2 ... n)
olarak alinirs& ve n eksikligi 1 olan idempotentler v@ ise eksiklgi 1 ve d&jiskenir — 1
olan bir eleman olupt = €fn dir.
Simdir Gizerinde fimevarimla dgiskenlgi 1 indirgeyip,a yi1 eksikligi 1 olan idempo-
tentlerin carpimi olarak yazabiliriz.

Son olarak bix € T, dyle ki |Z(a)| =r > 1 alalim. Bu durumd@ylei # j € X, vardir
ki i = ja olur. Ayrica birk € X, \ ima vardir. Simdip : X, — Xq yi

xs—{x’ X |

I, X=]

olarak tanimlarsakm(B) = X, \ {j } olup eksiklgi 1 olan bir idempotenttir. Ayricg: X, —

Xn Ni
{xa, X# |
Xy = )
k, X=j
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olarak tanimlarsakm(y) = im(a) U {k} olup eksiklgi r — 1 olan bir ddniigim olur. Her
X € Xpigin

X # jisexp = xy=xa oldugundanxfy = xy = xa

X = jisejB=iy=ia oldugundan jBy=iy=ia = ja
olup a = By seklinde yazilir. Benzer sekildey! da eksilgi 1 olan bir idempotent ile ek-
sikligi r — 2 olan bir ddniigim carpimi olarak yazabiliriz. Bu sekilde indirgeme yapanak
eksikligi 1 olan idempotentlerin bir carpimi ile eksiglil olan bir ddnisim ¢arimi olarak

yazabiliriz. Birazonce @sterdik ki eksiklgi 1 olan ddnigimler eksiklgi 1 olan idempo-

tentlerin carpimi olarak yazilabilir, o halde teoremi tamamen ispatlamis olduk.

1 23 456
2 35556

123 456 1 23 456
a=
12 4456 2 31556

1 2 3 456 1 2 3 456
€= ve |3:
1 2 4 45 6 2 31556

alinirsaa, eksikligi bir olan bir idempotent ve eksiklgi bir olan 3 donigimunin bir

Ornek 3.6 a = ( ) e ST alalim.

olup,

carpimidir.

Teorem 3.7 Her sonlu yarigrup sonlu réger |G yarigrubu icine gmiulebilir.

Ispat: Ssonlu bir yarigrup olsun v&! deSye gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen
yarigrup olsun.X te S' i iceren ve en az iki tane fazla eleman iceren kime olsun. Bu

fazla elemanlardan birinediyelim. Her birs € Sigin ps € Tx yi

xs xe&
XpS:
z xeX\s

donugimi tanimlayalim. Bylece,Syi Tx ye gommiis oluruz. Aslinda, hgss nin eksikligi
en azl olup (bu yuzdenX e en iki eleman daha eklediByi STk = Tx \ Sx in icine gomniis
oluruz. AyricaSTx bir dnceki teorem nedeni ile biG yarigrupbu veSTy regiler oldwjunu

bu kisimin basindadgtermis oldgumuzdan, ispat tamamlanmis olur.
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3.2 Sonlu Tum Donusiim Yarigruplarinin ldempotent Do guraylari

Bu kisimdan > 3 ve X = {1,2,...,n} olmak lizereST, in idempotent dguraylarinin

yapisini ve nasil yazilabilegmi inceleyecgiz. Hera € ST, icin

ker(a) = aoa = {(xy) € Xn x X, | xa = ya}

bir denklik bayintisidir. Eera nin eksiklgi 1 ise (0( oorl)-denklik siniflarinin biri hari¢
diger hepsi bir tek eleman icerir, biz bu bir tek eleman icerme durursimggetondiyecdjiz
ve der tek singleton olmaya(uaocx_l)-denklik sinifinin elemanlarini belirleyebilirsek
denklik bajintisi tamamen tanimlamis old@ga. Ejer bu elemanlar,i ¢ j olmak tizere)
i, j ise denklik b@intisinii j| ile gosterecgiz.

€ € T,, bir idempotent ve& nun eksiklgi 1 ise,€, X, deki bir eleman haric djer bitin
elemanlari kendisinedgirmelidir. Yani éjercoe=! =i ] ise ic = je =i ya daic = je = |
ve diger tim x € X, icin xe = x dir. Bu sebeple eksikji 1 olan idempotentlerin toplam
sayisl[i j| formundaki denklik bgintilarinin sayisinin iki kati, yand, nin iki elemanl alt
kiimelerinin sayisinin iki kan (n— 1) dir.

gog~! =ij] olacak sekildeki ik idempotenti icin standartigterim

veya

' [
seklindedir. Fakat biz birincisin( J ) ve ikincisini de( . ) ile gosterecgiz.
l J

Xn deki heri # j icin

(D)ol 0

olduguna dikkat edelim.

Tanim 3.8 i=1,....m—1icin €& 1 # € VeE&i1 # €11 iseST dekigi€o...em carpimina

indirgenemexdenir.

Burada boy olarak kisaliktan bahsetmiyoruz = €1€5...€n nin indirgenemez olmasi
a=n1n2..Nk (k< m) seklinde daha kisa bir carpim olamaygicanlamina gelmez.ger
o, idempotentlerin bir carpimi iseyi indirgenemez hale getirene kadar kisaltmalar/indirge-

meler yapabiliriz.
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3.3 Eksikligi 1 Olan idempotentler

Onerme 3.9 Hera,B € ST icin

[Z(apB)| = max{[Z (a)[,|Z(B)[}
olur.

Ispat: X,a C X, ve XaPB C X, oldugundan(X,a)B € XaB olup, Z (B) C Z (ap) olur. Dolay!-
siyla|Z (B)| < |Z (aB)| dir. Ayricap bir doniisim oldwu igin | (Xna)B| < [Xna| oldugundan
|Z(a)| < |Z(aB)| olup istenilen

|1Z(aB)| = max{|Z (a)|,|Z(B)[}
esitsizlik elde edilmis olur.

Bunuonermeyi asgudaki sekilde genisletebiliriz.
Onerme 3.10 04,02, ...,0m € ST ise
|Z (a102...0m)| > max{|Z(a1)]|,|Z(a2)],...,|Z(am)|}
dir.

Onerme 3.11a € ST, eksikligi 1 olsun. Eera = a1as...0n, seklinde eksikii 1 olan

elemanlarin bir carpimi ise
aoa t=ajo0;t ve Z(a)=Z(0m)
olur.
Ispat: Heri, j € X icin
01 = jo1 = 10102...0m = JA102...0m = I0 = jA

oldugundaroi; oa;t C aoa~t olur. Hema hem deay in eksikligi 1 oldugundar; oa; 2,

aoa~tin 6z altkimesi olamaz. O haldeoa! = ajoa; ! olur. Ayrica

Xn0t C XnOm = Z(am) C Z(a)

olup, a ve ap, in eksikligi 1 oldugundan icinZ (ap), Z(a) nin 6z altkimesi olamaz . O

haldeZ (a) = Z (ap) olur.
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Teorem 3.12 a, ST, nin eksikligi 1 olan bir elemani olsun. ger

(2)(2) (2) =

seklinde eksikfji 1 olan idempotentlerin indirgenemez bir carpimi ise, o zamanr ker

2,...,micin

aoa t=[irjs], Z(a)={im}, ir-1=]jr Ve jr_1#ir

olur.

Ispat: Yukardakionermeden ve (*) dan

-1
doal= ( ! )o( B ) _lirj1] ve Z(a)z<( " )) — {im}
1 J1 IJm
oldugunu biliyoruz. Biz
(500
Jr—1 Ir

altcarpiminda ortaya cikabilecekgigik durumlari ele alalim.

Durumlari yazmaya baslamadancei, 1 # j,_1 ve iy # j, olduguna dikkat edelim.
Carpim indirgenemez oldw i¢ini;_1 =iy ve jy_1 = j, durumunu @z ardi ediyoruz. Aksi
belirtiimedikce farkh adlandiriimis elemanlari da farkl kabul edgzeHerhangiiciinin
birbirine esit olmasi durumunun da olamayaguea dikkat edelim.

Durumlar: (@):ir—1, jr—1,1r, Jr nin hepsi birbirinden farkh olmasi durumu

(b): iy_1 =iy durumu
(€): jr—1=jr durumu
(d):iy_1 = jr durumu
(€): jr—1 =1y durumu
®:ir—1=jr, jr—1 =1y durumu

(@) durumu:Bu durumdaZ (B) = {ir_1,ir} olur. Buise2 = |Z(B)| < |Z(a)| =1

oldugunu gsterir ki bu ddZ ()| = 1 olmasi gergi ile ¢elisir.

[ [ [
(b) durumu:p = | _ =1 olup, bu durum ise carpimin in-
Jr—1 Ir Jr—1

dirgenemezlii ile gelisir.
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(c) durumu:p = Z(B) = {ir_1,ir} benzer sekilde (a) durumda

ll

ki celiski elde edilir. ( ) (
(d) durumuB =

( Jre1 ) (

1(

):»z (B)={ir},Bop = [ij—1] olupf nin eksgi
P

1 dir, fakati =i vei % = j_

(e) durumu:3 = ( )

ki celiski elde edilir.

[
() durumu:p = ( _ ) ( J ) = ( J ) olup, bu durum da carpimin indirgeneme-
] [

zligi ile celigir.

B bir idempotent dgildir.

J ) = Z(B) = {ir—1, j} benzer sekilde (a) durumda

O halde sadece (d) durumuimkiindir. Boylece ispat da bitmis olur.

Yukardaki teoremin bir sonucu olarak:

Sonug 3.13ST, de eksiklgi 1 olan idempotentlerin bir indirgenemez carpiminin ekgikiin
1 olmasi igin, gerekli kosul, her=123,..m—1 iginiy 1 #i,, ve her r=

1,3,4,....m—2 i¢iniyyp # iy, veia # i1 olmakiizere bu carpimin

BINIBEESIES

seklinde olmasidir.

Ayrica, yukarda verilen kosullar ile

()0 ) (e ) () )

5= iy 02 i3 a4 -+ im-1 im
im im i1 i3 T im—2 im—l

olup, asgidakionerme yi verebiliriz:

ise

Onerme 3.14 EQeriy,iz ..., im (M>3), X, nin farkl elemanlari ise o zaman
- . . - . . m_l -
1 13 l4 Im-1 Im 12 | 12
P) i1 i3 im-2 im-1 im 1
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Ispat: Gostermemiz gereken sadece

m—1
1 12 13 14 -+ Im1 Im | 2
im im i1 i3 - im2 Im-1 i1

oldugu ki bu ise basit bir hesapalama olup, ispat tamamlanir.

Bu bolum basinda grdugumiz gibi eksiklgi 1 olan idempotentleST, ni dogurur. Biz
simdi gordik ki ST, ni dogurmak icin tim eksiklgi 1 olan idempotentlere ihtiyacimiz yok.
Yukardakionermeden de anlasilapagibi bu idempotentlerin yariST, ni dojurmak icin

yeterlidir. Orngjin;

) D)

kiimesini elemanlari ve yukardaierme kullanilarak, der tim eksiklgi 1 olan idempo-
tentleri elde edebiliriz. Dolayisiyla daile de ST, dogururuz. Aslinda agadaki teorem

bunun bir minimal dguray Kimesi old@unu $}ylemektedir.

Teorem 3.15n > 3icin rankST,) = ”(”—2’1) dir.

ispatl icin John M. Howie nin 1966 yagticalismaya bakiniz.
Yukardaki teoremin ispatinda kullanilan teknikler Grafik Teorisi (Cizge Kurami) kavram-

lar1 gerektirdginden, ve dolayisiyla konuyu da fazlagggmamak icin verilmemistir.

R FR G -

Biz ornek olarakh = 4 alalim:

()G EE) ) ()

ise, yukardakbnermenin bir uygulamasi olarak geir iim eksiklgi 1 olan idempotentleri

Eger

elde edelim:
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2
2 1 3 3
3 2 1 2
2
1 4 4
4 2
2
3 1 4 4
4 3 1
2
4 1 1
4 3 4

2 343

()EE)

seklinde indirgenemez idempotenlerin ¢arpimi seklinde olur. Dikkat edilirse

((2)) = e (2)(2)
Z(a)={1}=2 ve aoa l=[24= o
2 2 2

1 234
Ayrica,a = ( ) € STy de idempotentlerin carpimi seklinde yazacak olursak:

dir.
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4. SIRAKORUYAN D ONUSUMLER
Bu bolimde sirakoruyanahugim kavramipzellikleri ve Gnemli sonuglar verilmistir.
4.1 Sirakoruyan Donustimerin Olusturdu gu Yarigruplarin Do guraylari
Bu bolumde sirakoruyandhugimler yarigrubuQ, inceleyecgiz. X, = {1,2,...,n}
olmakiizereX, Uzerinde dgal siralamayi dsinec@iz. Bu durumda heo € Qy icin
1<lo<2a<3a<---<na<n

seklindedir. Kolayca griliirki Qn tiim ddniisiimler yarigruburly, in bir altyarigrubudurilk
olarakQy in herhangi bir elemani®@, deki idempotentlerin ¢carpimi olarak yazilabilgo@

gosterecgiz. SonraQy, in eleman sayisini veren bir foithverecgiz.

Teorem 4.1 X, Uzerinde sirakoruyantaisimlerin kimesinin olusturdgu yarigrupQp in

her elemaniQ), deki idempotentlerin carpimi olarak yazilabilir.

Teoremin ispati icin agadaki tanimlardan vénermelerden yararlanapa.

Tanim 4.2 a € Qqicin Z(a) = X, \ im(a) kiimesinin eleman sayisioanin eksikigi diyece-

giz vedef(a) ile gosterecgiz. Yani
def(a) = |Z(a)| = [Xn \im(a)]
dir.
Onerme 4.3 a € Q, vedef(a) = k > 1 olsun. O zaman
o =¢€1Pez &

vedef(g)=1(1<i<r),def(B) =k—1olacak sekildes, o, €3, ..., € Qn idempotent-

leri ve 3 € Qp vardir.

Ispat: Herhangi bira € Qp icindef(a) =k> 1olsun. O zaman
P(a) = {yeim(a) | [ya 1| > 2}
kiimesini tanimlayalima birebir olmadgindanP(a) # 0 dir. Ayrica

dg = min{|z—p[ | z€ Z(a), p€P(a)}
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tanimlayalim. O zaman dZ(a) NP(a) = 0 oldugundandy > 1. Simdiispataly Uzerinden
timevarimla devam edelim.

dy = 1 olsun. Genellji kaybetmeksizirp+1 € Z(a) olacak sekildg € P(a) oldugunu
varsayalim (Aksi haldp—1 € Z(a) olup benzer sekilde yapilir. Yaft— p| = 1 oldugunda
yap+lveyap—1e Z(a) olur). Simdi

g = max{X € X, | xa = p}

alalim. pa—1 birden fazla eleman icerindeng < q— 1 icin g/a = p dir.

p=qa<(g-Lla<ga=p
ve dolayisiylalq— 1)a = p olur. Ayricag : Xp — X donigimini
g—1, ejerx=q
XE =
X, diger
olarak tanimlarsak bir idempotentdir ve ayrica eksiiii 1 dir.
B: Xpn — Xn donigimini de
g+1, eferx=q
xXB =
Xal, diger

olarak tanimlarsak3 € Qn ve |Z(B)| = |Z(a)| —1=k—1vea = gf olur. € ve B yI daha

acik bir sekilde yazacak olursak
12 .- 9g-1 g qg+1 --- n
€=
12 .- 9g-1 g9g-1 g+1 --- n

B 1 2 .. g—1 q g+1 - n
la 20 --- (q—la=p g+1 (g+1)a --- na

seklindedir.

ve

Simdidy > 1 olsun. Genellyi kaybetmeksizirz € Z(a) alalhim.
z+1,...,z+dy—1cim(a)\P(a), z+dy<P(a)

olur.

(Simdiz < picin drnek verelim.
1234567829
G:
56 7888999
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olsun. Bu durumd&(a) = {1,2,3,4}, P(a) = {8,9}, im(a) = {5,6,7,8,9}, im(a) \
P(a) ={5,6,7} olupdy =|8—4| =4, z=4c Z(a)icin4+1,4+2, 4+3cim(a)\P(a)
ved+4=8¢cP(a).)

(z+1)a~! tek bir elemana sahip olup bunalersek(t +1)a = z+2 dir. y: X, — X,

donigimini

xa,  diger

olarak tanimlarsalg € Qy olur, ve|Z(y)| = |Z(a)| = k dir. Ayrica,
z+1eZ(y),z+dyq € P(y)

ve dolayisiylady = dy — 1 dir.

(Yukardakiornek icind+4=8¢ P(y) = {8,9} veZ(y) = {1,2,3,5} olupdy =dy — 1 =
4—1=3olur.)

Egern : Xp — Xp donigimi

z+1, egerx=z
XN =
X, diger

£=12+1, Xe =X (X# 2)

seklinde tanimlarsak € Qp eksikligi 1 olan bir idempotent olupt = yn dir.

Tumevarim hipotesinden, benzer sekilde

y=¢€1P€- - &5

ve def(gj)) =1(1<i<s),def(B) =k—1olacak sekildey,¢;,¢€3, ..., € Q, idempo-

tentleri vep € Qn vardir. Burdan da

a=yn==¢g1fer- &N

olup, ispat biter.

Ayrica yukaridakibnermenin ispatinda agaakionermeyide ispatlamis olduk.

Onerme 4.4 a € Q,vedef(a) =k > 1olsun. O zaman, eksikligi bir olan bir tek eleman

ile eksikligi bir olan bir ka¢ idempotentin carpimi olarak yazilabilir.
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Bir onceki hlumde de tanimlagimiz gibi
S = [S(a)] = [{x € Xn | xa0 # X}
sayisina nin degiskeni denir.
Onerme 4.5 a € Qqicindef(a) =1ve S > lise
a=¢B ve F=%-1

olacak sekilde eksikdji 1 olan bire € Q,, idempotenti ile eksikfi 1 olan birp € Q, vardir
veS =S —1dir.

Ispat: Egera nin eksikfi 1 ise,a sira koruyan dniigim oldujundan dyle bir teku € X,

vardir ki
ua = (u+1)a
dir. Varsayalimkiz(a) = {v} olsun :
Ederu<vise
Xa = X (x<u)
xa = x—1 (u+1<x<v)
Xa = X (Xx>Vv+1)
dir. Egeru > vise
Xa = X (x<v)
xa = x+1 (v<x<u)
Xa = X (X>u+1)

seklinde iki durum olusur.

Eger u<v isee: Xy, — Xpvel: Xqa— Xp Yl

u, egerx=u-+1
XE =
X, diger

ve

u+1l, egerx=u+1
XB=
Xal, diger
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seklinde tanimlarsa& 3 € Qn olup, € bir idempotent ve
def(e) =def(B)=1, S=S—-1 ve a=¢p

dir.
Egeru > vise
u+1l egerx=u
XE =
X diger
ve

Xa, diger

u, egerx=u
XB{ <

seklinde tanimlarsa& 3 € Qn olup, € bir idempotent ve
def(e)=def(B)=1 S=S—-1 ve a=¢p
dir, ve Gnermenin ispati bitmis olur.

Onerme 4.6 Eksikligi 1 olana € Qp, eksikligi 1 olan idempotentlerin carpimi olarak yazila-
bilir.

Ispat: a € Q, ve def(a) = 1 olsun. Her S = 1 isea nin kendisi bir idempotent olup
eksikligi 1 dir. (GergekterS(a) = {u} ise x # u igin xa = x oldujundanxa = xa? olur

ve ua # u oldugundanua ¢ S(a) olup, ua? = ua dir.) Kabul edelim kiS, > 2 ve 6nerme

S — Licin dogru olsun. O zaman, bisncekionermeden
a=¢eB ve F=%-1

olacak sekilde eksildji 1 olan bire € Q,, idempotenti ile eksiklii 1 olan birp € Q, vardir.
ve § = & — 1dir. Tumevarim hipotesindeive dolayisiyla dar eksikligi 1 olan idempo-
tentlerin carpimi olarak yazilabilir

Yukaridakionermelerle ilk olaraki € Qnicindef(a) =k,i=1,2,... ricin g eksikligi

1 olan idempotent vee f(3) = k— 1 olmakuzerea nin
o =g1fex- &

seklinde yazilabiledgni gosterdik. Sonra bir sonrakinermeyle indirgeme yapilarak=

1,2,...,migcin g eksikligi 1 olan idempotentle f(3) = 1 olmakiizerea nin

a==¢c1--B--& (1)
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seklinde yazilabileagni gosterdik. Son ikbnermedeme f(3) = 1, € eksikligi 1 olan idem-

potentves; = §H —1 olmakuzeref nin
B=¢eo

seklinde yazilabiledgni gosterdik. Benzer sekilde devam edersek 1,2,... k igin g;

eksikligi 1 olan idempotentler v&, = 0 olmakiizere

B=eer-80 (2

seklinde yazilabildji kolayca @rulir. Sy = 0 oldugundang birim donigim olup(1) ve (2)

den

q:gl...gg&...g{(...gr

seklinde idempotentlerin ¢carpimi seklinde yazilir. Yani liliin basinda ifade effimiz

teoremi ispat etmis oluruz.
4.2 Kombinatorik Sonug¢

Qn in eleman sayisini veren foiitil as@idaki teorem ifade edelim:

Teorem 4.7 Qn, Xh ={1,2,...,n} Uzerinde @im sirakoruyan@dnigiler yarigrubu gstersin.
2n—1
o= (57,)

ispat: aeQ@risel<la<20<---<no<ndr r=01,....,n—1nigin g(a) yani

O zamamQ, elemen sayisi
dir.

a ninr li mesafesiniasdidaki gibi tanimlayalim. Buradg,(a) herr i¢in a nin tanim

kiimesindeki elemanlarin blok halinde nasil gidebifgd¢ekkinda bize bilgi verecektir:

go(0) =1a—1
g(a)=(r+loa—-ra 1<r<n-1

gn() = n—na

Bu durumda

igr(a) =n-1
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oldugu kolayca @rulir. O zamann tane noktanin ven— 1 tane 51 _,0r(a) den elde
ettigimiz toplam2n — 1 noktadanX, kiimesinde sirali@tsimleri aldgimizdamn — 1 tane

noktanin sec¢imini dginirsek bunu da

(2n—-1)!  (2n-1
n(in—1)! (n—l)

formult ile bulabiliriz.
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