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ONUR SOZU
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

F : Cisim,

\% : Vektor uzayi,

M : Manifold,

Wt : W alt uzaya dik uzay,

R : Reel sayilar,

R" : n boyutlu Oklid uzay1,

g : Metrik tensor,

x (M) veya I'(TM) : M manifoldunun vektor alanlarinin uzayi,
M : x noktasindaki tanjant uzay,
™ : Tanjant demet,

|- |l :Norm,

\% : Lineer konneksiyon,

D : Distribiisyon,

Ly : Lie turev,

[,] : Lie braket (parantez) operatorii,
f, : f doniistimiiniin tiirev doniigiimii,
' (p) : Vektor demetinin lifi,

cek f : Dikey distribiisyon,

A : Yatay tensor alani,

T : Dikey tensor alant,

R : Riemann egrilik tensorii,

K(m) :  diizleminin kesit egriligi,
p(U,V) :Ricci egriligi
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu calisma ii¢ boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde,
konunun tarihsel gelisimi ve bu tezde tizerinde c¢alisilan problemlerin tanittimi yapilmaktadir.

Ikinci boliimde diger boliimlerde yer alan konulara faydali olacak temel tanmim ve
kavramlar verilmektedir. Ayrica Riemann submersiyonlar, Riemann submersiyonlara gore 7" ve
A temel tensorlerinin geometrik yorumu, bu temel tensorlerin kovaryant tiirevleri ve egrilikler
arasindaki bagintilara yer verilmektedir. Ek olarak lightlike manifoldlara yer verilerek r lightlike
submersiyon, isotropik submersiyon ve total lightlike submersiyon kavramlari tanmitilmaktadir.

Uciincii boliimde transversal submersiyonlar tanitilip bu submersiyonlara gore cesitli
ornekler sunulmaktadir. Ayrica transversal submersiyonlarda belirli distribiisyonlara gore A ve
T temel tensor alanlari, konneksiyonlar, Schouten konneksiyonu, integrallenebilirlik, kovaryant
tirev, egrilik, kesit egriligi ve Ricci egriligi gibi kavramlar incelenerek 6nemli sonuglara
ulasilmaktadir.
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presented according to these submersions. In addition, some important results are obtained
by examining concepts such as A and T fundamental tensor fields, connections, Schouten
connection, integrability, covariant derivative, curvature, sectional curvature and Ricci curvature
along transversal submersions according to certain distributions.

Keywords: Riemannian manifold, Semi-Riemannian manifold, Lightlike manifold,
Riemannian submersion, Lightlike submersion, Transversal submersion, Schouten
connection.

vi



1. GIRIS

Bilimin bir¢cok dalindaki uygulamalarinda yer almasi nedeniyle diferensiyel geometri
matematigin 6nemli alanlarindan biridir. Diferensiyel geometrinin baslangici, Gauss’un
yiizeylerin egrilikleri iizerine olan calismalarina dayanir. Gauss’un yiizeylerin diferensiyel

geometrisi iizerine olan ¢aligmalart Riemann manifoldu kavramina onciiliik etti [1].

Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi calisilirken bir manifolddan bagka
bir manifolda uygun bir doniisiim tanimlanmaktadir. Bu doniisiimlerle bazi geometrik

incelemelerde bulunulmaktadir. Bu doniisiimlerden biri de submersiyon doniisiimiidiir.

Riemann submersiyon teorisi O’Neill [2] ve Gray [3] tarafindan tanmitildi. Daha sonra

Riemann manifoldlarin yapisinin tanitilmasinda etkili bir ara¢ olarak kullanildi [4].

(M, g) ve (B,g') sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari ve
n:M—B

bir submersiyon olsun. Bu durumda rankm = boyB < boyM olur. Herhangi bir x € B i¢in

lizerindeki lif, (M,g) manifoldunun r = (m — n) boyutlu bir alt manifoldudur. 7~!(x) alt

manifoldlarina submersiyonun lifleri denir [1].

7 : M — B submersiyonunun p € M icin (M, g)’deki ¥ integrallenebilir distribiisyonu

ile tanimlanir ve #),’ye submersiyonun dikey distribiisyonu denir. Dikey distribiisyona dik ve

tamamlayan olan

1
Hp = (")
distriblisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir [1].

(M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlari olsun. Eger
m:(M,g) = (B,g)

diferensiyellenebilir doniisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa 7 doniisiimiine

Riemann submersiyon denir.



1. 7 doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

2. Her p € M noktasinda, 7, doniisiimii X, € I'(7),) yatay vektorlerinin uzunlugunu korur.

Tanimdaki birinci sart doniisiimiin bir submersiyon oldugunu garanti etmektedir. Ikinci sart
ise p € M noktasinda 7, tiirev doniigiimiiniin 7, yatay uzaymdan Ty, B iizerine bir lineer

izometri oldugunu gostermektedir. Yani
gp(u,v) = ggr(p)(ﬂ*u, ), uy € Hp, pEM

[1].
Bilindigi gibi M ve B Riemann manifoldlar oldugunda lifleri de Riemann manifold olur.
Fakat manifoldlar semi-Riemann manifold oldugunda 7’nin lifleri semi-Riemann olmayabilir

[4].

Sahin son zamanlarda lightlike manifoldlardan semi-Riemann manifoldlar iizerine
submersiyon ve semi-Riemann manifoldlardan lightlike manifoldlar iizerine submersiyon

kavramlarin sirasiyla [5] ve [4] te tanitt1 ve ¢alisti.

Bu tezde bir semi- Riemann M; manifoldundan semi Riemann M, manifolduna bir
submersiyonda liflerin dejenere olma hali g6z Oniine alinarak transversal submersiyon kavrami

tanitildi.

Ikinci boliimde tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlara
yer verildi. Ayrica Riemann submersiyonlar ele alinarak Riemann submersiyonlara goére T
ve A temel tensorlerinin geometrik yorumlarina yer verildi. Ek olarak lightlike manifoldlara
yer verilerek r lightlike submersiyon, isotropik submersiyon ve total lightlike submersiyon

kavramlar tanitildi.

Tezin orijinal boliimii ticiincii boliim olup bu boliimde transversal submersiyonlar tanitilip bu
submersiyonlara gore 6rnekler sunuldu. Ayrica transversal submersiyonlara gore A ve T temel
tensor alanlari ele alinip belirli distribiisyonlara gore konneksiyonlar, Schouten konneksiyonu,
integrallenebilirlik, kovaryant tiirev ve egrilik gibi durumlar incelenerek onemli sonuglara

ulagildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim alt1 altboliimden olugmaktadir. Birinci altboliimde manifoldlar ve iizerindeki temel
yapilarla ilgili cesitli kavramlar tamtilmaktadir. Ikinci altboliimde Riemann manifoldlart ile
ilgili temel kavramlar verilmektedir. Uciincii altbolimde semi-Riemann manifoldlar ve bu
manifoldlarla ilgili cesitli kavramlar ve yapilar sunulmaktadir. Dérdiimcii altboliimde lightlike
manifoldlar tanitilarak lightlike altmanifoldlarla ilgili kavramlara deginilmektedir. Besinci
altbolimde Riemann submersiyonlar ve onlarin incelenmesinde 6nemli bir vasita olan O’Neill
tensorleri olarak adlandirilan A ve T temel tensor alanlart belirtilmektedir. Altinct altboliimde

lightlike submersiyonlar ve bu submersiyonlarla ilgili ¢esitli birtakim kavramlar tanitilmaktadir.

2.1 Manifoldlar ve Uzerindeki Temel Yapilar

Bu boliimde manifoldlar ve iizerindeki temel yapilar ile ilgili cesitli kavramlara yer

verilmektedir.

Tanim 2.1.1. V bostan farkli bir kiime ve F de V iizerinde bir cisim olsun. Bu durumda

+ VXV =V,
+(V1,v2> =V +W

ve

FxV =V,
(a,v)=av

islemleri tamimlansin. Her vi,v2,v3 € V ve a,b € F icin
1) (vi+va)+vi=vi+ (va+v3),
2) vi+vy=wva+vy,
3.) v+o =volacak sekilde V kiimesinin sifir elemant olarak adlandirilan bir o € V vardir,

4.) Her bir v €V icin v elemamimin + islemine gore tersi olarak adlandirilan ve v+ (—v) = o

esitligini saglayan bir —v € V vardir,
5.) a(vi+v2) =av) +av,
6.) (a+b)v=av+by,

7.) a(bv) = (ab)v,



8.) ev =volacak sekilde ® € F var,

boylece V kiimesine F cismi iizerinde vektor uzayi denir [1].

Tamim 2.1.2. R reel sayilar cismi iizerinde r tane vektor uzayt Vy,Va,...,V, olsun.
fVixVox..xV,—»R

fonksiyonu u;,v; € V;, a € R icin

i) fluy,u,.ui+viyuy) = fur,un, oyt eoosity) + f(Ur,un, .., vy ooy ),
il.) f(up,ug,...;auj, ... ;uy) = a.f(uy,un, ... ... uy)
ozelliklerini sagliyorsa f’ye i yinci yere gore lineerdir denir. Yi = 1,2,....r icin i) ve ii)
ozellikleri saglantyorsa f fonksiyonuna r lineer fonksiyon denir [6].
Tanmm 2.1.3. f € C(p) ve V, € T,(R") olsun. o : R — R" fonksiyonu
oft)=p+tV

esitligiyle verilsin, f o o fonksiyonunun sifir noktasindaki tiirevi, f fonksiyonunun V, yoniindeki

tiirevi olarak adlandinilir ve V), [f] seklinde gosterilir [7].

Tamm 2.1.4. p € E" olmak iizere
{(p,V):V eR"}

ciimlesi T,(E") ile gosterilsin. Bu ciimlede toplama islemi
(pvvl) + (p7v2) = (pavl +V2)’

ve skalerle carpma islemi de t € R icin

t(p,Vl) = (pvtvl)

islemlerine gore T,(E") ciimlesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayina E"
uzaymn p noktasindaki tanjant uzayr denir. Bu uzayin elemanlarina da p noktasinda tanjant

vektorler denir [8].

Tamm 2.1.5. M bir manifold ve T,M, manifoldun p noktasindaki tanjant uzay: olmak iizere
her p € M noktasina T,M uzayinda bir tanjant vektor karsilik getiren X diferensiyellenebilir

doniisiimiine vektor alant denir [1].



Tamm 2.1.6. M bir manifold ve manifold iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi T'(TM) olsun.

Bu durumda X ,Y,Z € T'(TM) vektor alanlari ve f € C*(M,R) icin
V:I'(TM) - T'(TM)

ile tamimli ve

1. Vx . yZ=VxZ+VyZ,
2. Vx(Y —l—Z) =VxY+VxZ

4. Vx(fY)=X[f]Y + fVxY

kosullarint saglayan V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon denir. VxY vektor alanina Y

vektor alanimin X vektor alant boyunca kovaryant tiirevi denir [1].

Tamm 2.1.7. M bir reel diferensiyellenebilir manifold ve V, M iizerinde bir lineer konneksiyon
olsun. V min T ile gosterilen torsiyon tensorii bir (1,2) tensordiir dyle ki M iizerindeki X ve Y,
vektor alanlart igin

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
seklinde tanmimlanir [9].

Tamm 2.1.8. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M manifoldunda bir U agik kiimesi

lizerinde vektor alanlart X ve Y olmak iizere f € C*(U,R) fonksiyonu igin
L]:T(TM) xT(TM) — T'(TM),

(X, Y] f=X(Y[f)-Y(X[)

ile tamimlanan doniisiime X ve Y vektor alanlarinin Lie (parantez) operatorii denir [1].

Tamm 2.1.9. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar, f : M — N diferensiyellenebilir doniisiim
ve X € TyM icin M ’de secilen Y(t) egrisine Y(to) = p noktasinda X vektorii teget olsun. Bu
durumda f(p) = f(y(to)) noktasinda f(y(t)) egrisine teget olacak sekilde f.(X) vektiriinii
karsilik getiren

fe: TpM — Tf(p)N

doniisiimiine tiirev doniigiimii denir ve d f ile gosterilir.
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Tamm 2.1.10. f,(X) =X ise X ve X vektor alanlarina f bagh vektir alanlart denir [1].

Tamm 2.1.11. f., lineer doniisiimiiniin Ty(R) ve Ty(,)(R) uzaylarimin dogal tabanlarina gére

matrisine f fonksiyonunun p noktasindaki Jakobiyen matrisi denir ve (Jf), ile gosterilir [7].

Tanmmm 2.1.12. V bir vektor uzayt ve
f: VXV =R

bir doniisiim olsun. x,x1,x2,y,y1,y2 € V ve a,b € R olmak iizere

flax) +bxz,y) = a.f(x1,y) +bf(x2,y),
flx,ayr +by2) = a.f(x,y1) +bf(x,y2)

sartlart saglantyorsa f doniisiimiine V tizerinde bilineer form adi verilir [1].

Tanim 2.1.13. V bir reel vektor uzayt ve
f:VxV—=R

bir R bilineer fonksiyon olsun. Her v,w €V icin

fv,w) = f(wv)
esitligi saglantyorsa bu forma simetrik bilineer form denir [10].

Tamm 2.1.14. V bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. V ’nin

bir & # 0 vektirii var ve her v €V i¢in

g(é ) V) =0
esitligi saglantyorsa g simetrik bilineer formuna V iizerinde dejeneredir denir [11].

Tammm 2.1.15. V bir reel vektor uzayr ve g, V iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. ¥v € V
icin

g(u,v)=0
olmast ancak u = 0 ile miimkiinse bu durumda g simetrik bilineer formuna non dejeneredir

denir [11].

Tanmm 2.1.16. V, m boyutlu bir reel vektor uzay: ve g, V iizerinde bir simetrik bilineer form
olsun. Bu durumda non dejenere olmast halinde g simetrik bilineer formuna V iizerinde bir

skaler carpim denir [12].



Tamm 2.1.17. V bir reel vektor uzayt ve g, V iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu

durumda v # 0 igin

i.) g(v,v) > 0 ise g pozitif tanumh,

ii.) g(v,v) <0 ise g negatif tanumh,

denir. [11].

Tamm 2.1.18. p = (p1,p2,---Pn), 4 = (q1,92, ---,qn) olmak iizere
n
<p.q>= Y Pidi
i=1

esitligiyle tanimlanan
<,>:R*xR" — R,
(p,9) — <p,q>

i¢ carpinina R" vektor uzaywmin standart i¢ ¢arpimu denir [§].

Tamm 2.1.19. p € R" icin /< p, p > sayist ||p|| ile gosterilsin. Bu durumda

Il : R" = R,
p—lpll

fonksiyonuna R" iizerinde bir norm denir, bu normla birlikte R" ciimlesine normlu vektor uzayi

denir [8].

Tanim 2.1.20. f: E" — R fonksiyonu verilsin. Bir p € E" noktas icin

lig W (P +h) = f(p) = A (h)

I
=0, heR,
h=0 1]

olacak sekilde bir
A ;RN e R,

fonksiyonu bulunabiliyorsa f’ye p € E" noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve A lineer

fonksiyonuna da p € E" noktasinda f’nin tiirevi ad verilir.

Belli bir p € E" noktasinda tiirevlenebilen reel degerli fonksiyonlarin ciimlesi
C(p,R)

seklinde gosterilsin. Buna gore Vp € E" icin f € C(p,R) ise f fonksiyonuna E" de tiirevlenebilir
veya diferensiyellenebilirdir denir [13].



Tamm 2.1.21. M bir m boyutlu manifold, p € M ve T,M de p noktasindaki tanjant uzay olmak

tizere M iizerinde

D:M — UT,M,

p— D, CT,M, boy(D,) =r
seklinde tanumli D doniisiimiine r boyutlu distribiisyon denir [1].

Tamm 2.1.22. D, M iizerinde bir n boyutlu bir distribiisyon olsun. 0 < k < n ve M’nin k
boyutlu altmanifoldu N olmak iizere herhangi x € N i¢in TN C Dy oluyorsa N’ye D’nin integral
manifoldu denir [12].

Tanmm 2.1.23. M bir C* manifold ve D, M iizerinde r boyutlu bir distribiisyon olsun.
M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak tizere D distribiisyonunun M altmanifoldunu
kapsayan baska bir integral manifoldu yoksa bu manifolda distribiisyonunun maksimal integral

manifoldu denir [1].

Tanim 2.1.24. M bir C* manifold ve D, M iizerinde r boyutlu bir distribiisyon olmak iizere
X,Y €I'(D) igin [X,Y] € I'(D) olmast durumunda D distribiisyonuna involutivedir denir [1].

Tanim 2.1.25. M bir C manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere
Vp € M icin D distribiisyonunun p noktasint kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D

distribiisyonuna integrallenebilirdir denir [1].

Teorem 2.1.1. M bir C* manifold ve D,A7[ manifoldu iizerinde r boyutlu bir distribiisyon olsun.

Bu durumda her involutive distribiisyon integrallenebilirdir [1].

Tanim 2.1.26. M bir manifold ve V, M manifoldu iizerinde bir konneksiyon olsun. XY € T'(D)
icin
VxY € F(D)
olmast durumunda D distribiisyonuna paraleldir denir [1].
Tanmm 2.1.27. M bir manifold, X manifold iizerinde bir vektor alani ve @, 1 parametreli

doniigiimlerin grubunu temsil etsin. Bu durumda ®, M iizerinde bir tensor alant olmak iizere

O tensoriiniin X vektor alanina gore Lie tiirevi,

1 _
(Lx®), =lim— [®, — (¢;P),],peM

t—0 1



seklinde tamumlamy, burada @, T(Q~'(p)) tensor cebirinden T(p) tensor cebirine bir

izomorfizmadir ve
(0D)p = 9P y-1(,)

ile tammhdr [1].

2.2 Riemann Manifoldlar

Bu boliimde Riemann manifoldu tantmlanmakta olup ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan
Killing vektor alani, Killing distribiisyon, Koszul formiilii, Levi-Civita konneksiyonu, egrilik

tensorli, Riemann Christoffel egrilik tensorii ve kesit egriligi kavramlar: sunulmaktadir.

Tamm 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve g

g:VxV—=R

seklinde bir bilineer form olmak iizere M manifoldunun her bir x noktasina, T,(M) uzay iistiinde
gx I¢ carpumimi karsilik getiren bir g doniisiimiine, M iistiinde bir metrik tensor denir. M
manifoldu iizerinde bir metrik tensor olmasi halinde bu metrik tensorle birlikte bu manifolda

bir Riemann manifoldu ad verilir [7].

Tamm 2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu, X manifold iizerinde bir vektor alani ve Ly ise X
vektor alanina gore Lie tiirevi olsun. Bu durumda Ly g = 0 olmasi durumunda X vektor alanina

Killing vektor alani denir [1].

Tanim 2.2.3. D, M manifoldu iizerinde bir distribiisyon olmak iizere D’ye ait her vektor alan

bir Killing vektor alaniysa bu distribiisyona Killing distribiisyon denir. [11].

Tanim 2.2.4. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz ve g
metrigi ile uyumlu (Vg = 0) bir tek V lineer konneksiyonu vardir. Bu konneksiyona Levi-Civita

konneksiyon, Riemann konneksiyon veya metrik konneksiyon denir [1].

Tamm 2.2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

1
g(VxY,Z) = E{Xg(Y,Z)—I—Yg(Z,X)—Zg(X,Y) (2.2.1)

-l-g(Z, [X,Y])-I—g(Y, [Z’XD _g(X7[Y7Z])}

ifadesi Koszul formiilii olarak tamimlanir [1].



Tanim 2.2.6. M bir manifold ve V manifold iizerinde bir lineer konneksiyon olsun. O halde

X,Y,Z e I(TM) olmak iizere

R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM) (22.2)

(X.Y.Z) = R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —Vix y|Z
ile tanimli R tensor alanmina V lineer konneksiyonunun egrilik tensorii denir [1].

Tamm 2.2.7. (M,g) bir Riemann manifoldu ve R de M iizerinde tamiml egrilik tensor alam

olsun. Bu durumda X,Y,Z,W € x(M) i¢in
K(X,Y,Z,W) =g(R(X,Y)Z,W)
ile tanumli tensor alanina Riemann Christoffel egrilik tensor alan denir [1].

Onerme 2.2.1. R(X,Y,Z,W) Riemann egrilik tensorii asagidaki ozellikleri saglar:

I. RIX,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W) =R(Y,X,W,Z),
2. R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y),
3. R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0,

4. (VZR)(X,Y)W + (VxR)(Y,Z)W + (VyR)(Z,X)W =0

[14].

Tamm 2.2.8. M bir Riemann manifoldu ve T,M, p € M noktasinda bir tanjant uzayi olmak iizere
T,M tanjant uzaywn 2 boyutlu bir ¢ alt uzayina p noktasinda M’ye teget diizlem denir. 6’ nin
p’de non-dejenere olmast ile

< R(u,v)u,v >
<u,u><v,y>— <u,v>2

Ko (u,v) =

ifadesine M’deki p noktasinda K kesit egriligi denir [15].
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2.3 Semi-Riemann Manifoldlar

Bu boliimde bir V' vektor uzay: lizerinde skaler carpim, indeks, radikal uzay, null uzay,
g bilineer formunun tipi, semi-Riemann manifoldlar, quasi ortonormal taban tanimlanip;
cesitli kavramlar ve Onermeler sunulmaktadir. Bu bdliimiin sonlarina dogru lightlike
submersiyonlar ¢alisiilmakta ve bu submersiyonlar i¢in verilen durumlarda quasi-ortonormal

taban kullanilmaktadir.

Tanim 2.3.1. V bir reel m boyutlu vektor uzay: ve g,
g:VxV—-R

non-dejenere simetrik bilineer form olsun. Bu durumda g simetrik bilineer formuna skaler
carpum (semi-Oklidyen metrik) denir ve bu durumda V bir semi-Oklidyen uzay olarak

adlandinlir [11].

Not 2.3.1. V bir reel vektor uzayr, W, V vektor uzaymin alt vektor uzayr ve g doniigiimii V
iizerinde bilineer form olmak tizere g’'nin W x W iizerinde kisitlanmis hali W iizerinde bir

simetrik bilineer formdur ve gy ile gosterilir [11].
Tamm 2.3.2. V bir vektor uzayi ve W ise V ’nin bir alt uzayt olsun. Bu durumda
g|W WxW—=R

negatif tamimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayimin boyutuna g’nin V deki indeksi

denir ve indV = q ile gosterilir [11].

Tanim 2.3.3. V bir reel m boyutlu vektor uzay: ve g simetrik bilineer form olsun. Bu durumda

V ’nin radikal veya null uzay: simetrik g bilineer formuna gore V ’nin bir Rad V alt uzayidir ve
RadV ={£€V:g(E,V)=0veV}
seklinde tanumlanir. Rad V 'nin boyutuna g’nin nulluk derecesi denir [11].

Tamm 2.3.4. V reel vektor uzayi ve g, simetrik bilineer form olsun. Bu durumda;

1) g(xix;) =0, i #
2) g(xi,xi) =—1,1<i<gq

3) glxixi)) =41, g+1<i<p+gq,
11



4.) g(xi,x;)) =0, p+q+1<i<p4+q+r=m
olacak sekilde V’nin bir B = {xi,...,x} ortonormal bazi vardwr. Burada p + q+r = m olup
(p,q,r) iicliisiine g formunun tipi denir [10].

Tammm 2.3.5. V semi-Oklidyen uzay: iizerinde tamimli bir g skaler carpim icin p.g # 0
olmast durumunda g metrigine proper semi- Oklidyen metrik ve (V,g) ikilisine de proper
semi-Oklidyen uzayt denir. Bilineer formun dejenere olmast durumunda vektor uzaymna lightlike

uzayt denir [11].

Tanim 2.3.6. V semi-Oklidyen uzayi iizerinde tanimli bir g skaler ¢carpumu igin,

1.) g(v,v) > 0veya v = 0 ise v vektiriine spacelike,
2.) g(v,v) <0 ise v vektoriine timelike,

3.) v# 0 icin g(v,v) = 0 ise v vektiriine lightlike (null veya isotropik) vektor denir. v € V

vektoriiniin bu ii¢ tipine v’nin causal karakteri denir [11].

Tanim 2.3.7. Uzunlugu 1 olan ; yani uzayda normu 1 olan vektorlere birim vektor denir [11].

Tamm 2.3.8. u,v €V icin g(u,v) = 0 ise bu iki vektir ortogonaldir denir ve u | v ile gisterilir.
Benzer olarak V ’nin iki alt kiimesi U ve W olmak iizere herhangiu € U ve w € W icinu L w ise

bu iki kiime de ortogonaldir ve U | W ile gosterilir [11].

Tamim 2.3.9. Ortogonal birim vektorlerinin karsilikli bir E kiimesi ortonormal kiime olarak
adlandirilir ki bu kiime lineer bagimsizdir. Bu nedenle m boyutlu V vektor uzaywmin ortonormal

vektorlerinin kiimesine V ’nin ortonormal bazi denir [11].
Onerme 2.3.1. Bostan farkli bir V semi-Oklidyen uzayimn ortonormal bir bazi mevcuttur [11].

Tamm 2.3.10. M bir manifold olsun. M iizerindeki (v indeksli) bir metrik tensor (0,2) tipinde
bir tensr alamidir éyle ki p € M igin gp, her bir T,M iizerinde v indeksli bir i¢ carpimdir. Eger g,
M iizerinde (v indeksli) bir metrik tensor ise bu durumda (M, g)’ye bir semi-Riemann manifold

(v indeksli) denir [16].

Onerme 2.3.2. (W,g), n boyutlu lightlike éyle ki; null W = r < n olsun. Bu durumda Rad W ye

tamamlayan her alt uzay non-dejeneredir [11].
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Tamm 2.3.11. (W, g) bir reel n boyutlu lightlike vektor uzayt ve Rad W de W vektor uzayimin
radikali olsun. Bu durumda W vektor uzayinda Rad W’ye tamamlayan alt uzay olan SW'ye

W ’nin ekran (screen) altuzayt denir [11].

Tamm 2.3.12. (V,g) bir m boyutlu semi-Oklidyen uzay ve W, V ’nin bir altuzay: olsun. Bu
durumda g |w: W x W — R bilineer formu dejenere ise W 'ye lightlike (dejenere) altuzay denir.

Aksi taktirde W ’ye non-dejenere altuzay denir [11].

Wt={veV:gvw)=0,Ywe W}

alt uzayim goz oniine alalim. Burada W+ alt uzayia W uzaymn diki denir. Genelde
wnwt {0}

dir [11].
Onerme 2.3.3. (V,g), n boyutlu bir i¢c carpim uzayt ve W uzayt da (V, g) 'nin bir alt uzay: olsun.
Bu durumda;
i.) boy W +boy W+ =boyV =n,
ii.) (WHt=w,
iii.) (W,gw), (V,g) nin bir non-dejenere alt uzayidir gerek ve yeter sart W N\W+ = {0} gerek

ve yeter sart W W+ =V

dir [16].

(V,g) uzayr n boyutlu bir proper semi-Oklidyen uzay olmak iizere (V,g) uzaymin
{e1,e2,...e,} ortonormal bazin1 goz oniine alalim dyle ki {eq,ez,...,e5} ve {egi1,...,eq1p}
sirastyla birim timelike ve spacelike vektorler olsun. Bazi lightlike vektorleri iceren bir baz

olusturmak icin asagidaki durumlarr gozoniine alalim:

Durum 2.3.1. (¢ < p):

Bu durumda

fi +ei}, fi= —ei}, 1€(1,2,...9) (2.3.1)

1
ﬁ{eq-ﬂ'
13
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vektorlerini olugturalim. Bu vektorler

g(fi. f)) =g(fi" f7) =0,

ve
g(flaf]*)zal]’ l,]€(17277Q) (232)

esitliklerini saglar. Boylece { fi, ..., fy, 7', ...7f;, €2g+15 - €ptq ) 29 tane lightlike vektor ve p— g

tane spacelike vektor iceren V ’nin bir bazidur.

Durum 2.3.2. (p < q)

Bu durumda

1 1
fo = %{eqﬂ,%—ea}, = E{eqﬂ —eq}, ae{l,..,p} (2.3.3)

olur.  Boylece (2.3.1) ve (2.3.2)'deki i,j yerine a,b € {l,...p} yazlirsa
{fl,...,fp,f{k,...,f;,epH,...eq}’nun 2p tane lightlike, q — p tane timelike vektor iceren

V ’nin bir bazi oldugu goriiliir.
Durum 2.3.3. (p =¢q)
n=2q =2p oldugundan (2.3.1) veya (2.3.3)’te tanimlanan
{fis s fp f1s o I
lightlike bazi elde edilir.

Tamm 2.3.13. (V,g) bir proper semi-Oklidyen uzayiun bir B = {fi,..., fr, [1, s f7 1, .t }

bazi asagidaki sartlarin saglanmasi halinde quasi ortonormal baz olarak adlandirilir.
g(uOhfi) = g(”tavfi*) =0; g(uOC?uB) = 80650([3

Buradai,j€{1,....,r}ve a,B €{1,....t} dir. Burada { f}, {f*} ve {u} sirasiylaT'(Rad TM ),
L(tr(TM)y) ve U(S(TM) ) 'nin bazlaridir [11].

Tamim 2.3.14. m boyutlu bir proper semi Oklidyen V uzaywun bir n boyutlu lightlike alt uzay:

olan W’ yi goz oniine alalim. Bu durumda bir quasi ortonormal

B=Af1,c, frs iy [ty sty }
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bazi vardir oyle ki
W =Span{fi,..., friut1,..;us} ;n=r—+s,1<s<t

dir; veya
W =Span{fi,...fn} ;n<r

dir. O halde bu ifadeye W boyunca V'’ nin quasi ortonormal tabani denir [11].

Onerme 2.3.4. W boyunca V vektor uzaymin bir quasi ortonormal bir tabani vardur [11].

2.4 Lightlike Manifoldlar

Bu bdliimde lightlike manifold, dejenere metrik, radikal distribiisyon gibi kavramlara yer
verilmekte ve lightlike alt manifoldlar baslig: altinda lightlike altmanifold kavrami tanitilarak r

lightlike, 1zotropik, co-izotropik ve total lightlike alt manifold kavramlar1 sunulmaktadir.

Tamm 2.4.1. (M,g), herhangi x € M i¢cin T,M iizerinde sabit indeksli, (0,2) tipinde, simetrik
tensor alanli, reel n boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Kabul edelim ki g, T.M
lizerinde dejenere olsun; yani T,M’nin bir & # 0 vektérii mevcuttur éyle ki YV € T,M igin
gx(&,V) = 0 olsun. Bu durumda T,M’nin simetrik bilineer g, formuna karsilik gelen radikal

veya null uzayr T,M 'nin bir Rad T,M alt uzayidir ve
Rad TM={Ee€TM: g(E,V)=0,VV € M}
olur. Rad T:M ’nin boyutuna g,’in nulluk derecesi denir null T,M ile gosterilir [15].

Tamm 2.4.2. Rad T M ’nin her bir x € M’yi T,M 'nin Rad T:M alt uzaywna esledigini varsayalim.
Burada g,’e karsilik gelen T.M, M iizerinde ranki sifirdan biiyiik olan diferensiyellenebilir bir
distribiisyon tamimlar. Bu durumda M ’ye r lightlike (r dejenere manifold) ve g’ye r dejenere

metrik denir. Rad TM’ye de M ’nin radikal distribiisyonu denir [11].

2.4.1 Lightlike Alt Manifoldlar

(M,2) bir reel (m+ n) boyutlu semi-Riemann manifold olsun, burada m > 1, n > 1 olmak
iizere g, M manifoldu iizerinde sabit ¢ € {1,...,m+n— 1} indeksli bir semi-Riemann metrik(ir.
Kabul edelim ki M manifoldu, M manifoldunun m boyutlu bir alt manifoldu olsun. m > 1 olma

sartt M’nin M nin bir egrisi olmayacagmin gostergesidir. p € M igin

T,M* ={V, € T,M :3,(V,, W,) =0, YW, € T,M}
15



dir. Lightlike bir M manifoldu i¢in diferensiyellenebilir bir distribiisyon mevcuttur dyle ki
Rad T,M = T,MNT,M" # {0}, Vp € M,

Rad TM’nin ranki r > 0 ise M’ye bir r lightlike alt manifold denir [15].

M’ nin bir lightlike M altmanifoldunun transversal vektdr demetinin insasi i¢in Rad T M’ nin

rankina, M’ nin ekboyutuna ve boyutuna gore asagidaki dort durum incelenir:

Durum 2.4.1. (0 < r < min{m,n}). M manifoldunun tanjant demeti TM’de Rad TM 'nin
tamamlayant olan S(TM) distribiisyonu gdzoniine alinsin. M’nin parakompakt oldugu kabul
edilirse boyle bir distribiisyonun her zaman var oldugu séylenir. Onerme 2.3.2’den S(TM), Rad

TM’ye ortogonal ve g’ye gore non dejeneredir.
TM =Rad TM 1 S(TM), (2.4.1)

ortogonal direkt toplami gozoniine alinsin. Non dejenere altmanifoldlar teorisindeki sabitlik ile
birlikte

™ = | T,M*
ueM

vektor demetini gézoniine alimrsa M lightlike manifoldu icin TM* in TM 1y de TM’ye
tamamlayan olmadigim soyleriz. Ciinkii Rad TM = TM N\ TM™*tir ve M iizerinde rank r > 0
olan bir distribiisyondur. TM*’ te Rad TMye ortogonal tamamlayan vektor demeti S(TM™)

ile tamimlansin. Onerme 2.3.2’den
TM* = Rad TM 1 S(TM™)

ifadesi yazilabilir. Diger taraftan S(TM) ve S(TM*) swrastyla M’nin bir screen distribiisyon
ve bir screen transversal vektor demetidir. S(TM), TM |y Tin bir non dejenere altvektor demeti
oldugundan

™), =S(TM) L S(TM)*

seklinde yazilabilir. Burada S(TM)*, TM’de S(TM)’nin tamamlayan ortogonal vektor
demetidir. Ayrica S(TM™*), S(TM)* bir altvektor demeti oldugundan ve ikisi de non dejenere

oldugundan

S(TM)* = S(TM*) L S(TMH)*

ortogonal direkt toplam ayrisimui elde edilir [11].
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Bundan sonra lightlike altmanifoldu (M,g,S(TM),S(TM™)) ile gosterilecektir. Ayrica bu

boliimde aksi belirtilmedikge indisler
i,j,k,...€{l,...,r}; a,b,c,... e {r+1,...m}; a,B,7,... € {r+1,....,n}
seklinde olacaktir.

Lemma 2.4.1. (M,g,S(TM),S(TM*")), (M,g) nin bir 1 lightlike altmanifoldu olsun. Kabul
edelim ki 7/, M’nin bir koordinat komsulugu ve & € T'(Rad TMy ), % ’nun her yerinde sifirdan
farklt olsun. Bu durumda S(TML)L nin tek bir N kesit egriligi vardir oyle ki

gV, &) =1 (2.4.2)

ve

g(N,N) =0 (2.4.3)

dir [11].

Ispat: S(TM*)! in non dejenere olmasi ve Rad TM’nin S(TM™)* in bir altvektor demeti
olmas1 V € F(S(TML)@/) nun varligmm gosterir Oyle ki % iizerinde g(V,&) # 0’dir.
Boylece rankS(TM~)* = 2 oldugundan herhangi N € F(S(TML)‘%Z/); o vef} % iizerinde
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere N = oV + B& vasitasiyla ifade edilebilir. Boylece

dogrudan hesaplamalarla N’nin (2.4.2) ve (2.4.3) esitliklerini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart

o A%
N= {V Z.E) g)'é} (2.4.4)

N’nin

ile verilmesidir [11].

Lemma 2.4.2. (M,g,S(TM),S(TM™Y)); r > 1 olmak iizere (M,g)’nin bir r lightlike
altmanifoldu olsun. Kabul edelim ki %, M’nin bir koordinat komgulugu ve {&;}, i € {1,...,r}
[(RadTM,q ) 'nun bir bazi olsun. Bu durumda S(TML)‘l% nun {N;} diferensiyellenebilir

kesitleri vardir éyle ki herhangi i, j € {1,...,r} icin
8(Ni, Gj) = 6ij (2.4.5)

ve

g(N;,N;) =0 (2.4.6)

dir [11].
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Durum 24.2. (1 < r =n < m). Bu durumda Rad TM = TM* ve biylece Riemann
altmanifoldlarin klasik teorisinden onceki normal demet lightlike altmanifold iizerinde bir
distribiisyon olur. Bu durumdaki altmanifolda M’nin co-isotropik altmanifoldu denir ve
S(TM*) = {0} oldugundan

TM =S(TM) L TM*

ifadesi elde edilir [11].

Durum 2.4.3. (1 < r =m < n). Bu durumda Rad TM = TM olur; yani S(TM) = 0’dwr.
Bdéylece M ’nin tanjant demeti TM™ in bir altvektor demeti olur. Bu durumda M manifolduna M

manifoldunun isotropik altmanifoldu denir. Boylece
TM* =TM 1 S(TM™")
ifadesi elde edilir [11].

Durum 2.4.4. (1 < r=m = n). Bu durumda Rad TM = TM = TM*; yani S(TM) = {0} ve
S(TM*Y) = {0} olur. Béylece ne bir screen distribiisyon ne de transversal screen distribiisyon

vardir. Bu durumda M manifolduna, M manifoldunun tamamen lightlike alt manifoldu denir ve

TM =TM & ltr(TM) ayrisumi elde edilir [11].

2.5 Riemann Submersiyonlar

Bu boliimde Riemann submersiyon kavrami agiklanmakta ve O’Neill tensorleri tanitilarak
Riemann submersiyonlarda bu tensorlerin 6nemli 6zelliklerine yer verilmektedir. Ayrica
Riemann submersiyonlarda O’Neill tensorlerinin kovaryant tiirevleri ve Riemann submersiyon-

larda egrilik kavramlar1 incelenerek onemli geometrik sonuglar sunulmaktadir.

Tanmm 2.5.1. M| ve M, sirasiyla m ve n boyutlu manifoldlar ve f : My — M, orten
doniigiim olmak iizere x € M noktasinda fyp : TeMy — Ty )Ma doniisiimiiniin rankinin n olmasi

durumunda f doniisiimiine submersiyon adi verilir [1].

Tanim 2.5.2. (M}, g1) ve(My, g>) strastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlarive f: My — M,
bir submersiyon olsun. O halde rank f = boy My < boy Miolur. Herhangi bir p € M, icin
F, = f~(p) iizerindeki lif, (My,81) manifoldunun r = (m — n) boyutlu bir altmanifoldudur.

f~Y(p) alt manifoldlarina submersiyonun lifleri denir [1].
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Tamm 2.5.3. f: M, — M, submersiyonunun x € My icin (My,g1)’deki ¥ integrallenebilir
distribiisyonu

V= cekf

seklinde tamimlamip, Yy submersiyonun dikey distribiisyonu olarak adlandirilir. Dikey

distribiisyona dik ve tamamlayan olan
A= 1)+
distribiisyon ise submersiyonun yatay distribiisyonu olarak adlandirilir [1].

Tamm 2.5.4. (M}, g1) ve(M>,g>) birer Riemann manifold ve

f:(My,81) — (Ma, g2)

diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Bu durumda f doniisiimii asagidaki sartlart sagliyorsa

f doniisiimiine Riemann submersiyonu denir.

i.) f doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

ii.) Her x € My noktasinda, f,, doniisiimii X, € T'(J%) yatay vektorlerinin uzunlugunu korur.

[1].

Tanim 2.5.5. f: (My,g1) — (M3, g2) bir Riemann submersiyonu olmak iizere M, iizerindeki bir
X vektor alant yatay distribiisyona ait ise bu vektor alanina yatay vektor alani denir ve yatay

vektir alanlarimin kiimesi x" (M) ile gosterilir.

M, tizerindeki bir X vektor alam dikey distribiisyona ait ise bu vektor alanina dikey vektor

alan denir ve dikey vektor alanlarimin kiimesi x"(M,) ile gosterilir.

Herhangi bir E € x(M,) vektor alamimin dikey ve yatay bilesenleri sirastyla vE ve hE ile
gosterilir [1].

Tamm 2.5.6. f: (My,81) — (Ma,g2) bir Riemann submersiyonu olmak iizere M\ iizerindeki
izdiigiiriilebilir vektor alanlariuin uzayt x(M,) ile gosterilir. Dolayistyla x°(M,)’in her bir
elemani My iizerinde bir vektor alant olup ayni zamanda M, iizerindeki bir vektor alanina f

baghdir [17].
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Tamm 2.5.7. f: (My,g1) — (M2, g>) bir Riemann submersiyon olmak iizere M iizerindeki bir
yatay X\ vektor alani M iizerindeki X, vektor alanina f bagl ise bu X, vektor alanina temel

vektor alani denir. Temel vektor alanlarinin uzayi
1" (My) = xS (M) Nt (M)
ile gosterilir [1].

Lemma 2.5.1. f: (My,g1) — (M>,g2) bir Riemann submersiyon, V ve V' sirasiyla My ve M,
manifoldlarinin Levi-Civita konneksiyonlari olmak iizere X, Y temel vektor alanlart X', Y' 'ne f

bagl ise bu durumda

i) g1(X,Y)=g(XY)of,
ii.) h[X,Y], [X',Y'] vektor alamina f bagl temel vektor alanidrr,
iii.) A(VxY), Vi,Y' 'ne f bagh temel vektor alamdir,

iv.) Herhangi 'V dikey vektor alant icin [X,V| dikey bir vektor alamidir

[18].

Simdi de O’Neill tarafindan, Riemann submersiyonlari i¢in tanimlanan temel tensorleri
inceleyelim:
Tamm 2.5.8. (M},g1) ve (M3, g>) Riemann manifoldlar ve
[oMy,81) = (M2, 82)
bir Riemann submersiyonu olmak iizere E\,Ey € x(M)) icin
T(E\,E) = Tg,E» = hV g, vE2» +VV g, hE>, (2.5.1)
ifadesi (1,2) mertebeli T temel tensor alani,
A(E\,Ey) = Ag,Ey = vV hEs + hV g vE,, (2.5.2)
ifadesi (1,2) mertebeli A temel tensor alant olarak tanimlamir. Burada v ve h
vix(My) — x"(My),
hex(My) = x"(My),

seklinde sirasiyla V' ve J€ iizerinde ortogonal projeksiyonlar ve V, (My,g1) manifoldunun

Levi-Civita konneksiyonudur [18].
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Not 2.5.1. E € y(M,) icin T ve A temel tensor alanlar asagidaki ézelliklere sahiptir:

1. Tg ve Ag lineer operatordiir.

2. Tg ve Ag yatay ve dikey alt uzaylarimin rollerini degistirir.

3. T dikey tensor alamdir; yani E € y(My) icin Tg = T, .

4. A yatay tensor alamdir; yani E € x (M) icin Ag = Ay dir.
[1].

Lemma 2.5.2. (My,g;) ve (M>,g2) Riemann manifoldlar: ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere herhangi X,Y,Z € x(M,) i¢in

g1(IxY,Z) = —g1(IxZ,Y ),

g1(AxY,Z) = —g1(AxZ,Y),
dir; yani Tx ve Ax operatorleri g\ metrigine gore anti-simetrik operatorlerdir [1].
Lemma 2.5.3. (My,g1) ve (M>,g2) Riemann manifoldlar: ve
[ (My,81) = (M2, &)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere,

i.) Uy, U, € x(M)) igin
Ty, Uy = Ty, Uy,

ii.) X1, X, € X(Ml) icin
AX1X2 = —AX2X1,

iii.) X1, X> € (M) icin
1
Ax X2 = 5v[X1,X)]

dir [1].
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Lemma 2.5.4. (M,g;) ve (M>,g2) Riemann manifoldlar: ve

[ (My,81) = (M2, 82)
bir Riemann submersiyonu olmak iizere, X, X1,Xp € x"(My) ve V,V1,V5 € x"(My) icin
Vv, Vo =Ty, Vo +vVy, Vs,
VyX = TyX +hVyX,

Vx, Xo = Ax, Xo +hVx, Xo,

"~

dir, burada §V1V2 = vy, W dir. Liflere ait diger geometrik nesneler de

belirtilecektir [1].

Tamm 2.5.9. (M},g1) ve (M3, g>) Riemann manifoldlari ve
f:(My,81) = (M2, 82)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere,

VEI E, = V(VE1 sz) —l—h(VEl /’ZEQ), EE, € X(Ml)

(2.5.3)

(2.54)
(2.5.5)

(2.5.6)

sembolii ile

(2.5.7)

ile tamumli konneksiyona Schouten konneksiyonu denir. Burada V" dikey distribiisyonu ve ¢

yatay distribiisyonu iizerine olan projeksiyonlar sirastyla v ve h’dir [18].

Lemma 2.5.5. (My,g1) ve (M>,g2) Riemann manifoldlar: ve
[ (My,81) = (Ma,82)
bir Riemann submersiyonu olmak iizere E,G € y(M,) i¢in
VieG =VpG+TeG+ApG
dir [18].
Ispat: (2.5.7) esitliginden yararlanilarak E,G € y (M) igin

VEG = v(VEvG) 4 h(VEhG),

=V(Vetne)G) + AV (g 1nE) hG),

=vW,evG 4+ vV, pvG +hV,ghG +hVphG+VEG — VEG
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olur. Diger taraftan

VeG =vVgG+ hVEG,
=v(Ve1ne) (VG +hG)) + (Vg1 1) (vG +hG)),
= vV, gvG + VvV, ghG + vV g vG + vV, ghG

+hV,evG + hV,ghG + hV,gvG + hV ,phG (2.5.10)
olur. O halde (2.5.10) esitligi (2.5.9) esitliginde yerine yazilirsa
ViG =VEG+TeG+ArG
esitligi elde edilmis olur [17].

Tamm 2.5.10. (M}, g;) bir Riemann manifoldu ve E\,E»,E3 € x(M)) olsun. (1,2) mertebeli A

ve T tensor alanlarimin kovaryant tiirevleri sirasiyla,
(Vi,A)g,E3 = (VE,A)(Er, E3) = VE, (AE,E3) —AVE1E2E3 —Ag, Vg E3 (2.5.11)

ve

(VEl T)E2E3 = (VEI T)(Ez,Eg,) = VEl (TE2E3) — TVE1 E2E3 = TE2VE1E3 (2.5.12)

ile tamimlanir [18].

Lemma 2.5.6. (M,,g;) ve (M>,g2) Riemann manifoldlar: ve

fi(My,81) — (Ma, g2)
bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y,Z,7' € y"(My) ve U,V,W € x"(M,) icin
g1((VuA)xV,W) = g1(TyV,AxW) — g1 (TuW,AxV),
gi(VxT)yV.W) = g1 (TyW,AxV) — g1(TyV,AxW),
g1((VxA)yU,V) = g1(AxU,AyV) — g1(AxV,AyU),
gs1(VuT)vX,Y)=g1(TuX, TvY) — g1(TyY, Ty X),
81((VxA)yZ,Z') = g1(AxZ,AyZ') — g1 (AxZ Ay Z),
gi(VxT)uY,Z) = g1(TyZ,AxY ) — g1(TyY,AxZ)

dir [1].
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A ve T tensor alanlari ve kovaryant tiirevleri (M,g) manifoldunun R Riemann egriliginin

ifade edilmesinde onemli bir rol oynamaktadir. Herhangi E, F,G,H € x(M,) i¢in
R(E,F,G,H) = 1(R(G,H,F),E) = 81([V6,Vi] = Vig ) ) F, E)
dir [19].
(My,g1) ve (M>,g>) birer Riemann manifold
[ (My,81) = (M2, 82)
bir Riemann submersiyon ve (Mj,g1)’in yatay distribiisyonu .5 olsun. R*, x" (M) iizerinde

(1,3) egrilik tensor alani olmak iizere herhangi X, Y, Z € x"(M;) ve p € M; icin
R}.(p) (fspXp, fipYp, fxpZp) tensoriiniin yatay lifti R*(X,Y, Z) ile gosterilir.

(M, g>) manifoldunun R Riemann egriligi kisaca;
[(RY(X,Y,2)) = R (f.X, .Y, f.2)
ile ifade edilir. Ayrica herhangi X,Y,Z € x"(M,) icin
R*(X,Y,Z,H)=g(R"(Z,H,Y),X) :R/(f*X,f*Y,f*Z,f*H) of
yazilir [18].
Teorem 2.5.1. (My,g1) ve (M3, g>) Riemann manifoldlari ve
[ (My,81) = (M2, 82)

bir Riemann submersiyon ve R, R’ sirastyla My ve My manifoldlarinin Riemann egrilik tensirleri

olsun. Bu durumda, herhangi bir XY, Z,H € x"(My) ve V,W € x"(M,) icin
IRX V)V, W) =g1((VvA)xY, W) —gi1(VwA)xY,V)

+81(AxV,AyW) — g1 (AxW,AyV)

—g1(Ty X, TwY)+ g1 (TwX, TyY),
SIRX, V)Y, W) =gi1(VxT)yW.Y) +g1((VvA)xY,W)

—g1(Ty X, TwY) + g1 (AxV,AyW)

dir [18].
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2.6 Lightlike Submersiyonlar
Bu boliimde lightlike submersiyonlar tanitilarak 6nemli baz1 kavramlara yer verilmektedir.

(M1, g1) bir semi-Riemann manifold ve (M, g>) bir r lightlike manifold olsun.
f:M; — M,
diferensiyellenebilir submersiyonu goz 6niine alinsin. Bu durumda p € M, icin f~!(p),
boyMi — boyM,

boyutlu alt manifolddur.

Ote yandan p noktasinda f, doniisiimiiniin cekirdegi
cekf, ={X € T,(M) : f.(X) =0} (2.6.1)

ile tanimlanir [4].

(cekf,)* ifadesi de
(gekf.): ={Y € T,(M;) : g1(Y,X) = 0, VX € gekf.}

seklinde tanimlanir.

T,M, bir semi-Riemann vektor uzayr oldugundan (gekf.)’, ¢ekf.’m tamamlayani

olmayabilir [4]. Kabul edelim ki

A = gekf. N (gekf.)" # {0}
olsun. Bu durumda submersiyonlarin asagidaki 4 durumunu goz 6niine alalim:

Durum 2.6.1. 0 < boy A < min {boy (¢ekf.),boy (¢ekf.)*} : Bu durumda A, T,M, in radikal
alt uzayidir. Boylece [11]’de oldugu gibi cekf, boyunca M\’in quasi ortonormal bazi vardir.
cekf. bir reel lightlike vektor uzayt oldugundan [11, Onerme 2.1]’den A’ya tamamlayan non
dejenere bir alt uzay vardir. S(¢cekf.), (¢ekfi)’da A’ya tamamlayan non dejenere alt uzay olsun.

Bu durumda

cekf. = A L S(cekf) (2.6.2)

olur. Benzer sekilde

(cekf)™ = AL S(¢ekf.)"
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olur. Burada S(gekf.)™*, (¢ekf.)'te A’min tamamlayan alt uzayidir. S(gekf.), T,My’de non

dejenere oldugundan
T,My = S(gekf.) L (S(gekf.))"

ifadesi goz éniine almr. Burada (S(gekf.))*, T,My’de S(¢ekf.) in tamamlayan alt uzayidr.
Ayrica S(gekf.) ve (S(¢cekf,))* non dejenere oldugundan

(S(gekf.)) " = S(gekf. )" L (S(gekf)h)*"

olur. Bu durumda [11, Onerme 2.4]’ten yararlamlarak "¢ekf, boyunca T,M,’in bir quasi

ortonormal bazi mevcuttur." ifadesi ile birlikte herhangi i, j € {1,....r} ve a, € {1,...,t} icin

8(&i,&)) = gWiuN;) = 0 , g(&N;) = &
8<Wa7€j) = g(WaaNj) =0, g(WmW/}) = 8a3a/3

olur. Burada {N;} ler (S(gekf.)-)" in diferensiyellenebilir null vektor alanlar, {&;}’ler A’min
bazlari ve {Wy} lar da S(gekf,)’in bazlaridir. {N;} vektor alanlarimn kiimesi ltr(cekf,) ile

temsil edilmek iizere asagidaki

tr(cekf.) = Itr(cekf.) L S(cekf.)*

ifadesini goz dniine alalum. Not edelim ki (ltr(cekf,)) ile (¢cekf) birbirine ortogonal degildir.
Burada V" =(¢ekf.) ifadesi T,M, ’in dikey uzaymm, 7 = tr(cekf.) ifadesi de yatay uzay: temsil

etmek iizere Riemann submersiyonlarin genel teorisinde oldugu gibi
T,M\ =7,® %,
ifadesi elde edilir. Burada V' ile 7€ birbirine ortogonal degildir [4].

Tamm 2.6.1. (M,g;) bir semi-Riemann manifold ve (M>,g>) bir r lightlike manifold olsun.
Kabul edelim ki
f My — M,

bir submersiyon olsun. Oyle ki

i.) boy A = boy {(¢cekf.) N (¢cekf.)*} =r, 0 < r < min {boy (¢ekf.),boy (cekf.)"},
ii.) fi horizontal vektorlerin uzunlugunu korusun; yani
X,Y eT(A) igin g1(X,Y) = g2(fi(X), f(Y))

olsun. Bu durumda f ’ye bir r lightlike submersiyon denir [4].
26



Durum 2.6.2. boyA = boy(gekf.) < boy(cekf.)" : O halde

YV = Ave A = S(cekf.): L ltr(cekf.)
olur. Bu durumda f’ye izotropik submersiyon denir [4].
Durum 2.6.3. boyA = boy(gekf.): < boy(cekf.) : O halde

V = S(¢cekf.) L Ave S =ltr(cekfy)
olur. Bu durumda f’ye co-izotropik submersiyon denir [4].
Durum 2.6.4. boyA = boy(¢ekf.)" = boy(cekf.) : O halde

V =Ave H =ltr(¢ekf.)

olur. Bu durumda f"’ye total lightlike submersiyon denir [4].
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3. TRANSVERSAL SUBMERSIYONLAR

3.1 TRANSVERSAL SUBMERSIYONLARA GIRIS

Bu boliimde transversal lightlike submersiyonlarin geometrisi calisiimaktadir. Bu boliimiin
giris kisminda transversal lightlike submersiyonlar tanitilarak transversal r lightlike submer-
siyonlar ve isotropik transversal lightlike submersiyonlar ile ilgili 6rnekler sunulmaktadir.
Daha sonra transversal submersiyonlar icin O’Neill tensorleri tanitilarak altboliimler halinde
transversal lightlike submersiyonlar i¢in Schouten konneksiyonu, A ve T temel tensor alanina

gore kovaryant tiirev ve egrilikler incelenerek 6nemli geometrik sonuglara ulagilmaktadir.

(M1,g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold olmak iizere
f:My — M;

seklinde dejenere liflere sahip diferensiyellenebilir submersiyonu goz oniine alalim. Bu durumda
p € M, igin f~1(p), boyM; — boyM, boyutlu alt manifolddur. Diger taraftan p noktasinda f,
doniigiimiiniin ¢ekirdegi

cekfy ={X € T,(M) : f.(X) =0}

ile tanimlanir. O halde
(cekf)= = {Y € T,(M)) : g1(Y,X) =0, VX € ['(gekf:) }

seklinde tanimlanir. 7,M; vektor uzayr semi-Riemann oldugundan (cek )+, cekf.n

tamamlayani olmayabilir.
A = (gekf.) N (gekf:)" # {0}

oldugunu varsayalim. Bu durumda [4]’ten yararlanarak asagidaki dort durumu inceleyelim:

Durum 3.1.1. 0 < boy A < min {boy (¢ekf.),boy (¢ekf.)*}. Bu durumda A, T,M, uzaymmn
radikal alt uzayr olur. Boylece [11]’den yararlanarak cekf, boyunca My’in quasi ortonormal
bazimin oldugunu séyleriz. (¢ekf.) lightlike vektor uzayt oldugundan [11, Onerme 2.1]’den A’ya

tamamlayan non dejenere bir alt uzayin varligu goriiliir.

S(¢ekfy), (¢cekfy) da A’ya tamamlayan non dejenere alt uzay olsun. Bu durumda

cekf. = A L S(cekfy)
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olur. Diger taraftan benzer sekilde
(¢ekfi)™ = A L S(gekf.)*"

olur. Burada S(gekf.)*, (cekf.)*’te AN’min tamamlayan alt uzayidir. S(gekf.), T,M; de non

dejenere oldugundan
TyMy = S(gekf.) L (S(gekf.))"

ifadesini goz oniine alacagiz. Burada (S(¢ekf.))t, T,M;’de S(¢ekf.)in tamamlayan alt
uzayidir. Ayrica S(¢ekfy) ve (S(gekf.))* non dejenere oldugundan

(S(¢ekfi))" = S(gekfi) ™ L (S(gekfs) )"
olur. Bu durumda [11, Onerme 2.4]’ten herhangi i,j € {1,...,r} ve o, B € {1,...,t} icin

g(&i,&) = gWiLN;) = 0, g&N;) = &
§Wa, &) = gWa,N;) = 0, g(Wa,Wg) = €xup

olur. Burada {N;} ler (S(¢ekf.)" )" in diferensiyellenebilir null vektor alanlari, {&;}’ler A’nin

bazlart ve {Wy} lar da S(¢ekf,)*’in bazlaridir. {N;} vektor alanlarimin kiimesi ltr(cekf,) ile

temsil edilmek iizere
tr(cekf,) = Itr(cekf.) L S(cekf.)*

ifadesini goz dniine alalim. Not edelim ki (Itr(gekfy)) ile (¢ekfi) birbirine ortogonal degildir.
Burada V" =(¢ekf.) ifadesi T,M,’in dikey uzaymm, 7 = tr(cekf.) ifadesi de yatay uzay: temsil

etmek tizere Riemann submersiyonlarin genel teorisinde oldugu gibi
T,M\ =V,® 5, (3.1.1)
ifadesi elde edilir. Burada 'V ile € birbirine ortogonal degildir.
Tanim 3.1.1. (M}, g,) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
f:M; — M,
bir submersiyon olmak iizere VX ,Y € T'(S(gekf.)*) icin
81(X,Y) = ga2(f(X), f+(Y))
esitligi saglaniyorsa f doniigiimiine bir transversal lightlike submersiyon denir.

Durum 3.1.2. boyA = boy(cekf.) < boy(cekf)" : O halde V = A ve S = S(¢ekf,)*" L

Itr(¢ek fi)olur. Bu durumda f’ye izotropik transversal lightlike submersiyon denir.
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Not edelim ki p € M, igin f~!(p) boyM; — boyM, boyutlu alt manifolddur.

Simdi transversal r lightlike ve izotropik transversal lightlike submersiyonlar icin ikiser 6érnek

verecegiz:

Ornek 3.1.1. RS ve R} sirasiyla g1 = —(dx1)? + (dx2)? + (dx3)? + (dx4)* + (dxs)? + (dxe)* ve
g2 =—(dy1)*+ %(dyz)2 + %(a’yg)2 metrigi ile verilen R® ve R3 olsun. Burada x1,x3,x3,%4,Xs5, X6

ve y1,v2,v3 sirastyla R® ve R3 te kanonik koordinatlardir. Asagidaki doniigiimii tamumlayalim:

[ R$ — R}
(X],XQ,X3,.X4,.X5,X6) — (XI—XS,X2+X6,.X3 +X4)

Dogrudan islemlerle
1

- O O

0 —
0 O
I 0

S = O

1 0
fi~| 0 1
0 0

elde edilir. Buradan rank f, = boy R = 3 bulunur. Béylece f bir submersiyondur. Diger taraftan,

R T B BN BT IR N )
cekf = Span\ Wi = ox;  oxs’ 2 dxy  Oxg o 0x3 Oxy
olur. Boylece (gekf,)" ifadesi de
d d d d d d
1 _ i — . .
<§ekf*) B Span {Tl N 8x1 + aX5, T2 N 8x2 8x6’ T3 N 8)63 8X4}

seklinde bulunur. O halde W\ =T,
A= (gekf.) N (¢ekf.) " = Span{Wy}

olur. Dolayisiyla & € T'(A) icin g1(&,V) # 0 olacak sekilde V vektiriiniin V = (0,0,0,0,1,0) ile

secilmesi sonucunda (2.4.4) yani,

esitliginde yerine yazilmasi ile

bulunur. Bu durumda,

1/ 0 0
Itr(cekfi) = Span {N =3 (8_x1 — 8_X5> }

olur. Kolayca gosterilebilir ki g1 (N,Wy) =1, g1 (N, W) =0, g1 (N,Ws3) = 0 dir. Boylece dikey ve
yatay uzaylar
¥V = Span{W,,W,, W5},
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H = SpCll’l{N,Tz,T:),}

ile verilir. Ayrica

d d d

esitlikleri elde edildiginden

g1 2) = g2(fu(D2), f(T2)) =2,
g1<T3= T3) = gz(f*(T3),f*(T3)) =2,

81(N,N) =0, &2(f«(N), f«(N)) = —1

ifadelerine ulasilir. Buradan goriiliir ki S(gekf,)" teki vektorlerin uzunluklart korunur; ancak
Itr(cekfy) icin aym sey soylenemez. Bu durumda f doniisiimii bir transversal 1 lightlike

submersiyondur.

Ornek 3.1.2. RS ve R3 swrasiyla g1 = —(dx1)? — (dx2)? + (dx3)? + (dxa)? + (dxs)? + (dxe)? ve
g2 = —(dy1)? — (dyy)* + %(a’yg)2 semi-Riemann metrikleriyle verilen R® ve R olsun. Burada

X1,X2,X3,X4,X5,X6 Ve y1,¥2,y3 strastyla R ve R3 iin kanonik koordinatlardir: Asagidaki

fo: RS — R3
(Xl;xz,x37x4,x5;3€6) — (xl +X4,X2+X5,X3 +X6)

doniisiimiinii tammlayalim. Dogrudan islemlerle

100100
il 010010
001001

elde edilir. Buradan rank f, = boy R = 3 bulunur. Béylece f bir submersiyondur. Diger taraftan,

0 0 d d 0 0
ek f —Span{Wl __8_x1+8_X4’ Wz——a—xz—f‘a—xS, W3——8—x3+8—x6}

olur. Boylece (¢ekf.)" ifadesi de

P o 9 o 9
1 _ e =+ = = 3. T 3.
(cekfs) —SPa”{Tl = Tom T ox L o, oxs B 0x3 9766}

seklinde bulunur. O halde (¢ekf.) N (¢ekf.)t = Sp{Wi = Ty, Wy = T>} olur. Béylece
1
N1 - 5
0

=

[=
=)
D=
=)
o
~

N =
o
o
N =
1<

~



olur. Diger taraftan
f*<T3) = (07072)’
£.(N1) = (1,0,0),
f«(N2) =(0,1,0)

olarak bulunur. O halde transversal submersiyonun son sarti incelenirse;

-

g1<T37T3) = g2<f*(T3);f*(T3)) =2
g1(N1,N1) =0, g2(f«(N1), f«(N1)) = —1 oldugundan gy (N1,N1) # g2(f«(N1), f«(N1)),

g1(N2,N2) =0, g2(f(N2), f«(N2)) = —1 oldugundan g(N2,N2) # g2(f«(N2), f«(N2))

esitlikleri bulunur. Boylece f transversal 2 lightlike submersiyondur.

Ornek 3.1.3. R} ve R} sirastyla g1 = —(dx1)? + (dx2)? + (dx3)? + (dxa)? ve g2 = —(dy1)> +
(dyz)2 + (dyg)2 semi-Riemann metrikleriyle verilen R* ve R3 olsun. Burada X1,X2,X3,X4
R*te kanonik koordinatlardir ve yi,y>,y3 R3te kanonik koordinatlardir. Asagidaki doniisiimii

tamimlayalim:

e R} — R3
(x1,X2,%3,%4) — (X1 +x2,%3,X4)

doniisiimiinii tamimlayalim. Burada f ’nin submersiyon oldugu kolayca gosterilebilir.

Diger taraftan
d d
gekf. =Span{ W1 = —5—+ 5—
ox;  dx

olur. Boylece (¢ekf,)" ifadesi de

d d d d
1 — — _ -
(¢ekf.)™ = Span {T]  dx * dxy’ L2 ox3’ I3 (9X4}

seklinde bulunur. O halde

d d
L = — ——
(?ekf*) M (gekf*) = Span {Wl = 8)51 + _axz}
11
N: (5’57070)

f*(TZ) = (07 170)’
f*<T3) = (07071)’
f*(N) = (17070)
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olarak bulunur. Buradan

81(1, ) = g2(f«(T), f(T2)) = 1,
81(13,T3) = g2(f«(T3), f«(T3)) = 1,

esitliklerinden f ’nin bir izotropik transversal lightlike submersiyon oldugu sonucuna ulagilir.

Ornek 3.1.4. RS ve RS sirasiyla gy = —(dx1)? — (dx2)? + (dx3)? + (dx4)? + (dxs)? + (dxe)?
ve g2 = —(dy1)? — (dy2)? + (dy3)? + (dy4)? semi-Riemann metrikleriyle verilen R® ve R*
olsun. Burada xi,xy,x3,%4,%5,x¢ R® da kanonik koordinatlar ve yi,y,y3,ys R* te kanonik

koordinatlardir. Asagidaki

B, : RS — RS

X1+X5 X2+X
<x17x27x37-x47x57x6> — ( 1\[57 2\f67x37-x4>

doniisiimiinii tamimlayalim. Burada f’ nin submersiyon oldugu kolayca gosterilebilir. Diger

taraftan
d d d d
cekf, = Span {Wl = _8_)61 + 8_x5’ W, = _a_xz vl a_)%}
olur. Boylece (gekf,)" ifadesi de
d d d d d d
1_ = —— _ = —— _ = — = —

seklinde bulunur. O halde
(¢ekfo) N (gekf) ™ = A= Span{W = T1, W, = Tr}
olur. Diger taraftan

’

1 1
N =1{=,0,0,0,-.,0
1 (277772;)
1 1
N»=10,-,0,0,0, =
2 (72,77>2)

)

seklinde bulunur. Diger taraftan

f+«(T3) = (0,0,1,0),
f*(T4) = (0707071)’

fx(Ny) = (%,0,0,0),

(o,%,o,o)
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olarak bulunur. Diger taraftan

81(13, T3) = g2(f+«(T3), f+«(T3)) = 1,
81(Ty, Th) = g2(fi(Ty), fi(Th)) = 1,

gl(NlaNl) = O; gZ(f*(N]),f*(N])) = —

g1(N2,N2) =0, ga(fo(N2), fs(N2)) = —

1
2’
1

2
esitliklerinden f’nin izotropik transversal lightlike submersiyon oldugu bulunur.

Sonug¢ 3.1.1. O halde dejenere liflere sahip olan bir transversal submersiyon icin transversal
r lightlike ve isotropik transversal submersiyon kavramlarindan bahsedilebilir; ancak
co-izotropik ve total lightlike submersiyonlardan bahsedilemez; ciinkii co-izotropik ve total
lightlike submersiyonlarin yatay kismi S(cekf.)’i icermeyip sadece ltr(cekf,) kismini

icerdiginden bu submersiyonlar icin Tanim 3.1.1 deki gibi izometri sarti saglanmaz.

Lemma 3.1.1. (My,g;) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

[ (My,81) — My, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda XY € T(S(gekf.)*) icin
gi(X,Y)=g(X,Y)of
olur.
Ispat: Transversal submersiyonun izometri sartindan X ,¥ € I'(S(gekf.)*) olmak iizere
81,(X,Y) = g24(p) (fx(X), fu(Y))

£1,(X.Y) = &) X | 5(), Y ()
gl(X7Y) :gZ(iaﬁy/) Of

olur.

Teorem 3.1.1. M| ve M, birer semi-Riemann manifold ve

fiM1—>M2

My
bir transversal submersiyon olsun. Bu durumda X,Y,Z € T(S(gekf.)") i¢in hVxY, VY ya f

bagldr.
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Ispat: Bir semi-Riemann manifoldda torsiyonsuz metrik konneksiyon Levi Civita konneksiyon

oldugundan Koszul esitligi elde edilir. Herhangi X,Y,Z € I'(S(¢ekf,)") igin
281(VxY,Z) =X(1(Y,2)) + Y (1(X,2)) = Z(g1(X,Y))

+g1([X7Y]’Z)+g1([Z7X] =Y) _gl([Y7Z] 7X)

olur. Transversal submersiyonun izometri sartindan

=Xg((Y,Z)o

gl([X,Y],Z :gz([g,?],i)of,
21([Z,X],Y) = &2([Z,X],Y) o f,
gl([Y,Z],X :gz([?,Z],i)Of,

olur. Bu durumda

2g1(VXY,Z) :§g2<?,2) Of—|—7g2(y,2) Of—Zgz(?,f) of
_gZ(jZJ [?72]) Of—|—g2(?7 [Zaj?]) Of+g2(z7 [X/uAY/]) Of
bulunmus olur. M, semi-Riemann manifold oldugundan Levi-Civita konneksiyonuna sahiptir.

M,
Buradan V Koszul esitligini saglar. O halde

M, _ _
gl(VXY,Z) :gz(VXVY,Z) Of

bulunur. Boylece

M, _ _
gl(VVXY+hVXY7Z) :g2<ViY,Z)Of,
M, _ _
gl(vVXY,Z)—{-gl(/’lVXY,Z) :gz(v)’(“Y,Z) of

=0 0
M, _
olacagindan hVxY, V ;Y ya f baghdur.

Not 3.1.1. M| ve M, birer semi-Riemann manifold ve f : M\ — M, bir transversal r lightlike

submersiyon olmak iizere Teorem 3.1.1 "deki ifade Ny,N, € T'(Itr(¢ekfy)) icin gegerli degildir.
Not 3.1.2. Herhangi bir U € T'(S(¢ekf.)) ve X € T(S(gekf.)') icin [X,U] dikey vektor alamadur.
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Teorem 3.1.2. M| ve M, sirasiyla g\ ve g, metrikleriyle verilen semi-Riemann manifold ve
f 1 My — My bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda V bir Levi-Civita

konneksiyonu olmak iizere VN1 ,N», N3 € U(Itr(cekf.)) icin
81(VN, N2, N3) = —g1(N2, VN, N3)

olur.

Ispat: Asagidaki

(VN,81)(N2,N3) = N1g1(N2,N3) — g1(VN,N2,N3) — g1 (N2, VN, N3) (3.1.2)

esitligi ele alinsin. Bir semi-Riemann manifoldda torsiyonsuz metrik konneksiyon Levi Civita
konneksiyon oldugundan

(Vi 81) (N2, N3) =0 (3.1.3)
olur. Diger taraftan N», N3 € I'(Itr(¢ekf,)) oldugundan
g1(N2,N3) =0
olur. Boylece
N1g1(N2,N3) =0 (3.1.4)
olur. O halde (3.1.3) ve (3.1.4) esitlikleri (3.1.2)’de yerine yazilirsa
0= —g1(VN,N2,N3) — g1 (N2, Vv, N3).
Buradan

g1(VN,N2,N3) = —g1(N2,Vy,N3)

esitligi elde edilir.

3.1.1 Transversal Submersiyonlar Icin O’Neill Tensorleri

Bu béliimde transversal submersiyonlar i¢in Sahin ve Giindiizalp’in [4] teki ¢alismasindan
yararlanilarak O’Neill tensorleri tamitilacak ve bu tensorler kullanilarak bazi1 6nemli 6zellikler

sunulacaktir:

M ve M, birer semi-Riemann manifold,

f:M1—>M2
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bir transversal submersiyon, E ve F' de M| lizerinde herhangi vektor alanlar1 olmak {izere
h:TMy — 7 vev:TMy — V

projeksiyonlart TM| = ¢ @V direkt toplam ayrisimlari ile baglantili dogal projeksiyonu
gostersin. V da (Mj,g1) in Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda (1,2) tipindeki T
tensOr alani

TgF = hV,gvF +VvV ghF (3.1.5)

ile tammmlanir. Riemann submersiyonlarda oldugu gibi T tensor alami asagidaki ozelliklere

sahiptir:

1. T yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.

2. T dikeydir; yani Tg = T, dir.

Diger taraftan A tensor alani
ApF =vVyphF +hVpvF (3.1.6)

ile tanimlanir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. A yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.

2. A yataydir; yani Ap = Apg
dir [4].
Lemma 3.1.2. (My,g) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere
1. U €T (S(gekfy)), V € I(S(¢ekf.)) icin
TyV = hVyV, (3.1.7)

2. UeT(S(¢ekfy)), & eT(A) igin
Ty & = hVyé, (3.1.8)
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3. £€(A), Vel(S(gekf.)) icin
TV =hVeV, (3.1.9)
4. £ €T(A), & eT(A) igin
Te, &2 = hVe &, (3.1.10)
dir.
Ispat: 1. (3.1.7) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z oniine alacagiz:

1. Durum:Transversal r lightlike submersiyon icin (3.1.5) esitliginden yararlanilirsa U,V &

I'(S(cekfs)) igin
TyV = hV,yvV +vV yhV

olur. Bu durumda 2V = 0 olacagindan
TyV = hV,yvV = hVyV (3.1.11)
olur.

2. Durum: 7yV ile carpimlart sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a.) U,V eI'(S(gekfs)), & € T(A) igin

Ugi1(V,§) =g1(VuV, &) +g1(V, Vi),
=0
g1(VuV, &) = —g1(V,Vy &),
g(TyV,§) = —g1(V,vVy &),
20
TyV #0
olur.

b.) U,V € T(S(gekf,)), X € T(S(cekf.)') igin

Ugi(V,X)=g1(VuV,X)+g1(V,VyX),
=0
g1(VuV,X) = —g1(V,VyX),
g1(TyV,X) = —g1(V,vVyX),
—_——
20
TyV £ 0
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olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.11) esitliginin
stfirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.7) esitligi elde

edilmis olur.

2. (3.1.8) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z oniine alacagiz:

1. Durum:Transversal r lightlike submersiyon i¢in (3.1.5) esitliginden yararlanilirsa U €
['(S(gekfi)) ve & € T(A) icin
TyE = hV,yvE +vV,yhé

olur. Bu durumda k& = 0 olacagindan
Ty&E = hV,yvE =hVyé (3.1.12)

olur.

2. Durum: 7y¢& ile carpimlart sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a) U eT(S(gekfs)), &1,E € T(A) igin

Ugi(&1,82) = 81(Vuéi, &) +1(61,Vu ),
T
g1(Vu&1,8) = —g1(&1,Vuéa),

g1(Tu&1,8) = —g1(&1,hVy &),
20
Ty #0

olur.
b.) U € T'(S(cekfs)), & € T(A) ve X € T(S(gekf.)" ) igin

Ugi1(&,X) =g1(Vué,X) +g1(&,VuX),
=0
g1(Vué,X) = —g1(§,VuX),
g1(Ty &, X) :_M’
20
TyE #0
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olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.12) esitliginin
stfirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.8) esitligi elde

edilmis olur.

3. (3.1.9) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z oniine alacagiz:

1. Durum:Transversal r lightlike submersiyon igin (3.1.5) esitliginden yararlanilirsa § € I['(A)
ve V € I'(S(gekfy)) icin
T:V = hV, eV +vV e hV

olur. Bu durumda 2V = 0 olacagindan
TeV =hV, eV = hVeV (3.1.13)

olur.

2. Durum: 7V ile carpimlar sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a) V eT(S(cekfy)), &1,&E € T(A) igin

§181(V.&2) = 81(Ve, V.&2) +81(V. Ve &),
=0
81(Ve V. &) = —g1(V, Ve, &),

81(Tg,V,8) = —g1(V,WVe &),
————

#0
Te V #0

olur. .
b.) V € ['(S(cekf.)), & € T(A) ve X € T'(S(gek f,)") igin

§181(V,X) = g1(Vg, V. X) + g1(V, Ve, X),
~0
81(Ve, V.X) = —g1(V, Ve X),

81(Tg, V. X) = —g1 (Vv X),
—_————’

#0
TeV #0
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olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.13) esitliginin
stfirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.9) esitligi elde

edilmis olur.

4. (3.1.10) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z Oniine alacagiz:

1. Durum:Transversal r lightlike submersiyon igin (3.1.5) esitliginden yararlanilirsa &;,&, €
I'(A) i¢in
Tgl 52 = hvvélvéz + vvalhéz

olur. Bu durumda h&; = 0 olacagindan
Te, &2 = hV g vEy = WV &) (3.1.14)
olur.

2. Durum: T§1§2 ile ¢arpimlan sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a.) &1,8,8 €I'(A) igin

181(62,83) = 81(Ve, 62,83) +81(2, Ve, S3).
=0
81(Ve 8,83) = —81(82, Vg, &3),

81(hVg 62,85) = —1(82,hV¢, 63),

40 40
81(Tg, 62,83) = —g1(&2,hV ¢, &3),
— ——
£0
T, 62 #0

olur.
b.) &,& € T(A) ve X € T(S(gekfi)) igin

§181(62,X) = g1(V¢ 62, X) +81(82, Ve, X),
-0
81(Ve 82, X) = —g1(62, Vg X),
gl(TééZaX) = _81(527hV§1X),
—_——
£0
T &2 #0
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olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.14) esitliginin
stfirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.10) esitligi elde

edilmis olur.
Lemma 3.1.3. (M, g,) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve
f:(Mi,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere Lemma 3.1.2°den Wi, W, € I'(¢cek f.) i¢in
Tw,Wp = hVy,W; (3.1.15)
dir.
Lemma 3.1.4. (My,g,) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve
fMy,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere
1.) U € T'(S(¢ekfs)), X € T(S(gekf.)r) icin

TUX:VVUX, (3116)

2) U eI'(S(¢ekfy)), N € I'(itr(¢cekf.)) icin

TUN == VVUN, (3.1.17)
3.) EeT(A), X € T(S(gekf.)™r) icin

TEX = VWi X, (3.1.18)
4.) £ €T (A), N e T(ltr(¢ekf.)) icin

TeN = v N (3.1.19)

dir.
Ispat: 1. (3.1.16) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum goz Oniine alacagiz:
1. Durum: Transversal r lightlike submersiyon icin (3.1.5) esitliginden yararlanilirsa

TyX = hV,yvX +vV,yhX
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olur. Bu durumda vX = 0 olacagindan
TyX =vV,yhX =vVpyX (3.1.20)
olur.

2. Durum: Ty X ile carpimlant sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a.) UV cT'(S(gekf.)), X € T(S(gekf,)") icin

Ugl(X7V) = &1 (VUX7V)+g1(X7VUV)’
=0
g1(VuX,V) =—-gi1(X,VyV),

gl(TUX,V) = —gl(X,hVUV),
N—_———

£0
TyX #0

olur. O halde Ty X # 0 olur.
b.) U € T(S(gekf.)), X € T(S(cekf)r), N € T(Itr(gekfs)) igin

Ugi(X,N)=gi(VuX,N)+g1(X,VyN),
=0
gl(VvaN) — _gl(XavUN),

81 (TUX,N) = —41 (X,hVUN),
—_———

#0
TyX #0

olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.20) esitliginin
sifirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.16) esitligi elde

edilmis olur.
Lemma 3.1.5. (M,,g) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere Lemma 3.1.4ten W € I'(¢cekf,), F €

[(tr(gekfy)) icin
TwF = VVWF

dir.
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Lemma 3.1.6. (M,,g) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere

1) X € T(S(gekf,) "), U € T(S(gekf.)) icin

AxU = hVxU,
2.) X € T(S(cekf)*r), & € T(A) igin
Ax§ = hVx¢,

3) NeI(ltr(gekf.)), U € T'(S(¢ekfs)) icin

ANU = hVpyU,

4.) N e T(ltr(gekfy)), & € T'(A) igin
ANG =hVNE

dir.

Ispat: 1. (3.1.21) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z oniine alacagiz:

1. Durum: Transversal r lightlike submersiyon icin (3.1.6) esitliginden yararlanilirsa
AxU =vVxhU + hVxvU

olur. Bu durumda AU = 0 olacagindan
AxU = hVyxvU = hVxU

olur.

(3.1.21)

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

2. Durum: AxU ile carpimlan sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar segerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:
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a.) U cT(S(gekf,)), X € T(S(¢ekfi)t), & € T(A) igin

Xg1(U,8) =g1(VxU,&)+g1(U,Vx&),
-0
g1(VxU,8) = —g1(U,Vx§&),

AxU #0
b.) U € T'(S(cekfs)), X1,Xa € T(S(cekf,)*) igin
X181(U,X2) = 1(Vx,U,X2) + g1(U, Vx, X2),
N —’

=0
81 (VXI U7X2) = —41 (U7 VXIXZ)a

Ax,U #0

olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.25) esitliginin
stfirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.21) esitligi elde

edilmis olur.
Lemma 3.1.7. (M,,g) ile (M2, g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,81) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere Lemma 3.1.6° dan yararlanilarak F €
[(tr(gekfy)), W € I'(¢ek fs) icin
ApW = hVEW

sonucuna ulagsilir.

Lemma 3.1.8. (M,,g) ile (M>,g2) birer semi-Riemann manifold ve
foMy,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere
1.) X € T'(S(gekf,)), Y € T(S(gek f)L) icin
AxY =vVyxY, (3.1.26)
2.) X € T(S(gekf) ), N € T(ltr(gekfy)) igin

AxN =VvVxN, (3.1.27)
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3.) N e T(itr(gekf.)), X € T(S(gekf.)r) icin
ANX =VVnX, (3.1.28)
4.) Ny, N € T(Itr(¢ekfy)) icin
AN, N2> = VvV N, (3.1.29)
dir.
Ispat: 1. (3.1.26) esitligini ispatlayalim:
Burada iki durum g6z oniine alacagiz:

1. Durum: Transversal r lightlike submersiyon icin (3.1.6) esitlig¢inden yararlanilirsa

AxY =vVxhY +hVxvY
olur. Bu durumda vY = 0 olacagindan

AxY =vVxhY =vVxY (3.1.30)
olur.

2. Durum: AyxY ile carpimlarnt sifirdan farkli olacak distribiisyonlardan elemanlar secerek

asagidaki denklemleri inceleyelim:

a) X,Y € T(S(gekf.) L), U € T(S(gekf:) igin

Xg1(Y,U)=g1(VxY,U)+g1(Y,VxU),
-0
g1(VxY,U) = —g1(U,VxY),

AxY #£0

b.) X,Y € I'(S(cekf) '), N € T'(Itr(gekf,)) icin

Xg1(Y,N)=g1(VxY,N)+gi(Y,VxN),
=0
81(VxY,N) = —g1(Y,VxN),

AxY #0

olur. Boylece 2. Durum’dan yararlanilarak 1. Durum’da elde edilen (3.1.30) esitliginin
sifirdan farkli oldugu goriiliir. O halde 1. Durum ve 2. Durum’dan (3.1.26) esitligi elde

edilmis olur.
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Lemma 3.1.9. (M,,g) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere Lemma 3.1.8’den yararlanilarak Fy,F, €

[(tr(gekfy)) icin
AFle = VVFlFZ

sonucuna ulagsilir.

Lemma 3.1.10. (M}, g,) ile (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
[ (Mi1,81) = (M, 82)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda herhangi U € T'(S(¢cekf)), &1,& €
[(A), X € T(S(¢ekf) L), Ni,No € T(Itr(cekfy)) icin

L) g1(TyNi,N2) = —g1 (N1, TuNa),

2.) gi1(TgNi,N2) = —g1 (N1, Tz V2),

3.) 81(AnG1,8) = —81(81,AnG2),

4.) g1(AxN1,N>) = —g1(N1,AxN>)

ifadeleri elde edilir.
Ispat: ilk esitligin ispatin1 yapalim:

(M, g1) bir semi-Riemann manifold oldugundan metrik konneksiyondur. Burdan yola ¢ikilarak

U eT'(S(¢ekfy)), Ni,Ny € T(Itr(cekfy)) igin
Ugi(N1,N2) = g1(VuN1,N2) + g1(N1, VuNy),
—_———

=0
g1(VuN1,N2) = —g1(N1,VuNy)

olur. Lemma 3.1.4’ten yararlanilarak
g1(TyN1,N2) = —g1 (N1, Ty N2)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde 2.), 3.) ve 4.) iin ispat1 da kolayca yapilabilir.
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Lemma 3.1.11. (M),g1) ve (M>,g2) birer semi-Riemann manifold, V, M)’ de

konneksiyonu,T ve A temel tensor alanlart,

(M, g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere asagidaki esitlikler elde edilir:

1.) W, W, € I'(¢ekf) igin
Vi, Wa = T, W2 +vVy, W2,

2.) W eTI(¢ekfs), & €T(A) igin
Vwé =TwS +vVwé,

3) U eI'(S(¢ekfy), W € I'(¢ekf,) icin

VoW =TyW +vVyW,

4.) U,V € T'(S(¢cekf) igin
VyV =TyV +vVyV,

5.) U eT'(S(¢ekf.), & €T(A) igin

V€ =Tyé +vVyé,
6.) & €T(A), W € T(¢ekf,) icin

VeW = TeW + Ve W,

7.) & €T(A), & € T(A) igin
Ve S =T5 8 +vVe 6,

8.) Ee€T(A), VeIl (S(gekfs)) igin

V&V = TéV—l—VV&V.

Levi-Civita

(3.1.31)

(3.1.32)

(3.1.33)

(3.1.34)

(3.1.35)

(3.1.36)

(3.1.37)

(3.1.38)

Ispat: Biz burada ilk esitligi ispatlayacagiz. Diger esitliklerin ispat1 benzer sekilde yapilir.

W1, Ws € T'(gekf) olmak iizere

Vw,Wao = vV, W +hVy, W)
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dir. Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3’ten yararlanilarak
Vw,Wa = vV, Wa + Ty, W,

esitligine ulasilir. Boylece (3.1.31) esitligi bulunmus olur.

Lemma 3.1.12. (My,g;) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold, V, M) de Levi-Civita

konneksiyon, T ve A temel tensor alanlart

[ (My,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere asagidaki egitlikler elde edilir:
1.) W eI(¢cekf.), N € T(Itr(¢ekf.)) icin

VwN = TwN + hVwyN,
2.) U T (S(¢ekfy)), N € T(ltr(gekfy)) icin

VuN = TyN +hVN,
3.) £ eT(A), N e (ltr(gekf.)) icin

VeN =T:N +hVeN,
4.) W cT'(¢cekf.), X € T(S(gekf.)* ) icin

VwX = TwX + hVyX,
5.) U eI'(S(¢ekfy)), F € T(tr(cekfy)) icin

VyF = TyF +hVyF,
6.) £ €T (A), F e I(tr(gekfy)) icin

ViF = TeF +hVeF,
7.) W e T(¢ekfy), F € T(tr(¢cekfs)) icin

VwEF =TwF + hVwF.
49

(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)

(3.1.42)

(3.1.43)

(3.1.44)
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Ispat: Biz burada ilk esitligi ispatlayacagiz. Diger esitliklerin ispat1 benzer sekilde yapilir.

W eTI'(gekf.), N € T'(ltr(cekfy)) olmak tizere

VwN =vVwN +hVyN
dir. Lemma 3.1.4 ve Lemma 3.1.5’ten yararlanilarak

VwN =TwN+hVyN
esitligine ulasilir. Boylece (3.1.39) esitligi bulunmus olur.

Lemma 3.1.13. (M|, g,) ile (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
foMy,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere asagidaki egitlikler elde edilir:
1) X € T(S(gekf,) ), W € T(¢cekf.) igin
VxW =AxW +vVxW, (3.1.46)
2.) X € (S(cekf)h), E €T(A) igin
Vx& =AxE +vVxé, (3.1.47)
3) NeI(ltr(cekfs)), W € I'(¢cekfs) icin
VNW = ANW +VvVpAW, (3.1.48)
4.) N eI'(ltr(cekf.)), U € T'(S(gekfs)) icin
VyU = AyU +vVpyU, (3.1.49)
5.) N e (ltr(gekfy)), & € T(A) igin
VnE =ANE +vVpE, (3.1.50)
6.) F € T'(tr(cekfs)), W € T'(¢ekfy) icin

VEW =ApW +VVEW, (3.1.51)
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7.) F €'(tr(gekfy)), U € T'(S(¢ekf)) icin
VrU =AU +VVEU. (3.1.52)

Ispat: Biz burada ilk esitligi ispatlayacagiz. Diger esitliklerin ispat1 benzer sekilde yapilir.

X € T'(S(gekf,)*), W € I'(gekf.) olmak iizere
VxW =vVxW +hVxW
dir. Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 ten yararlanilarak
VxW =AxW +vVWxW
esitlifine ulasilir. Boylece (3.1.46) esitligi bulunmus olur.

Lemma 3.1.14. (M), g)) ile (M>,g2) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere asagidaki esitlikler elde edilir:

1.) X € T(S(gekf.)*), N € T(ltr(cekf.)) icin

VxN =AxN +hVxN, (3.1.53)
2.) Ni,N, € T(ltr(gekfy)) icin
VN> = Ay, Na + hV iy, Na, (3.1.54)
3.) Fi, F, € T(tr(cekfy)) icin
Vi B> = Ap B>+ hV 5, B, (3.1.55)

4.) X € T(S(cekf.)*r), F € T(tr(cekf.)) icin

VxF =AxF +hVxF, (3.1.56)

5.) N eTI'(ltr(gekf.)), F € I(tr(cekfs)) icin

VyF = ANF +hV\F, (3.1.57)
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6.) F €I'(tr(¢ekfy)), N € T(ltr(gekfs)) igin
VEN =ApN +hVEN, (3.1.58)
7.) XY € T(S(gekf.)?") icin
VxY =AxY +hVxY. (3.1.59)
Ispat: Biz burada ilk esitligi ispatlayacagiz. Diger esitliklerin ispat1 benzer sekilde yapilir.
X € I'(S(gekf,)*), N € T'(Itr(cekf.)) olmak iizere
VxN =vVxN+hVxN
dir. Lemma 3.1.8 ve Lemma 3.1.9’dan yararlanilarak
VxN = AxN +hVxN
esitlifine ulagilir. Boylece (3.1.53) esitligi bulunmus olur.
Teorem 3.1.3. (My,g,) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
[ (My,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere cek f. integrallenebilirdir.
Ispat: W, W, € ['(gekf.), g2 € C*(My,R) igin
Wi, € T'(gekfip),

WzP € F(gekf*p ) R

olur. Diger taraftan

fx(W) =W, =0,
fo(Wh) = W5 =0,
olacagindan [1, Lemma 1.4.4]’ten yararlanilarak W ile W, f bagliise g» € C*(N,R) i¢in
W(g) = f.(X)g2 = X (g o f)’tir. Bdylece Lie parantez operatdriiniin tanimindan
(W1, Wh)ga = WiWh(g2) — WaWi (g2),
= Wi(Wa(g2) 0 f) = Wa(Wi(g2) o f),
=Wi(Wa(g20f)) —Wa(Wi(g20 ),
= [W1,W2] (g2 f).
= f+(W1,W2]) o g2
olup [W;,W;] € T'(¢cekf,) olup gekf, integrallenebilirdir.
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Not 3.1.3. (1\21,571) ve (A712,§2) birer semi-Riemann manifold ve
f: (Mlagl) — (M27§2)

bir transversal r lightlike submersiyon V da M, manifoldu iizerinde g\ metrigine karsilik
gelen Levi-Civita konneksiyonu olsun. Kabul edelim ki S(¢ekf.) ve tr(cekf,) sirasiyla screen

distribiisyon ve M1’ in transversal lightlike vektor demeti olsun. Bu durumda
TM, = cekf, @ tr(cekfy)
ayrisumi, (3.1.5) esitligi ve (3.1.7) den yararlanilarak
VyV =VyV +TyV (3.1.60)

esitligi elde edilir. Burada TyV, T(ltr(¢cek fy.)) a bagl iken VoV, ['(¢ekfs)’a baghdur.

Eger P, v = S(¢ekf,) ® A ayrismasina gire S(¢ekfy)’da (¢cekf.) in projeksiyon morfizmini
tammlarsa bu durumda

* *
VyPV = vy PV +hVyPV

ayristminda (3.1.7) esitliginin kullanilmasiyla
VyPV =VyPV +TyPV (3.1.61)

~

esitligi elde edilir. Burada Ty PV, T'(A)’ya bagli iken Vi PV ifadesi de T'(S(¢cekfy)) a baghdir.
Teorem 3.1.4. (M,,3) ve (My,3>) birer semi-Riemann manifold ve
£ (Mi,81) = (Ma, 82)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere S(¢ekf,) distribiisyonunun integrallenebil-

mesi icin gerek ve yeter sart, her U,V € T'(S(¢ekfy)) icin
;UPV = ;VPU
dur.
Ispat: U,V € T'(cekf,), N € T'(Itr(cekf,)) olsun. V torsiyonsuz oldugundan

g1([U,V],N) = g1(VuV = VyU,N),
= §1(VUV,N) —§1(VVU,N)
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dir. (3.1.61)’den

§1([U,V],N) :§1 (VUPV,N) +§1(TUPV,N) —§1 (VVpU,N) —gl(TVpU,N)

-~ ~

olur. Buradan g;(VyPV,N) =0 ve g;(VyPU,N) = 0 oldugundan

* *
g1([U,V],N) =g (TyPV,N) —gi(TvPU,N)

olur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.5. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
[:(Mi,81) — (M2, 82)

bir transversal r lightlike submersiyon; £,&" € T'(A) ve U € T'(S(¢ekf.)) olmak iizere asagidaki
ifadeler denktir:

i) A integrallenebilirdir
i) g1(8', T:U) = g1(§, T U) dur.
i) & € T(A): W, W' € T((¢ekf.)) icin
(Legt)(W, W) =0
dir.

Ispat: i) = ii.) £,E' € T'(A), U € T'(S(gekf.)) igin A’min integrallenebilmesi igin [£,E’] € T'(A)

olmalidir. Oncelikle

gl([é,ﬁl],U) :gl(V§§/—V§/§,U),
=g1(Ve&',U) —21(Ve§,U) (3.1.62)

olur. Diger taraftan V, Levi-Civita konneksiyonu oldugundan
£g1(8.U) =81(VelU) +81(8',VeU)

Eg1(&',U) = 0 oldugundan
g1(Vel',U) = —g1(&',VeU) (3.1.63)
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esitligi elde edilir. Diger taraftan

§'81(&,U) =a1(Ver§,U) +g1(§,VeU)

bulunur. £'g;(&,U) = 0 oldugundan
21(Ve&,U) = —gi(E,VeU) (3.1.64)
olur. (3.1.63) ve (3.1.64)’teki ifadeler (3.1.62)’de yerine yazilirsa

21(§:81.0) =&1(VeU,6) —21(VeU, &)

olur. Lemma 3.1.11°deki (3.1.38) esitiligi kullanilirsa

gl([é?é/LU) :g1<T§’U7§) _gl(T§U7€/)

veE

21([€,&'],U) = 0 oldugundan

gl(Té’Uvé) - gl(TéUagl)
olur.

i) = iii.)

(Leg)(WW') =Eg1(W,W') — g1 ([E, W], W') — g1 (W, [E,W'])
ifadesi incelenirse A integrallenebilir oldugundan & € T'(A) i¢in W € I'(A) vardir

> [§,W] €T'(A) olur. Bu durumda
(Leg)(W.W') =0
dir.
Teorem 3.1.6. (M;,g1) ve (M2, g2) birer semi-Riemann manifold ve
f(Mi,81) = (M2, 82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere Wi, W, € T'(¢cek f) icin
Ty, W, = Ty, W

olur.
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Ispat: W, W, € ['(cekf,) i¢in Lemma 3.1.3’teki (3.1.15) esitligi kullanilirsa
TW1 W, — TW2W1 = h[Wl,Wz]

olur. O halde Teorem 3.1.3’ten
Tw,Wr — Tw,W1 =0

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere S(cekf.)" distribiisyonu integrallenebilirse
X,Y € T(S(gekf.)*r) icin
AxY =AyX

dir. Tersine AxY = AyX ise [X,Y]| € I'(J€) dir.

Ispat: Bu teoremin ispatini iki durum bir arada diisiiniilerek yapilacaktir.
1. Durum:
X,Y € T(S(gekf)) ve U € T'(S(gekfs)) igin
gl([va]vU) = gl(VXY,U) _gl(VYX7U>
olur. Bu durumda (3.1.59)’dan
gi([X,Y],U) = g1(AxY,U) + g1 (hVxY,U) — g1(AyX,U) — g1 (hVyX,U),
=0 =0
g1([X,Y],U) = g1(AxY,U) — g1 (AyX,U)
olur. Bu durumda S(cekf,)" integrallenebilir oldugundan

g1(AxY,U) = g1(AyX,U) (3.1.65)

olur.

2.Durum:X,Y € I'(S(¢ekf.)*) ve N € T'(Itr(gekf.) igin

gl([X,Y],N) :gl(VXY,N)—gl(VyX,N)
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ifadesinde (3.1.59) esitligi kullanilirsa
g1([X,Y],N) =g1(AxY,N) — g1 (AyX,N)
esitligi elde edilir. O halde S(cekf.)" integrallenebilir oldugundan
81(AxY,N) = g1 (AyX,N) (3.1.66)

esitlifi elde edilir. Bu durumda sirasiyla 1. Durum ve 2. Durum’daki (3.1.65) ve (3.1.66)
esitlikleri kullanilarak
AxY = AyX

sonucuna ulagilir. Eger AxY = AyX ise [X,Y] € ['(J¢) olacag1 kolay bir sekilde gosterilebilir.

Not edelim ki bir Riemann submersiyonda AxY = —AyX alterne 6zellik vardir. Ancak bu

durum transversal r lightlike submersiyon i¢in farklilik gosterir.

Teorem 3.1.8. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold,

f:(My,g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon, V, g1’in Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere X,Y €
C(S(¢ekf)h), N € T(itr(cekf,)) icin ltr(cekf.) distribiisyonu , S(cekf.)* distribiisyonu
yoniinde paralel ise

AxY = —AyX (3.1.67)
esitligi elde edilir.
Ispat: Oncelikle X € I'(S(gekf.)") icin AxX = 0 oldugunu gostermeliyiz.

XY € I'(S(cekf.)") olsun. Bu durumda "Herhangi bir X € I'(S(gekf.)) ve V € I'(S(cekf.))
icin [X, V] dikey vektor alanidir.” ifadesi goz 6niine alinarak V € I'(S(¢ek fy)) icin

Vg1 (X,X)=2g1(VyX,X),
=2g1(VxV,X),
= —2g1(VxX,V), (burada (3.1.59) esitligi kullanilirsa)
= —2g1(AxX +hVxX,V),
= —281(AxX,V) — 21 (hVxX,V),

= —2g1 (AxX, V)
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olur. M| bir semi-Riemann manifold oldugundan g; (X, X) her lif iizerinde sabittir. Buradan
\% g1 (X 5 X ) =0

olacagindan

81(AxX,V) =0 (3.1.68)
olmas1 sonucuna varilir. Ancak sonucun sifir olmasi su iki seye baghdir:

1) AxX =0ise
A(X+Y)(X+Y) =AxX +AxY +AyX +AyY

olur. Buradan

AxY = —AyX.
2) N €I'(Itr(cekf.)) igin g1 (AxX,N) ifadesi incelenirse

g1(AxX,N) = g1(vWxX,N) = g1(VxX,N),
=Xg1(X,N)—g1(VxN,X),

= —¥41 (VxN,X)

olur. O halde N € T'(Itr(gekf.)) olmak iizere Itr(cekf.) distribiisyonu , S(cekf.)* distribiisyonu
yoniinde paralel ise VxN € I'(Itr(cekf,)) olacagindan

g1(AxX,N)=0 (3.1.69)
olur. Boylece (3.1.68) ve (3.1.69) esitliklerinden

AxY = —AyX
ifadesi elde edilir.

Lemma 3.1.15. (M), g,) ile (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

f: (M17g1) — (M27g2)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere asagidaki egitlikler elde edilir:
1) U,V € I'(S(¢cekf.)), X € T(S(gekf.)r) icin

gl(TUV7X> - _gl(TUX7V>y
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2.) X,Y € T(S(gekf)L), U € T(S(cekfs)) icin

81(AxY,U) = —g1(AxU,Y),

3.) EcT(A), X cT(S(cekf)h), U e T(S(gekfy)) icin

gl(TéU,X) = —gl(Téx,U),

4.) N € T(itr(cekf.)), U € T(S(cekf.)), X € T(S(¢ekf.)r) icin
g1(ANU,X) = —g1(ANX,U).
ispat:
1)U,V € T(S(gekf.)) X € T(S(gekfi)") igin Lemma 3.1.11°den yararlamlarak

Ug1(V.X)=g1(VuV,X)+g1(VuX,V),
-0
g1 (VuV,X) = —g1(VuX,V),

g1 (TyV,X) = —g1(TyX,V),

elde edilir. Diger maddelerin ispat1 da benzer sekilde elde edilebilir.

3.2 TRANSVERSAL SUBMERSIYONLARDA SCHOUTEN KONNEKSIYONU

Bu boliimde, daha ©once Riemann submersiyonlar baghigi altinda tanitilan Schouten
konneksiyonu transversal lightlike submersiyonlar icin incelenecek, 7' ve A tensor alanlarina
gore cesitli esitlikler bulunacak ve Schouten konneksiyonunun metrik konneksiyon olup

olmadigina dair baz1 bulgulara yer verilecektir.

Sahin’in [9]’da yer alan tanimindan yararlanarak Schouten konneksiyon kavramini

transversal submersiyonlar i¢in verelim:
Tamm 3.2.1. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve
fMy,81) = (M2, 82)
bir transversal lightlike submersiyon olmak iizere E,G € x(M) i¢cin Schouten konneksiyonu
VG =v(VgvG) + h(VEhG) (3.2.1)

olarak tamimlanir.
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Lemma 3.2.1. (My,g)) ve (M»,g>) birer semi-Riemann manifold ve

[(My,81) — (Ma,82)
bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere E, G € I'(TM) i¢in
VeG=VEG+TeG+AEG
dir.
Ispat: (3.2.1)’den E,G € T'(TM) igin

VG = v(VEgvG) 4 h(VEhG),

=V(Vg4ne)VG) + MV (E11E)RG),
= VVVEVG + VV/,,EVG + hVVEhG + thEI’lG + VEG - VEG

olur. Diger taraftan

VeG =vVgG+ hVEG,
=WV g4ng) (VG +hG) +hV (g 4y (VG + hG),
= vV, evG 4+ vV, g hG + vV, pvG + VvV, hG

+hV,evG +hV,ghG +hVgvG +hVphG
olur. O halde (3.2.4) esitligi (3.2.3) esitliginde yerine yazilirsa
VEG = VG —TgG —AgG
esitligi elde edilmis olur.
Lemma 3.2.2. (My,g;) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold,

fi(My,81) — (Ma, g2)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

bir transversal r lightlike submersiyon; V, Schouten konneksiyonu; V, My iizerinde Levi-Civita

konneksiyonu olmak iizere A ve T temel tensor alanlarimin birinci ve ikinci bilesenlerinin yatay

ve dikey distribiisyondan secilme durumlarina gore asagidaki esitlikler elde edilir:

1.)
?El E, = VE] E,— TE] E, E\E; € F(V),
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2.)

Vi Ey =Vg Ey—TgEy E1 €T(V), Ey € T(H), (3.2.6)

3)
Vi Ey=VE Ey—ApEy E| €T(), E, €eT(V), (3.2.7)

4.)
?EIEZ = VE1E2 —Ap1Ery EEp € F(%) (3.2.8)

Ispat: (3.2.2) esitliginden
Vg Ey = Vi Ey — T, Ey — A1 Ea

olur. Burada Ey, E, € I'(¥) olacagindan

olur. Boylece

Vg Ey = Vi Ey — Tg, Es

esitligi elde edilir. 2.), 3.) ve 4.) numarali maddelerin ispatt da benzer sekilde yapilabilir.

Not 3.2.1. (My,g1) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold,

f:(My,g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere V Schouten konneksiyonu her zaman metrik

konneksiyon degildir.
Gergekten de,

U,V € T(S(gekf.)), X € T(S(gekf.)r) icin

(Vug1)(V.X) =Ugi(V.X) —g1(VuV.X) — g1(V.VuyX),
:Ugl(V,X) gl(VUV TUVX) gl(V,VUX—TUX),
:Ugl(V,X) gl(VUVX)—i-gl(TUVX) gl(VUX,V)+g1(TUX,V),
=Ug1(V,X) - gl(VUVX) g1(VuX,V)+g1(TyV,X) + g1 (TyX,V),
-0
=81(TyV, X) +81(TyX,V).
£0 £0

Béylece V Schouten konneksiyonu her zaman metrik konneksiyon degildir.
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Not 3.2.2. (M,g1) ve (My,g2) birer semi-Riemann manifold,

f:(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon, V Schouten konneksiyonu, Uy,U, € T'(S(cekf,)),
X1,X, € T(S(gekf.)b), E €T(A), N € T(Itr(gekf.)) icin

(Vug1)(Ui,U2) =0, (Vug)(X1,X2) =0,
(Veg1)(U1,U2) =0, (Veg)(X1,X2) =0,
(Vxg1)(U1,U2) =0, (Vxg1)(X1,X2) =0,
(Vng1) (U1, Uz) =0, (Vng1)(X1,X0) =0

esitlikleri biraraya getirilerek asagidaki ifadeler elde edilir:

*E e I(V) veya E € I'(J) olmak iizere Uy, Uy € I'(S(¢gekfy)) igin

(Veg1)(U,Us) =0, (3.2.9)

*E € T(¥) veya E € T'(J#) olmak iizere X1, Xo € T(S(cekfi)*) icin
(Vegr)(Xi,X2) =0 (3.2.10)

olur. Buradan (3.2.9) ve (3.2.10) esitlikleri ile transversal r lightlike submersiyonlar icin

Schouten konneksiyonunun metrik konneksiyon olmasina yonelik genel bir ifade verilmis olur.

3.3 TRANSVERSAL SUBMERSIYONLARIN KOVARYANT TUREVI

Bu boliimde bir transversal r lightlike submersiyon i¢in temel tensorlerin kovaryant tiirevleri
incelenip bu tiirevlerden elde edilecek temel Ozellikler gosterilmektedir. Ayrica Riemann
egriliklerin hesaplanmasinda kullanilacak esitlikler bulunmaktadir. Ek olarak kovaryant
tirevlerden yararlanilarak 77 ve A tensor alanlarinin paralel olma durumuna gore Onemli

sonuglara yer verilmektedir.

T ve A temel tensor alanlar1 olmak {izere herhangi E1,E>,E3 vektor alanlar1 i¢in A ve T tensor

alanlarinin kovaryant tiirevleri sirasiyla
(VEIA)EZES = (VEIA)(Ez,Eg) = VE] (AE2E3) _AVEIE2E3 _AEQVE] E3, (331)

(VElT)E2E3 = (VElT) (Ez,E3) = VEl (TE2E3) — TVElE2E3 — TEZVEIES 3.3.2)

ile tanimlanir. (3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerinden yararlanilarak transversal submersiyonlarda 7" ve

A temel tensor alanlarinin kovaryant tiirevlerini inceleyelim:
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Lemma 3.3.1. (My,g;) ve (M»,g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda belirlenen bazi distribiisyonlara gore

asagidaki esitlikler elde edilir:

a.) Wy € T(cekf.), X € T(S(¢ekf.)r), Wy € T'(gekf.) igin

(YwT)x = —Try, x, (3.3.3)
b.) W, € [(cekf,), F € U(tr(¢ekf.)), Wa € (cekf.) igin

(YwiT)F = =Ty, F, (3.3.4)
c.) W eT(cekfy), X € T(S(¢ekf.)r), U € T(S(gekf.)) icin

(VwT)x = —Tryr, (3.3.5)
d.) X; € T(S(gekf.)r), U € T(S(cekf.)), Xo € T(S(cekf.)") icin

(Vx,A)u = —Aay v, (3.3.6)
e) N e D(ltr(cekf)), Uy € T(S(cekf.)), Uy € T(S(gekf.)) icin

(VnA)u, = —Aayu,, (3.3.7)
£) N e T(itr(cekf,)), U € T(S(gekfy)), X € T(S(¢ekf,)* ) icin

(VNA)u = —Asyu- (3.3.8)
Ispat:
a.) Wi € ['(gekf.), X € T(S(gekf.)"), Ws € I'(gekf.) icin

(Vi T)xWa = Vg, (TxWa) — Ty, xWa — LV W

-0 -0
= —Tvy, xW2,
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olur. Bu durumda Lemma 3.1.12’den yararlanilarak

(Vi T)xW2 = =Tiz;,, x+avy, x) W2,

= — Tty xW2 — Thvy, x W2,

——
=0

(Y T)xWa = =T, xWa, (3.3.9)
olur. (3.3.9) esitligi her W, € I'(¢ek f) icin saglanacagindan
(Vw T)x = =Ty, x
esitligi elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde elde edilebilir.
Onerme 3.3.1. (M;,g;) ve (M, g>) birer semi-Riemann manifold ve
[ (My,81) = (M2, 82)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda E € x(M;), Wi, W, € T'(¢cek f),

X € T'(S(gekf,)b) icin
g1(VET)w,Wa,X) = g1 ((VET)w, W1, X) (3.3.10)
olur.
Ispat: Kovaryant tiirevin tanimindan
g1((VET )w,W2,X) = g1(VETw, W2,X) — g1 (Tv,ow, W2, X) — g1(Tw, VEW2, X)

olur. Bu durumda

1. Terim: Teorem 3.1.6’dan yararlanilarak

g1(VETw W2, X) = g1 (VETw,W1,X),

2. Terim:

81Ty, w,Wa,X) = g1(Tw,vVEW,X),

= g1(Tw, VEW1,X)
olur.
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3. Terim:

g1 (TW] VEW2,X) = g1 (TW] hVEW, + TWl VVEWZ,X),
= g1(Tw; AVEW2, X ) + g1 (T, VWEW2, X)),

= g1(Tv,w,W1,X)

olur. O halde 1.Terim, 2. Terim, 3. Terim kullanilarak

gl((vET)W1W27X) = gl((vET)szhx)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de T temel tensor alanina gore belirli bazi distribiisyonlarin g; metrigine gore

karsiliklarini inceleyelim:

Lemma 3.3.2. (My,g1) ve (M, g>) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda belirlenen bazi distribiisyonlar icin

T temel tensor alaminin kovaryant tiirevlerine gore asagidaki esitlikler elde edilir:
1.) U,U,,U3,Uy € T(S(¢ekfy)) icin
g1((Vy,T)(U2,U3),Us) = g1 (Ty, Ty, Uz, Us) — g1 (Ty, Ty, Uz, Us), (3.3.11)
2) U,Uy,Us € T'(S(¢gekfy)), N € T'(Itr(gekfy)) igin
g1((Vy, T)(U2,U3),N) = g1(Ty, Ty, U3, N) — g1 (Ty, Ty, U3, N), (3.3.12)
3.) U, U, Us € T'(S(¢ekf.)), X € T(S(gekfi)b) igin
g1((Vu,T)(U2,U3),X) = g1(Vy, Ty, Uz, X) —gl(TVU1 0, U3, X) —81(Ty,Vu, Uz, X), (3.3.13)
4.) U,Ux,Us € T(S(¢ekfy)), & € T(A) icin

81((Vu, T)(U2,U3),8) = 81 (Vu, T, U3, §) — 81(Tv,, 1,Us,6) — 81(Tv, Vo, Us, §). (3.3.14)
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ispat:

1.) U1,UsUs,Us € T(S(cekf.)) igin

g1((Vu, T)(U2,U3),Us) = 81(Vu, (Tv,Us), Us) — 81(Tv,, 0,U3,Us) — 81(Tv, Vi, U3, Us)

ifadesi Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3, Lemma 3.1.4 ve Lemma 3.1.5’ten yararlanilarak tekrar

diizenlenirse

g1((Vu, T)(U2,U3),Us) = g1(Ty, Tu,Us, Us) + g1 (hVy, Ty, U3, Us)
- (TTU1U2U3’U4) _gl(TVVU1U2U37U4)
—81(Ty, (Ty, U3 +vVy, U3 ), Us),

81 (TUl TU2U37 U4) — 481 (TUzTU] U37 U4)

81

2) U,Up,Us € T(S(gekfy)), N € T'(ltr(gekfy)) icin

g1((Vu, T)(U2,U3),N) = g1(Ty, Ty, U3, N) + 81(hVu, Ty, U3, N)
—81(Tvy,0,U3:N) — g1(Tu, Ty, Us, N) — g1(Tu,vVu,Us, N),

= g1(Ty, Ty, U3, N) — g1(Ty, Ty, Us, N).
3.) U,Ub,Us € T'(S(gekf.)), X € T(S(gekf.)*) icin

81 ((VU1 T)(U27U3)7X) = 41 (TUlTU2U37X) +g1 (hVUl TU2U3;X) — &1 (TVVU1U2U37X)
(

4.) U,U,Us € T'(S(gekfs)), & € T(A)

81((Vu,T)(U2,U3),8) = g1 (T, Tv,U3, ) + g1 (hVu, Ty, Us, )
—81(Tovy,0,U3,8) — 81(Ty, Ty, Us, &) — 1(Ty, vV, U3, §),
=81(hVu, Tv,U3,8) = 81(Thwy, 1,U3,8) — 81T, vV, U3, ),
=81(Vu, Tv,U3,6) — 81(Tvy, 1,U3,8) — 81(Tv, Vu, U3, §).

esitlikleri elde edilir.
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Lemma 3.3.3. (My,g1) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda belirlenen bazi distribiisyonlar icin

A temel tensor alanimin kovaryant tiirevlerine gore asagidaki esitlikler elde edilir:

1) X1,X2,X3, X4 € T'(S(¢ekf.)r) icin
g1((Vx,A)(X2,X3),X4) = g1(Ax,Ax, X3, X4) — g1(Ax,Ax, X3, X4), (3.3.15)
2.) X1,X2,X3 € T(S(cekf ))& € T(A) icin
21((Vx,A)(X2,X3),E) = g1(Ax,Ax, X3, E) — g1 (Ax,Ax, X3, E), (3.3.16)
3.) X1,X2,X3 € T(S(gekf,) ), U € T(S(gekf)) igin
21((Vx,A)(X2,X3),U) = g1(Vx,Ax,X3,U) — g1 (AVX1X2X3, U)—g1(Ax,Vx,X3,U), (3.3.17)
4.) X1,X2,X3 € T(S(gekf,) ), N € (T(Itr(¢ekf.)) icin
g1((Vx,A)(X2,X3),N) = 81(Vx,Ax, X3,N) — g1 (Avy x,X3,N) = g1(Ax, Vx, X3, N). (3.3.18)

Ispat: X;.X5,X3,X4 € T'(S(cekf.)™) igin (3.3.1) esitligi, Lemma 3.1.13 ve Lemma 3.1.14’ten

yararlanilarak
81((Vx,4)(X2,X3),X4) = 81(Vx,Ax, X3, X4) — 81(Avy x,X3,X4) — 81(Ax, Vx, X3, X4),
= 81(Ax;Ax, X3, X4) + 81 (vWx, Ax, X3, X4)
— 81(A (g, X1y, X,)X3,X4) — 81(Ax, (Ax, X3+ hVx, X3), Xa),
= 81(Ax,Ax, X3, X4) — g1(Ax,Ax, X3, X4),
elde edilir. 2.), 3.) ve 4.) numarali maddelerin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir.

Sonug 3.3.1. (My,g1) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda W € T(¢ekf.), V € T'(S(¢cekf)),
X e I'(S(gekf,) ") olmast ve ayrica TyX € T'(S(¢ekf,)) nin non null ve T dikey tensor alaninin

paralel olmast durumunda T = 0 dur.
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Ispat: X € T'(S(cekf,)") W € I'(gekf,) olmak iizere Lemma 3.1.12°den yararlamlarak

g1 ((VwT)XW,X) =41 (VwTXw - TVWXW - Twiw,X),
= g1 (VwTxW,X) — g1(Tv, xW,X) — g1 (Tx VwW,X),
= _gl(TVWXW7X)a
= —g1(T, xW,X),
olur. O halde Teorem 3.1.6’dan

g1(VwT)xW,X) = —g1(TwTwX ,X)

olur. Bu durumda normalde I'(S(¢ek f,)) ve I'(A) distribiisyonlarindan olugan Ty X temel tensor
alam1 teoremde non-null; yani dejenere olmayan vektorlerin olusturdugu vektor alani olarak

secildiginden I'(S(gekfi)) 1n elemanidir. O halde Lemma 3.1.15°den yararlanilarak;

gl((VWT)XW,X) =41 (TWX, TWX)

ifadesi elde edilir. 7 dikey tensor alaninin paralel olmast durumunda 7wX non-null

oldugundan Ty yatay distribiisyon iizerinde sifirdir. Diger taraftan V € T'(S(¢cek f,)) olmak iizere
g1(TwX,V)=—g1(TwV,X) =0

elde edilir. Buradan TV = 0 olur. O halde TwX = 0 ve TV = 0 oldugundan Ty = O olur.
Ayrica E € x"(M) igin Tg = 0 olacagindan T = 0 esitligi elde edilir.

Sonug 3.3.2. (My,g1) ve (M>,g>») birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda X,Y € T(S(cekf,)") ve W €
T(S(gekf.)) icin AxW € T'(S(gekf.)’) aym zamanda non-null ve N € T(Itr(¢cekf.)) icin

Itr(cekf.), S(¢cekf,)* distribiisyonu boyunca paralel ve A yatay tensor alani paralel ise
A =0’dr
Ispat: X,Y € T'(S(gekf.)L), W € T'(S(gekf.)) olmak iizere
21(VxA)wX,W) = g1 (VxAwX —Ay,wX —AwVxX,W),
= g1(VxAwX, W) —g1(Av,wX, W) — g1 (Aw Vx X, W),
= —g1(Av,wX, W),
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(3.1.46) esitliginden
g1 (VxA)wX, W) = —g1(Aa,w X, W) — g1(Ayw,wX, W),
= —g1(Aa,wX, W),
olur. Bu durumda AxW € I'(S(cekf.)*) olursa (3.1.67) esitliginden yararlamldiginda
g1(VxA)wX,W) = g1 (AxAxW, W)
olur. Diger taraftan Lemma 3.1.15 kullanilirsa
g1(VxA)wX,W) = —g1(AxW,AxW)

esitligi elde edilir. Bu durumda A yatay tensor alani paralel ise AxW tensor alaninin non-null
olmas; aslinda T'(S(gekf.)*) ve T'(Itr(cekf.)) distribiisyonlarindan olusan AxW temel tensor
alaninin teoremde non-null; yani dejenere olmayan vektorlerin olusturdugu vektor alani olarak

segilmesinden AxW, I'(S(gekf.)")’in elemamdir. Bu durumda
AxW =0 (3.3.19)

Lemma 3.1.15’ten

g1 (Axw, Y) = — 41 (Axy, W)

olur ve boylece

AxY =0 (3.3.20)

olur. O halde (3.3.19) ve (3.3.20)’dan
Ax =0

olur. Ote yandan W € (M) i¢in Ay, = 0 olacagindan
A=0
sonucuna ulagilir.

Not 3.3.1. (M,g1) ve (M2, g2) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Sonug 3.3.1°deki ifade Ty X € I'(V') icin her zaman

elde edilmeyebilir.
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Not 3.3.2. (M,g1) ve (M2, g2) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Sonu¢ 3.3.2’teki ifade AxW € I'(J) icin her

zaman elde edilmeyebilir.

3.4 EGRILIKLER

Bu boliimde transversal r lightlike submersiyonlarda belirli distribiisyonlara gore egrilik
tensor alanlari, Riemann Christoffel egrilik tensor alanlari, kesit egrilikleri ve Ricci egrilikleri

incelenerek baz1 6nemli sonuclara ulagilacaktir.

3.4.1 Egrilik Tensor Alanlar

(M1,g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve

[ (My,81) = (M2, &)
bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda Lemma 3.1.3’ten yararlanilarak
W1, Wo, W3 € T'(¢ekfy) igin
R(W1,W2)Ws = Tiy, Ti,Ws — Tiv, T, W3 — Tiy, sy Wa + R(W1, Wa) W3
-+ hVw, Tw,W3 — hVy, T, W3 + Ty, vV, W3 — Ty, vV, Wi,
esitlifi elde edilir. Gergekten de, (3.1.31) esitlifi Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.12°den
yararlanilarak
R(W1,Wa)W5 = Vyy, Vi, W3 — Vi, Viy, W3 — Vi, i W3,

= Vi, (Tw,Ws +vVy,W3) — Vi, (T, W3 + vV, W3) — V[Wth]Wg,

= Vi, T, W3 + Vir, vV, W3 — Vi, T, W3 — Vi, vV, W — Vigy, iy Wi,

= Tw, Tw, W3 + hVw, Tw, W3 + T, vV, W3 + vV, vV, W3

— Tw, Tw, W3 — hVy, Ty, W3 — Ty, VWi, W3 — vV, v Vi, W3

= Tiw, . wy)W3 — vV [w, ) W3s

= Ty, Ty, Ws — T, Ty, W3 + R(Wy, W) W3

+ hVw, Tw,Ws — hVw, Tw, W3 + Tw vVw, W3 — Tw, vV, Wa — Tiwy, wy)Was

= T, Tw, W3 — Tiv, Tiy W3 — Ty, iy W3 + R(W1, Wa) W3

+ hVw, Tin, Ws — WV, Ty, W3 + Ty, vV, W3 — T, vV, W3,
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ifadesi elde edilir. Burada R ve R sirastyla M, manifoldunun ve (f~'(x),gx) lifinin Riemann

egrilik tensoriidiir.

3.4.2 Riemann Christoffel Egrilik Tensor Alanlar:

Bu boliimde bir transversal submersiyonda belirli distribiisyonlara gore Riemann Christoffel
egrilik tensor alanlar1 incelenecektir. O halde bir semi-Riemann manifold icin belirli
distribiisyonlara gore egriliklerin hesaplandig1 ve yer yer kovaryant tiirevle de baglantisinin

bulundugu ifadelerin yer aldig1 agagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.4.1. (M;,g1) ve (M3, g2) birer semi-Riemann manifold ve

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon ; R ve R sirastyla M, manifoldunun ve (f~1(x),gx) lifinin
Riemann egrilik tensorleri olsun. Bu durumda belirli distribiisyonlar icin asagidaki esitlikler

elde edilir:

1) Uy, Uy, Us, Us € T(S(cekf.)) icin

g1(R(U1U2)U3,Us) = 1 ((Vy, T)(Uz,U3),Us) + g1 (R\(Ul,Uz)U3,U4), 3.4.1)
2) Uy, Uy, Us €T(S(gekfy)), N € U(ltr(gekfy)) icin

21(RWU2)U3,N) = g1((Vo, T)(U,Us),N) + 1 (R(U1,U) U3, N), (3.4.2)

3) Uy, Us, Us € T(S(¢ekf.)), & € T(A) igin

g1 (R(U1U2)U3,8) = g1((Vy, T)(V2,U3),8) — g1((V, T) (U1, Us), 6), (3.4.3)
4) Uy, Uy, Us € T(S(gekf:)), X € T(S(gekf.) ") igin

g1 (R(U1U2)U3,X) = g1((Vu, T) (U2,U3),X) — 1 ((Vu, T) (U1, U3), X). (3.4.4)
Ispat: Uy, U, Us, Uy € T'(S(gekf,)) icin Riemann egrilik agilimindan

g1(R(U1,U2)U3,Us) = 81(Vu, VU3, Us) — 81(Vu, Vu, Uz, Us) — g1(Viy, 15U, Us)
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esitligi elde edilir. Daha sonra (3.1.34) esitligi kullanilirsa

g1(R(U1,U2)U3,Us) = g1 (Vy, (Ty,Us + vV, U3),Us) — g1(Vu, (Ty, Us +vVy, Uz ), Us)

— 81Ty, v, U3, Us) — 81(vVy, 1) U3, Us),

olur. Daha sonra

gl(R(UlaUZ)U37 U4) =81 (VUl TU2U37 U4) +gl(vU1va2U37U4)
—81(Vu, Ty, U3, Us) — g1 (Vu,vVu, U3, Us)

—81(Tiy, v,)U3,Us) — g1 (WVy, 1,) U3, Us),

esitlifinde (3.1.33) ve (3.1.43) esitliklerinden yararlanilarak

g1(R(Uy1,U2)U3,Us) = g1(Ty, Ty, Us, Us) — 81(T, Ty, Us, Us)
+81 (VVUl VVU2U37 U4) — 81 (VVUZVVUl U37 U4)

— 81"V, 1,)U3,Us),

esitlidi elde edilir. Bu durumda (3.3.11) esitligi ve vV, Up = §U1 U, ifadesi kullanilarak

~

g1(R(U1,U2)U3,Us) = g1 ((Vu, T)(U2,Us),Us) + 81 (R(U1,U2) U3, Us)

esitli§i elde edilir. Benzer sekilde 2.), 3.) ve 4.) maddelerinin ispat1 kolay bir sekilde elde
edilebilir.

Teorem 3.4.2. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (Ma, g2)

*
bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda R ve R sirasiyla My ve M, ’nin
Riemann egrilik tensorleri olmak tizere belirli distribiisyonlara gore asagidaki egsitlikler

bulunur:

1) X1, X5, X3, X4 € T'(S(¢cekf. )b icin
g1 (R(X1,X2)X3,X4) = 81((Vx,A)(X2,X3),X4) + g1 (R(X1,X2)X3,X4), (3.4.5)
2) X1, X2, X3 € T(S(gekfs) "), § € T(A) igin

*

g1(R(X1,X2)X3,8) = 1((Vx,A)(X2,X3),8) + g1(R(X1,X2)X3,8), (3.4.6)
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3.) X1, X2, X3 € T(S(cekfi)), N € T(itr(gekf)) igin

g1(R(X1,X2)X3,N) = g1((Vx,A4)(X2,X3),N) — 81((Vx,A) (X1,X3),N), (3.4.7)

4.) X1, Xo, X3 € T(S(gekf) ™), U € T(S(¢cekf)) icin
81 (R(X1,X0)X3,U) = g1((Vx,A) (X2, X3),U) — g1((Vx,A) (X1,X3), U). (3.4.8)

Ispat: X;, X>, X3, X4 € ['(S(cekf,) ") i¢in Lemma 3.3.3’iin (3.3.15) esitligi, Lemma (3.1.14) ve

Lemma (3.1.8)’den yararlanilarak

81(R(X1,X2)X3,Xs) = 81(Vx, Vi, X3, X4) — 81(Vx, Vx, X3, X4) — 81(V[x, x,) X3, Xa),
81(Vx, (Ax, X3 +hVx,X3),Xa) — 81(Vx,(Ax, X3 + hVx, X3),X4)

gl(hV X, %] X3,X4)

81(Vx,Ax, X3, X4) +81(Vx, hVx, X3, X4)

—81(Vx,Ax, X3,X4) — 81(Vx,hVx, X3, Xa) — 81(hV [, x,)X3,X4),

21(Ax,Ax, X3,X4) + 81 (VWx,Ax, X3, X4) + g1 (Ax, hVx, X3, X4)

_|_

81(hVx,hVx,X3,X4) — 81(Ax,Ax, X3, X4) — 81(vVx,Ax, X3,X4)
—81(Ax,hVx, X3,X4) — gl(hVthVX1X37X4)_gl(hV[Xl,Xz]X3aX4),

81((Vx,A)(X2,X3), X4)+g1( (X1,X2)X3,X4)

Benzer sekilde 2.), 3.) ve 4.) maddelerinin ispat1 da yapilabilir.

Ayrica not edelim ki X,Y € T'(S(gekf.) 1), U,V € T'(S(gekf:)), &1,E € T(A) igin

1.)
&1 (R(X,Y)U,V) = gl((VXA) (Y, U),V) +g1(vVXnyU,V) (349)
—81(WyyxU,V) —g1(vWix yU,V),
2))
gl(R(X7U)Y7V) = gl((VXT)(U7Y)7V) _gl((VUA)(XaY)aV) (3.4.10)
—81(Apv, xY,V)+g1(Tv, xY,V),
3.)

g1(R(X,81)Y, &) = g1((VxT)(&1,Y),62) +81(hVxhVe Y, &) (3.4.11)
— &1 (/’lVéthXY, 52) — &1 (/’ZV[X’&}Y, &2),
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4.)

g1(R(U,81)U, &) =g1((VuT)(61,U),&) —81((Ve, T)(U,U), &), (3.4.12)

5.
g1<R(X,(:)X,U> :gl((VXT)(57X)7U)_g1<(V§A)(X7X)7U) (3.4.13)

+81(TrxX,U) — g1(Apv,x X, U),

6.)
g1(R(U,EUV) = g1(VuT)(§,U),V) +&1(RU,E)U,V), (3.4.14)

7.)
g1 (R(X,8)X.Y) =g1((VxT)(E,X),Y) +81(VxhVeX,Y) (3.4.15)

— 81 (VgéxX,Y) —81(Vix gX.Y),
8.

gl(R(Uvé)va) = gl((VUT)(évU)PX) —gl((V§T)(U,U),X). (3.4.16)

Ispat: 1.) X.Y € T'(S(cekf.)"), UV € T(S(gekf.)) igin (2.2.2), (3.1.59), (3.1.21) esitlikleri ve
Lemma 3.1.13’ten; [X,Y] € I'(.%Z) kabul edilerek,

g1 (R(X,Y)U,V) =41 (vayU,V) — &1 (Vyva,V) — &1 (V[X’Y]U,V),
81(VxAyU,V) +g1(VxvVyU,V) — g1(VyAxU,V)

—81(VyvVxU,V) —gi(Ax yU,V) — g1 (WVix y)U,V),

gl(AxAyU,V) — &1 (AyAxU,V)

+g1(vWxvVyU,V) — g1 (vWyvVxU,V) — g (VV[ny}U,V) (3.4.17)
olur.Diger taraftan (3.3.1) esitli§inden yararlanilarak

g1((VxA)(Y,U),V) = g1(VxAyU,V) — g1(AyVxU,V) — g1 (Av,yU,V),
=g (AxAyU,V) + 81 (hVXAyU,V) — &1 (AyAxU,V)
—81(AyvVxU,V) —g1(AayyU,V) — g1(Ayv,yU, V),

=g1(AxAyU,V)—gl(AyAxU,V). (3418)
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O halde (3.4.17) ve (3.4.18) esitliklerinden

g1RX.Y)U,V) =g1((VxA)(Y,U),V) +g1(vWxvVyU,V)
—81(vWyyVWxU,V)—g1(WWix y)U,V)
esitligi bulunur.

2) XY cT(S(gekf,)1), U,V e T(S(cekf.)) icin (2.2.2), (3.1.59) esitlikleri ve Lemma 3.1.12
esitliklerinin kullanilmasi1 ve Not 3.1.2°den yararlanilarak [X,U] nun dikey vektor alant oldugu

g0z Oniine alinarak,

g1(R<X, U)Y,V) = gl(VXVUY — VUVXY — V[X,U]va)’
= g1 (Vx<TUy—|—hVUY),V) — g1 (VU(AxY+/’LVXY),V)

—81Txp)¥,V) —g1(hVix y)Y, V),
=g (VVXTUY, V) + g1 (AthUY, V) — 81 (VVUAxY, V)

—81(TyhVxY,V) —gi(Ty, v Y,V) + g1(Ty xY,V) (3.4.19)
olur. Diger taraftan sirasiyla (3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerinden yararlanilarak
g1(VuA)(X,Y),V) = g1(vWuAxY,V) = g1(Apv,xY,V) — g1(AxhVyY,V) (3.4.20)
ve
si((VxT)(U.Y),V) =g (vWxTyY.,V) —g1(TvyuY,V) — g1(TuhVxY.V) (3.4.21)
olur. O halde (3.4.19), (3.4.20) ve (3.4.21) esitliklerinden yararlanilarak

SIRX,U)Y,V)=g1((VxT)(U,Y),V) —g1((VvA)(X,Y),V)

—81(Anv,xY, V) +21(Ty,xY,V)

esitligi bulunur.

3) &,E € T(A) ve X,Y € T(S(cekf,)L) icin (2.2.2), (3.1.18) ve (3.1.59) esitliklerinin

kullanilmasi ve Not 3.1.2°den yararlanilarak [X,&;]’in dikey vektor alami oldugu goz Oniine

75



alinarak,

81(R(X,61)Y,8) = g1(Vx Ve Y, &) —81(Ve, VxY,82) —81(Vix ¢, )Y &2),
= 81(AxTg, Y, 8) +g1(vWx T Y, &)

g1 (Axhvél Y.6)+ g1 (hVXhV§] Y, &)

—81(Tg,AxY, &) — 1(vVe, AxY, &)

—81(Tg,hVxY, &) — g1(hVe, hVxY, &)

—81(hVix £,Y. &),

— o1(AxT:, Y, &) + g1 (hWVxhV: Y, &)

—81(Te, AxY, &) — 81(hVe hVxY, &) — g1(hV x 1Y, &2)

+

olur. Diger taraftan dogrudan iglemlerle

81((VxT)(81.Y). &) = g1(Ax T, Y. &) — 81(T; AxY, &)

ifadesi bulunur. O halde (3.4.22) ve (3.4.23) esitliklerinden

81 (R(X,81)Y,8) = g1((VxT)(81,Y), &) +81(hVxhVe Y, &)

—81(hVe, hVxY, &) —g1(hV(x ¢,1Y, &)
esitligi elde edilir.

4.) U € T(S(cekf.)), &1,& € T(A) igin (2.2.2), (3.1.38), (3.1.34) esitlikleri ile

81(R(U,81)U, &) = g1(VuVeg U, &) —81(Ve, VoU, &) —81(Viy e U, &),

= g1<TUT§1U, §2) +g1<hVUT§1U, 52) + g1 (TUVV&U, 52)

+81(WuvVeg U, &) — g1(Te, TuU, &) — g1 (hVe, Ty U, &)
—&1(Te, VU, &) —1(We vWyU, &) — g1(Tiy g U, &),

=g1(hVu T U,8) +81(TuvVe, U, &) — g1 (hVg Ty U, &)

—81(Tg, WU, &) — g1(Tv, U, &) + 81(Tv, uU, &)

olur. Diger taraftan

g1((VuT)(&1,U),8) = g1(hVuT U, &) — g1(Tyv, U, &2) — 81(Tg,vVWuU, &)

veE

g1((Ve T)(U,U),5) = 81(hVe, TyU, &) — g1(Tiv, vU, &2) — 81(TuvVg U, 62)
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esitlikleri bulunur. O halde (3.4.24), (3.4.25) ve (3.4.26) esitliklerinden

g1(R(U,E1)U, &) = g1((VuT)(&1,U), &) —1((Ve, T)(U,U), &)
esitligi bulunur.

5)X € T(S(gekf)h), & €T(A), U € T(S(gekf.)) igin (2.2.2), (3.1.59) esitlikleri ve Lemma
3.1.12°den

g1(R(X,8)X,U) =1(VxVeX,U) —81(VeVxX,U) — g1 (Vix )X, U),
= gl(vVXTéX,U) —{—gl(Axl’lVgX,U) —gl(vV§AXX,U)

—81(TehVxX,U) — g1(TyyeX,U) +g1(Ty xX,U) (3.4.27)
olur. Diger taraftan
81((VxT)(8.X),U) = g1 (vWxTeX,U) — g1(Toy e X, U) — 1(TehVx X, U) (3.4.28)
ve
81((VeA) (X, X),U) = g1(WVWeAx X, U) — g1(Apv x X, U) — 81 (AxhV X, U) (3.4.29)
esitlikleri bulunur. O halde (3.4.27), (3.4.28) ve (3.4.29) esitliklerinden

g1(R(X,6)X,U) = &1((VxT)(5,X),U) —g1((VeA) (X, X),U)

+81(T1,xX,U) = g1(Apv, x X, U)
esitligi elde edilir.

6.) U,V € T(S(cekf.)), & € T(A) igin (2.2.2), (3.1.38) ve (3.1.34) esitliklerinden

g1(R(U,E)U,V) =51(VyVeU,V) = g1(VeVuU, V) = g1(Viy U, V),
=g1(TyTU,V) +g1(vWyvVeU, V) — g1 (Te Ty U, V)

—g1(wWeyVyU,Vv) —g1(VV[U7g}U,V) (3.4.30)
olur. Diger taraftan
21((VyT)(&E,U),V) =g (TyT:U,V) —g1(Te Ty U, V) (3.4.31)
esitligi bulunur. Bu durumda (3.4.30) ve (3.4.31) esitliklerinden

g1(RWU,E)UV) = g1 (VuT)(§U).V) + 81 (RU.EU.V)
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ifadesi elde edilir.

7)) X,Y € T(S(gekf)h) ve E € T'(A) igin (2.2.2), (3.1.59) esitlikleri ve Lemma (3.1.12)’den

yararlanilarak

gl(R(X,é)X,Y) = &1 (VXV§X - VngX—V[Xg]X,Y),
=g] (AxTéX,Y) + g1 (hVX/’LVgX,Y) — 81 (TéAxX,Y)

—81(hVehVxX,Y) —g1(hVx £ X,Y) (3.4.32)
olur. Diger taraftan
81((VxT)(S,X),Y) = g1(AxTeX,Y) — g1 (T:AxX,Y) (3.4.33)
esitligi bulunur. Bu durumda (3.4.32) ve (3.4.33) esitliklerinden

g1(R(X,8)X,Y) :gl((VXT)(gaX)aY)+gl(VXhV§X7Y)

—g1 (VgVXX,Y) — g1 (V[XﬂX,Y)

bulunur.

8.) U € T'(S(gekf,)).E € T(A), X € T(S(gekf.)*) igin (2.2.2), (3.1.34) ve (3.1.38)’den

gI(R(U,E)U.X) =g1(VuVeU,X) —g1(VeVuU,X) —g1(Viy gU, X),
= gl(hVUTéU,X) —}—gl(TUVVéU,X) —gl(hvéTUU,X)

—81(TevVyU,X) — g1(Ty e U, X) + 81Ty, U, X) (3.4.34)
olur. Diger taraftan
g1(VuT)(E,U),X) = g1(hVyTeU,X) — g1(Tyv,eU,X) — g1(TevVyU, X) (3.4.35)
ve
g1((VeT)(U,U),X) = g1(hVeTyU, X ) — gl(TvvéUU,X) —81(TyvVeU, X) (3.4.36)
esitlikleri bulunur. O halde (3.4.34), (3.4.35) ve (3.4.36) esitliklerinden
g1(R(U,5)U,X) = a1(VuT)(5,U),X) —&1((VeT)(U,U),X)

esitligi bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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3.4.3 Kesit Egrilikleri

Tamm 3.4.1. (M;,g,) bir semi-Riemann manifold ve R, (My,g1)’in egrilik tensorii olsun. Bu

durumda &, ye gore p € My noktasinda M, ’in null kesit egriligi

81 (R(va ép)gpvxp)
gl(Xpaxp)

seklinde tammlanabilir. Burada X, non null vektor ve &, ,T,(M) de null vektérdiir [16].

K, (&p, Xp) = (3.4.37)

Teorem 3.4.3. (M},g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold ve

f:(My,g1) — (M2, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. Bu durumda;

a.) U ve & tarafindan gerilen bir T,M, diizlemi i¢in
K(U,§)=g1((VuT)(§,8),U)+K(U,&)
b.) X ve & tarafindan gerilen bir T,M, diizlemi icin
K(X,8)=g1((VxT)(§,6),X) — g1 (hVeAxE, X) + g1(T1x &, X)
—81(hVxTe&,X) +g1(Tv,e6,X)
esitlikleri elde edilir.

Ispat: a) U ¢ T'(S(cekf.)), & € T'(Rad(gekf.)) igin (3.4.37) esitligi kullanilirsa Lemma
(3.1.11)’den

R(U,8)E =VyVeE —VeVyE —Viy g8,
= Vy(TeE +vVe8) = Ve (Ty€ +vVy i)
~Tugs —Vwas
= VUng —|—VUVV5§ - Vg Tyé — VgVVUg — T[U,é}& — VV[U,&]&

olur. O halde (3.1.32), (3.1.33), (3.1.43), ve (3.1.45) esitliklerinden

R(U,&)E = TUng —{-/’lVUTéé + TUvVéé —i—vVUVVgé
— T;_j TU(: —thT[_/é - T"EVVU& —VV&VVUYQ,
~Tu g6 — Vgt
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olur. O halde kesit egriliginin bulunabilmesi i¢in g; (R(U,&)&,U) esitliginin bulunmasi gerekir.

Bu durumda
g1(R(U,8)E.U) =81 (TyT:6,U) —g1(Te Ty S, U) + 1 (vWyvVeS,U)
—gl(VV§vVU§,U) —gl(VV[Ué]é,U) (3438)

dir. Diger taraftan

81((VuT)(8,8),U) =g1(Ty T8, U) — g1(Te Ty, U) (3.4.39)

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu durumda (3.4.38) ve (3.4.39) esitlikleri biraraya getirildiginde

~

ng(U,é)é,U) :gl((VUT)(évé)vU) +g1<R(U7§)§7U) (3440)

olur. (3.4.40) kullanilirsa

K:(H) =21 ((VuT)(§,6),U) +&1(R(U,§)E,U)
esitligi elde edilir. Boylece Kz (H) # 0 olur ve teorem ispatlanur.
b.)’nin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.4.4. (My,g1) ve (M3, g>) birer semi-Riemann manifold

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon ve X, X» vektor alanlari da 2-diizlemini geren
(S(cekf)F) e ait vektor alanlart olmak iizere, horizontal bilesenlere sahip A temel tensor

alammin S(¢ekf) in elemant olmast durumunda
KM(X,Y) = &1((VxA)(Y,Y),X) +K">(X,Y) (3.4.41)
esitligi elde edilir. Burada KM ve KM2 sirastyla My ve M» ’nin non dejenere kesit egriligidir.

Ispat: XY € I'(S(gekf.)") icin (3.3.2), (3.1.26), (3.1.59) esitlikleri ve Lemma (3.1.13)’ten
yararlanilarak
g1((VxA)(Y,Y),X) = g1(AxAyY,X) — g1 (AyAxY,X) (3.4.42)
oldugu kolayca gosterilebilir. Diger taraftan (2.2.2) esitliginde [X,Y] € T'(S(gekf,)") igin
(3.1.26), (3.1.56) esitlikleri ve Lemma (3.1.13)’ten yararlanilarak
R(X,Y)Y = AxAyY +vWxAyY +AxhVyY +hVxhVyY
— AyAxY —vWyAxY — AyhVyY — hVyhVyY

_A[X,Y]Y _hV[X,Y}Y (3443)
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dir. O halde X,Y € I'(S(cekf,)")) igin (3.1.26), (3.1.46) ve (3.1.59) yararlamlarak
g1 (R(X,Y)Y,X) =g (AxAyY,X) — 81 (AyAXy,X> + 81 (hVXhVYY,X)
—g1<hVYhVXY,X) —gl(/’lV[X’Y]Y,X)

esitligi bulunur. (3.4.42) ve (3.4.43) esitlikleri kullanilarak

*

gl(R(X,Y)Y,X) = g1 ((VXA)(Y,Y),X) + 81 (R(X,Y)Y,X),
KM (X.Y) = g1((VxA)(Y,Y),X) +K™(X,Y)
ifadesi elde edilir.

Sonuc 3.4.1. (M},g1) ve (Ma,g>) birer semi-Riemann manifold,

f:(My,g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olmak iizere X,Y € T'(S(¢ekf.)*), N € T'(Itr(gekf,))
olmak iizere Itr(cekf,) distribiisyonunun S(cekf,)*: distribiisyonu boyunca paralel olmasi ve

AxY temel tensor alamimin S(gekf) i elemani olmasi durumunda
KM(X,Y) = K™(X,Y) - 3||AxY |

esitligi elde edilir. Burada KM ve KM2 sirastyla My ve M, manifoldlarina karsilik gelen non
dejenere kesit egrilikleri ve buradaki vektor alanlart da ortonormal vektor alanlaridir.
Ispat: (3.1.59) esitliginden yararlanilarak

VxVyZ = Vy(VyZ+AyZ) (3.4.44)

= %X%yz +AX%yZ +AxAyZ +vVxAyZ

olur. Benzer sekilde

VyVxZ = %y%XZ —i—Ay%XZ%—AyAXZ +VvVyAxZ (3.4.45)

olur ve bu kez de [X,Y]’nin vertikal oldugu kabul edilirse (3.1.42) ve (3.1.59) esitliginden
yararlanilarak

Vixy)Z=TayyZ = TayxZ+hVayyZ —hVayxZ

esitligi elde edilir. Burada 6zel olarak X,Y € I'(S(gekf.)*), N € T(itr(gekf.)) igin Itr(gekf.) n

X yoniinde paralel olmasi durumunda Teorem (3.1.67)’den
Vixy)Z = TaaxyZ +hVaayy Z,
=2TpyyZ+2hV sy Z
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olur. O halde Lemma 3.1.6’dan yararlanilarak
V[X,Y}Z = 2TAxyZ+ 2A7AxY (3.4.46)
esitligi elde edilir. Bu durumda (3.4.44), (3.4.45) ve (3.4.46) biraraya getirilerek

R *
R(X, Y)Z =VxVyZ+AxVyZ+AxAyZ +vVxAyZ (3.4.47)
x ok *
— VnyZ —AyVXZ —AyAxZ - VVyAxZ

— 2Ty vZ —2AzAxY

esitligi elde edilir. (3.4.47) esitliginin her iki tarafi H € I'(S(cekf,)") ile carpilirsa
g21(R(X,Y)Z,H) = g (I*Q(X, Y)Z,H)+ g1(AxAyZ,H) — g1 (AyAxZ,H) — 2g1(AzAxY ,H)
olur. Burada 6zel olarak bilesenleri yatay vektor alanlarindan olusan A temel tensor alanlarinin
S(¢ekf,)’1n elemani olmasi halinde
g1(RX,Y)Z,H) =g (I*Q(X, Y)Z,H)—g1(AxH,AyZ)+ g\ (AyH,AxZ) +2g1(AzH,AxY)
esitligi elde edilir. Burada 6zel olarak Z yerine Y ve H yerine X alinirsa

*

gl(R(X,Y)Y,X) = gl(R(X,Y)Y,X) —gl(AXx,AyY) +g1(AyX,AXY) +2g1 (AyX,AXY)
=0 =0

olur. AyY = —AyX olacagindan

g1<R(X,Y)Y,X) = &1 (R(X,Y)Y,X) —gl(AxY,AxY) —2g1(AxY,AxY),

*

=41 (R(X7Y)Y7X) - 3g1(AXY,AxY),

KM (x,Y) = KM (X,Y)-3]|AxY|?

bulunur.

3.4.4 Ricci Egrilikleri

Simdi de Maria Falcitelli ve dig. [18]’de bahsetmis oldugu w—uyumlu cati tanimindan

yararlanarak asagidaki ifadeyi verelim:

Tamm 3.4.2. (My,g1) bir semi-Riemann manifold olsun. X;’lerin her biri S(¢ekf.)* ve Uy ’larin

=)= LS

ortonormal ¢atiya © uyumlu ¢atr denir.
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Lemma 3.4.1. (My,g;) ve (M>,g>) birer semi-Riemann manifold

f:(My,g1) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon olsun. U,V € T'(S(¢ekfy)), &, & € T'(A), X,)Y €
[ (S(cekf.)®) ve Ni,Ny € T(Itr(¢ekf.)) icin {Xy, Ui} 1<k<r. 1<i<m (M1, 81) iizerinde bir f uyumlu

cati olmak tizere asagidaki esitlikler elde edilir:

i.
) r m n
Z (TuXe, TvXe) = Y g1(TuUi, TvU;) + Y g1 (Tu&;, TyN;), (3.4.48)
k=1 i=1 j=1
ii.)
r m n
Z (AxXi, Ay Xe) = Y 81(Ax Ui, AyUp) + Y g1(Ax&j,AyN)), (3.4.49)
k=1 i=1 j=1
iiii.)
r m n
Y e1(Ax X, TuXi) = Y g1(AxUi, TyUi) + Y g1(Ax&;, TuN;), (3.4.50)
k=1 i=1 j=1
iv.)
Zgl(TéXk’ Te,X,) = Zgl T, Ui, Te, Ui) + Zgl T, X, Te,N;), (G451
k=1
V.)
r m n
Zg1<AN1Xk7AN2Xk) = Zgl(ANl Ui7AN2Ui) + Zgl (ANl éjaANzNj), (3452)
k=1 i=1 j=1
vi.)
r m n
Y g1 (AnXi, TeXi) = Y g1 (ANULT:U) + Y g1(ANE), TEN;). (3.4.53)
k=1 i=1 j=1

Ispat: i.) V € T(S(gekf)) ve X € T'(S(cekf.)™ ) icin
TvX == VVVX

oldugundan 7y X temel vektor alan1 dikey distribiisyona ait bir vektor alani olup, S(¢ekf.) ve A

distribiisyonlarindan olugur. Bu da
Ty X, = Z;LiUi + Z,uj.ﬁj (3.4.54)
: ~

ile gosterilsin. Bu durumda,
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m

g1(TvXi, Ui) = Y i,
i=1
n

g1(TvXi, Nj) = Y 1
=1

olur. O halde,

m n
TvXe =Y &1 (TvXi, UDUi+ Y g1 (Tv Xk, N;)&;,
i=1 =

r r m n
Y ail(TuXe, vX) = Y &1 (TUXka (Zgl(TvXkan)UiJr Zgl(TvXkaNj)§j>> ;

k=1 k=1 i=1 j=1
dir.

Lemma 3.1.15’ten yararlanilirsa

r r m r n
Y a1 (TuXe, TvXe) = Y &1 (TUXk,Zgl(TVXk,Ui)Ui) +Ya (TUXk: Zgl(TVXkaNj)gj)

k=1 k=1 i=1 k=1 j=1

.
22g1 (TUXk, Zgl TvU;, Xi) ) + Zgl (TUle Zgl TVNJ,Xk)§>

i=1 k=1 j=1

r n
—_Zzgl Tu X, Up)-81(TvU; X)) — Y Y 21 (TuXi, &j)-81(TvNj, X),
k=1j=1

.
g1(TuUi Xi)-81(TvUL X)) + Y. Y e1(Tuéj, Xi) g1 (TvNj, X,
—1j=1

n
Y i(e1(Tuéj, Xi) Xa, TyN;),
k=1j=

N

I
-
Ms

>~
I
—
I
—
>~

[
M-
-
M-

81(81(Ty Ui, X)X, Ty U;) +

~
I
—_
=
I
—_
—_

n
&1(TuUi, wUi) + Y 1Ty &j, Ty N)).
=1

I

I
_

ii.) X,Y € I'(S(gek f,) ) icin
Ayx == VVYX

oldugundan Ay X temel vektor alan1 dikey distribiisyona ait bir vektor alan1 olur ve dolayisiyla

S(gekf) ve A distribiisyonlarindan olugur. Bu durumda
m n
AyXe = Y MU+ ) uig;,
= =
g AYXk7 ZA’I’

g1(AyXi, N Z
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Bu durumda

Ay X, =

olur.

%

-

.
Y g1(AxXi Ay Xi) =
k=1

>~

—

I
-1~
o

=~

Il
»M‘
%o

I
|
1~ -

—_

I
4
1~ .

—
~

I
™~

—
ﬂ.

>~

[
s

=

—

1=

81

n
Un)Ui+ Y 81(AyXi, Nj)&;
=1

m
Y s1(Ar Xy,
i=1

m
AXX/(7

n
Un)Ui+ Y g1(AyXi, Nj)&

j=1
)

.
+ 281
Ax Xy, — Zg1 AyUi, X;)

)

81(Ax Xy, Ui)g1(AyU;, Xi) —

Y g1 (Av X,
i=1

)

n
(AXX/(; Y g1(AyXi,Nj)&
=

m
AxXi, Y 81 (Ar X, Us)
i=1

)

(AXXk7 Zgl (AyNj, Xi)&;
j=1

+281

k=1

)

r n
Y Y e1(AxXi, )81 (Av N, X),
k=1j=1

r n
1(AxUi, X )g1(Ay Ui, Xi) + Y Y 21(Ax &, Xi) g1 (AyNj, X,
f=1j=1

r n
81(AxUi, X)X, AyUi) + Y. Y 21(Ax &, Xi) Xk, AYN)),
k=1j=1

Ips

n
(AxUi,AyUi) + ) g1(Ax&j, AyN;).
=1

iii.) U € T'(S(gekf.)) ve X € T'(S(gekf.)") oldugundan Ty X = vVy X olur ve boylece

seklinde yazilir.

olur. Bu durumda

fgl(

m n
TuXe =Y AU+ ) wi&;
i=1 =
g1(Tu Xy, U, Z)w,
g1(Tu Xy, N; Z#;

n
UnUi+ Y &1(TuXi,N;)&;,

Ty Xy = Ty Xk,
i=1 =1
r r m n
Y g1(AxXi, TuXi) = Y & (Axxk, (Zm (TuXe, Un)Ui+ Y g1 (TUleNj)éi)) :
k=1 k=1 i=1 =1
r m r n
=Y a (AXXkng1<TUXk7Ui)Ui)> +Y g (AXXk7 Zgl(TUXIwNj)gi) ,
k=1 i=1 = Jj=1
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r r m r n
Y g1(Ax Xy, Ty X) = Zgl AXXk,_Zgl(TUUth)Ui)> +Ya (AXka—Zgl(TUNj;Xk)5j> ;

k=1 = i=1 k=1 j=1
r m r n
= -3 ) 81(AxXe, U1 (TuUi Xi) — Y Y 81(Ax Xk, &)1 (TuN;, X)),
k=1i=1 k=1j=1
r om n
=Y ) &1(AxUi, X0 )81 (Tu Uy, Xi) + Z Y 21(Ax&j, X)g1 (TuN;, X,
f=1i=1 k=1j=1
r m r n
=Y ) 21(e1(Ax Ui X)X, TuUi) + Y. Y g1(81(Ax &}, X)Xk, TuN;),
k=1i=1 k=1j=1
m n
=Y &1(AxUi, TyUi) + Y g1(Ax&;, TuN))

I
_

J=1

olur.

iv.) & €T(A) ve X € I(S(gekf,)*) igin Tz X = vV X olur ve bdylece
m n
= Favs Eus
i=1 =1

seklinde yazilir. O halde

81(Te, X, Up) = Y Ai,
i=1

g1(Te, Xi, Nj) = Y 1
=1

olur. Bu durumda

Te, Xi = Zgl Te, Xk, Ui)U; +Zgl Te, Xk, N;j)G;

olur. O halde

Y &1 (T X, Te, Xi) = Zgl Tt Xk, (Zéﬁ Te, X, Ui)U; +Zg1 Te, Xk, N;j)S; )
k=1

i=1 j=1

=Y a (Tngk,Zgl Te, Xy, U i) +) a1 (Tngk, Zgl(ngxk,Nj)§j> ;
k=1 k=1 =1

i=1

g1 (Tngk,—Zgl(ngUi,Xk)Ui> + Zgl (Tngk,—Zgl(ngNj,Xk)5j> ,

= —ZZgl Te, Ui, Xi) g1 (T, Xa, Ui) — ) 281 Te,Nj, Xi)g1(Te, Xk, G-

[
M-

k=1

k=1li=1 k=1j=

r m r n

=Y Y &1(T:,Ui, X081 (T, Ui X) + Y. Y 81 (T, N, Xi) g1 (T, &5 X
k=1 i=1 k=1j=1
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I
-
™=

2 81T X, Te, Xi)
k=1

2_81(81(T5, Ui Xi) X, Te, Ui +22g1 Te,Nj, Xi) Xie, Te, X;).
=1j=1

1(Te, Ui T Un) + ) ¥ 81(Te,Nj, T X),

~
I

_
S|

_

| _
M= L=

-

[\

-

[l

[

=

Il

[\

N
I
—_

~
Il

olur. Bu durumda

m n
AnXi =Y 1 (AN X, UnUi + Y g1(An X, N
i=1 =1

olur. O halde

r r n
Y g1(An X, AnXi) = Y g1 (AMXk,Zgl (AN, Xk, Ui)U; + Zgl(ANZkaNj)€j> ;
k=1 =1 =

r n
ANle,Zgl (An X, UDU) + Y g1 (AN X, Zgl(ANsz,Nj)§j> ,

.
— Zg
k=1 k=1 =
r r n
=Y &1 | AmXe, — Zg1 (ANUi Xi)Us | + Zg1 AnXe, — ) g1(AwN; X)E; |
=1 i= = =1
r m r
==Y ) 21(AN Xi, Ui)g1(An, Ui, Xi) — Y Zgl (AN, Xk, Ej)81 (AN, N, Xk )
f=1i=1 f=1j=1
r m r n
=Y ) e1(AnULX) 81 (An Ui X) + Y Y 81(AN &), Xi) g1 (AN, N, X),
f=1i=1 k=1j=1
r m
= Zzg (81(An, Ui, Xi) Xi, AN, Ui) + Zzgl g1(An, &, X)Xk, AN, N ),
f=1i=1 i=1j=1
m n
=Y &1(AN Ui, AN Ui + ) 81(ANn &, AN, N;).

N
Il
-

J=1

vi) & € T(A) ve X € I'(S(gekf.)*) igin T:X = vV X olur ve boylece

TeXe = Y Ui+ ) wé),

i=1 j=1
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seklinde yazilir.

3

I
R

g1(Te X, Uj)

~
—_

I
1=
E

g1(Te Xy, Nj)

.
Il
R

olur. Bu durumda

Te Xy = Zgl Te Xy, Ui) U +Zgl Te Xy, Nj)E;,
Jj=

r r
Y g1 (AnXi, T Xi) = ) g1 ANXkaZgl Te Xy, Ui) Ui + Zgl Te X, Nj)E; )
k=1 k=1 i=1 =1
r m r n
=Y g1 | AnXi, Y g1(TeXi, UnU; | + ) g1 | AnXk, ) 81(TeXi, Nj)Ej |
k=1 i=1 k=1 j=1
r m r n
=Y g1 | AnXe, — Y &1 (TeUn X) Ui | + Y g1 | AvXi, — Y g1(TeNj, X0)Ej |
k=1 i=1 k=1 =1
r m r n
==Y Y g1 (AnXi, Un)g1 (T Ui, Xi) — Y Z (ANXk. &j)g1(TeNj, X),
k=1i=1 k=1j=1
r m r n
=Y Y &1(ANUL X)g1 (TeUs, Xi) + ) Y g1(AnEj, Xi) g1 (TeNj, Xa),
k=1li=1 k=1j=1
m
= Zg (AnU;, TeU;) + Zgl (AnE), TeNj)

N
I
—_

j=

olur.

Sonug 3.4.2. (My,g1) ve (M>,g) birer semi-Riemann manifold

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon ve { Xy, U;} bir f uyumlu ¢ati olsun. Bu durumda herhangi
U, V eT(S(cekfs)), X,Y € T(S(¢ekf.)r), TyXi 'mn S(cekf.) n elemant olmast ve S(gekf.) in

integrallenebilir olmasi durumunda

p1(U,V) = Z {81(TUU1', vU)+g1((Vu,T)uU;, V) +81(§(Ui,U)Ui,V)}

+Z{g1(TU§j,Tij)}
J

+Y {a1((Vx, 1)U, X),V) — g1((VuA) (X Xk), V) — 81 (A, x X, V) }
k
esitligi elde edilir.

88



Ispat: U, V € T(S(gekf.)), X € T'(S(gekf.)™) ve {X;,U;} bir f uyumlu cati olmak iizere
(3.4.10), (3.4.1) ve (3.4.48) denklemlerinden yararlanilarak ve

p1(U,V) =Y R(X,U X, V) + Y R(U,U,U,V)
k i
ayrisimi ele alinarak

Y R(Xi, U, X1, V) = Y {&1((Vx,T)(U,Xk), V) = g1((VuA) (X, Xi), V)
P %

—g1(Anvyx Xk, V) +g1(Tv,x X, V) },

=2 {81 ((Vx.T)(U,Xk),V) = 1((VuA) (X, Xi), V)
k

— 81(Awvx X V) + 81 (Tryx X, V) }

=Y {&1((Vx.T)(U,X),V) — g1 ((VuA) (X, Xk), V)
- gl; (Anvyx X, V) — 81(Tryx, V. Xi) }

=Y {&1(Vx,T)(U,X), V) = g1((VuA) (X, Xi), V)
- g];(Athkak, V) = g1(Ty Ty X, Xi),

=Y {&1((Vx.T)(U. X0),V) — 81((VuA) (Xi, Xe), V)
- gl: (Anvyx,Xe V) + 81 (T Xe,, TuXi) }

= Z{gl((VXkT)<U7Xk)7V) — 81 ((VUA)(kaXk)aV)
k

—81(Avyx Xi, V) } + Z{gl (TyU;, TyU;) } + Z{gl (Tv&;, TvN;)}
i J

olur. Diger taraftan
Y R(ULU,U,V) =Y {&i1((Vy,T)uU;,V) +g1(R(ULU)ULV)}
i i
esitlifinden de yararlanilarak

p1(U,V) = Z {gl (TyUi, TvUi) + 1 ((Vu,T)uUi, V) + g1 (ﬁ(Ui,U)Ui,V)}

+Z{81(TU§/',TVNJ')}

+Y {&1((Vx.T)(U,X0), V) — &1 (VoA) (X Xi), V) — 81(Awvyx Xe, V) }
k

esitligi elde edilir.
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Sonuc 3.4.3. (M;,g1) ve (Ma,g>) birer semi-Riemann manifold

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon ve {Xi,U;} bir f uyumlu ¢cati olsun. Bu durumda
V Levi-Civita konneksiyon olmak iizere, N € I'(ltr(¢cekfy)) icin ltr(cekfy) distribiisyonunun
S(cekf.)*" distribiisyonu boyunca paralel olmast, Ax;X'in S(¢ekf.) in elemant olmasi, TyX €

['(S(¢ekfy)) olmast ve S(¢cek fi.) in integrallenebilmesi durumunda asagidaki esitlik elde edilir:
p1(X,X) = p2(X,X) +) {&1((VxT) (Ui, X),Ui) — g1 ((VuA) (X, X), Ui) — g1(Apv,, x X, Us)
i

m n
+1TuX |17+ Y AY 1AxU* + Y 81(AxEj, AvN)}.
k=1 j=1

Ispat: U € T'(S(gekf.)), X € T'(S(cekf.)") olsun. X temel vektor alant X’ vektor alamna f
bagh ve {X;,U;} bir f uyumlu ¢ati olsun. O halde (3.4.5), (3.4.10) ve (3.3.15) denklemlerinden
yararlanilarak

p1(X,X) =Y R(X X, X, Xi) + Y R(X,U;,X,Uj)
k i

ele alindiginda

Y R(X, X, X, Xi) = Y {21 ((VxA) (Xe, X), Xp) + &1 (R* (X, X)X, X),
% %

=) {g1(AxAx X, X;) — g1 (A5 AxX, Xy) + g1 (R* (X, X)X, X, ) }
k
olur. Lemma (3.1.15) kullanilirsa

Y ROX, X, X, X)) = Y {—g1(Ax X, Ax,X) + 1 (Ax Xe, Ax X) + g1 (R* (X, X)X, X) }
k k

Bu durumda Teorem (3.1.8)’den Ay, X = 0 olacagindan
Y R(X, X, X, Xi) = Y {—81(Ax Xk, Ax,X) + g1 (R* (X, X)X, X;) }
k k

olur. Lemma (3.4.1)’den yararlanilirsa ; yani

m n

.
Y 21(Ax X, AvXi) = Y 1(AxUi, AyUi) + Y g1 (Ax&j,AyN))
=1 i=1 =1

esitligi kullanilirsa ve Teorem (3.1.8)’den

Y R(X, X, X, X)) = Z{
k

1

m
g1(AxU; AxU;) +
=1 j

n
g1(Ax&;,AyN;) +81(R*(X7Xk)X>Xk)},
=1

k
m n

= YUY 1AxUi|* + ¥ g1(AxEj, AyN)) + g1 (R* (X, X)X, X)) (3.4.55)
k =1 j=1
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olur. Diger taraftan
Y R(X, U, X, Up) = &1 (Vx T) (Ui, X), Ux) — g1((Vy, A) (X, X), Us)
k

— 81(Avy, xX, Ui) +81(Tv,, X, Up),
= g1((VxT)(Uy, X), Ux) = &1 ((Vy,A) (X, X),Up)
— 81(Anvy x X, Up) — 81(Ty, Ty X, X),
= g1((VxT)(Uy,X),Ux) — 81 ((Vy,A) (X, X),Us)
— 81(Avy xX, U) +81(Ty X, Ty, X),
= 81((VxT)(Ux,X), Ux) — 81((Vy,A) (X, X), Uy)
— 81(Anvy x X, Up) + Ty, X
olur. Béylece
;R(XanaX,Ui) = 21((VxT) (Ui, X), Up) — &1((Vu,A) (X, X), Us) — g1 (Apvy, x X, Ui) + | T X ||
(3.4.56)

Bu durumda (3.4.55) ve (3.4.56) esitliklerinden

P1X.X) = p2(X.X) + } {1 (VxT) (Ui, X), Ui) = 81 ((VuA) (X, X), Ui) = 81(Apw, x X, Uy)

m n
2 2
+ Ty X117+ YA 1AxUi P + Y g1 (AxEj, AyN)) }
koi=1 j=1

ifadesi elde edilir.
Sonug 3.4.4. (My,g1) ve (M, g>) birer semi-Riemann manifold

fi(My,81) — (Ma, g2)

bir transversal r lightlike submersiyon ,{Xy,U;} bir f wyumlu ¢ati olsun. Bu durumda U €
L(S(gekf.)), X € T(S(gekf.)")
(U, X) = ;{—gl((VxA)(Xk,Xk)’U) +81((VxA) (X, X), U)}
= Y {&(VuT)(Ui,Ui),X) — &1 (Vy,T) (U, Up). X)
esitligi elde edilir. |
Ispat: U € T'(S(gekf.)), X € T(S(cekf.)™) ve {Xi,U;} bir f uyumlu cat1 olmak iizere
p1(U,X) =Y R(X,X,U,Xp) —ZR(Uan,Ui,X)
i

j
= —Y R(X, XX, U)— Y R(U,U;,U;,X)
k i
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olur. O halde son ayrigimi tek tek ele alirsak (3.4.8) esitliginden
;R(X,Xk,Xk,U) = ;{gl((VXA)(Xk,Xk)aU) —81((VxA)(X, X),U)}
olur. Diger taraftan (3.4.4) esitliginden
Y 81(R(WU, U, Ui, X) = g1 ((VuT) (Ui, Up). X) = g1 ((Vy,T) (U, Up). X)
i
esitligi elde edilir. O halde (3.4.57) ve (3.4.58) esitlikleri biraraya getirilerek

P1(U,X) =) {—g1((VxA) (X Xp),U) +81((Vx,A) (X, Xp),U)}
k

—Z{gl ((VuT)(Ul,Ul),X) — 41 ((VUlT)(U7Ul)7X)

esitligi elde edilir.
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