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OZET

Bu tez caliyjmasinda homogen olmayan bir ortamdan yayilan, transverse
elektrik seklinde polarize edilen elektromanyetik dalgalar incelenmistir. Direkt
sacilma probleminin ¢6ziimiiniin tekligi Rellich lemmasindan yararlanilarak
gosterilmistir. Aym1 problemin ¢oziimiiniin varligim gostermek icin operator
denklemler olusturulmus ve Ters operatoriin varhig teoremi (Riesz teorisi)
kullanilmgtir. Ters sagilma probleminin ¢6ziimii i¢in bir i¢ sinir-deger problemi
ele almmugtir ve sonra bu problemin ¢éziimiiniin teklik ve varh@ ispatlanmstir.
Son olarak, lineer bir integral denklemi elde edilmistir ki bu denklemin

¢Oziimii, sacan nesnenin (engel bdlgenin) destegini belirler.
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ABSTRACT

In this thesis, the electromagnetic waves scattered from an inhomogeneous
medium are investigated when the electromagnetic waves are polarized in the
case of transverse electric. Using the Rellich lemma, the uniqueness of the
solution of the direct scattering problem is showed. In order to show the
existence of the solution of this problem, the operator equations are constructed
and the theorem which is the existence of the inverse operator ( the Riesz
theory) is used. To solution of the inverse scattering problem, the interior
boundary-value problem is considered and then the uniqueness and the
existence of the solution of this problem are proved. Finally, a linear integral
equation is obtained whose the solution yield the support of the scattering

object.
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1. GIRIS

Sagilma teorisinde iki temel problem, kompakt destekli homogen olmayan gegirgen
bir ortam ve sinirli gegirgen olmayan engelde zaman harmonik ses veya ikinci bolim
de tanimlayacagimiz elektromanyetik dalgalarin sagilmasi problemleridir. Bu
problemler direkt sacilma ve ters sagilma problemleri olarak bir ¢ok matematik¢i

tarafindan incelenmigtir.

Direkt problem, olay (gelen) dalga ve sagan bolge (engel bolge) hakkindaki bilgiden

sagilan dalganin belirlenmesi problemidir. Ses dalgalar1 igin olay alan

ui (x,t) - ei(k\'.d—wt)

zaman-harmonik diizlemsel dalgasi ile verilsin. Burada k=2 dalga sayisi, w
%

frekans, ¢, ses hizt ve d yayilmanin dogrultusudur. En basit sagilma problemi,

homogen olmayan bir ortam igin u toplam alaninin bulunmasidir 6yle ki

Au+k’n(x)u=0, x e IR? [1.1]
u(x) =™y (x) [1.2]
1im\/?(3“' -ﬂaf]:o [1.3]
r—o or
cz
Burada r=|x|, n=-2 kirlma indisi, homogen ortamda ¢,=c ve homogen
c

olmayan ortamda c=c(x) dir. [1.3] Sommerfeld yayilma sarti, sagilan dalganin

disart dogru oldugunu garantiler. 1—» in kompakt destekli oldugu kabul edilir. Eger
ortam absorbing (emilgen) bir ortam ise, » kompleks degerlidir ve ses hizinin orani
basit degildir. D gegirgen olmayan engelinde sagilma durumu i¢in en basit problem,

u toplam alaninin bulunmasidir dyle ki



Au+ku=0, xelIR*\ D [1.4]
u(x) =™ +u'(x) [1.5]
u=0, xedoD [1.6]
1imﬁ(6“ —ikus}=o [1.7]
r—o or

Burada [1.4] diferensiyel denklemi Helmholtz denklemidir ve [1.6] simr kosulu
yumusak-ses engeline karsilik gelir. [1.6] dan bagka sinir kosullar1 da g6z oniine

almabilir. Ornegin, Neumann veya sert-ses sinir kosulu ya da
@ +ilu=0, xedD
ov

impedance (engel) sinir kosulu. Burada v, dD igin birim dis normal ve A pozitif bir

sabittir.

Yukarida formiile edilen direkt sagilma problemleri ile ilgili ters sagilma problemine
gegmeden Once, direkt sagilma problemi hakkinda cevaplanacak ilk soru ¢dziimiin
tekligi sorusudur. Tekligi kanitlamak i¢in temel kopriiler Green teoremleri ve
¢oziimlerinin tekliginin devamlilik 6zelligidir. [1.4] denklemi sabit katsayili
oldugundan teklik ile ilgili ilk sonuglar ses dalgalar1 i¢in 1912 de Sommerfeld
tarafindan verilmistir (1) ve elektromanyetik dalgalar i¢in ise Miiller tarafindan
kanitlanmigtir (2). Sommerfeld’in ¢aligmas: Imk >0 kosulu altinda Rellich (3) ve
Vekua (4) tarafindan genellestirilmigtir. Elektromanyetik dalgalar igin ise, Imk >0
kosulu altinda ilk sonuglar yine Miiller tarafindan verilmistir (2). Ikinci soru ise,
¢6ziimiin varlik ve niimerik yaklagimidir. Varlik i¢in en popiiler yaklagim integral
denklemler metodudur (5,6). Ozellikle, her k pozitif degeri igin [1.1] - [1.3]

probleminin # toplam alani

u(x)=e"“’d—kZJ‘CD(x,y)m(y)u(y)dy, xe IR [1.8]

IR?



Lippman-Schwinger denkleminin tek ¢oztimiidiir (6). Burada m =1-n dir ve

cb(x,y)=%H§"( ), X#y [1.9]

Helmholtz denkleminin temel ¢6ztimiidiir.

[1.4] - [1.7] probleminin ¢6ziimii i¢in integral denklem metodlaryla yaklasim ¢ok

uygundur. Bunun igin

ov(y)

” (x)='[y/( 12200) ), xemAD [1.10]

double layer potansiyeli formunda [1.4] - [1.7] probleminin bir ¢6ziimiinii arariz.

Burada y, belirlenmis siirekli bir fonksiyondur. O zaman x, sinira yaklagirken
nin ikinci ¢esit bir sinir integral denkleminin ¢6ziimili oldugu gosterilebilir. Maalesef

k*, D de negatif Laplasyenin bir Neumann 8zdegeri ise; bu integral denklem tek
olarak ¢oziilemez (6). Aymi zorluklar, elektromanyetik dalgalar igin sagilma
probleminde de ortaya gikar. Ses ve elektromanyetik sagilma teorisinde bu zorluklar

ilk olarak Vekua (4), Weyl (7,8) ve Miiller (9-11) tarafindan ¢oziilmiigtiir.

Sagilma teorisinde nemli olan sagilan dalganin uzak-alan modelidir. Eger »*, [1.1] -

[1.3] veya [1.4] - [1.7] nin sagilan alani ise u°
s( )=5\/-_-{ w()%,d)+0(—}1:)}, r=]x]—>oo iken [1.11]

. . - "X s s
asimptotik davraniga sahiptir. Burada x=ﬂ dir ve u_,, #’ nin uzak alan
x

modelidir(6,12). Uzak alan modellerindeki 6nem, sagilma teorisindeki ters problem

gergeginde yatar. Ters problem, birim ¢ember tizerindeki * ve d birim vektorleri



igin u, uzak alan modeli hakkindaki bilgiden ya »n yi ya da D yi belirleme

problemidir.

Ters sagilma probleminin ¢dztimiiniin tekligindeki ilk sonuglar Schiffer tarafindan

verilmistir (Lax ve Phillips (13)). Schiffer, VX,d € Q ve belirlenmis £ i¢in uzak alan

modelinin sagan D engelini tek olarak belirledigini [1.4] - [1.7] problemi igin
gOstermigtir. [1.1] - [1.3] problemi igin karsilik gelen sonuglar, Nachman (14),
Novikov (15) ve Ramm (16) tarafindan elde edilmigtir. Elektromanyetik sagilma

problemi igin teklik teoremleri Colton ve Piivérinta tarafindan elde edilmistir (17).

1980 lerin baslarinda uzak alan verisi hakkindaki bilgiden faydalanilarak 0D nin
belirlenmesi problemi olan akustik (ses) ters engel problemi, Angel, Colton ve
Kirsch (18), Roger (19), Tobocman (20) ve daha bir ¢ok matematik¢i tarafindan
incelenmistir. Bu aragtirmacilar, ters engel problemini yeniden formiile etmek igin

Green formiiliinii veya integral denklemleri kullanmiglardir.

Ters sagilma probleminin ¢éziimii igin bir metod, lineer dérnekleme metodudur ki bu
basit metod ilk olarak Colton ve Kirsch (21) tarafindan 6nerilmigtir. Bu ¢alismada,
resonance (sesi titrestiren) bolgede iki boyutlu ters sacilma probleminin ters
modelinin gelisimi ile ilgilenilmistir. Sonra bu metod, Colton, Kress ve Monk (22),
Colton, Piana ve Potthast (23), Colton ve Piana (24), Colton ve Monk (25,26),
Colton, Giebermann ve Monk (27), Colton, Coyle ve Monk (28) tarafindan
kullaniimigtir Metodu uygulamak i¢in ilk 6nce

(Fe)() = j (G 0g(d)ds(d),  SdeQ [1.12]

Q

seklinde F:I'(Q)—>L*(Q) uzak-alan operatorii tammlanmistir. Burada

Q= {x e IR :|x|= 1} dir. Sonra



(Fg)®) =0, (%) [1.13]

lineer integral denkleminin ¢6zlimii igin lineer 6rnekleme metodu kullanilmustir.

%

e
N8k

modelidir (6,12). Bu metoda gére,

~ikt.y

Burada ®_(x,y)= e, [1.9] da tanimlanan @ fonksiyonunun uzak-alan

Ve >0 iginbir g =g(.,y) e I’ (Q) fonksiyonu vardir yle ki

[Fg =20y <& [1.14]

olur ve y—dD igin “g () 2y Ve va (- y)”L2 o) normlan sinirsiz olur. Buradaki

v, fonksiyonu

v ()= g (@)as(@)

Q

ile tammmlanan g ¢ekirdekli Herglotz dalga fonksiyonudur. Yani, [1.14] esitsizliginin
¢oziimii olan gel’ (Q) nin normunun smirsiz oldugu noktalar sagan bolgenin

sinirini karakterize eder.

Biz bu c¢aligmada, sonsuz uzunluktaki homogen olmayan bir silindir igin
elektromanyetik dalga problemini ele aldik. Ele alinan elektromanyetik dalga
problemindeki olay dalga, sonsuz uzunluktaki silindirin eksenine paralel polarize
edildi. Bu durumda manyetik alan, silindirin ekseni dogrultusunda sadece bir
bilesene sahiptir. Sagilma teorisinde bu problem TE modu ya da transverse elektrik

olarak bilinir.

Calismanin ikinci boliimiinde temel tanim ve teoremleri verdik.



Uciincii  bolimde, ele aldigimiz direkt simir-deger problemini tanimladik. Bu
problemin ¢dziimiiniin tekligini, Green teoremleri ve ¢6ztimlerin tekliginin
devamlilik 6zelliini kullanarak gosterdik. Coziimiin varlig: i¢in ise, potansiyel

teoriden (single layer ve double layer potansiyeller igin su;rama' sartlarindan)

faydalandik.

Dérdiincii boliimde, ters sagilma probleminde Colton ve Kirsch’in 6nerdigi basit
metodu (21) kullanabilmek i¢in bir i¢ sinir-deger problemi ele aldik, bu problemin

¢ozlimiiniin teklik ve varligim gosterdik.

Besinci boliimde ise once, i¢ smur-deger problemi i¢in Lippmann-Schwinger
denklemini saglayan bir integral denklemi olusturduk. Sonra, u_(%,d) uzak alan

modeli hakkindaki bilgiden yararlanarak, ters sagilma probleminin ¢6ziimi igin

Onerilen metodu formiile ettik.

Tezin tg¢lincii, dordiincili ve beginci bdliimleri tamamen 6zglin ve orijinal ¢aligmalan

kapsamaktadir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1

u,IR?* de taniml1 bir fonksiyon olsun. {x eIR? :u(x)# 0} kiimesinin kapanisina u

Jfonksiyonunun destegi denir.
Tamm 2.1.2 (Holder siireklilik)

G < IR* kiimesi #izerinde tanimlanmis reel veya kompleks degerli fonksiyonlarin

uzayina, eger Vx,y € G igin

[p(x)-0(») < Cle—)f

olacak sekilde bir C sabiti var ise O0<a <1 Holder iisliisii ile diizgiin Hélder

stireklidir denir.

C**(G) Hélder uzayi, G iizerinde tammlanan siurh ve o Usliisii ile diizgiin

Holder siirekli fonksiyonlarin lineer uzayi olarak tanimlanir. Bu uzay

”¢“c°'"<o>=i2£1¢<x>|+3‘;%lﬁ%)—%w

x&y
normlu bir Banach uzayidir.

C**(G) Holder uzay, diizgiin Holder siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlarmn

uzay! olarak tanimlanir ve Vo € C** (G) dir. Bu uzay



|l¢||cm(o) = ”(””c(c) "'”V(””c&a(o)
normlu bir Banach uzayidir (6).
Teorem 2.1.3 (Ters operatériin varligy)

X normlu bir uzay, A: X — X kompakt lineer bir operatér ve [ — A bire-bir olsun.
O zaman (] —A)q : X = X ters operatorii vardir ve smirlidir (29).
Sonug 2.1.4

X normlu bir uzay ve 4: X — X kompakt lineer operatdr olsun. Eger ¢ — Ag =0
homogen denklemi yalmizca ¢=0 agikdr ¢6ziime sahip ise, her fe X igin
¢—Ad = f homogen olmayan denklemi tek bir ¢ e X ¢oziimiine sahiptir ve bu
¢ozlim f ’e siirekli baghdir (29).

Sonu¢ 2.1.5

I—A operatorii S— A operatéri ile yer degistirildiginde Teorem 2.1.3 ve Sonug

2.1.4 gegerlidir. Burada S smirl: lineer bir operatdrdiir ve smirl bir terse sahiptir.

Yani, (I-5"4)¢=S5"f dir ve ™4 kompaktir (29).

Tamm 2.1.6

D IR? olmak tizere, xe D i¢in Xp(x) =1 ve x¢D igin X p(x) = 0 seklinde
tanimlanan karakteristik fonksiyon, Riemann integrallenebilirse D kiimesine Jordan
olciilebilir denir.

Tamm 2.1.7 (Zayif Singiiler Cekirdek)

Vx,ye D ve x# y i¢in K gekirdegi tanimh ve siirekli olsun. Eger



K (e, p)| <M [x= ", e(0.2]

olacak bigimde bir M pozitif sabiti var ise, X ¢ekirdegine zayif singiiler cekirdek

denir.

Teorem 2.1.8 (Fredholm Alternatifi)

D < IR? kompakt ve Jordan 6lgiilebilir bir bolge, K ise zayif singiiler ¢ekirdek olsun.

(K(p)(x)='[K(x,y)¢(y)dy ve (K'y/)(x)zjK(y,x)r//(y)dy, xeD

olmak tizere

I~ K)p(x) = p(x) - J' K(xy)0(y)dy=0

Ve

=KW (x) = p(x) - j K, ()dy =0

homogen integral denklemleri ya sadece ¢ =0 ve y =0 asikir ¢dziimlere sahiptir
ya da ayn: sayida sonlu lineer bagimsiz ¢6ziimlere sahiptir. Eger homogen integral

denklemleri ¢ =0 ve y =0 ¢oziimlerine sahip ise, her f,g e C(D) igin

0(3)- [K(52)0(2)dy = 7(x) ve v (x)=[KOow (»)dy=g(x), xeD

D

homogen olmayan integral denklemleri tek bir ¢ € C(D) ve y e C(D) ¢bziimiine

sahiptir. Eger homogen integral denklemleri sonlu sayida lineer bagimsiz ¢6ziimlere
sahip ise, homogen olmayan integral denklemleri ¢6ziilebilir ancak ve ancak

homogen adjoint denklemin her y ¢6ziimii igin



10

veya homogen denklemin her ¢ ¢6ziimii igin

J'¢(x)g(x)dx=o

D
saglaniyor ise (29).

Tamm 2.1.9 (Single-Double Layer Potansiyeller)

D c IR* bblgesi, smin C? smifindan ve sinursiz bir bdlgenin agik tiimleyeni, v de

0D sinir1 tizerindeki birim dig normal olsun.

Verilen bir g C (6D) integrallenebilir fonksiyonu i¢in
u(x) = J'¢(y)<p(x,y)ds(y), x e IR*\D
oD

fonksiyonuna ¢ yogunluklu single layer potansiyeli denir.

Benzer sekilde verilen bir y e C(8D) fonksiyonu igin

v(x)=J‘l//(y)ag)—V(8})))ds(y), x € IR*\OD

oD

fonksiyonuna  yogunluklu double layer potansiyeli denir. Burada @ fonksiyonu

[1.9] da tanimlanmistr.
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Teorem 2.1.10 (Potansiyel teori igin sigrama sarty)

D bélgesi @D smur1 C? smifindan bir bolge olsun. ¢ yogunluklu u single layer

potansiyeli IR* nin tamaminda stireklidir ve 0D iizerinde bir ¢ sabiti igin

”u”c(mz) < c”¢”c(aD)

esitsizligi saglanir. Sinir lizerinde
u(x)=.[¢(y)<l)(x,y)ds(y), xedD

()j¢( e a()ryo(),  xeo

elde edilir. Burada
au:t
= (x)= lim v (x).grad u (x +hy (x))

ifadesi sinir lizerinde diizgiin yakinsak anlamindadir.y yogunluklu v double layer

potansiyeli ise,

vi(x)=J.t//(y)Mds(y)i%y/(x), xedD

ov(y)

limit degerleri ile D den D a ve IR*\D dan IR*\D ye siirekli genisletilebilir.

Burada

vi(x) = lim v(x thy (x))

h—+0



dir. Ayrica 8D ye bagiml bir ¢ sabiti i¢in

”v”c(B) < C”'//“c(ao) > VHC(IRZ\D) < c”W”c(aD)

esitsizlikleri elde edilir ve simnir tizerinde diizgiin olarak

lim {ﬁ(x+hv(x))—%(x—hv(x))}=o, xedD

h—>+0 ay
saglanir (6).
Teorem 2.1.11

Eger ueC® (IRZ) fonksiyonu

() Au+k’n(x)u=0, xelR’

(i) u=u +u’

(iii) 132‘/;(6; —ikusj =0

sa¢ilma probleminin bir ¢6ziimii ise, 0 zaman u fonksiyonu

u(x)=ui(x)—k2‘|‘(D(x,y)m(y)u(y)dy, xelR?

IR?

12

Lippmann-Schwinger denklemini saglar. Karsit olarak; eger wueC’ (IRz)

fonksiyonu Lippmann-Schwinger denkleminin bir ¢&ziimii ise, bu durumda

ueC? (IRz) dir ve u fonksiyonu (i) - (iii) sagilma probleminin bir ¢dziimiidiir.
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Burada neC’ (IRZ) kirilma indisi olmak tizere m=1-n, k>0 dalga sayisidir ve

@ fonksiyonu [1.9] da tanimlanmustir (6).

Teorem 2.1.12

Her bir k>0 iken Teorem 2.1.11 deki (i) - (iii) problemi i¢in tek bir ¢6ziim vardir

ve u ¢bzlimii, u' olay alani lizerindeki maksimum norma siirekli baglidir (6).
2.2.Helmholtz gosterimi ve Sommerfeld yayilma sarti

Teorem 2.2.1 (Helmholtz gdsterimi)

D c IR?,C? siifindan sinurl: bir bslge ve v, D nin disina dogru yonlendirilmis 8D

sirindaki birim normal vektdr olsun. u e C*(D)NC (B) fonksiyonunun normal

dogrultudaki tiirevi
ou x)=limv(x).grad u (x—hv (x)) xedD
ov h>40 & i

olmak iizere u fonksiyonu

-] 5200040 FED )~ [ [0kt o

xeD [2.1]

Green formiiline veya Helmholtz gdsterimine sahiptir. Ozellikle u fonksiyonu

xeD igin Au(x)+ku(x)=0 Helmholtz denkleminin bir ¢5ziimi ise [2.1] formiili

u(x)=j [gu—v(y)d)(x,y)—u(y)%(—z;))j—)} ds(y), xeD 2.2]

[2/24
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olur (6). Buradaki ®(x,y)= -;:Hé” (k|x— ¥ ) ; x#y fonksiyonu Helmholtz

denkleminin temel ¢dziimiidiir ve H{® fonksiyonu sifirinc: mertebeden birinci tiir

Hankel fonksiyonudur (12).

Tamm 2.2.2 (Sommerfeld yayilma sarty)

Vx = ﬁ dogrultusunda diizgiin olarak

x
limr (%—ikujzo, r=| [2.3]
r—w Y

kosulu saglamiyor ise u ya Sommerfeld yayilma sartini saglhyor denir. Bu sart,

Helmholtz denkleminin ¢6ziimlerinin sonsuzdaki davraniglarini karakterize eder(6).

Tamm 2.2.3 (Yayilan ¢6ziim)

r=|x| (xeIR?) yangapl bir gemberin disindaki bslgede Helmholtz denkleminin

bir u ¢o6zimi, eger Vi= dogrultusunda diizgiin olarak [2.3] Sommerfeld

[

yayilma sartini1 sagliyor ise u# fonksiyonuna yayilan (radiating) ¢6ziim denir.

Teorem 2.2.4

D smirli blgesi, st C* smifindan ve smirsiz bir bélgenin agik tiimleyeni olsun
ve v, 0D lizerinde D nin disina dogru yonlendirilmis birim normal vektorii
gostersin. ueC?(IR*\D)NC(IR*\D) fonksiyonu IR°\D da Au+ku=0
Helmholtz denklemi igin yayilan bir ¢oziim olsun. u fonksiyonunun normal

dogrultudaki tlirevi
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Ou (x)=lim v(x).grad u(x+hv(x)) ,

E h—>+0

0D {izerinde diizglindiir ve 0 zaman

u(x)=j l:u(y)a:;(—aj)/)—%(y)@(x,y)st(y), xeIR*\D [2.4]

oD
Green formulii saglanir. (6).

Lemma 2.2.5 (Rellich)

D smrlt bolgesi, siursiz bir bdlgenin agik tiimleyeni olsun. u e C? (IRZ\E)

fonksiyonu, [2.3] Sommerfeld yayilma sartin1 ve

lim I Ju ()| ds =0 [2.5]
ld=r

zelligini saglayan Helmholtz denkleminin bir ¢dziimii olsun. Bu durumda IR’ \D

da u =0 olur (6).

Teorem 2.2.6

D bolgesi Lemma 2.2.5 deki gibi tanimlansm. ueC? (I'R2 \B)r\C(lR2 \D)

Helmholtz denkleminin yayilan bir ¢6ziimii ve Ika-uS—uds(y)ZO olsun. O
v
oD

zaman IR*\D de u=0 olur (5).
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Teorem 2.2.7 (Tekligin devamy)

Dc IR* bir bolge ve ueC?(D) fonksiyonu D de Au+k’n(x)u=0 Helmholtz

denkleminin bir ¢6ziimii olsun. n € C(E) ve x, € D nin komsulugunda u =0 olsun.

O zaman u fonksiyonu D de 6zdes olarak sifirdir(6).
2.3.Uzak alan modeli ve Herglotz dalga fonksiyonu
Teorem 2.3.1

Helmholtz denkleminin yayilan her u ¢6ziimi, Vx—ﬁ dogrultusunda diizgiin
x

olarak

1k|r|
{u (%, d)+0(! J} |x] > iken [2.6]

u(x)= \/H

asimptotik davraniga sahiptir. Burada u_, {2 birim ¢emberi lizerinde tanimlanmig u

fonksiyonunun uzak alan modelidir ve

—xlcr v

ol d) = FI [ () BV(J’) av(y)e_”d.}} “0), e 2]

formundadir. d ve % lar Q {izerindeki birim vektorlerdir ve sirasiyla olay dalganin

yoOnii ve g6zlemlenen (yayilan) dalganin y6nleridir (6).
Teorem 2.3.2 (Karsithk dzelligi)

u_(%,d), d olay dalga dogrultusuna ve X yayilan dalga dogrultusuna karsilik gelen

uzak alan modeli olsun. Bu durumda, VX,d € Q igin
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U, (-i’ d) =U, (_da _5&) [28]
ozelligi saglanir (30).

Teorem 2.3.3

D bolgesi Lemma 2.2.5 deki gibi tanimlansin. Ayrica u € C* (le\B) Helmholtz

denkleminin yayilan bir ¢6ziimii ve u fonksiyonunun uzak alan modeli 6zdes olarak

sifir olsun. Bu durumda IR*\D da u =0 olur (6).

Tamm 2.3.4 (Herglotz dalga fonksiyonu)

Q, IR* de birim ¢ember olmak lizere

v, (x) = I g (d)ds(d) [2.9]

Q

seklinde tanimlanan v, fonksiyonuna Herglotz dalga fonksiyonu denir. Burada

g € I’ (Q) fonksiyonu v, nin Herglotz cekirdegidir.
Teorem 2.3.5

IR*de, g ¢ekirdekli bir v, Herglotz dalga fonksiyonu sifir olsun. Bu durumda

£ =0 olur (6).
Lemma 2.3.6

Verilen bir g e I* (Q) fonksiyonu i¢in
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v, (x)= j €*ig(d)ds(d), xelR’ [2.10]

Q

olay dalgasi igin sagilan dalga

vi(x) = J. u (x,d)g(d)ds(d), xeIR*\D [2.11]
Q

ile verilir ve v},

v, (B) = Iuw(fc,d)g (d)ds(d), 2eQ [2.12]

Q
uzak alan modeline sahiptir (6).

Tanmm 2.3.7 (Uzak alan operatiorii)

x,d e Q igin u_(x,d) uzak alan modelleri olmak lizere

Fe(5,d)= I o (5, d)g (d)ds (d)

Q

operatoriine uzak alan operatérii denir. Burada g € I’ (Q) dir.

Teorem 2.3.8

D IR? smirh bir bdlge ve 8D,C* simfindan olsun. v,we C*(D)NC' (5) olmak

lizere
Av+kv=0 Aw+k’aw=0, D iginde [2.13]
v=w v _ow oD {izerinde [2.14]

av ov’
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sinir-deger problemi tanimlansin.

a-) g e [’ (Q) fonksiyonu

Iuw(f,d)g(d)ds(d)=o, £eQ [2.15]
Q

homogen integral denkleminin bir ¢éziimiidir < we C*(D)NC' (l_)) fonksiyonu

vardir 6yle ki (v,w), [2.13] — [2.14] sinur deger problemini ¢6zer. Burada v, [2.9] da

tanmimlanmig Herglotz dalga fonksiyonudur.

b-) ye D igin

i
J.uno (2,d)g(d)ds(d)= L 1eQ [2.16]
Q \/'8—;[—

integral denkleminin bir g e I (Q) ¢ozimi vardir <

Av+kPv=0 Aw+Enw=0, D de [2.17]
aD(.,

w—v=d)(.,y) a—W-—Q=M, 0D {lizerinde [2.18]
ov Ov ov

sinir-deger probleminin bir (v, w) ¢Oziimii vardir. Burada v, Herglotz dalga

fonksiyonudur (30).
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2.4.Elektromanyetik Dalgalar

2.4.1 Maxwell Denklemleri
Elektromanyetik dalga,
curlE+,uaa—iI=0 curlH—s%iZ:aE [2.19]

Maxwell denklemlerini saglayan E elektrik alam1 ve H manyetik alani ile

tanimlanir. Burada ¢ elektrik yalitkanlifi, ¢ manyetik gegirgenlik ve o elektrik

iletkenligidir (6,12). Bu denklemler adini elektromanyetik teori igin temel
katkilarindan dolay fizikgi James Clerk Maxwell (1831-1879) dan almigtir.

IR? de homogen olmayan bir ortamda elektromanyetik dalga yayilmasi gézoniine
alindifinda, bu ortamda £=¢(x)>0, u=p,>0 sabit ve o =0 (x) dir. Yeterince
biiyiik bir kiire disindaki her x igin £(x)=¢, sabit ve o(x)=0 kabul edilsin. O

zaman [2.19] Maxwell denklemleri
curlE + i, %I:l =0 curlH - &, (x)%lj— =0 [2.20]

seklinde olur. o sonlu ise, homogen olmayan ortam kusurlu bir iletken olarak kabul
edilir. o #0 ise ortam bir iletken olarak adlandirilir, oysaki o =0 ise ortam bir

yalitkan olarak adlandirilir(6).
w> 0 elektromanyetik dalganin frekansi (titresim sayis1) olmak tizere

E(rt)=——E(x)e™  H(xt)=—H(x)e™ [2.21]

Ve o



21

formundaki zaman harmonik elektromanyetik dalgalar igin [2.20] zamana bagh

Maxwell denklemlerinden £ ve H alanlar
curlE —ikH =0 curlH +ikn (x) E=0 [2.22]

zaman harmonik Maxwell denklemlerini saglar. Burada k pozitif dalga sayisi

K = gyuw” ile tammlanir ve n=n(x) kirilma indisi

w

o
n(x):L(a(x)-H' (x)j [2.23]
&
ile verili. m=1-n in kompakt destege sahip oldugu kabul edilir ve
D={XGIR3 :m(x);tO} seklinde tamimlanir. Ses dalgalarinda oldugu gibi sabit
katsayili Maxwell denklemlerin galigmasi, homogen olmayan bir ortamda sagilan
elektromanyetik dalga galigmas: i¢in bir 6nceliktir. Helmholtz denklemine gelince,
elektromanyetik engel sagilmasinda gegirgen olmayan ve gecirgen nesnelerin

arasinda bir ayrim yapilmahdir. Kusursuz iletken bir engel i¢in toplam dalganin

elektrik alaninin tanjant bileseni sinir tizerinde sifir olur. Kusursuz bir D iletkeni
icin verilen bir E', H' olay dalgasinin yayilmas: g6z Oniine alindifinda, giris
boliimiindeki [1.4] — [1.7] problemine benzer bir sekilde elektromanyetik sagiima

problemi E=E' +E°, H=H'+ H* toplam dalganin bulunmasidir dyle ki

curlE—ikH =0 curlH +ikE=0,  IR*\D de [2.24]
vxE=0, oD tizerinde [2.25]
1im(stx—rEs)=0, r=|x| [2.26]

r—w

olur. Buradaki v, 8D s igin birim dis normaldir. E*, H* ler IR® \D da Maxwell

denklemlerini saglayan sagilan (yayilan) alanlardir. [2.26] ise Silver-Miiller yayilma
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kosulu olarak adlandinlir. E' ve H' olay dalgalar1 da [2.24] Maxwell denklemlerini

saglar. Kusurlu iletken bir engelde sagilma igin
vxcurlE—iA(vxE)xv =0, oD {izerinde

formunda impedance (direng) smur kosulu ele alinir. Burada A4 pozitif bir sabittir.
IR*\D ortaminin ¢ elektrik yalitkanligindan, z manyetik gecirgenliginden ve
o =0 elektrik iletkenliginden farkli g=£(x)> 0 elektrik yalitkanligy, = g,
(sabit) manyetik gegirgenligi ve o =o(x) elektrik iletkenligi ile D gegirgen

engelindeki sagilma bir transmission (gegis) problemine yol agar (24). Buna ek
olarak, D iginde [2.22] Maxwell denklemlerini saglayan bir ge¢is dalgas: vardir. £
elektrik alan ve H manyetik alanin tanjant bilesenlerinin stirekliligi sinir tizerinde
gecis kosullarina yol agar. Son zamanlarda gegis kosullarina ek olarak, daha genel

olan resistive (kisitlayici) ve conductive (iletken) siir kosullar takdim edilmistir

31).

2.4.2 TM ve TE geklinde polarize edilmis (kutuplastirilmig) elektromanyetik dalga

problemi

Sonsuz uzunlukta homogen (ya da homogen olmayan) bir silindirde sagilan

elektromanyetik dalga problemi g6z dniine alinsin.

x=(x,%,,x)€IR’ olmak lizere sonsuz uzunluktaki silindirin ekseni x, ekseni

dogrultusunda kabul edilsin. Silindirin ylizeyi, silindirin ekseni boyunca kesit
¢izgilerinden olugsun. Yani; kesit ¢izgisinin sekli ve boyutu silindirin ekseni boyunca

sabittir. O zaman E(x)=(E, (x),E,(x), E(x)) ve H(x)= (H,(x),H,(x),H,(x))

alanlar1 x; den bagimsizdir.

Eger ortam homogen ise [2.24] Maxwell denklemleri
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%  _in,, SB_gm, 2 M _up [2.27]
ox, Ox, ox, Ox,
M g, Y _yg, %5 OB _uy [2.28]
ox, or, ox  Ox

seklinde iki gruba indirgenir. [2.27] deki denklemler H,(x), H,(x) ve E,(x) leri,
[2.28] deki denklemler E,(x), E,(x) ve H,(x) leri igerir. e , e, e, ler sirasiyla
X, X,, %; dogrultusundaki birim vektorler olsun. Eger H,(x), H,(x) ve E;(x) ler
[2.27] yi saglyor ise, E(x)=E;(x)e, ve H(x)=H,(x)e, +H,(x)e, ler x
eksenine dikey polarize edilmis bir elektromanyetik dalgay1 saglar. Buna sagilma

teorisinde transverse (enine) manyetik veya TM modu denir. Yani; olay dalga,

silindirin eksenine dik polarize edilir ve elektrik alan, silindirin ekseni dogrultusunda

sadece bir bilegsene sahiptir. Benzer sekilde; E, (x), E,(x) ve H,(x) ler [2.28] i
sagliyor ise, E(x)=E (x)e, +E,(x)e, ve H(x)=H,(x)e, ler x, cksenine
paralel polarize edilmis bir elektromanyetik dalgayr saglar. Buna da sagilma
teorisinde transverse (enine) elektrik ya da TE modu denir. Burada ise; olay dalga,

silindirin eksenine paralel polarize edilir ve manyetik alan, silindirin ekseni

dogrultusunda sadece bir bilesene sahiptir.

[2.27] den E,(x), Helmholtz denklemini saglér ve E;(x) belirlenebilirse H,(x) ve
H,(x) ler de bulunur. Burada E,(x)=E,(x)=H,(x)=0 olur. Benzer sekilde,
[2.28] den H,(x), Helmholtz denklemini saglar ve H,(x) belirlendikten sonra
E,(x) ve E,(x) ler bulunur. Burada ise H,(x)=H,(x)=E,(x)=0 olur. Boylece
E(x) ve H(x) in bulunmasi problemi, E,(x) ve H,(x) igin Helmholtz
denkleminin ¢dziimii problemine indirgenir. Ayrica, [2.26] Silver-Miiller yayilma
kosulunu saglayan E°(x), H’(x) ler igin Ej(x) ve H;(x) ler de Sommerfeld

yayilma kosulunu saglamalidir (12).
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Eger ortam homogen degil ise, [2.22] Maxwell denklemleri de yukarida bahsedilen

homogen ortamdaki uygulanan yontemle,

By, B,
Ox, ox,
0H, oH

F)::ikn(x)Ez, —ax—3=—ikn(x)E,,

1 2

seklinde iki gruba indirgenir.

O0H, ©0H, .

—2—— Ll =—jkn(x)E. 2.29
ox,  ox, 1 (x) 3 [ ]
% %5 _ i, [2.30]
ox,  0Ox,
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3. HOMOGEN OLMAYAN BIR ORTAMDAN YAYILAN TE BiCIMINDE
POLARIZE EDILMI$ ELEKTROMANYETIK DALGALAR ICIN SACILMA
PROBLEMI

3.1.Problemin Ortaya Konulmasi
Sonsuz uzunlukta homogen olmayan bir silindirde yayilan elektromanyetik dalgalar
g6z oOniine alinsin. Elektromanyetik dalgalar 2.4./ de tamimlanan Maxwell

denklemleri ile elde edilir.

Eger dalga zaman harmonik ise, sagilma

vxH,=vxH, xeoD [3.1]
k 1 k
vx curlE, +I(VXE0)XV = —(vxcurlE)-l—Z(vxE)xv , xedD [3.2]
n,
olmak tizere
curlEy,—ikH, =0  curlH,+ikE, =0, xeIR*\D [3.3]
curlE —ikH =0 curlH +ikn(x)E=0, xeD [3.4]

zaman harmonik Maxwell denklemleri ile tamimlanir. Burada k>0 pozitif dalga
sayisidir.  (Ey,H,) ve (E,H) lar swasiyla silindirin digindaki ve igindeki
elektromanyetik alanlardir. Ayrica AeC®(0D) ve ImA20 olsun. DcIR?
bolgesi silindirin eksenine dik diizlemlerle kestirilerek elde edilen bolge ve D nin

oD sinirt C? smifindan olsun. v, 8D iizerindeki birim dis normaldir. n(x) ise,

n(x)= —l—(a(x) +iﬁ(—’52j [3.5]
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bigiminde tammlanmis kirtlma indisidir. Burada &, IR? \D da sagilmanin
yalitkanlik sabitidir. &(x) ve o(x) ler swasiyla silindirin yalitkanlik ve

iletkenligidir. w ise frekansdir. n(x) asagidaki sartlar1 saglasin:

(i) n(x)eC? (IRZ) ve xe IR*\D igin n(x)=n,>1 ve Imn, =0 olsun. [3.5.a]

(i) Imn(x)20 ve D, = {x eD:Imn(x)> O} bos olmasin. [3.5.b]

Elektromanyetik dalgalar 7F biciminde polarize edildigi i¢in 2.4.2 den
Hy=(H,,H, ,H, )=(0,0,H, ) =(0,0,u,), H = (H,, Hy, H,) =(0,0,H,) = (0,0,)

olacak sekilde u, ve u skaler alanlan ortaya ¢ikar. [2.28] ve [2.30] denklem
gruplarindan, [3.3] ve [3.4] Maxwell denklemleri ile [3.1] ve [3.2] smnir kosullar:

Auy+kuy =0, xelR*\ D [3.6]
V.(-:;Vu)-l—kzu:O, xeD [3.7]
u,—u=0, xedD [3.8]
%u;"—%%+)£k[uo—n%u]=0, xedoD [3.9]

sinir — deger problemini saglar. u, dis alam
uy(x) = +u' (x), [3.10]

formunda yazilabilir. Burada de Q = {x eIR?:|x|= 1} ve ¢ olay dalgadur. u” (x),

r—w ar

limx/;(aus—iku“]=0, r=x] [3.11]
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Sommerfeld yayilma sartim saglar. Teorem 2.3.1 den u’ sagilan alam r=|x| - oo

iken

ik _
uS(x)=uw(£,d)%+o(r%), £=|—z—| [3.12]

asimptotik davraniga sahiptir. Burada, u_ uzak — alan modelidir.

3.2.Direkt Sagilma Probleminin Tanimlanmasi

D c IR* bolgesinde zaman harmonik dalgalarin sagilmasini asagidaki smir - deger

problemi ile olusturalim. Bu problem, f e C“*(0D) ve A,g e C**(dD)igin sinr

kosullar

u,—u = f, xeoD [3.13]

%—L%+lk uo—iu =g, xedD [3.14]

ov n, Ov 1,

olmak iizere

Auy +k*uy =0, xelR*\ D [3.15]

v.(qu)+k2u=o, xeD [3.16]
n

denklemlerini saglayan u, € C’ (1’R2 \B) NC'(IR*\D) ve ueC*(D)nC' (5)
fonksiyonlarinin bulunmasidir. Burada v, 0D iizerindeki birim dis normaldir. n, ve

r ler [3.5.a] ve [3.5.b] ile tanimlanmusgtir. u,
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lim\/;(%—ikuo)=0, r=|x [3.17]

r—w ar
Sommerfeld yayilma kosulunu saglar. Ayrica, D nin sinuri Gizerinde ImA >0 olsun.

3.3.Coziimiin Tekligi ve Varhg

Teorem 3.3.1

[3.13]—[3.17] sinir - deger probleminin en ¢ok bir ¢6ziimi vardir.

Ispat

[3.13] = [3.17] sinir - deger probleminin ¢éziimii tek olmasin.

g, Uy, €C” (IR2 \B)m c' (I'R2 \D) ve u,u,eC’(D)nC (5) fonksiyonlar
[3.13] — [3.17] probleminin ¢oztimleri olsun. u, =u, —u, ve u=u, —u, diyelim. Bu

durumda u, ve u fonksiyonlar

Auy +k*uy =0, xeIR*\D [3.18]
V.Gw}nk?u =0, xeD [3.19]
uy—u=0, xe€dD [3.20]
%——1—?1+lk{uo—iu]=0, xeaoD [3.21]
ov  n, ov n,

homogen smnir - deger problemini saglar. Ilk 6nce

lim J|u0]2 ds=0 [3.22]
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oldugunu goésterelim. Burada ds yay uzunlugudur. Q_, orjin merkezli ve » yarigapl

bir ¢gember olsun.
Bu o ou
—0 —ikuy| =|—2| +2kIm|u,—2 +k2|u0]2
ov 1% 0

Q, lzerinden integralini alalim.

2

-a—u—"——ikuo

jav
Q

r r

0

) _
ds=J Ol | 2k Im| uy 2% |+ k2! | ds
ov ov
Q

r — oo iken limit alirsak, [3.17] yayilma sartindan

0

. j [ ou
lim
row 0

14
r

) y
+i? |u0|2}ds+2k1m"‘uo%‘3ds =0 [3.23]
v
Q,

olur. Yeterince bityik » alalm &yle ki DcQ, dir. D, = { yelIR’\D:|y|< r}

bolgesine Birinci Green Teoremini (6) uygulayalim.

— ou.
J.[quuo +|gradu, |2 :l dy = J u, % ds(y)

D, aD,

I 1 Juy| dy-l—J.|gradu0| dy = J'uo » ds(y)+J‘u0 = ds(y)
Dr

D, Q, a

Esitligin her iki tarafini imajinerini alip, 2% ile ¢arpalim.
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2kImju0 Oy 4 2k1m.[ a“"ds

ifadesini [3.23] de yerine yazarsak,

2
+k? |u0|2} =—2kIm f 14, —ds [3.24]

olur. $imdi u (—i— V&J fonksiyonuna Divergens Teoremini (12) uygulayalim.
n

j dz’v[u G-_ V&H dy = j u%VE.vds(y)

oD

1, p 1 ou
K uf* +=|V d=J. — g
[[ [t « 2w = [urSean(s)
D

oD

o

[3.5.a] sart1 ve [3.20] ve [3.21] homogen sinir kosullarindan

| [—k2[u|2+%|vu|2}dy= | [uo%gj+ikluolz—%k;IUolz]ds(y)

D abD

olur. Bu esitligin imajinerini alalim.

J.—|Vu] dy = ImJ‘uo aav (J’)“"Imj. [l—ni}Zk[uolzds(y) [3.25]

0
D oD

Sol taraftaki integralli ifadedeki Imé ni inceleyelim : [3.5.b] den
n



31

olur. Bu durumda [3.25] deki esitligin sol tarafi > 0 olur. 8D iizerinde ImA >0

oldugundan Im A<0 olur. Ayrica [3.5.a] dan l——l— > 0 olur. Bu durumda [3.25]

ny

deki esitligin sag tarafindaki ikinci integral de <0 olur. Bu nedenle
juo auo ds(y

olur. Boylece, [3.24]

lim U%
r—o av

r

2

+k? Iuolz}ds =—2kImJ.u0%ds <0
14

olur. Bu esitligin sol tarafi negatif olmadigindan [3.22] saglanmis olur. Lemma 2.2.5

den IR*\D da u, =0 olur. Teorem 2.2.6 dan ise IR*\D de u, =%=o olur.
v

[3.20] ve [3.21] homogen sinir kosullarindan 8D {izerinde u =;ﬂ =0 olur. Teorem
v

2.2.7 den D de u=0 olur. Béylece [3.13] — [3.17] sinir - deger probleminin ¢dziimii
tektir.

[3.13] — [3.17] probleminin ¢dziimiinin varhigini gostermek i¢in, Teorem 2.1.3,

Sonug 2.1.4 ve Sonug 2.1.5 1 kullanacagiz.

u(x) = n(x)w(x) doniisiimii ile [3.13] - [3.17] problemi
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Auy+kuy=0,  xelIR*\D [3.26]
Aw+(E'n+q)w=0, xeD [3.27]
Uy —Jmow= 1, xedD [3.28]
Wy LV aklu———w|=g, xedD [3.29]
ov Jmov "

halini alir. Burada u,, [3.17] yayilma sartim1 saglar ve

g(x)=—n(x)A —\/n_l(—x_) [3.30]
dir. O zaman y,¢ € C(aD) ve y, e C(D) igin

uy (x) = f [a"%(xy’)ylw(y)+®o(x,y)¢<y)}ds(y), x e IR*\aD [3.31]
oD

Ve

w(x) = I [\/n— 0@ () + (a, y)¢(y)] ds(y)+ f O(x, )P, ()i

" ov(y)
x e IR?\8D [3.32]
fonksiyonlarini tanimlayalim. Burada
p(x) = k2ny [ K*n(x)+q(x) ] [3.33]

dir. x#y igin (I)O(x,y)=%Hé')(k|x—y|) ve (D(x,y)=%Hé”(k \/;o_lx—y[)

fonksiyonlar: sirasiyla



Aug+kuy =0

Ve

Au+knu=0
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[3.34]

[3.35]

Helmbholtz denklemlerinin temel ¢oziimleridir. [3.31] de tammlanan u, fonksiyonu

[3.26] denklemini ve [3.17] yayima sartim saglar. [3.32] de tanimlanan w

fonksiyonu [3.27] denklemini saglar. Ayrica u, ve w fonksiyonlar1 [3.28] ve [3.29]

sinir kosullarini da saglarlar. Son olarak asagidaki integral operatorlerini verelim:

K :C(8D) —> C(&D)

(Kyp)(x) =2 f 0®x%3) ,yydsy),  xedD
ov(y)

oD

S: C(8D) - C(D)

(SHE) =2 j O, )¢()ds(),  xedD

oD

T :C(dD) - C(3D)

0 od(x, y)
ov(x) A ov(y)

(Ty)(x)=2 w(»ds(y), xedD

K':C(3D) — C(8D)

KH=2—2— [0 Né(ds(),  xedD

ov(x) .
K :C(06D) — C(D)
(kz//)(x)=2j§3‘f’l)w(y>ds(y), xeD
ov(y)

oD

[3.36]

[3.37]

[3.38]

[3.39]

[3.40]



§:C(6D) - C(D)

Sd)x)=2 J' O, )P)s(),  xeD

[2/24

S, :C(D) - C(aD)

(S,p1)(x) = 2I®(x, N, (dy, xedD

K, :C(D) - C(8D)

(K;,wl)(x)=2-é—a— O )W)y,  xedD
V@

S,:C(D) > C(D)

S =2 _[ SN POW Ny, xeD
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[3.41]

[3.42]

[3.43]

[3.44]

K,,S,,T, ve K, ler @, ile ® nin yer degistirmesiyle K,S,T ve K' lere karsilik

gelsin.

Teorem 3.3.2

[3.26] — [3.30] smir - deger probleminin ¢dztimleri olan #, ve w fonksiyonlarinin

sirastyla IR® \D ve D ye kisitlanmig halleri g6z 6niine almsin. [3.31] ve [3.32] deki

v, ve y, fonksiyonlari, sinir lizerinde
(Ko =y +(U+mop + (o = S)p =[S0 =2

1 1 1
_ t — 1 - - __—K'
(I, -Ty +[K0 ,_no K ];ﬁ (1+ ,_no Jgé r——no W

[3.45]
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1 1
+2k| (Ky =Ky +| Sy ——=S |p+20 ——S v, |=2¢ [3.46]

ve D de
Jro Ry +S¢+8 y, 2y, =0 [3.47]

operatdr denklemlerini saglar. Burada v,¢ € C(0D) ve w, € C(D) dir.
Ispat

Teorem 2.1.10 dan ve [3.36] — [3.44] operatbrlerinden faydalanacagiz. IR\D a
[3.31] deki u, fonksiyonunu ve D ye [3.32] deki w fonksiyonunu kisitlayalim.

[3.45] denklemini elde etmek i¢in [3.31] de tamimlanan u, fonksiyonu

xeIR*\D — x € 8D iken

(%)= j D (s )+ 3+ [ @l WOIEO) [3.48]

oD

olur. [3.32] de tanimlanan w fonksiyonu x € D — x € 0D iken

W (x) = ag’(f f’w(y) RS I O(x, )P ()
oD

oD

+j®<x,y)p(y)w, W)y [3.49]

D

olur. [3.48] ve [3.49] degerlerini [3.28] simir kosulunda yerlerine yazdigimizda
[3.36], [3.37] ve [3.42] operatorlerinden
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21 () = (Ko )(3) + W (6) +(Sy)(x) — 1y (K )(x6) + gy () — [, (SB)(x)
16 (S, 1))
elde ederiz. Bu durumda Vx € 8D igin [3.45] denklemi saglanmis olur.

[3.46] denklemini elde etmek igin [3.31] de tanimlanan u,(x) fonksiyonunu v(x)

dogrultusundaki tlirevini alalim.

Oty ooy _ 0D, (x, ) 6 2\
% (x) = av(x)i Dy (s s 5 ®, (5, )F(NA(»), xeIR\D

tiirev fonksiyonu x € IR*\D — x € 3D iken

0 0D, (x,y) 0 1
()= av(x)j o PO | D45 I0) 2 400

[3.50]

olur. [3.32] de tanimlanan w fonksiyonunun v(x) dogrultusundaki tiirevini alalim.

ow _ 0 oD(x,y) 0
@) Jne @) v v+ — @) D(x, )P(y)ds(»)

+=2 j O )P Wdy,  xeD
V@)

tiirev fonksiyonu x € D — x € dD iken
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ow 0 o0(x, y) 0
= o J' ey I+ achoc,y)qzﬁ(y)ds(y)

0
ov(x)

+2 g0+ fcb(x,y)p(y)wl )y [3.51]

olur. [3.48] — [3.51] degerlerini [3.29] sinir kosulunda yerlerine yazdigimizda [3.36]
—[3.39], [3.42] — [3.43] operatérlerinden

— : K'$)(x) ¢(x) (K;'/’ ()
2 =T K _ —-(Ty — - —
g (x) ( 0 )(x) +( 0¢)(x) ¢(x) ( )(x) r‘“no \/’}g \/;l;

+A (x) k| (Ko )(x) + W (x) + (So#)(x) — (K ) (x) +w (x) - (Sj,)q—(X) _ (S,,if/’;_) (x):l

elde ederiz. Bu durumda Vx € dD i¢in [3.46] denklemi saglanmis olur.

[3.47] denklemini elde etmek i¢in [3.32] de tanimlanan w fonksiyonunu [3.40],

[3.41] ve [3.44] operatérleri cinsinden yazalim.
2w(x) =\, (R ) () +(58)0) + (S, ) ). [3.52]
w(x) € C2(D)NC' (D) ve w,(x) € C(D) oldugundan

w(x) =, (x) [3.53]

yazabiliriz. [3.53] i [3.52] de yerine yerlestirdigimizde VxeD igin [3.47]

denklemini elde etmis oluruz.

[3.45] ve [3.47] denklemleri



v |2f
[4+B] ¢ |=| 2
¥ 0

operatdr notasyonunda yazabilir. Burada

[(1+n,)1 0 0
A=| 21K —[1+LJ1 0

0 0 —21

Ve

[ K,-nK S, —\J1S

B=|(T-T))+Ak(K,-K) {Kg—%K’]+lk[So—
ny,

Jn K §

dir.

1

T

d
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[3.54]

A operat6rii sinirli bir terse sahiptir (32). B matrisindeki integral operatorler Tanim

2.1.7 den zayif singiiler operatorlerdir. Zayif singfiler operatérler kompakt
oldugundan B, C(aD)x C(@D)x C(D) uzayinda kompaktir (5). A+B operatdriiniin

bire-bir oldugunu asagidaki teoremle ispatlayabiliriz.

Teorem 3.3.3

[3.13] = [3.17] sinir — deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardur.
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Ispat

Ispat igin [3.26] — [3.29] problemini ele almak yeterlidir. Teklik teoremi 3.3.1 den
f=g=0ise IR”*\D da u,=0 ve D de u=0 olur. u=+nw oldugundan D de
w=0 olur. Burada u, ve w fonksiyonlar1 swasiyla [3.31] ve [3.32] ile
tanimlanmistir. [3.47] de \/ZIZ;//+.§¢+.§I,1//1=2W dir. Dolayisiyla, xe D igin
w—y, =0 olur. D de w=0 oldugundan y, =0 olur. Boylece [3.45] ve [3.46]

denklemleri sirasiyla

(K, — KW + (L + 1)y + (S, —/n,S)p =0, [3.55]
1 1 1
T-T K ———K' |-l 1+— |p+ k| (K,-K S, ———S |p+2y |=0
RN (RN I O [ PR P
[3.56]

denklemlerine indirgeriz. Teorem 2.1.10 daki sigrama sartlarindan

Ouy _Oug _

u(’;—ua =y e "é—‘;‘ —¢, xeoD [357]
ow"  ow
—w = ——=—g, oD 3.58
Wew =y - =—p,  xe [3.58]
elde ederiz. IR*\D da u, =0 ve D de w=0 oldugundan u; = Wy e 2
ov ov
olur. Bu durumda [3.57] ve [3.58] denklemleri sirasiyla
uy =—y M _g [3.59]
ov
+ ow'
w* = \fny =—¢ [3.60]

v
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denklemlerine indirgendiginden

u;+—Lw+=0 Oy +6w =0, xedD [3.61]
\/;1; ov 0Ov

elde edilir. Divergens Teoreminden ve (3.61) den
Im f W Im 7 j ;2 45 =0
oD

olur. [3.5.2] ve [3.30] dan IR*\D da ¢ =0 oldugundan w fonksiyonu IR*\D de
Helmholtz denklemini saglar. Ayrica @ fonksiyonu yayilma sartini sagladig: i¢in w
fonksiyonu da yayilma sartin1 saglar. Tamm 2.2.3 den IR’ \D da w, Helmholtz

denkleminin yayilan ¢6ziimii oldugundan, Lemma 2.2.5 den IR*\D da w=0 ve

+

dolayisiyla QK:O olur. Boylece oD da w* =6w
ov ov

=0 oldugundan [3.61] den

U, = %uv =0 olur. [3.59] ve [3.60] dan w=¢ =0 elde ederiz. [3.54] e iliskin

homogen problemde  =¢ =, =0 oldugundan A+ B bire-birdir (29).

B kompakt ve A+ B bire-bir oldugundan Teorem 2.1.3, Sonug 2.1.4 ve Sonug 2.1.5
den [3.54] homogen olmayan problemin tek bir y,4,; ¢oziimii vardir. Boylece

[3.26] — [3.29] sin1r - deger probleminin tek ¢6ziimli mevcuttur.
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4. iC SINIR DEGER PROBLEMI

4.1. Problemin Tanimlanmasi

I¢ siir - deger problemi, k > 0 dalga sayis1 olmak {izere D c IR* bélgesi igin

u,—u=f, xeodD [4.1]
%-L@.Mk(%_LuJ:g, xeaD [42]
ov  n, Ov g

sinir kosullar: saglanmak tizere

Auy+kuy =0, xeD [4.3]
v.(l Vu) +ku=0, xeD [4.4]
n

denklemlerini saglayan u,,u € C*(D)NC' (D) fonksiyonlarmm bulunmasidir.Burada
f,g ve A fonksiyonlar1 bir dnceki boliimdeki gibi tanimlansin. n, ve n ler

sirastyla [3.5.a] ve [3.5.b] sartlarim saglasin. D smiri C? smifindan ve v de smir

iizerinde birim dis normal olsun.
4.2. Coziimiin Tekligi ve Varhg:

Teorem 4.2.1

Eger D, ={xeD:Imn(x)>0} kiimesi bos degil ise [4.1] — [4.4] i¢ simr deZer

probleminin en ¢ok bir ¢ozlimii vardir.
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Ispat

Kabul edelim ki [4.1] — [4.4] sinir - deger probleminin ¢6ziimii tek olmasin. Bu

durumda xe€dD igin wuyueC*(D)NC (5) fonksiyonlar1 homogen smir

kosullarin1 saglar. Boylece u, ve u fonksiyonlar1 homogen i¢ smir - deger

probleminin ¢6ziimiidiir.

Homogen problemi ele alalim (yani; f=g=0). u (—Vuj fonksiyonuna
n

Divergens Teoremini uyguladigimizda

'[ [L[Vur—kzlulz]dy:]‘ 7l iu*ds(y)
n n ov

D oD

olur. [3.5.a] ve homogen sinir kosullarindan

1 ) _ Ou | 2
J‘ [‘;‘IV“F_k ] :Idyzjuog—fds(y) +J‘Ak(l—g]lu0| ds(y) [4.5]

D

olur. Green Teoremi ve [4.3] denkleminden

du, ou,
J U, -éu;"dS(y) =J 14, a—‘fds(y) [4.6]

oD oD

elde ederiz. Tekrar [3.5.a] sarti ve homogen smir kosullarini kullanarak Divergens

Teoremini uyguladigimizda

. -_ —“—’—‘1_
[ 5 ast= [, {J—%u{—j} ds(y)

oD oD
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- I [%]Vur—kzlu]szy— I [l—niJZk]uofds(y) [4.7]
D 0

D

olur. [4.6] ve [4.7] yi sirasiyla [4.5] de yerlerine yerlestirdigimizde

Lot il - LJopns

0
aD

[4.8]

elde ederiz. [4.8] in imajinerini aldigimizda

Im J' L \vufdy=Tm .f L VP gy +1m I [1_1_}(/1-2)1«]%]2 ds(y) [4.9]
D " D 4 oD "o

olur. Im—l—so oldugundan [4.9] daki esitligin sol tarafi <0 olur. Imé_>_0
n 7

oldugundan [4.9] daki esitligin sa§ tarafindaki ilk integral >0 olur. [3.5.a] sartindan
ve Im(/l—Z)Z 0 oldugundan [4.9] esitliginin sag tarafindaki ikinci integralde >0

olur. Béylece

Im‘[ i_|vu|2 dy =0 [4.10]
n
D

olur. D,cD ve D, da Im—£—>0 oldugundan |Vu|2 =0 olur ki buradan Vu=0
n

oldugunu goriiriiz. u fonksiyonu D iginde [4.4] denklemini sagladif: i¢in D de

u =0 olur. Bu durumda Teorem 2.2.7 den Vx e D nin komsulugunda ve dolayisiyla

oD de u=0 olur ki oD de %=0 olur. Ustelik u,, D de [4.3] denklemini
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sagladigt i¢in [2.2] Helmholtz gosterimi ve homogen smir kosullarindan D de

u, =0 olur. Boylece [4.1] — [4.4] smur - deger probleminin ¢6ziimii tektir.

[4.1] — [4.4] probleminin ¢dziimiiniin varlifi Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.3 lin
ispatlarina benzer sekilde kanitlanabilir. Ugtincii boliimdeki gibi u(x) = y/n(x) w(x)
doniigtimii ile [4.1] — [4.4] i¢ smir deger problemi

Au, +k’u, =0, xeD [4.11]
Aw+(k*n+qw=0, xeD [4.12]
1y —Jmow= 1, xedD [4.13]
Ouy 1 ow

1
+ Ak ——wl|=g, oD 4.14
Py /— oy [“o /_”o W] g X € [ ]

seklini alir. g fonksiyonu [3.30] da tanimlanmustir. Simdi y/,¢eC(8D) ve
w, € C(D) i¢in

Uy (x) = I [ 60(( ’)y)y/(y)+(l>0(x,y)¢(y):|ds(y), xeIR*\oD [4.15]

w(x) = j [ a(’(‘ f) w(y)—®(x,y)¢(y)st(y)+J'<D(x,y)p(y) v, Oy,

D

xeIR*\oD  [4.16]

fonksiyonlarini tanimlayalim. Buradaki p, [3.33] de tammlanan fonksiyondur.
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Teorem 4.2.2

[4.11] — [4.14] i¢ stur deger probleminin ¢dzlimleri olan u, ve w fonksiyonlarinin
D bolgesine kisitlanmus halleri géz 6niine alinsin. [4.15] ve [4.16] daki y,¢ ve y,

fonksiyonlari, sinir tizerinde

(Ko = 1K )W — (L= )y + (S, + 1y S)p —[nyS,w, =21 [4.17]
(%—T)w(Ka 1K']¢+( 1]¢ 1

I N N

1 1

Ak| (Ko —K)y +| S S |p——reS .

+ l( w+( ot I }¢ - ,,4 [4.18]
ve D de
Jro Ky —S¢+8 y,—2y, =0 [4.19]

operatdr denklemlerini saglar. Burada y,¢ € C(D) ve y, € C(D) dir.

Ispat

Teorem 2.1.10 dan ve [3.36] — [3.44] operatorlerinden faydalanacagiz. [4.15] de

tanimlanan u, fonksiyonu ve [4.16] da tamimlanan w  fonksiyonunu D ye

kisitlayalim.

[4.17] denklemini elde etmek i¢in u, fonksiyonu x € D — x € 0D iken

i) = [ 22y () (0) 3w () + [ 00 5.9)8 () () [4.20]

oD
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olur. w fonksiyonu xe D — x € 0D iken

oD

W ()= [ | %{;;”my)ds(n-gw(x)} [o@e()a()

+ j O (x,y) p(y)w, (v)dy [4.21]

D

olur. [4.20] ve [4.21] degerlerini [4.13] sinir kosulunda yerlerine yazdigimizda
[3.36], [3.37] ve [3.42] operatérlerinden [4.17] denklemini elde ederiz.

[4.18] denklemini elde etmek igin 1, (x) fonksiyonunu v(x) dogrultusundaki tiirev

fonksiyonu xe€ D — x € 0D iken

uy (D Iad)o(x,y)

5 5@ ) a0 yO)as ()5, j (5,2)8()ds () +24(x)
[4.22]

olur. w(x) fonksiyonun v(x) dogrultusundaki tiirev fonksiyonu

xeD — xedD iken

ise

w8 [00(xy)
=P a0 R0 g |2

1
—§¢(x)+

ava(x) _[‘D(x,y)p v (r)dy  [423]

D

olur. [4.20] — [4.23] degZerlerini [4.14] sinir kosulunda yerlerine yazdigimizda [3.36]

—[3.39], [3.42] — [3.43] operatorlerinden [4.18] denklemini elde ederiz.
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[4.19] denklemini elde etmek igin w fonksiyonunu [3.40], [3.41] ve [3.44]

operatorleri cinsinden yazdigimizda
2w(x) =y (Ry) (x) = (58 (%) + (S (%) [4.24]
olur. w(x)eC*(D)nC' (5) ve y,(x) e C(D) oldugundan

w(x)=y,(x) [4.25]
yazabiliriz. [4.25] i [4.24] de yazdigimizda [4.19] denklemini elde etmis oluruz.

Teorem 4.3.3

[4.1] —[4.4] i¢ sinir deger probleminin bir tek ¢dziimii vardir.

Ispat

[4.11] — [4.14] problemini ele alalim. Teklik teoremi 4.3.1 den f =g =0 ise D de

u,=w=0 olur. Buradaki u, ve w fonksiyonlar sirasiyla [4.15] ve [4.16] ile
tanimlanmigtir. [4.19] da MIZ://—S‘¢+.§,,;//, =2w oldugundan w—y, =0 olur. D

de w=0 oldugu i¢in y, =0 olur. Bdylece [4.17] ve [4.18] denklemleri

(K, — 1K)y — (1= n)wr +(Sy +[1,8)¢p =0 [4.26]

| 1 1
(L,-Ty+| Ky+—K' [¢+|1+—= ¢+ Ak| (K, - K y/+[So+ S¢H=0
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denklemlerine indirgenir. u#, ve w fonksiyonlarina sigrama sartlarim

uyguladigimizda
+ ou-
uy —uy =y Oug -0 =g, xedD [4.28]
ov ov
wh—w =y oW’ _ow _ , xedD [4.29]
ov ov
. . - o .- ow
elde ederiz. D de u,=w=0 oldugundan #; =—~=w =——=0 olur. Bu
ov ov
durumda [4.28] ve [4.29]
+ Ouy
Uy =Y 0 =—¢ [4.30]
ov
+ ow'
w* = \fnow =4 [4.31]
v
denklemlerine indirgendiginden
! w =0 Oy , OW =0, xedD [4.32]

ug_\/n_0 v oOv

elde edilir. [3.5.a) dan n, pozitif reel oldugundan

0

v+
ov

. oul 1 .
Im | 1y =2 ds =~——1Im | v =*-ds [4.33]
oD v \/Z oD

olur. [4.33] deki integraller negatif degildir. x € IR’ \D igin u, ve w fonksiyonlan

Helmholtz denkleminin yayilan ¢dziimleri olduklarindan Lemma 2.2.5 den IR? \D

+ +

da u,=0 veya w=0 olur. Bdylece dD da u; = %u: =0 veya w' =

=0 olur.
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[4.30] ve [4.31] den w =¢ =0 elde edilir. Teorem 2.1.3, Sonug 2.1.4 ve Sonug 2.1.5

den dolay1 [4.11] — [4.14] i¢ siur deger probleminin tek ¢6ziimii vardir.
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5. TERS SACILMA PROBLEMI iICIN BASIT METODUN FORMULE
EDILMESI

Bu bolimde amacimuz, [3.6] — [3.11] denklemleri ile tanimlanan ters sagilma
probleminin ¢6zlimii i¢in Colton ve Kirsch (21) tarafindan énerilen lineer 5rekleme

metodunu (basit metodu) formiile etmektir. [2.7] de tanimlanan u_(%,d) uzak - alan
modeli hakkindaki bilgiden n(x)—n, m destegi olan D 1 belirlemek istiyoruz. Eger

¥, D de her hangi bir nokta ise her &> 0 igin g, € I’ (Q) vardir dyle ki

%
e -
%, d)g, (d)ds(d)——==e*" <g 5.1
I%( )g, (d)ds(d) NI [3.1]
Q 2(Q)
olur ve y, 0D smirna yaklasiken |g, PR ”vg”Lz(D) siirsiz olur(21,23).

Buradaki v, fonksiyonunu Tamm 2.3.4 de tammlanmis g ¢ekirdekli Herglotz dalga

fonksiyonudur.
5.1.integral Denklemi

[4.12] denklemini yani
Aw+(k*n+q)w=0, xeD [5.2]
denklemini saglayan temel bir ¢dziim kuracagiz.

Q, ={y:|x~y|<e} =D olsun. T e C*(D)C' (5) olmak iizere

I(x,z):J.d)(x,y)m(y)l"(y,z)dy, zeIR? [5.3]

D
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integralini ele alalim ve (x,z), [5.2] denklemini saglasin. Burada

m(y)=~ny +n(y)+z,—5-zy-2 [5.4]

dir. I(x,z) integralini

I(x,z)= ‘[CD(x,y)m(y)F(y,z)dy+ j ©(x,y)m(y)T(y.z)dy

Q, D\Q,
=1 (x,2)+1,(x,2) [5.5]

seklinde yazalim.

x#y i¢in ®(x,y) fonksiyonu Au+k’nu =0 denklemini sagladig1 igin
(A+&n,) 1, (x,2)=0
olur. O halde
(A+k ) I (x,2) =(A+K"ny) ], (x,2)
=AJ(I)(x,y)m(y)l"(y,z)dy+k2no.[(I)(x,y)m(y)l"(y,z)dy
o Q,

[5.6]

olur. [5.6] esitliginin sag tarafindaki ilk integrale Divergens Teoremini

uyguladigimizda

IA@(x,y)m(y)F(y,z)dy= I—Vy [Vx(D(x,y):]m(y)I‘(y,z)dy, v, =—-Vy

Q, Qs
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- J' 7.0 (x, y)v ()m(y)T (»,2)ds(»)

0,

- [v[2m0 (b= p IO (22)as )

5 i
,:J_..é_g,i}{é’) (k\/'rge)m(x+£9)1"(x+50,z)8d9

0

27 'k\/-‘
:I%H{”(k nog)m(x+gt9)r(x+86’,z)3dﬂ

0

elde ederiz. Bylece lim WS (k nog) = —f«(}%) (33) oldugundan
£~ 7[

£{&15J.A<D(x,y)m(y)F(y,z)dy =m(x)T'(x,z) [5.71

olur. Simdi de [5.6] esitliginin sag tarafindaki ikinci integrali ele alalim. Ortalama

deger teoreminden (34)

J‘(D(x,y)m(y)l"(y,z)dy =@ (x,a)m(a)T (a,z) , O<x-a<e

Qs

[+

Q

:%{Hél)(k\/;;[x._g})m(a)r(a,z)

elde ederiz. Boylece

lgi_rgj@(x,y)m(y)l"(y,z)dy=0 [5.8]
Q,
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olur. [5.7] ve [5.8] den [5.6] denklemi
(A+kny)1(x,2) = m(x)T (x,2) [5.9]

seklini alir. [5.4] den [5.9] denklemi
(A+k2 |:n(x)+%g)—m(x)jﬂl(x,z)=m(x)f‘(x,z) [5.10]

olur. 7(x,z), [5.2] denklemini sagladig1 igin [5.10] dan
—k*1(x,z)=T(x,z) [5.11]

elde edilir. ®(x,y), [3.35] Helmholtz denkleminin bir ¢6ziimii oldugu i¢in eger

I (x, z) ,
F(x,z)=(1)(x,z)——k21(x,z) [5.12]
integral denkleminin bir ¢6ziimii ise [5.9] ve [5.4] sirasiyla kullanildiginda

AT (x,z)+k*n 0 (x,2) = AI:CD (x,z)-k*I (x,z)] +k*n, [(D(x,z) -k (x,z):l
=(A+k2n0)(D(x,z)—k2 (A+k2no)1(x,z)

=—k* (A+kny ) I (x,2) =—k’m(x)T (,z)

= Kn,T"(x,2) — k2 {n (x)+qlgf):lf'(x,z)
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olur ki bdylece I'(x,z), [5.2] denklemini saglar.

[5.3] integrali [5.12] de yerine yazildiginda

I'(x,z) =<I)(x,z)+jd)(x,y)|:k2no —(kzn(y)+q(y)):|1“(y,z)dy [5.13]

D

Lippmann Schwinger [1.8] denklemi saglanir. Bu durumda F(x,z) , [5.2] denklemi

icin bir temel ¢6zlimdiir. Teorem 2.1.11 den [5.13] denkleminin bir ¢dziimii

Aw+(Kn+q)w=0, xeIR? [5.14]
w(x)=®(x,z)+w (x) [5.15]
lim\/;(a; ~ikw‘]=0 [5.16]
row iy

problemin bir ¢ozlimiidiir. u(x)=/n(x)w(x) doniigiimii ile [5.14] —[5.16] problemi

V.(—I—Vuj+k2u=0, xe IR? {5.17]
n

u(x)=,/n(x)®(x,z)+u(x) [5.18]
1im\/?[6“s —ikusj=0 [5.19]
roo or

problemine esdegerdir. Teorem 2.1.12 den ve [3.5.b] kabuliinden [5.17] — [5.19]
problemi en fazla bir ¢6zlime sahiptir. Béylece [5.14] — [5.16] orijinal problemi de en
fazla bir ¢6zlime sahiptir ve [4.12] denklemi i¢in temel bir ¢6ziimiin varligint Teorem

2.1.8 ile verilen Fredholm alternatifi garantiler.
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5.2.Basit Metodun Formiile Edilmesi
11k olarak asagidaki lemmay: ele alalim.

Lemma 5.2.1

D smirh bir bélge ve 6D, C? smfindan olsun. x°, 8D fizerinde bir nokta ve

B, = {x e IR’ :’x—-x“ < R} olsun. Eger u e C*(D)NC' (5) fonksiyonu D iginde

V.(l Vu) +ku=0 [5.20]
n

denkleminin bir ¢6ziimii ise, 0 zaman C > 0 sabit olmak {izere

ou
bl <[22, Moo 521

esitsizligi elde edilir.

fspat

(35) deki lemma 4.4 tin ispat1 gibi sonuglar. 4 e C* (8D) fonksiyonu oD\ B, de
destekli ve Im A > 0 olsun. Ilk 6nce [5.20] denkleminin

u —-Aku=g [5.22]
ov

stnir kosulunu saglayan herhangi bir ¢oziimiiniin D de sifir oldugunu gosterecegiz.
[5.20] ve [5.21] probleminin ¢dziimil tek olmasin. Yani; u,u, € C*(D)NC' (l_))
fonksiyonlar1 [5.20] ve [5.21] probleminin ¢oziimleri olsun. Bu durumda u

fonksiyonu
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L Aku=0 [5.23]
vV

homogen smr kosulunu saglar. [5.20] ve [5.23] homogen problemini ele alalim.

u (l Vu] fonksiyonuna Divergens Teoremini uygulayalim.
n

oD

I {_kz juf* +—i—|Vu]2de = fﬁ(i%)df(y)

L I Akl ds () [5.24]
no oD
[5.24] esitliginin her iki tarafinin imajinerini aldigimizda

Im J. [—kz Ju +1|Vu|2de —Im- f Ak ds(y) [5.25]
n ,
oD

D

olur. Im—l—SO oldugundan [5.25] in sol tarafi <0 olur. [3.5.a] dan n, reel
n
oldugundan ve Im 220 oldugundan [5.25] in sag tarafi 20 olur. 6D\ B, lizerinde

A #0 oldugundan =0 olur. [5.23] homogen sinir kosulundan % =0 dir. Teorem
v

2.2.7 den D de u=0 olur. Bdylece [5.20] ve [5.22] sinir - deger problemi en fazla
bir ¢bziime sahiptir. [5.20] ve [5.22] probleminin ¢dziimiintin varligim gostermek

i¢in Teorem 2.1.3 ii kullaniriz. Ilk &nce

@, (x,y)= %ﬂf(x, ) [5.26]

0

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon, [5.20] denkleminin temel bir ¢dziimii

olsun.
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Ugctincti bsliimde [3.37], [3.39] ile tanimlanan S ve K' operatérlerindeki @

fonksiyonu ile @, fonksiyonunun yer degistirmesiyle S ve K’ operatorleri

S:C(3D) - C(3D)

(SH(x) =2 j O (5, )P)ds(y),  xedD [5.27]

aD

K':C(@D) — C(8D)

(K‘¢)(x)=256—j¢1(x,y)¢(y)ds(y), xeaD [5.28]
v(x)

oD

seklinde ifade edilirler. O zaman ¢ e C(8D) igin

u(x)=I®, (x,y)¢(»)ds(y), xeIR*\oD [5.29]

22

fonksiyonunu tanimlayalim. [5.29] da tanimlanan u fonksiyonunun D ye

kisitlanmus: [5.20] ve [5.22] problemini ¢bzer. [5.29] daki ¢ fonksiyonu oD

lizerinde
K¢+¢p—-AkSp=2g [5.30]
integral denkleminin ¢dziimiidiir. Bu integral denklemini elde etmek igin Teorem

2.1.10 dan ve [5.22] sinir kosulundan yararlanacagiz. [5.29] da tanimlanan ve D ye

kisitlanmis u fonksiyonu x € D — x € 8D iken

w ()= [ 0,(22)9() () (531

oD

olur. # fonksiyonunun v(x) dogrultusundaki tlirevini alalim.
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z’%(x) B c’iva(x)(.;[q)1 (x.y)¢(»)ds(y), xeD

fonksiyonu x € D — x € 0D iken

%u;:(x) =3 Va(x) IQ (x.y)8(»)ds( y)+%¢(x) [5.32]

oD

olur. [5.31] ve [5.32] degerlerini [5.22] sinir kosulunda yerlerine yazdigimizda [5.27]

ve [5.28] integral operatdrlerinden

2(x) = 2[(K'8)(x)+0(x) - A(x)(59)(x)]

2

elde ederiz. Bu durumda Vx e dD igin [5.30] denklemi saglanmig olur. Eger g =0

ise, Teorem 2.2.7 den D de u=0 oldugundan u~ =86u_=0 olur. Teorem 2.1.10
v

daki single layer potansiyellerin siireklilifinden ve Dig dirichlet probleminin

+

tekliginden (6), u” =u" = %u =0 olur. Teorem 2.1.10 dan
v

Ou” _Ou” _
ov ov

—¢
oldugundan ¢ =0 olur. Bu da ¢6ziimiin varligin: garanti eder. Yani;
(1+K'~2kS)p=0

homogen denklemi ¢ =0 ¢bziimiine sahip oldugu igin /+K'—AkS operatorii bire
bir dir. Boylece Teorem 2.1.3 ve Sonug 2.1.4 den, VgeC (6D) icin [5.30] homogen
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olmayan denklemi tek bir ¢ ¢Ozlimiine sahiptir ve ¢Oziim sir {izerinde g

fonksiyonuna siirekli baglidir.
(1+K'-kS)" :C(aD) - C(aD)
ters operatorii mevcut ve stirh oldugundan

lelcqay < G 18] cgany [5.33]
olacak sekilde bir C, pozitif sabiti vardir. [5.22] simr kosulundan ve A4 fonksiyonu

0D\ B, de destekli oldugundan

Ou

le ”c(aD) “lay — Aku

c(@p)

ou

ov

A

telulopps,y>  €>0 [5.34]

c(ap)

olur. [5.34] @i [5.33] de yerine yazdigimizda [5.21] esitsizligini elde ederiz.

Teorem 5.2.2

Eger u, , ve u; dizileri

Auy , +k*uy,; =0,  xeD [5.35]

V.(—I-Vuj)+k2uj =0, xeD [5.36]
n

Uy, —u; =—0, (.,yj), xedD [5.37]

M_ k@, (.y,), xedD [5.38]
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probleminin ¢oztimleri ise

lim |, =2 [5.39]

Jo®

olur. Burada
* R *
y; =y -=v(¥) [5.40]

R >0 yeterince kiigiik ve y*, 0D lizerinde bir noktadur.

Ispat

J—> o iken |y, nin sinirli oldugunu kabul edelim. Yani; bir ¢, pozitif sabiti
0.Jllc 1

'(op)

vardir dyle ki

40,1 ]. oSG Jo> o iken [5.41]

olsun. Yeterince kiigiik R >0 ve y* € dD igin

z, =y'+§v(y') [5.42]

ile tanimlanan JR?\ D daki noktalarin kiimesini alalim ve D icinde
u, =u, +~/nl(.,z,) [5.43]

dizisini tamimlayalim. [5.37] kosulu ve [5.42] den, 0D {izerinde
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uo'j—{z}—[cpo (.,yj)+\[;§r(.,zj)] [5.44]

olur. [5.38] kosulu ve [5.43] deki z;; fonksiyonunun v dogrultusuna gore

tiirevinden, dD lizerinde

Buyy 1 04 +zk(u0,—i{5J [&Do(.,yj)Jr 1 af(.,zj)}
ov  n, Ov n

1
—xlklid)o (y,)+ Mr(.,zj)} [5.45]

olur. [5.44] ve [5.45] deki esitliklerinin sag taraflarin1 8D {izerinde sirastyla

£, =0y (+3,)+4mT(2,) [5.46]
oD, (., y 1 o,z 1
8= 03(1/ f)+\/% gvf)+/1k{(bo(.,yj)+\/al"(.,zj)} [5.47]

dizileri ile tanimlayalim. Lemma 5.2.1 deki gibi B, ={x € IR*:|x—y’|< R} seklinde
R

tanimlansin ve A4 fonksiyonu 0D\ B, de destekli olsun.

Hf “C(aD\BR) ” y i +\/_F( )“C(aD\BR)
S”q)O ( Y HC(&D\BR ”\/_F ”C(BD\BR)

+ sup l\/— F )l

.€0D\Bp

< sup ‘CD yj

.€0D\Bp

oldugundan
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“ff ”C(aD\BR) <6 [5.48]

olacak sekilde bir ¢, pozitif sabiti vardir. (22) deki Lemma 4.2 nin ispatindan ve 4,

0D\ B, de destekli oldugundan

B 6@0(.,y.) 1 GF(.,zj) 1
I&:]con = ov Wg v M| Do (.,y,.)+ﬁ1“ (-2) o
o, (,y;,) 1 or( zj)” { | }
< +|Ak| D (.,y. +—~F(.,z.)
ov n, 0O “c(ao) 0\ ) \/Z J o)
1
<c, +|Ak| Oy{.,y )+—I"(.,z )J , ¢, >0 sabit
3 { 0( g ‘/Z ’ C{aD\Bg) 3
<o+ i})lg Ak[d)o (.,yj)-i-%f‘(.,zj)] l
€OD\Bg .
oldugundan
”ngan) < | [5.49]
olacak sekilde ¢, pozitif sabiti vardir.
Lemma 5.2.1 den
~ ~ ou,
“ui ”c(au) =S {”ui HC(&D\BR) + a—‘j J [5.50]
c(aD)
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tahminini bir ¢, pozitif sabiti i¢in elde ederiz. [5.37] simir kogulu, [5.41] kabulii ve
[5.48] den

"LZIIC(aD\BR) =t nOF(.,Zj )"c(ao\ak)
o, +04 o (2

<

Ho,j "C(aD\BR) + “fJ "C(aD\BR ) [5.51]

<S¢ +g,

elde ederiz. [5.37], [5.38] ve [5.44] sinur kosullari, [5.41] kabulii, [5.49] ve [5.51] den

ol . )
c(ap) ”c(ao)
< no(a”” + Ak, )~/1k17
ov y ’ c(op)
ad)o(.,y.) 1 61“(.,:./‘) 1
+ nol: = J +\/}Z avf + 1k q)o(.,yj)-i-ﬁl“(.,zj) -
ou, , ~
< |n, | —6‘1’}’—’+ Akuy ooy +”—lkuj”C(6D) + |”0|”gf||c(ao)
ou, ; ~
S|%|[ a(:;} C(aD)+”lku0‘j "C(aD\BR):|+“—2'kuf ”C(aD\BR)+|n0|c4
oldugundan
ou, <ec [5.52]
<c¢ .
4 ()

olacak sekilde bir ¢, pozitif sabiti vardir. Bdylece [5.51] ve [5.52] degerlerini [5.50]

de yerlerine yazdigimizda
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| j“qw) <c, [5.53]
olacak sekilde bir ¢, pozitif sabiti elde ederiz. [5.46] da tanimladifimiz f; dizisinin

C (aD) uzayina gére normunu alip, [5.44] kosulunu kullandigimizda

iy =120 (o )+ T (2, )

- ”1;; “ ”c(ao) < “;l:“c(ao) +|_1| “uO’j Hc(az))

elde ederiz. [5.41] kabulii ve [5.53] den ” f,”c(w) smirli olur ki, bu bir geliskidir.

Cinkit f;, DN B, de tamimsizdir ve C(6D\BR)1'izerindeki norma gore simrlidir.

Dolayisiyla, j — o iken ”uo ; “C, o sinirsiz olur.

Simdi ters sagilma probleminin ¢6ziimii i¢in basit metodu formiile edecegiz. Bunun

igin u_(x,d) uzak alan modeli hakkindaki bilgiden faydalanacagiz. Burada x =ﬁ
x

ve d ler Q birim ¢emberi {izerindeki birim vektorlerdir. Bu son igin, Tanim 2.3.4 de

verilen [2.9]

v, (1) = I g (d)ds(d) [5.54]

Q

formundaki Herglotz dalga fonksiyonunun Helmholtz denkleminin bir ¢dziimii

oldugunu hatirlayalim. Burada g € I* (), v, nin gekirdegidir.

Amacimiz, [5.40] da tanimlanmis y, € D ve her £> 0 i¢in
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J'u (%, d)g(d)ds(d)- % e <€ [5.55]
: v8rk )

olacak bigimde bir g= g(., y j) eL,(Q) fonksiyonunun var oldugunu

gostermektedir. Ayrica

" lim

n—»w

g (.,y Y )HB(Q) =@

oldugunu gosterecegiz. Béylece 6D sinir1 "g (., yj) o) Flun Sirs1z oldugu noktalar

2(Q)

tarafindan karakterize edilir (21,23).

11k 6nce
'[u (%,d)g(d)ds(d)= e e [5.56)
J V8rk

ihx.d

oldugunu gosterecegiz. Buradaki u (X,d), D engeli igin €™ olay dalgasinin

sagilmasina karsilik gelen uzak alan modelidir. (5.56) nin sag tarafi @, (x, y J.) temel

¢6ziimiiniin uzak alan modeli oldugundan, Lemma 2.2.5 den

J' w (x,d)g (d)ds(d) =, (x,y;), xeIR*\D [5.57]

Q
olur.

Teorem 5.2.3

Her £>0 igin g=g (., y j) e ’(Q) fonksiyonu vardir 8yle ki
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i%

j u, (5, d)g (d)ds(d) - \/%;/? &

Q

<& [5.58]

(@)

ve l_im”g”Lz(Q) =oo olur. Ustelik eger v,, [5.54] ile tanimlanmig Herglotz dalga
joeo

20y =% olur.

fonksiyonu ise }im ”vg
Ispat

Teorem 4.3.3 den [5.35] — [5.38] i¢ problemi bir ¢6zlime sahiptir ki bu ¢6ziim genel
olarak bir bir Herglotz dalga fonksiyonu degildir. Bununla birlikte, g ¢ekirdekli bir

U,,, Herglotz dalga fonksiyonunun var oldugu gosterilir ki, bu fonksiyon C' (B)
icinde u, ,’e yaklasir (22,23). [3.6] — [3.11] orijinal dig siur — deger problemini
¢6zen toplam alami wu, ile gosterelim ve u, ile " fonksiyonlarm: sirastyla

uy (v)=u,(y,-%) ve u’(y)=u(y,~%) ile tammlayalim.

Teorem 2.3.2 deki karsitlik 6zelliginden ve [2.7] den

j (5, d)g (d)ds(d) = _f u(—d,~9)g (d)ds(d)

Q Q

B ei% { J- [u' (y) De~ -y
= o1 0
Q 8k ap ov

ei% / 0 ‘
o] [507 [ e@s0-S0 Jers@an(s) a0

— ik Zu_j (y)il ds (y)} g (d) ds (d)

ei%

.. \oU ; ou’
) 87rk.[ %)=, )5, (y)Uo,f(y)] ds(y) [5.59]
oD

elde ederiz. C' (B) da U, ; =u, ; oldugundan, [5.59] 1n sag tarafindaki integral
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614[‘

2 (9)- 2 (), ()| )

[5.60]

I [u(; (») ags'f (y)-aauj (y)Uo,,.(y)J ds(y)~ i {u;

oD

olur. [5.37] ve [5.38] sinur kosullarindan

i) 52 0)- 28 (31, () | () =
,[ [ ov

Ji O L220) a4 ()0} 0)-

6;:/0 (y’yj)“’lkq’o (y’y])} ds(y)

_J.Zu_j(y)[”f ()= (9,3,)]ds(¥)  [561]

aD

elde edilir. [5.61] de [3.8] — [3.9] sinur kosullarini kullandigimizda

I |iuo (y)

oD

s (y )———(y)uo,(y)} as()

1

L[ [ 002 0] 0

ny

-j [u’(y)%(y,y,)*;;“aau—;(ﬂ@o(y’yj)”k( (y)““” (y)] o (7. y,)] 4(»)

=L0 j O 20)-2 ) ()] 40)

_I [u; (y)%(y,yj)‘aau—j(y)‘bo (J”yj)] ds(y)

aD

[5.62]

olur. [5.62] yi [5.60] da yerine yazdigimizda
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I (ué (y)-a-;i—-

ab

0)0, () )= 2 j OF -2 0 ()] a0

".[ [“0(3’) 2 (:7:)- °(y)¢o(y,y,)} ds() [5.63]

oD

[5.63] tin sag tarafindaki ilk ifadeye Divergens teoremini uygulayalim.

Loz

J (y)] ds(y)

_ [u(y,-fc)iw,(y)v(y)-u,(y)%w(y,-x)v(y)]ds(y)

. R . 1
= {dzv[u(y,—x);@Vuj(y)]—dzv[uj(y)n(y)Vu(y, )ﬂdy
= | [ -2)(-Fu, () - u, (»)(~K7u (p,-%))]dy =0  [5.64]

[5.63] iin sag tarafindaki ikinci ifade, Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.4 den

I l:uO(y’_'i)%(yayj)_%(ya—i)(bo(yayj):| ds(y)=—u0(yj,—£)=e_”d'y1 [565]

oD

olur. [5.64] ve [5.65] den [5.63],

| [u;(

oD

ou,, ou; kg
5, (7)=5>() o,(y)] ds(y)~e ™ [5.66]

seklini alir. [5.66] y1 [5.59] da yerine yazdigimizda

%

. R
.[um(x) d)g (d) ds (d) ~ - e Y

Q
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sonucunu elde ederiz. Boylece [5.58] i gergekleyen bir g € I (€2) fonksiyonu vardir.

Simdi j—> o iken |g|;,,, mn smirsiz oldugunu gostermek icin aksini kabul edelim.

(@)

Yani; j— iken g, sl olsun. Boylece ”Uo, f”c’ stmrhdir. Bu da j — o

(@)

(D)

iken “uo f”c nin siirlt oldugunu saglar ki, bu sonug¢ Teorem 5.2.2 ile gelisir.

'(p)

Celiskiden dolayr kabuliimiiz yanligtir. Yani }im”g”Lz( oy = olur. Boylece,

lim”ngL2 =% olur.

Jjo
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6. SONUC

6.1.Sonug

D c IR? bolgesinde zaman harmonik dalgalarm f € C'*(8D) ve A,g € C** (D)
icin

Auy+kuy=0, xelR’ \D

V.(quj+k2u=0, xeD
n

u,—u=jf, xeoD

gu_o_i%.*.,’{k uo—iu =g, xedD
ov n, 0v P

lim\/;(%—iku(,):O, r=|x|
r—w a"

seklindeki sagiima problemini saglayan u, € C* (IR2 \l_))hCI (IR2 \D) ve

ueC*(D)NnC (l_)) fonksiyonlarinin tekligi ve varlig gosterildi.

6.2.Sonug¢
D c IR? bolgesinde [ € C**(8D) ve A,g € C**(8D) igin
Auy +k’u,=0, xeD

V.(qu]+k2u=0, xeD
n

uy—u=f, xedD

%__l__gu__*_Zk uo.__l._u :g, xeaD
ov  n, Ov n,

denklemlerini saglayan u,,u € C* (D) C" D) fonksiyonlarmn tekligi ve varligt
y 0

gosterildi.



6.3.Sonug¢

D c IR* bblgesinde

Au,+kuy=0, xelR?\ D

V.(quJ-l-kzu:O, xeD
n

u,—u=0, xedD

%——}—%-{-Ak(%——l—u]:m xeodD
ov  nm, 0v o

uy (x) =€ +u’ (x)

1im«/?(a“ —ikusJ=0, r=|x]

r—o or
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denklemleri ile tanimlanan ters sagilma probleminin ¢6ziimii i¢in (21) de verilen

basit metod formiile edildi.
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