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TRIGONOMETRIK KONVEKS FONKSiYONLAR
ICIN FEJER TiPLi ESITSIZLIKLER

OZET

Bu tezde trigonometrik konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard-Fejer tipli
integral esitsizlikleri iizerine ¢alisildi. Birinci boliimde sirasiyla esitsizlik teorisi,
konveks fonksiyonlarin tarihgesi, konvekslik teorisi hakkinda giris niteliginde
bilgiler yer almaktadir. Ikinci béliimde tez icin gerekli temel kavramlar, tanimlar,
teoremler verilmis ayrica konveks fonksiyon simiflarinin birbiriyle olan iliskisi
literature ¢alismasiyla da desteklenerek aktarilmistir.Ugiincii  béliimde tez
calismasinda kullanilan klasik esitsizlikleri iceren teoremler, ispatlar1 ve bu
caligmaya temel teskil eden bazi esitsizlikler verilmistir. Dordiincii boliimde ise
Hermite-Hadamard-Fejér tipli yeni esitsizliklere yer verilmistir. Elde edilen
esitsizliklerin literatiirle uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon,Trigonometrik Konveks Fonksiyon,
Hermite-Hadamard Esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizligi.



FEJER TYPE INEQUALITIES
FOR TRIGONOMETRIC KONVEKS FUNCTIONS

ABSTRACT

In this thesis, Hermite-Hadamard-Fejer type integral inequalities for trigonometric
convex functions were studied. In the first chapter, there are introductory information
about the theory of inequality, the history of convex functions, and the theory of
convexity, respectively. In the second part, the basic concepts, definitions and
theorems required for the thesis are given, and the relationship between the convex
function classes is supported by the literature study. In the fourth chapter, new
inequalities of the Hermite-Hadamard-Fejér type are included.

Keywords:Convex functions, Trigonometric convex function, Hermite-Hadamard
Inequality, Hermite-Hadamard-Fejér Inequality.
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BOLUM 1. GIRIS

Son ylizyilda ¢cok dnemli bir yere sahip ve matematigin tiim alanlarinda etkili olan
esitsizlikler, giinlimiizde de ilgi ¢ekici ve ¢ok aktif olan bir arastirma alanidir.
Esitsizlikler, iki degerin birbirine gére durumlarini ifade eden iliskidir. Esitsizlikler
teorisinin temeli 18. yiizyila kadar dayanmakta, 19. yiizyildan itibaren ise
matematigin c¢esitli alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir. Esitsizliklerin fizik ve
miithendislik gibi ¢esitli bilim dallarinda bir¢ok uygulamasi bulunmaktadir. Bu
yilizden esitsizlik teorisi bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve tarihsel gelisimini
diger alanlarla iliskili olarak bugiine kadar siirdiirmistir. G.H. Hardy, D.S.
Mitronovic, J.E. Pecaric, A.M. Fink, Niculescu, S.S. Dragomirgibi ¢ok sayida bilim
insan esitsizlikler lizerineeserlerliteratiire kazandirmistir. Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequalities" adli eser bu alanda verilen ilk eserdir
ve temel bir kaynaktirBu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni
esitsizlikler, problemler, ispat yontemleri ve sonuglar1 bulunur [1].Esitsizlikler teorisi
icin E.F.Beckenbach ve R.Bellman’in birlikte yazdig1 esitsizlikler ile ilgili bazi ilging
sonuglart kapsayan “Inequalities” adli eser [2], Mitrinovic tarafindan yazilan
"Analyticlnequalities" [3] ve “Classicaland New Inequalities in Analysis”adli iki
eserler [4] ve Pachpatte’nin “Mathematical Inequalities” [5] adli eseri Onemli
kaynaklar arasinda yer almistir. Bu eserler birgcok matematikg¢iyi etkilemis ve daha
sonraki donemlerde bu alanda birgok ¢aligsmalar yapilmistir. Son yillarda da Sever S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi bilim insanlar1 tarafindan

esitsizlikler lizerine bircok makale ve kitap yazilmistir.

Esitsizlikler daha ¢ok matematik ve uygulamali matematigin gelismesindeki ana
kaynaklardan biri olarak diislinlilmektedir. Son yillarda matematigin bir¢cok
alanindaki uygulamalara, literatiirde yerini almig temel esitsizlikler biiyiik bir katki
saglamistir.  Esitsizlikler alaninin gelismesinde etkili olan kavramlardan birisi de
konveks fonksiyonlar kavramidir. Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden
ve geometrik olarak bir karsilastirma i¢erdiginden, Konveks Fonksiyonlar Teorisinde

esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir.



Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in © degerini hesaplamasina kadar uzanan
bilinen basit bir kavramdir [6]. Aslinda biz konveksligi siirekli olarak ve bir¢ok yolla
yasamaktayiz. Ornegin; ayakta durma pozisyonumuz, ayaklarmmizin kapladig
konveks alan i¢inde agirlik merkezimizin dik iz diisimii dengemizi korumamizi
saglar. Bu kavram fizik, endiistri, tip, miithendislik, veri analizi, bankacilik, sanat gibi
bilim dallarinin niimerik uygulamalarinda da kullanilmaktadir. Giiniimiizde
uygulanmasinin artmasi ve gelismis disiplini sayesinde matematiksel analizin odak
noktas1 halini almistir. Konvekslik matematikte bir ¢ok alanda farkli konularda

kullanilmaktadir.

“Konvekslik” kavrami ilk olarak 1883 yilinda Charles Hermite tarafindan dile
getirilmistir [7]. Sonrasinda Hadamard’in 1893 yilinda yapmis oldugu ¢alismada[8§]
konvekslige saptansa da, sistematik olarak konveks fonksiyonlar iizerine yapilan
calisma 1905- 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baslar. 19.-20. yy’da kesfedilen
esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler
olusturulmustur. Konveks fonksiyonlar detayli olarak A. W. Roberts ve D. E. Varberg
tarafindan "Convex Functions" adli eserde degerlendirilmistir Pedaric’in 1987
yilinda yaymlamis oldugu "Convex Functions: Inequalities" adli eserinde sadece

konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda bilgiler yer almaktadir.

Birgok esitsizlik, esitsizlik teorisi igerisinde 6n plana ¢cikmistir. Konveks fonksiyonlar
icin 0onemli integral esitsizlikleri Hermite-Hadamard (veya Hadamard), Ostrowski,
Simpson, Jensen...vb  esitsizlikleridir. Bu 6nemli esitsizlikler, integraller igin
ortalama deger teoreminin fonksiyon ve goriintiilerinin ortalama degerlerine iliskin
bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav veya konvekslik durumuna goére degisir.
Cesitli konveks fonksiyon smiflari i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli
anlatim1 S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan yazilan "Selected Topics on

Hermite-Hadamard-Inequalitiesand- Applications" adl1 eserde bulunabilir.

1906 yilinda ise Fejér, trigonometrik polinomlar: ¢alisirken Hermite’in sonuglarinin

genellestirilmesi olan
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esitsizliklerini elde etmistir. y(m) =1 ve m € (k,l) i¢in Hermite-Hadamard
esitsizliginin elde edildigi acikca goriilmektedir. Fejér’in bu sonucu ile ilgili 6zellikle
son yillarda olmak iizere bir¢cok caligsma literatiirde mevcuttur.

Bu tezde son donemlerde konveks fonksiyon teorisinde Onemli yer alan
trigonometrik konveks fonksiyonlar tiizerine bir calisma yapilmistir.Literatiirde
konveks fonksiyonlar {izerine yapilan Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizliklerin
trigonometrik konveks fonksiyonlar {iizerine c¢alismasi yapilmistir.Burada yeni
kavram ve sonuclar elde edilip 6zel durumlarinda literatiire yapilan g¢aligmalara
indirgendigi gosterilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu boliimde literatiirde gegen ve tezin hazirlanmasinda kullanilan tanimlar,
teoremler, bazi 6nemli esitsizlikler ve temel kavramlara yer verilecektir.

Tanim 2.1.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere Vm,n € A
i¢in ve

B={z€elL:z=an +(1—a)n 0<a<1}CcA (2.1

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z = an + (1 —a)n
esitligindeki m ve n nin katsayilar1 i¢in a + (1 —a) =1 bagmtis1 her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki @, (1 —a) yerine a + f = 1
sartin1 saglayan ve negatif olmayan «, f§ reel sayilarini alinabiliriz. Geometrik olarak
B kiimesi u¢ noktalar1 m ve n olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini
ihtiva eden kiimesidir [9].

Sekil 2.1.1. Konveks Kiimeler Sekil 2.1.2. Konveks Olmayan Kiimeler

Tamim 2.1.2. (J-Konveks Fonksiyon): I, R ’de bir aralik olmak tizere her m,n € I
i¢in,

sC<m+n) < §(m) +&(n)

. . (2.2)

sartin1 saglayan bir ¢ fonksiyonunal iizerinde Jensen anlaminda konveks veya
J —konveks fonksiyon denir [2].

Tanim 2.1.3. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her m,n € I ve m # n igin,

s((m+n> < §(m) +¢(n)

. . (2.3)

esitsizligi saglantyorsa, ¢ fonksiyonuna [ {izerinde kesin | —konveks fonksiyon denir
[2].

Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve ¢:1 — R bir fonksiyon
olmak lizere her m,n € I i¢in ve t € [0,1] i¢in,



Etm+ (A —-tn) <tém)+ (1 —t)é(n) (2.4)
esitsizligi gecerli ise ¢ fonksiyonuna [ {izerinde konveks fonksiyon denir [10].

Esitsizlikte " > " olmas1 durumunda ise

Etm+ (1 -tn)=>tEm)+ (1 —t)é(n) (2.5)
& fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.
y
4 f
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Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyon sekli

Sekil 2.1.4. Konkav fonksiyon sekli

Eger ¢ fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise ¢ afin donilisim olur. (2.4)
esitsizliginde t € [0,1] kapali araligindaki u¢ noktalar1 disarida birakirsak, o zaman
konveks fonksiyon sartindaki ' < "’ yerine '’ < '’ gelir, ve

Etm+ (1 —t)n) <t&(m) + (1 —-t)é(n) (2.6)
olur. Bu durumda ¢ fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.

Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon | —konveks fonksiyondur.



Sonu¢ 2.1.2. I c R olmak {izere, bir ¢ fonksiyonunun [’da konveks olmasi i¢in
gerek ve yeter sart, herm,n € [ icinp +q > 0 olan V p,q = 0 i¢in

pm + qn pé (m) + q¢ (n)
() <

(2.7)
ptq ptq

olmasidir [2].

Geometrik olarak tm + (1 — t)nnoktasinda ¢&’nin egri iizerinde aldig1 deger
(m,& (m)) ve (n,& (n)) noktalarmi birlestiren dogru parcasinin iizerinde aldigi
degerlerden her zaman daha kii¢iiktlir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru
pargasi) her zaman egrinin [m, n] araliginda kalan kisminin tistiindedir.

fly)

iy H(1-)f(x)

fty+(1-tx)

fix)

W pmmm————

s=tyHI1-t)x

Sekil 2.1.5. Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Gergekten, (m, £(m)) ve (n, £(n)) noktalarindan gegcen dogrunun denklemi;

§(n) —&(m)
—-—m

n

L(s) =¢&(m) + (s —m)

dir. Burada s = tn + (1 — t)m yazilirsa

Litn+(1—tym) =&(m) +

—g(ni _ frfm) (t(n —m)

=${(m) +t(§(m) —&(m)



=t5(n) + (1 —t)S(m)
olur. Boylece (2.1.1) esitsizligi
Etn+ (A —-tm)<Ltn+ (A1 -t)ym) =tE(m) + (1 —t)é(m) (2.8)
elde edilir.

Sekil 2.1.5’ten de goriildiigh tizere, eger é(m) < £(n) ise her t € [0,1] igin &(m) <
té(m) + (1 —t)é(n) < &(n) dir. Konkav fonksiyon i¢in dogru pargast &’nin
grafiginin [m, n] araliginda kalan kisminin altindadr.

Eger ¢ fonksiyonu, [k, [] araliginda tanimli ve konveks (konkav) ve m, noktasinda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise m € (k, 1) igin,

§(m) — &(mo) < (2)¢'(mo) (m — my) (2.9)

esitsizligi yazilir. Yani (k, l)araliginda diferansiyellenebilen konveks fonksiyon (2.9)
esitsizligini saglar [11].

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir [11].

a. [ aralig iizerinde ¢ fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

herhangi bir ¢ € I noktas1 igin, % fonksiyonunun / araliginda artan

olmasidir.

b. &: (k,1) = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
c¢,m € (k, 1) igin,

£(m) - £(c) = f y(©)de

olacak sekilde y: (k,1) — R artan fonksiyonun olmasidir.

c¢. ¢ diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, £’nin konveks olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul &' fonksiyonunun artan olmasidir.

d. &", (a,1) de mevcut olsun. Bu durumda é’nin konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul £''(m) = 0 olmasidir.

e. &: (k1) = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

mg € (k, 1) igin & fonksiyonun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir.
Yani

Em) =2 &(my) + A(m —my) VmeE (a,l) (2.10)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, m,‘a baghdir ve eger &' varsa o zaman
A =& (xp) yada §L(mo) # &1(my) ise A € [EL(my), &4(mo)] dir.



f.

& (k,l) > R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
P,Q 1 R noktalar ¢ fonksiyonun grafigi iizerinde herhangi ti¢ nokta olmak
uzere,

egil) <egimR < e8iMR

esitsizliginin saglanmasidir.

Asagida konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri verilmistir:

ii.

iii.

iv.

vi.

Kapalr aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

&:1 > R konveks fonksiyon ise, I'(I mn i¢i) inde herhangi bir [k, ] kapali
araliginda Lipschiz sartin1 saglar. Bu nedenle, ¢ fonkiyonu [k, ] araliginda
mutlak siirekli ve I”de siireklidir.

&:1 > R konveks fonksiyon ise I7’de & (m)we &) (m) tiirevleri vardir ve
artandir.

&:1 - R konveks fonksiyonu I acik aralifinda konveks ise, sayilabilir bir E
kiimesi haricinde &’ mevcuttur ve siireklidir.

k tane fonksiyon R — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k

E(u) = Z @& (m), =0 (j=123...k)

j=1
fonksiyonu da konvekstir.

g: R = R azalmayan konveks fonksiyon ve h: R — R konveks fonksiyon
olsun. £: R = R, £(m) = (@ h)(m) bileske fonksiyonu da konvekstir [10].

Ornek 2.1.1. Asagida R iizerindeki konveks fonksiyon &rnekleri verilmistir.

a.

b.

d.

Herhangi bir k,l € R icin {(m) = km + [ afin fonksiyonu R iizerinde
konveks bir fonksiyondur.

Im|P mutlak deger fonksiyonu p =1 igin R izerinde konveks bir
fonksiyondur.

&(m) = m' fonksiyonu t =1 veya t < 0 igin pozitif reel sayilar kiimesi
R, = (0, o) tlizerinde konveks bir fonksiyondur.

Herhangi bir k € R igin £(m) = e** iistel fonksiyonu R iizerinde konveks
bir fonksiyondur.

Ornek 2.1.2. &I cR-> R, &(m) =|m| fonksiyonu I iizerinde konveks bir
fonksiyondur.

Coziim: ¢ fonksiyonu konveks ise m,n € I ve t € [0,1] i¢in

Etm+ (1 —-t)n) <tém) + (1 —t)é(n)

olmalidir. Buna gore

§(tm+ (1 -t)n) = [t8(m) + (1 — 1))



< [t(m)| + (1 - )§(n)]
< [tl§(m) + (1 - )I$(n)
< t&(m) + (1 - 0)¢n)
elde edilir ve & fonksiyonunun konveks oldugu ispatlanmis olur. &(m) = m mutlak

deger fonksiyonu m = 0‘da tlireve sahip olmamasina ragmen konveks bir
fonksiyondur.

Sekil 2.1.6. Bir aralikta konveks fonksiyon

Ornek 2.1.3. Asagida R iizerindeki konkav fonksiyon érnekleri verilmistir.

a. Herhangi bir k,l € R i¢in & (x) = km + [ afin fonksiyonu R iizerinde
konkav bir fonksiyondur.

b. &(m) =lgg (m) fonksiyonu R* {izerinde konkav bir fonksiyondur.

c. &(m) = m'fonksiyonu 0 < t < 1 i¢in pozitif reel sayilar kiimesi R*{izerinde
konkav bir fonksiyondur.

Teorem 2.1.1. ¢ fonksiyonu [k, [] araliginda konveks ise

a. ¢, (k, 1) araliginda siireklidir.
b. &, [k, 1] araliginda sinirhidir [12].

Onerme 2.1.1.

i. & fonksiyonu [k, [] araliginda konveks ise bu araligin herhangi bir alt aralig
olan [m, n] lizerinde de ayn1 sekilde konvekstir.
ii.  Herhangi m,n € [k, ] igin,
S(<m;rn) < §(m) 2+ §(n)




esitsizligi gecerlidir ki burada konveks fonksiyon icin verilen tanimda ¢t = %

yapildigi agik bir sekilde goriilmektedir.

iii. & fonksiyonu [k,[] araliginda konveks, tq,t,,...,t, € [0,1] i¢in })7- t; =1
ve my, my,...,my € [k, 1] olmak tizere,

E(tymy + tymy+.. .+, my) < t1E(My) + 6,E(My)+..., +E,E(My,)
olarak verilen ‘Jensen esitsizligi’ gecerlidir.

. N 1 .
iv.  Ozel olarak t; =t, =...=t, = ~ segimi yapilirsa mq;,m,,...,m, € [k, 1]

igin

my +my+...+my,\ 1
< ) < = (E(my) + E(my)+.., +E(my))

n
esitsizligi gecerlidir [13].

Tamim 2.1.5. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): ¢ , [ araliginda tanimli bir fonksiyon
olsun. m; < m,

olan Y m;,m, € I igin

i. &(my) > &(m) ise & fonksiyonu I lizerinde artandir,

ii. &(my) < &(my) ise & fonksiyonu I lizerinde azalandir,
iii.  &(my) = é(my) ise & fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,
iv. &(m,) < &(m,y) ise & fonksiyonu I {izerinde artmayandir.

denir [14].

Teorem 2.1.2. ¢ fonksiyonunun / aralifinda ikinci tlirevi varsa, ¢ fonksiyonunun bu
aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart m € [ igin

§"(m) =0
olmasidir [2].

Ornek 2.1.4. &(m)=e™ iistel fonksiyonu Vm€R igin &'(m)=e™ >0
oldugundan konvekstir.

Ornek 2.1.5. n > 1 icin §(m) = m" fonksiyonu R*da konveks iken n ¢ift olmak
sartrtyla £(m) = m™ fonksiyonu da R {izerinde konvekstir.

Gergekten de &''(m) =n(n—1)m™ 2 >0 oldugundan her iki durumda da ¢
konvekstir.
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Tanim 2.1.6. (Siireklilik): £: S € R - R, m( € Solsun. Her € > 0 ve her m € Sigin
|m —my| < & iken |E(m) — é(my)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa &, m,
da siireklidir denir [15].

Tanim 2.1.7. (Lipschitz Sart1): £: S € R — R fonksiyonu i¢in

1§(m) = &(M)| < M|m —nl (1)
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa &, S de Lipschitz sartin1 sagliyordenir [15].
Tamim 2.1.8. (Diizgiin Siireklilik): £: S € R - R, my € S ve € > 0 verilmis olsun.
m € S ve |m; —m,| < § sartin1 saglayan Vmy,m, € S igin |E(my) —&(my)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa &, S de diizgiin siireklidir denir [15].
Sonug 2.1.3. £,S de Lipschitz sartini1 sagliyorsa &, S de diizgiin siireklidir [15].

Tanim 2.1.9. (Mutlak Siireklilik): /, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve £:1 - R
bir fonksiyon olsun. I'nin {(k;,[;)}/=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz
oniine alalim. Eger Ve > 0 i¢in Yi=,|l; — k;| < § oldugunda Y7, |E(L;) — (k)| <
€ olacak sekilde bir § = 6(€) > 0 sayis1 varsa ¢ fonksiyonuna I kiimesinde mutlak
stireklidir denir [16].

Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki
teorem ile verilmektedir.

Teorem 2.1.3. L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve { : U - R fonksiyon olsun.

a. {,U acik kiimesinde konveks olsun. Eger ¢, U’da bir noktanin
komsulugunda iistten sinirli bir fonksiyon ise U’da yerel Lipschitz’dir ve bu
nedenle U’nun kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’da
stireklidir.

b. &:U S R"™ acgik kiimesi tizerinde konveks ise & ,U’nun her kompakt alt
kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’da stireklidir [10].
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2.2. Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.2.1.(Ucgen Esitsizligi): Herhangi m, n reel sayilari icin
lm 4+ n| < |m|+ |n|
|Im| — In|| < |m — n|
|Im| — In|| < |m + n|
ve timevarim metoduyla
lm;+...+m| < |my|+... +|m,]|

esitsizlikleri gecerlidir [4].

Teorem 2.2.2.(Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): ¢ , [k, [Jaraliginda tanimli
stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

l l
fz(m)dm sf |E(m)|dm (k < 1) 2.12)
k k

esitsizligi gecerlidir [4].
Teorem 2.2.3.(Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. & ve

¥, [k,1] arahiginda tanimli reel fonksiyonlar, |E|P ve |y|9, [k,l] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1

1 1 5 /L P
f If(m)y(m)ldms( f If(m)l”dm> ( j |y(m>|qdm> 2.B)
k k k

esitsizligi gecerlidir [4].
Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power-Mean esitsizligi de asagidaki gibi
ifade edilir.

Sonu¢ 2.2.1.(Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 ve olsun. ¢ ve y, [k, 1] araliginda
tanimli reel fonksiyonlar, |¢| ve |y|9, [k,[] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
ise,

1

q

l l 1‘% l
f If(m)y(m)ldms( f |f(m)|dm) ( f |f<m>||y(m)|qdm> @.1)
k k k

esitsizligi gecerlidir.
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2.3.Baz1 Ozel Ortalamalar

Bu baslik altinda k, [ gibi iki pozitif reel say1 i¢in bazi1 ortalamalar verilecektir.

e Aritmetik ortalama;:

k+1
A=Ak, =——
2
e (Geometrik ortalama:
G =Gk =kl
e Harmonik ortalama:
H=H(kI) = 2kl
N k+

e Logaritmik ortalama:

l kk k=1
L=L(k1) = —
(k. D {m ke #1
e p —logaritmik ortalama:
k k=1
L, =L,k D)= P gpr1 T Kt ]
(p+1DU~k) ’

ortalamalar1 vardir.
Ayrica p € R olmak iizere Ly, nin monoton artan oldugu bilinir. Ly =1, L_; = L ile
gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde

HSG<Z<L<I<A

seklinde yer almaktadir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM
Bu boliimde tezin konusunu olusturan bazi temel teoremler ve sonuglar verilmis
olup bazi teoremlerin ispatlar1 sunulmustur.

Teorem 3.1.1.(Hermite-Hadamard Esitsizligi): £: | — R konveks fonksiyon olsun.
Eger k,l €, k <lise

kel 1 [ k) + £l
E( +>Sl_kjkf(m)dmsw (3.1)

2

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi
denir. Burada ¢ fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine ¢evirir [7,8].

Ispat. & fonksiyonu siirekli ve smirli oldugundan dolayr [k,1] arahiginda
integrallenebilirdir. Konvekslik tanimindan,

Etk+ (1 -0 <té(k)+ (1 —-t)éD)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t’ye gore integrali
alinirsa,

1 1 1
]f(tk+(1—t)l) dtsf £ (k) dt+f (1 — DED)dt
0 0 0

1 1
_ j ( () dt + j 1 - OEWde
0 0

§(k)+8D)
2

esitsizligi gecerlidir. Buradan,

1 l 1
— dx = k+(1-¢)D)d
=% ) §ed = | gk a-onae

olur ki bu Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafidir. Sol tarafini ispat etmek
i¢in,

1 l
mj;f(m)dm

belirli integralin pargalanisindan

k+l

1 1 |z !
mj;{f(m)dm=m[jk f(m)dm+f%€(m)dm]

olarak yazip bu esitsizligin sag tarafindaki integrallere sirasiylam = k + t(l — k)/2
vem =1 — t(l — k)/2 degisken degisimi uygulanirsa,
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1 (! 1 (! l—k l—k
mfkf(m)dmzzfo l§<k+t(2 )>+€<l—t(2 )>ldt

>¢()
2

elde edilir ve Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi da ispat edilmis olur.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2.(Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi): ¢: [k,[] - R, konveks bir

fonksiyon olsun. w: [k, ] = [0, co] fonksiyonu %’ye gore simetrik ve w € L[k, ]

ise

k D [
WL w(m)dm  (3.2)

& (#) fklw(m)dm < fklf(m)w(m)dm =

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard esitsizliginin
agirlikli genellemesi olan Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi denir [17].

Ispat. Her t € [0,1] icin &, [k, [] araliginda konveks oldugundan
s((k+l)_s((tk+(1—zr)l+tl+(1—t)k>

2 2
4 Etk+ (A -0+ &L+ (1 —t)k)
4 2

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi da w(tl + (1 —t)k) ile carpihp [0,1]
araligindat’ye gore integral aldigimizda,

£ (#) fo e+ (1 Ok dt

< %f witl+ (1 -0)k)[Etk+ (A —-t)D+ &L+ (A —-t)k)]dt
0

bulunur. Buradan m = tl + (1 — t)k doniisiimi yapildiginda

() - ! - fk W) dm

1 1 L !
<30-® { | g+ 1= mwemydm + | gamywom) dm}
k K
1 1 L !
k K
1 l
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bulunarak esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur. Sag tarafin ispati i¢in & konveks
fonksiyon oldugundan her t € [0,1] i¢in,

Ek+ (A —-t)D)+éEI+ (A —-t)k)<&k)+EWD

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafint da w(tl + (1 — t)k) ile garpilip [0,1]
araliginda t’ye gore integral alinirsa,

flw(tl + (1 -K)E(tk+ (1 —t)Ddt

0

+ flw(tl + (1 -K)E(tl + (1 —t)k)dt
0

< [&(k) + E(l)]f w(tl + (1 —t)k)dt
0

yazilir. Gerekli diizenleme yapilirsa

f Emw(m) dm < [£(6) +§ (D] f w(m) dm

2 (l
bulunarak esitsizligin sag tarafi ispatlanmis olur. Boylece ispat tamamlanir.

[19] da Kadakal trigonometrik konveks fonksiyonlar1 tanimlayip 06zelliklerini
vermistir. Bu konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi iizerine yaptigi
caligmalar agagidaki gibidir:

Tamim 3.1.1. ¢ negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere, ¢: /-R fonksiyonu
Vk,l€lvet€[0,1]i¢in

5(tk+(1—t)z)<(sm )E(k)+<cos—)f(l) (3.3)

esitsizligini saglayan ¢ fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon denir.
Esitsizligin tersini sagliyorsa trigonometrik konkav fonksiyon denir ve burada
TC(I) kiimesine ile I aralifinda tiim trigonometrik konveks fonksiyonlarin kiimesidir
[19].

Trigonometrik konveks fonksiyonlar ile diger fonksiyon simiflar1 arasindaki iliski
asagidaki gibi verilmektedir:

Uyan 3.1.1. h(t) = sin%t icin her trigonometrik kovnveks fonksiyon bir h-konveks

fonksiyondur.

Uyan 3.1.2. Agikgasi ¢ (k), negatif olmayan bir trigonometrik konveks fonksiyon ise
Vkl€lvet€[0,1]i¢in

E(th + (1 - D)) < (sm )f(k) + (cos —) £ < E() + E(1) (3.4)
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esitsizligi saglandigindan & (x) fonksiyonu P- fonksiyondur.

Ornek 3.1.1. Negatif olmayan sabit fonksiyonlar trigonometrik konvekstir, V te[0,1]
.. .omt it

igin sin— + cos — = 1.

Lemma 3.1.1.

4)Negatif olmayan konveks fonksiyon trigonometrik konvekstir.

ii)h(t) = sin % i¢cin her h —konveks fonksiyon trigonometrik konveks fonksiyondur
[19].

Ispat.

/i)[O, g] kapali araliginda, SiTTk fonksiyonu azalan ve t € [0,1] igin t < sin%t < n?t
vel—t < Cos%tsg(l —t) dir.

i1) & trigonometrik konveks fonksiyon olsun. Eger h,(t) = sin%t almirsa &, h,-
konveks fonksiyondur.[11] de kanitlanmis olup, h, < h; ve & h,-konveks ise ¢ hy-

konvekstir. Eger t € [0,1] i¢in h,(t) = h(t) = n?t alinirsa, ayni zamanda t € [0,1]
icin h,(t) < h(t) ise & de h-konvekstir.

&: [k, 1] » R fonksiyonlarinin vektoér uzayindaki trigonometrik olarak konveks bir
koni boslugunun konveks fonksiyonlarinin goriildiiglinii gérebiliriz.

Teorem 3.1.3. &, : [k, I] = R olsun. Eger ¢ ve ¥ trigonometrik konveks fonksiyon
ise,

(7) &€ + P trigonometrik konveks fonksiyondur.
(i) ceR* olmak iizere cé trigonometrik konveks fonksiyondur [19].

Teorem 3.1.4. Eger £:1 — ] konveks ve Y: I — ] trigonometrik konveks ve artan ise
Eoy: I - ] trigonometrik konveks fonksiyondur [19].

Ispat. k, lee te[0,1] igin,
(o&)(tk + (1 — )) = Y(&(tk + (1 - )D))

< p(tE() + (1 — DEWD) < (sm%t)lp(g(k)) + (cos %t)lp(g(z))

Tt T

= (sin ?) Wod) (k) + (cos Zt) o))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.1.5. k,1 > 0 ve &,: [k, ] = R keyfi bir trigonometrik konveks fonksiyon
ve &(k) = swp ,€,(k) olsun. Eger bos kiimeden farkli bir | = {1€ [k, l]: £ (u) < oo}
i¢in &,bu kiime tizerinde trigonometrik konveks fonksiyondur [19].

Ispat. t € [0,1] ve k, I € ] de keyfi bir nokta olsun. Bu durumda
E(thk+ (1 =0 = swp &tk + (1 —)D)

< s, [(sin %) (k) + (cos %) fa(l)]
< (Sin %t) SWp o$al(k) + (COS %t) S o$a(D)

= (sin %t) (k) + <cos %) () <
elde edilir.

J iizerinde sonlu goriintiilere sahip olan bir aralik oldugunu goésteren noktalarin
herhangi birini ifade eder ve bdylece ¢, trigonometrik olarak J iizerinde konveks
fonksiyondur. Boylece ispat tamamlanir.

[20]° da Kirmaci ve Ozdemir asagidaki &zdeslikleri ifade etmislerdir. Bu lemma
olusturulan ¢alismanin ana ¢atisini olusturmaktadir.

Lemma 3.1.2. &: 1 ‘cR-> R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve k,l € ] ’
icin &' € L[k, 1] ise

1 [t k+1
=) comam - (557
=({-k) [Ft&’(tk + (1 —t)D)dt + f(t —1&(tk + (1 — t)D)dt| (3.5)
0 2

esitligi saglanir [20].

Lemma 3.1.3. &:I" c R - R, [ iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon , k,l € I" ve
k < lolsun. w: [k, 1] - [0, o0] araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger ¢’ € L[k, 1] ise,

1 [ 1 k+ 1t
mf Em)w(m)dm — mf (T-l_)_]- w(m)dm
k k
=({—-k) folk(t)f’(tk + (1 —-¢t)Ddt (3.6)

olur. Burada t € [0,1] i¢in
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t 1
f w(ks + (1 —s)Dds , ¢tE€ [0, E)
0
k(t) = 1 1
—f wlks + (1—s)Dds , te [5,1]
t
Seklindedir [18].
Ispat. (3.6) esitliginin sag tarafinda k(t) fonksiyonunu yerine yazarsak
1

I= f k()& (tk + (1 — DD)dt
0

= f <]tw(ks +(1- s)l)ds> §'(tk+ (1 —t)Ddt
0 0

+ fll (- flw(ks +(1- s)l)ds> E'(tk + (1 — t)D)dt

= 11 + 12
elde edilir. Burada

Etk+ (1 -0 2

I = (ftw(ks +(1- s)l)d5> e - lf(tk Jlro(l - l)
0 _fozw(kt+(1—t)l) —
1 £(5)
:(fzw(ks+(1—5)l)d5) 1 o k+(1—1t)l
: _jzw(kt+(1—t)l)€(t it LR

k—1

benzer sekilde,

1
k-1
2 —f w(kt + (1 —-1t)D) dt
1 k-1
2
olacagindan,
=1L+
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1 ¢(5)
= (j W(ks+(1—s)l)ds> L k=1

—f w(kt + (1 —t)D) Sek+ -0
. k—1

elde edilir. t € [0,1]icin m = tk + (1 — t)l degisken degisimi yapilirsa ve her iki
taraf (I — k) ile carpilirsa (3.12) ifadesine ulasilarak ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.1. (3.6) esitliginde w(x) = 1 alinirsa (3.5) elde edilir [18].

Teorem 3.1.6. [18] &:I' c R—> R, [’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ,

k,l1el’, k<l, w:[k,1] - [0,00] arahginda tiirevlenebilir ve %’ye gore simetrik

olsun. Eger [¢'|, [k, ] lizerinde konveks fonksiyon ise,

1 (! 1 kl
mjk‘g’(x)w(x)dx—ZTE il fw(x)dx

1 l Ik !
((l 4 f W — 1% = (t = 7] dx)<|f()|2+|f(z)|> 37

Ispat. Lemma 3.1.3. ve || konveks fonksiyon ise,

‘—f E(x)w(x)dx——f(k * l)fkw(x)dx

1
<(l ). f WO~ )7 = (1= )7]d )
) <|z'<k>| - |z’(z>|>

2

(3.8)

<(-h U(j wiks + (1 - S)l)ds> [t]€ 0] + (1 - O ®|]de
+f1 (f w(ks + (1 — s)l)ds> [t]e't)| + (1 - t)|§’(l)|]dt}

=01+ 0
esitsizligi elde edilir. Qintegralinde integrasyon sirasini degistirip, se€[0,1] olmak

tizere x = ks + (1 — l)s i¢in degisken degisimi yapilirsa
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0, =f<f W(ks+(1—s)l)ds> [L1E' (O] + (1 — O D1dsde

= fE (f w(ks + (1 - s)l)ds) [t1E" (k)| + (1 =)' (D|]dsdt
8

0
3 1 (1-5)?% 1
w(ks + (1 —-5)D) l(———)lf (k)| +< > —§>I€’(l)|ld5-

J

1 l
_ Wf w1 = ©)? — 40 — 0)2)|E' ()]

+ (@G —k)? = 1 - KH)IEDlldx

olur. Benzer sekilde, entegrasyonun sirasini degistirerek

1 2 1
Q= [ wlks+ 1 =)D K%—§> H{O]

1 —
+<§—( 2 >|e (l)|]ds

k+l

1
e R SR BRI O]
+((L= K2 = 4G = DIIE Dlldx

elde edilir. Q; ve Q,integrallerinde w(x) fonksiyonu x = % ye gore simetrik

oldugundan
Q1=0Q2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.1.7. [18] &I°'c R— R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon,
k,1€l'k <l, w:[k,1] - [0,00] arah@inda tiirevlenebilebilir ve %’ye gore

simetrik olsun. Eger| é'|9, [k, ] lizerinde konveks ve q¢ >1 ise 1/p + 1/q =1
i¢in,

|— f g(m)w(m)dm——g(k”) fk W(m)dm‘

(Lo s

<(1-Kk)5 ) b (3.9)
<IE’(k)Iq + ZIE’(l)|q>E n <2|E’(k)lq + |E’(l)|C1>E
\ )

24 2%

Ispat. Lemma 3.1.3. 'den ve integrasyon siras1 degisikligini kullanarak,
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k+1
— dm — —— d
| f £(m)w(m)dm e( ) fk w(m) m|
< (- k){UE(ftw(ks +(1- s)z)ds> 1€ (tk + (1 — t)l)ldt]
0 0

_|_

Ll <]1W(ks (- s)l)ds> 1€'(ta + (1 — t)b)Idt]}

= -k {[ffw(ks +(1-9)DIE(th + (1 — t)l)Idtds]
0 Js

!
[ <]2W(ks F Q- s)z)) 1€ Cthe + (1 — t)l)Idt]}
= S
2
elde edilir. Son esitsizlikte Holder esitsizligi uygulanirsa

|—f Em)w(m)dm — —g‘ (k * l)j; W(m)dm|

<(U-k {(fgpr(ks +(1- S)l)dtds) (fﬂf’(tk +(1- t)l)lthds>
+ (ﬁl flswp(ks +(1- S)l)dtds)p (fll f:'fl(tk +(1- t)l)lthds)q}

olur. |&'|? konveks fonksiyon oldugundan her te[0,1] i¢in

=il slmpmwmdn - ——¢ () fk w(m)dm

<(-k)

{(f%f%wp(ks +(1- s)l)dtds) (fgfg(tlf’(kﬂq +(1 - t)|§'(l)|q)dtds>
0 Ys 0 Js

1 rs % 1 ,s %
+ (é j% wP (ks + (1 — S)l)dtds) (é é lE'mNT+ A - t)lf'(l)lq)dtds) }

S Rl +R2

olur. Son esitsizlikteki integralleri asagidaki sekilde
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({1 1019 + 218 D17V

Ve

1

) P 218 G019 + 1€/ W)19\e

elde edilip burada w(m) fonksiyonunun m = %‘ ye gore simetrik oldugundan

e (za—k)Zf

olur. (3.10), (3.11) ve (3.12) kullanarak (3.9) elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

1
L =

(k+1- Zm)wp(m)dm) =R (3.12)

Simdi, (3.2) 'nin sag tarafiyla baglantili bazi yeni sonuglar verecegiz.

Lemma 3.1.4. &:I°'c R—> R, [ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, k,l € I’
Jk < lve w:[k,l] - [0, 0] araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger ¢’ € L[k, 1] ise,

1 $U)+EO
- > Lw(m)dm—

-k
2

1
_k-[k Em)w(m)dm

1
f p(©)é'(tk + (1 —t)D)dt. (3.13)
0
esitligi saglanir. Burada her t € [0,1] i¢in
1 t
p(t) = f w(ks + (1 —s)Dds — J w(ks + (1 —s)lds
t 0

dir [18].

Ispat. (3.13) esitliginin sag tarafi diizenlenirse

1
]=] P& (tk + (1 — t)Ddt

1 1
= j <] w(ks + (1 — s)l)ds> §'(tk+ (1 —t)Ddt

1 t
+] (_f wiks + (1 - s)l)ds> &' (tk+ (1 —t)Dat
=L+

elde edilir. Burada
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1 J—
11=<f W(kS+(1—S)l)ds>€(tk‘;(1 H| 1

j w(kt + (1 - t)D) $(tk + (_11_ O 4

<] wks + (1 — s)Dds ) ‘c(l)l

E(tk+ (1 - t)l)
k—1

f w(kt + (1 —-1¢t)D)
0

ifadesine ulasilir. Benzer sekilde,

], =— <f0 w(ks + (1 —s)Dds >l§(—)l

£tk + (1 —t)D)
— dt

1
+f w(kt + (1 —t)D)

elde edilir. Burada
J=h+)

oldugundan

Etk+ (1 —-10)D)
1 dt

1
— <f w(ks + (1 — S)l)dS)@

= zfo w(tk+ (1 —-1t)D)

elde edilir. t € [0,1] icin m = tk + (1 — t)l degisken degisimi yapilirsa ve her iki

tarafi (l_z—k) ile carpilirsa (3.13) ifadesine ulasilarak ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.1.8. &: 1" c R —» R, [’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, k,l € 1 °

k < lLw:[k,1] = [0,] araliginda tiirevlenebilebilir ve % ’ye gore simetrik olsun.

Eger ||, [k, 1] tizerinde konveks ise,

1 $M)+5D)
-k 2

1] (? Pk D"\
< 5 —[o y(m)pdtl <|€( )| ;k()l) (3.14)

w(m )dm—— f s(m)w<m>dm|
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olur ve burada u € [0,1] i¢in y(u) = |fl—(l—k)u

k+(l-K)u W(m)dm| dir [18].

Ispat. (3.13) ifadesinden her iki tarafin mutlak degiri alinirsa

1 &)+
-k 2 .

1 l
w(m)dm — m_]; f(m)w(m)dm‘

k|| [ wlks + (1 = s)Dd
: kj b wiks + (1 = 9)hds €' (tk + (1 — D) dt]

T2 o |- wiks + (1= 9)Dds

[

K+l . . ..
olur. W(m),T+ ‘ye goresimetrik ve t € [0, %] icin

l

1 I-(-k)t
< 3 j w(m)dm —
k

W(m)dm‘ |€'Cek + (1 — t)l)|dtl
I-(l-k)t

I-(-k)t l I-(-k)t
j w(m)dm — w(m)dm = w(m)dm
k 1-(-k)t k+(1—k)t
t e E, 1] igin
1-(-k)t l k+(1-k)t
f w(m)dm — w(m)dm = —f w(m)dm
k 1-(1-k)t 1-(-k)t

olacagindan bu degerler esitsizlikte yerine yazilirsa

1 8k +380 [ 1
‘l _ > ] w(m)dm — mfk E(m)w(m)du

<1 1 (tk + (1 Dld
<3| [ vowlk+ @ - opla

elde edilir. Burada y(m) = | fl—(l—k)t

k=l w(m) dm|olur. Holder esitsizliginden

1 k) +380 (* 1 (!
‘l _ > ) w(m)dm — m_]; E(m)w(m)dm|

1
q

<—
2

1 % 1
! f y(m)pdtl U |z'(tk+(1—t)l)|"dtl

elde edilir ve |€]" konveks oldugundan

1 k) +80 (* 1 (!
‘l _ > ] w(m)dm — m_]; E(m)w(m)dm|
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1[ 2 S 1€ + e[\
SE[L )/(m)pdtl ('E( )| ;lf(”)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.2. Eger Teorem (3.1.8)” de w(m) = 1 alinirsa
1 1-(1-k)t

f ( f dt
0 k+(l+k)t

elde edilir [18].

Ul

p 1
) alt:(l—k)?’f0 |1 — 2t|Pdt = oD
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, trigonometrik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli
esitsizlik ile ilgili fonksiyonlar i¢in yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.1.1. £&:I° € R » R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon k,l € I', k <
[, w: [k, 1] - R tiirevlenebilir ve % ’ye gore simetrik bir fonksiyon olsun, &', [k, (]

araliginda konveks oldugundan

|—f ECOW(x)dx — —f (k al l)fk w(x)dx

2x —k—1 k l
o (SO,

< ( =
esitsizligi saglanir.
Ispat. Lemma 3.1.3.esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiginda

k+l J w(x)dx

1 p 1
’mjk §(w(x) x—mf

1/2 /¢

S(l—k)j jw(ks+(1—s)l)ds £tk + (1 — H)dt

0 0

1 1

- f fw(ks + (1 —s)Dds |&'(tk + (1 —t)Ddt

1/2 \t

olur.Lemma 3.1.3. ve |¢'| ‘nin trigonometrik konveks fonksiyon oldugundan

k+1
dx — —— d
f ECowdx ~ ¢ (F2-) fk wx)dx
<(l—k) F(ftw(ks +(1- s)l)ds> |€'(tk + (1 =)D |dt
0 0

+( - k)f1 (f w(ks + (1 — s)l)ds> |€'(tk + (1 —)D)|dt

<(0-k) f% (ftw(ks +(1- s)l)ds)
o \Jo
1/ ,1

+(l - k)f1 <J w(ks + (1 — s)l)ds)
3 Ve

(sm )|E(k)|
+(cos ’“)|z(l>|

(sinZ) 1" )] ]dt

+(cos ) 1" (D

27



elde edilir.Son elde edilen integrallerde t, s € [0,1] i¢in integrasyon sirast degistirilip
x = ks + (1 — s)l degisken degisimleri yapilir ve w(x)’ in x = % "ye gore simetrik
fonksiyon oldugu kullanilirsa

I, = fj (fS:tw(ks +(1- s)l)ds) [(sin%) |€'(k)| + (cos %t) |§/(l)|] dt
= f%<ft=%w(ks +(1- s)l)) [(szn%) €| + (cos %t) |§/(l)|] dtds
o \Jt

=S

:[( (2 e
- | [( | W<ks+(1—s>l)>sm7|6<k>|dt
0 N

+ fg(w(ks +(1- s)l))cos%t |€'(l)|dt] ds

1 . )
= j:W(kS + @1 =9)D) [<|f’(k)| (-%cos%)) g+ <|f'(l)|%sin%t> g] ds
ZJ‘zW( ks + ) —zlilik)l(g—cos?) .

o M\ =) | 20y

ve

1 t=s
I, =fl (f 1 W(ks+(1—s)l)ds) [sin%tlf’(k)l+cosglf'(l)|]dt

2

= fl (fsz w(ks + (1 — S)l)) [sin%t || + cos%s|§'(l)|] dt

2§’ ( s «/7)

1 . COS;—;
:fl wks +@=)D| 50 2 A|ds
3 + (sin———)

T 2 2
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1 s [ 2®|[ ml-x0 V2
——L w(x)l - (ca; —)

[—k 2(l—-k) 2
2[E | n(l—-x) 2

; ~Y)4q

+ . sin 20-K > X

2600| (. 7—k) V2
L= L Ll R (C(B z(l—k)_T) p
2= T Jen WK LX) LB (g b0 7) x

z = M50 72

elde edilir. Iki integral taraf tarafa toplanirsa

218" (k)| (CO m(x — k) m(l - x)>

1
L+l =— mx - k)
1t = k Ju ()[ 20-0 20—k

+2|€ 0] Sinn(x—k)_smn(l—x) f
n 2(1—k) 2(1—k)

_ 1 2[$" (k)| w(l—k) . n(2x—k-1)
=T % k+l ()[ ( 25m4(l_k).sm =T )

21§’ (l)I n(l—k) . nm2x—k-1D
o - (2cos4(l_k).sm = )]d

l / ——
= o [PRED g (G D)

| —k Jrnt 4(1 —
2V218(D)| . (r(x—k—1)
+ - sm( ) )ldx
22 L 2x —k —1
- % [Lwonie @ + e hsin (”(4’21—_,{))> dx

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. §&:1° c R —» R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, k,1 € I, k <

[, w:[k,1] - R tirevlenebilir ve %’ye gore simetrik bir fonksiyon olsun, [’ q,q >

1,% + % = 1, [k, l] araliginda konveks oldugunda

|—f E)w(x)dx — —f (k al l)_]; w(x)dx

1

([ (22

L=k
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! 4 ! 4
x 1ot (V2 + =) + 1 o1 (42)
esitsizligi saglanir.
Ispat. Lemma 3.1.3. esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiginda

‘—f ECOW(x)dx — —g (k al l)fk wx)dx

f(ftw(ks - s)l)ds) (el + (1 — t)l)Idt]

<{U-k)
+

fll <f1w(ks +(1- s)l)ds) 1€tk + (1 — t)l)ldt]

elde edilir ve bu ifadede integral siras1 degistirilirse

f f(x)w(x)dx——§<k+ l)fk WiltD) i

ffw(ks + (1= )DIE (tk + (1 — DD)|dtds
<(U-k)| %"
+]1 .L w(ks + (1 —=s)DIE'(tk + (1 = t)l)|dtds

esitsizligine ulasilir. Burada Holder esitsizligi uygulanirsa

f f(x)w(x)dx——§<k+ l)fk w(x)dx

( 1 1 % )
( JE JZwP (ks + (1 — s)l)dtds)
X 1
(fof JZ1& (th + (1 - t)l)lthds)q
< (—-k)A

(fll £ wP(ks + (1 = s)Ddt ds)z
+|x 7

(& £ 1ercete+ @ - oplededs)|

elde edilir ve |&'|? trigonometrik konveks oldugundan

kf f(x)w(x)dx——{(k_l_ l)j; w(x)dx
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(T 11 % 1)
<j2jzwp(ks +(1- S)l)dtdS) X
0 Js
% % Tt mt %
<f f (sin—lf’(k)lq +cos—|§’(l)|q>dtds)
) 2
<a-1d " L
<f1 flswp(ks +(1- s)l)dtds)p X
+ 2 2 .
flfs<sm"—t|g'(k)|q + cosn—tlf’(l)lq)dtds '
AT 2 )

olur. Son esitsizligin sag tarafindaki birinci integrali T; ile gosterip asagidaki sekilde

hesaplanirsa

1

T, = <]5jgwp(ks + (1 —s)l)dtds) [|f’(k)|qfgfgsin%tw(kﬂthds

i1 ¢ %
T

+ |E'(D)]4 fzfzcos—dtdsl
0 Ys 2
1

11 p 1
2 T 2 S
= <j2jzwp(ks+(1—s)l)dtds> [If’(k)quz[——cos—+—cos— ds
0 Js 0 T 4 7 2

1
L 1
= q
+ |E'(D)]9 fz [Esinz—zsinﬁ] dsl
o L 4 n 2
1

- <Ffwv(ks+(1—s)l)dtds> [|g'(k)|QF[—E+Ecos"—S ds
0 Js 0 T T 2

+|§'(z)|QfOE E—Esin%sl ds]

T T

1

= <]Ejgwp(ks +(1- s)l)dtds) [lf’(k)lq <—£S +%SinE>

1
2
T 2 /10
1

2

0]

Q-

+|&E' (D)1 <gs +%cos%>
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1
11 P \/— 4 2
= jzjzwp(ks+ (1 - s)Ddtds [If’(k)l [ =t —l
0 Js n 2
1
V2 4 (V2 ’
e =+ = (=—
deon[Ze 4 (Z0)
elde edilir. Ikinci integrali ise T, ile gdsterip asagidaki sekilde hesaplanirsa

1 ps % 1 rs
T, = <f1 fl wP(ks + (1 —s)l)dtds) [I{’(k)qu1 fl sin%tdtds

1

Lrs  mt q
(e —
+1&'(D)| fl fl cos — dtds
2 2
1

Lops P r 2 ms 2 m

= j f wP (ks + (1 — s)ldtds If’(k)qu [——cos—+—cos— ds
1)1 1 T 2 7 4
2 2 2

: .
+|§’(l)|qj; Esin?—%sin%} ds]
flfs z 4 ms 2
=1/, 1wp(ks+(1—s)l)dtds llf’(k)|q<—ﬁsm7+7s>
113
1
2

=<f11flswp(ks+(1—s)l)dtds)pllf’(kﬂql—% L2, 02 2

+1&' (D4 <—%cos§—gs>

T w2  2m

vl [- 2 22, 2

T2 21

olur.
w(x) fonksiyonu %’ ye gore simetrik oldugundan yararlanip degisken

degisimi yapilirsa
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1 1

! » 1 1\7
<f2f2wp(ks+ (1 —s)l)dtds) - (fzwp(ks + (1= 95Dt st>
0 Js 0 S

= (ff (% - s) wP (ks + (1 — S)Dds)g = %([Q <% _ ;:_i> Wp(x)dx>;

(I—k)r
ve
1 /s % ) 5
<.f1 _fl wP(ks + (1 — S)l)dtds) — (fl WP (ks + (1 — )] ids)
3 2 : 2
: (fl rarve- S)l)dsf I —lk)% (fkkl (=-3) W”(x)dx>p
oldugundan
ﬁfkl §Cw(x)dx — ﬁf (#) f,: w(x)dx
r 1
(1=K 1 ) w :
<! - k)% (f% <x 2 )Wp(x)dx>
v <ﬁﬂ_ ) [iecor (2 2) s wor ]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3. £&:1° € R —» R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ,k,l € I', k <
[, w: [k, 1] - R tiirevlenebilir ve %’ye gore simetrik bir fonksiyon olsun, &', [k, (]
araliginda konveks oldugundan

l l
l 1 _ Q) ’ 0 kf w(x)dx - % kf FOw(x)dx

1
<=
2

L o omt L mt
|€’(k)|J h(t)sm;dt + |f’(l)|J h(t)cosTdt] (4.3)
0 0

esitsizligi saglanir. Burada Vt € [0,1] igin

1-(1-k)t
f w(x)dx
k+(1-k)t

h(t) =
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dir.
Ispat:Lemma 3.1.4.daki (3.13) esitliginin mutlak degeri alinirsa

1 1

1 k l 1

= kf( );_f( )fw(x)dx —mf E(x)w(x)dx
k k

[-k
S_
2 Jo

1
f w(ks + (1 —s)Dds
t

t
—f w(ks + (1 — s)Dds| |€' (kt + (1 — ©)D)]dt
0

olur. w(x) fonksiyonu x = % simetrik oldugundan her t € [0, %] icin
1-(l-K)t l I-(l-k)t
f w(x)dx —f w(x)dx = f w(x)dx 4.4)
k 1-(l-k)t k+(-k)t
ve hert € E, 1] igin
I-(-k)t l k+(1-k)t
f w(x)dx —f w(x)dx = —f w(x)dx (4.5)
k 1-(I1-k)t I-(-K)t
yazilabilir ve &', [k, ] araliginda konveks oldugundan ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.3. “ de w(x) = 1 alinirsa

frew 1o

| " fk E(x)dx

<K [|z'(k>| (— 2oad i ”)> 0] (— S "))] (46)
elde edilir.

Ispat: (4.3) esitsizliginde w(x) = 1 almirsa

1-(1-k)t
f w(x)dx
k+(1—-k)t

h(t) =

=[l-(-kKt—k—-—(U-k)t|=U—-k)|1-2t|
olur ve bu ifade esitsizlikte yerine yazﬂlrsa

‘ 1 Sk +5D

.y > d ——ff(x)dx

— k[t mt 1 mt
— f |1—2t|sin?dt|€’(k)| +f |1—2t|cos?dt|€’(l)|l
0 0
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elde edilir. Son esitsizlikteki integraller asagidaki sekilde hesaplanirsa

1 o omt 2 o omt 1 oot
f |1 —2t|sin—dt = f (1 -2t)sin—dt + J (2t — 1)sin—dt
. 2 . 2 : 2

__ 2(-4+4V2-m)

2
%S

1 mt 3 mt 1 mt
f |1 — 2t|cos —=—dt = j (1—2t)cos—dt+f (2t — 1)cos—dt
0 2 0 2 %

2
2(-4+4v2—n)
_ —

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. &: 1 ‘c R - R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ,k,l € I k<

[, w: [k, 1] = R tiirevlenebilir ve % ’ye gore simetrik bir fonksiyon olsun, |§'|9,q >

1,% + % = 1, [k, l] araliginda konveks oldugundan

1 §(k)
I—k

! !
l 1
;_f( )jw(x)dx —m.f E()w(x)dx
k k

1 o[ t . t, 0
Sz(]o (h(t))pdt> UO (sin%|f(k)|q+cos%|€(l)|q>dtl 4.7)
Burada Vt € [0,1] i¢in

1-(1-k)t
h(t) = f w(x)dx
k

+(l-Kk)t

dir.

Ispat. (3.13) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip (4.4) ve (4.5) esitlikleri
w(x) in % ye gore simetrik bir fonksiyon oldugundan elde edilen A(t)
fonksiyonundan yararlanip Holder esitsizligi uygulanirsa

1 ¢k
I—k

! !
;g(l)fw(x)dx—ﬁf E(x)w(x)dx
k k

1/t 5/ (1 a
— 14 ! — q
£2<f0h (t)dt) OO |€"(kt + (1 —t)]] dt)

elde edilir. Son esitsizlikte |£'|9 “in trigonometrik fonksiyon oldugundan
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1 §(k)
I—k

l l
l 1
;f( )fw(x)dx —mf E()wx)dx
k k

1 1
1/t e t, t, a
<- f (h(0)"dt f <sinﬂ— 1€ (0)|" + cos—|¢ (1)|q) dt
2\J, o 2 2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonugc 4.1.2. Teorem 4.1.4° de w(x)=1 alinirsa

(B +E 1 !
‘ > = kfkf(x)dx
I-ks 1 % 2 1 1, '
s7<m) VAL GIAEOID (4.8)
elde edilir.
Ispat. Teorem 4.1.4 de w(x) = 1 almirsa h(t) = (I — k)|1 — 2t| oldugundan
(k) + &l 1 (¢
|€ ] E()‘z_k],f(")d"

1 1 A0E i
Sz(l—k)(joll—Ztlpdt> UO (sin%tlf’(k)lq+cos%t|€’(l)|q>dtl

T it p q
—dat
cos >

- 51 :Is"(k)l" | sinZde + g1 |

e k( 1 ) 238 (019 + 1€ DD |
2 \p+1 1

1

_l—k( 1
2

m) 2075 ATE (019, 1E 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Son yillarda yapilan c¢alismalarda cesitli konveks fonksiyonlar i¢in farkli integral
esitsizliklerine uygulandig1 bilinmektedir. Bunlardan birisi de trigonometrik konveks
fonksiyonlardir. Trigonometrik konveks fonksiyonlar Hermite Hadamard tipli
esitsizlikler lizerinde farkli yazarlar tarafindan irdelenmistir. Bu tezde trigonometrik
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard Fejer tipli esitsizliklerin hem sag tarafi
hemde sol tarafi i¢in yeni teoremler ve yeni sonuglar elde ettik.

Bu alanda calisan ve calismak isteyen yazarlar i¢cin bu trigonometrik konveks

fonksiyonlar farkli integral esitsizliklerine uygulanabilir.
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