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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
TSENG ALGORITMASI TABANLI YENI BiR PLUG-AND-PLAY
YAKLASIMI: PNP-TSENG VE SUPER COZUNURLUK UYGULAMASI

Eda Nur YILDIRIM
Erzurum Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Damisman: Prof. Dr. ibrahim KARAHAN

Stiper ¢oziintirliik, bulaniklik giderme, sikistirilmis algilama ve tomografi gibi goriintii
restorasyon problemleri genellikle bir optimizasyon problemi olarak formiilize edilir. Bu
problemlerin ¢oziimiinde, ISTA ve ADMM gibi proximal algoritmalar ile Plug-and-Play
(PnP) yaklasimlar1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Bununla birlikte mevcut PnP
yontemlerinin yakinsama hizi ve hesaplama maliyeti agisindan iyilestirme potansiyeli
bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda, mevcut PnP yontemlerine alternatif olarak Tseng'in
ileri-geri-ileri algoritmasi baz alinarak yeni bir algoritma olan PnP-Tseng gelistirilmistir.
Ortalamal1 operatorler i¢in tanimlanan bu algoritmanin iirettigi dizinin operatdriin sabit
noktasina yakinsadigi teorik olarak kanitlanmis ve algoritmanin minimize ettigi objektif
fonksiyonun varligi gosterilmistir. PnP-Tseng algoritmasinin performansi, siiper
¢Oziiniirliik problemi tizerinde PnP-ISTA ve PnP-ADMM algoritmalart ile karsilastirmali
olarak degerlendirilmistir. Deneysel sonuglar, 6nerilen PnP-Tseng algoritmasinin goriintii
kalitesi ve yakinsama Ozellikleri agisindan rekabetci performans sergiledigini ortaya
koymustur. Bu ¢alisma, Tseng algoritmasinin PnP cercevesine ilk kez entegrasyonunu

gerceklestirerek goriintii restorasyon literatiiriine teorik ve pratik katki saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Plug-and-Play, Tseng algoritmasi, Goriintii restorasyon, Siiper

¢ozliniirliik, Proximal algoritmalar.
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ABSTRACT

MASTER'S THESIS

A NEW PLUG-AND-PLAY APPROACH BASED ON THE TSENG
ALGORITHM: PNP-TSENG AND SUPER RESOLUTION APPLICATION

Eda Nur YILDIRIM

Erzurum Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ibrahim KARAHAN

Image restoration problems such as super-resolution, deblurring, compressed sensing, and
tomography are typically formulated as optimization problems. Proximal algorithms such
as ISTA and ADMM, along with Plug-and-Play (PnP) approaches, are widely used in
modern image restoration problems. However, existing PnP methods have potential for
improvement in terms of convergence speed and computational cost. In this thesis, a novel
algorithm called PnP-Tseng has been developed as an alternative to existing PnP
methods, based on Tseng's forward-backward-forward algorithm. It has been
theoretically proven that the sequence generated by this algorithm, defined for averaged
operators, converges to the fixed point of the operator, and the existence of the objective
function minimized by the algorithm has been demonstrated. The performance of the
PnP-Tseng algorithm has been evaluated comparatively with PnP-ISTA and PnP-ADMM
algorithms on the super-resolution problem. Experimental results reveal that the proposed
PnP-Tseng algorithm exhibits competitive performance in terms of image quality and
convergence properties. This study provides theoretical and practical contributions to the
image restoration literature by realizing the first-time integration of Tseng's algorithm

into the PnP framework.

Keywords: Plug-and-Play, Tseng algorithm, Image restoration, Super-resolution,

Proximal algorithms.
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1. GIRIS

Gorlintii isleme ve makine 6grenmesi gibi alanlarda kullanilan ters problemlerin
cozlimiine duyulan ihtiya¢ giderek artmaktadir. Bu problemlerin yapisi geregi, gozlem
verisinden orijinal modele ulasmak genellikle zor bir siire¢ oldugundan bu durum
gelismis matematiksel araclarin kullanilmasimi zorunlu kilar. Ozellikle ters problemlerin
iyi tanimlanmamuis yapisi; kararsiz ¢oziimler, bilgi kayb1 ve ¢6ziimiin giivenilirligine dair
belirsizlikler gibi ¢esitli zorluklar1 da beraberinde getirir. Bu nedenle, giivenilir ve
istikrarli ¢iktilar saglayabilmek i¢in ileri diizey modelleme ve optimizasyon yaklagimlari

bliylik 6nem tagimaktadir.

Bu baglamda 6ne ¢ikan temel uygulamalardan biri de goriintii restorasyonudur.
Bu tiir problemler, bozulma modeli ve gdzlemlenen verilerden yola ¢ikarak orijinal
goriintiiniin tahmin edilmesini amaclar. Bu siire¢, dogrudan gozlemlerden kaynak
goriintliye ulagsmanin miimkiin olmadig1 durumlarda ters problem ¢ergcevesinde ele alinir.
Gorilintlii restorasyonu problemleri, matematiksel olarak genellikle bir optimizasyon
problemi seklinde formiiliize edilir ve ¢6zlim, gdzlem modelinin yani sira probleme 6zgii
onciil bilgilere (prior knowledge) dayandirilir. Bu ters problemler genel olarak, bir
f:R" = Rveriduyarlilik terimi ve g: R" - R U {oo} diizenlilestirme fonksiyonu olmak

lizere,

min{f (x) + g(x)} (1.1)
x€ER
seklindeki optimizasyon problemi olarak formiilize edilirler.

Herhangi bir optimizasyon problemini ¢dzmeden Once, problemin yapisal
ozelliklerini analiz etmek ve buna en uygun ¢6ziim yontemini belirlemek son derece
onemlidir. Bu nedenle, tercih edilecek algoritma; degiskenler arasi iligkiler, ¢6ziim
uzaymin cesitliligi ve hedef fonksiyonun davranigi gibi cesitli etmenler géz oniinde
bulundurularak se¢ilmelidir. Bu baglamda Daubechies vd. (2004) tarafindan tanimlanan
iteratif biiziilme esikleme (ISTA) veya ileri-geri ayirma (FBS) algoritmasi, Glowinski ve
Marroco (1975) ve Gabay ve Mercier (1976) tarafindan ayr1 ayri1 tanimlanan ve artirilmis
Lagrange yontemlerinin alternatif yon uygulamasi olarak da bilinen ADMM algoritmasi,
ve Douglas ve Rachford (1956) tarafindan tanimlanan Douglas-Rachford ayirma (DRS)
algoritmasi1 literatiirde 6ne ¢ikan ve farkli problem tiirlerine basariyla uygulanmis

optimizasyon algoritmalarindan bazilaridir.



Gorlintli restorasyonu alaninda kullanilan bu model tabanli yontemler zaman
icinde geliserek, tak-calistir (Plug-and-Play (PnP)) yaklasimlar1 gibi esnek ve giiclii
cozlimler ortaya ¢ikarmistir. Bu yaklasimlarin ayirt edici yonii, gliglii ve Onceden
egitilmis denoising modellerinin dogrudan optimizasyon siirecine entegre edilerek, klasik

onciil tanimlamalarinin yerine kullanilabilmesidir.

PnP algoritmalarinin goriintii restorasyonundaki teorik temelleri, ilk kez 2013
yilinda Venkatakrishnan vd. (2013) tarafindan ortaya konulan PnP-ADMM yaklagimiyla
atilmistir. Bu caligmada, klasik ADMM c¢ergevesinde lineer olmayan goriintii filtreleri
proximal operatdr gibi kullanilarak yeni bir algoritma onerilmistir. Ancak, bu modelin
yakinsama garantisi bulunmamakta, Onerilen yap1 yalnizca sezgisel basartya
dayanmaktaydi. Bu eksikligi ilk ele alan ¢alisma Chan vd. (2016) tarafindan sunulmustur.
Arastirmacilar, algoritma ¢ercevesinde simirli denoiser kullanarak PnP-ADMM
algoritmasinin sabit bir noktaya yakinsadigini matematiksel olarak kanitlamistir. Bu

caligsma, PnP cercevesine ilk yakinsama garantisini kazandirmistir.

PnP algoritmalarinin teorik altyapisinin genigletildigi bir diger 6nemli katki, Chan
(2018) tarafindan getirilmistir. Bu ¢alismada, PnP algoritmalar1 grafik sinyal isleme
perspektifinden degerlendirilmis, filtreleme islemlerinin MAP (Maximum a Posteriori)
tahmini ile nasil iliskilendirilebilecegi agiklanmis ve denoiser kullaniminin teorik
temelleri daha da giiclendirilmistir. Ote yandan, Sun vd. (2018) tarafindan énerilen PnP-
SGD algoritmasi, onceki caligmalardan farkli olarak g¢evrim i¢i (online) 6grenme
paradigmasini sistemin i¢ine entegre ederek, veri akisina dayali biiyiik 6lgekli problemler

icin PnP yonteminin dlgeklenebilirligini gostermistir.

Chan vd. (2016) tarafindan PnP algoritmalarinin kararliligina dair yapilan teorik
analizler Gavaskar ve Chaudhury (2019) tarafindan devam ettirilmistir. Bu ¢aligma, Chan
vd. (2016) tarafindan sunulan sabit nokta yakinsaklifinin ispatinda bazi agilardan
tamamlanmamis oldugunu belirlemis ve bu eksikleri gidererek, daha genel kosullarda
yakinsakligin saglandigini ispatlamistir. Takip eden y1l, Gavaskar ve Chaudhury (2020)
bu yaklasimi ADMM disina tasiyarak PnP-ISTA algoritmasi i¢in sabit nokta
yakinsakligint c¢ekirdek tabanli denoiserlar c¢ergevesinde analiz etmis, bdylece

algoritmanin farkli optimizasyon yapilarina da uygulanabilecegini gostermistir.



Bu gelismeleri takiben, Ryu vd. (2019) tarafindan gelistirilen ¢alismada, derin
sinir aglarmin egitiminde Lipschitz siirekli ve genislemeyen kosullarini saglayan
denoiserlar kullanilarak, PnP algoritmalarinin bu kosullar altinda yakinsaklik garantisinin

saglanabilecegi ortaya koyulmustur.

Bu gelismeleri temel alan Nair vd. (2021) ise daha kapsamli bir katki sunmus;
yalnizca sabit nokta yakinsakligin1 degil, ayn1 zamanda algoritmanin minimize ettigi bir

objektif fonksiyona da yakinsadigini kanitlamistir.

2020-2021 yillarinda, Sun vd. (2020) tarafindan gelistirilen caligmalar
algoritmalarin biiyiik veri ortamlarinda galisabilirligine odaklanmis; paralel hesaplama ve
bellek yonetimi gibi miihendislik boyutlartyla PnP-ADMM’in pratik bir bigimde
caligsabilmesi saglanmistir. 2023 yilinda ise Kamilov vd. (2023) tarafindan sunulan
kapsamli bir derleme caligmasi ile PnP algoritmalarinin tarihsel gelisimi, uygulama
alanlari, yakinsama analizleri ve teorik yaklasimlar1 bir araya getirilerek literatiirde

yeterince ele alinmamig konulara dikkat ¢ekilmistir.

Yukarida Ozetlenen c¢aligmalardan yola ¢ikarak bu tez calismasinda, goriintii
restorasyonu i¢in literatiirde genis capta kullanilan Plug-and-Play yontemlerine yeni bir
katki sunulmaktadir. Tseng algoritmasinin bir tak calistir varyanti olan PnP-Tseng
algoritmas1 tanimlanmis ve teorik ozellikleri incelenmistir. Algoritmanin ortalamali
operatOrler i¢in sabit nokta yakinsaklig1 matematiksel olarak ispatlanmistir. Ayrica, PnP-
Tseng algoritmasinin ¢ozdiigli optimizasyon probleminin objektif fonksiyonunun
yakinsaklign da garanti altina almmustir. Onerilen ydntem, siiper ¢dziiniirliik (super-
resolution) problemine uygulanmis ve algoritmanin performans literatiirde yaygin olarak
kullanilan PnP-ISTA ve PnP-ADMM  algoritmalar1 ile karsilastirmali olarak
degerlendirilmistir. Deneysel sonucglar, PnP-Tseng algoritmasinin rekabet¢i bir

performans sergiledigini gdstermektedir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim olan girig boliimiiniin ardindan
ikinci boliimde tezde kullamilan temel kavramlar verilmektedir. Ugiincii boliim olan
arastirma bulgular1 boliimiinde ise elde edilen temel bulgular yer almaktadir. Dordiincii

ve son boliimde ise elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Bu baslikta tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilmektedir.
Tammm 2.1.1. V, F cismi lzerinde bir vektor uzay olsun. (-, '):V XV - F
doniistimii,

i. Vu € V igin (u,u) = 0 dir.

ii. Vu, v € V igin (u, v) = (u, v) dir.
iii. Vu, v,w € V i¢in (u + w, v) = (u, w) + (v, w) dir.
iv. Yu,v € V ve Vk € F igin, (ku,v) = k(u, v) dir.

sartlarin1 saglayan (-,-) doniisiimiine i¢ ¢arpim doniisiimii denir (Kolmogorov & Fomin,

1970).

Tanmim 2.1.2. N bir vektor uzay1 olsun. ||-||: N = R fonksiyonunun x noktasindaki

degeri ||x|| olmak tizere bu fonksiyon,
ND x|l =0=x=0
N2) llax|l = lal. llxI
N3) llx +yll < llxll + [yl

sartlarin1 saglarsa ||-|| fonksiyonuna bir norm fonksiyonu ve bu fonksiyon ile birlikte

(N, I ikilisine ise normlu uzay denir (Kreyszig, 2011).

Tamm 2.1.3. @ # A c R olmak tizere f: A — R bir fonksiyon,a € A" ve L € R
olsun. Eger Ve > 0 i¢in 0 < |x — a| < & iken, |f(x) — L| < € olacak sekilde bir § > 0

varsa, x — a iken f(x)’in limiti L’dir denir ve bu durum,
lim f(x) =1L
x—a

ile gosterilir (Rudin, 1976).

Tamm 2.1.4. @ # A c R olmak iizere f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.
Eger, her € > 0 ve |x — a| < & olacak sekildeki her x € A igin |f(x) — f(a)| < € olacak
sekilde bir § = &(a, €) > 0 varsa, f’ye a noktasinda siireklidir denir (Rudin, 1976).



Tamm 2.1.5. (x,) bir reel terimli dizi ve a € R olsun. Eger a sayisinin her bir
komsulugu, (x,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimlerini i¢eriyorsa,

(x) dizisi a sayisina yakinsiyor veya (x,) dizisinin limiti a’dir denir.

lim (x,,) =a veya(x,) —a
n—>oo

seklinde gosterilir (Rudin, 1976).

Tamm 2.1.6. X ve Y iki vektor uzay: olsun. Her x,y € X ve A, u € C (veya R)
igin,

T(Ax + py) = AT (x) + uT(y)

ozelligini saglayan T:X — Y doniisiimiine lineer operatdr veya lineer doniisiim ad1 verilir

(Kreyszig, 2011).

Tanmm 2.1.7. A ¢ R" konveks bir kiime olmak {izere f: A - R bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y € A ve her y € [0,1] i¢in
fx+ A=y <yf)+A-f»)
esitsizligi saglanirsa f’ye konveks fonksiyon denir (Rockafellar, 1970).

Tamm 2.1.8. X bostan farkli bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger, T(x) = x olacak sekilde bir x € X varsa, x noktasina T’nin sabit noktasi denir. T

'nin sabit noktalarinin kiimesi F (T') ile gosterilir (Agarwal, O’Regan, & Sahu, 2007).

Tamm 2.1.9. X ve Y iki normlu uzay T: X — Y bir donilisiim olmak {izere her

x,y € X igin,
ITx — Tyl < Ll[x — yl|

olacak sekilde bir L sabiti varsa T doniistimiine Lipschitz siireklidir denir. Eger L = 1 ise

T doniisiimiine genislemeyen, L < 1 ise T’ye daraltan doniigiim denir (Rudin, 1976).
Tanim 2.1.10. T: R™ — R" genislemeyen bir doniisiim ve 8 € (0,1) olmak iizere,
A=Q0A-0)I+6T

seklinde tanimlanan A operatoriine 8-ortalamalidir denir. Burada I, R™ iizerinde taniml
birim (6zdeslik) operatoriinii ifade etmektedir.

Bir baska ifadeyle eger

(1-3)14 14
0 0



doniistimii genislemeyen ise A operatorii 8-ortalamalidir. ( Bauschke ve Combettes,

2017).
Ornek 2.1.11. A: R —» R olmak iizere,
A(x) = |x|

operatoriinii ele alalim. Her x, y € R" igin,
|A(x) = AW = |Ixl = Iyl] < x =yl

esitsizligi saglandigindan A genislemeyen ve ayni zamanda ortalamali bir doniistimdiir.
Her ortalamali doniisiim ayn1 zamanda genislemeyen bir doniisiim olsa da, bunun tersi
genellikle dogru degildir. Bu duruma klasik bir 6rnek olarak T: R — R doniigiimiiyle

tanimlanan,
T(x) =—x

fonksiyonu verilebilir. Bu doniisiimiin genislemeyen bir doniisiim oldugu agiktir ancak

ortalamali degildir.

Tamm 2.1.12. R genisletilmis reel uzayr yani R U {+o0} gostermek iizere
:R" > R fonksiyonu i¢in eger f(x) < +o olacak sekilde x € R" varsa f'ye has
y g

(proper) fonksiyon ad1 verilir.f 'nin epigrafi ise
epi(f) = {(x,t) e R™":t > f(x)}

seklinde tanimlanir (Rockafellar, 1970).
Ornegin, f(x) = x? fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun epigrafi:
epi(f) = {(x,t) € R%:t = x?}

seklindedir. Geometrik olarak, y = x? paraboliiniin epigrafi, tanimlanan egrinin
tizerindeki noktalar1 ve egrinin i¢ bdlgesinde konumlanan tiim noktalar1 icermektedir.
Asagidaki sekilde, kirmizi egri y = x? fonksiyonunu, pembe bolge ise fonksiyonun

epigrafin1 gostermektedir.



Sekil 1. f(x) = x? fonksiyonunun epigrafi

Bir fonksiyonun epigrafi kapali ise fonksiyon kapali, epigrafi konveks ise

fonksiyon konvekstir. Buna gore f(x) = x? fonksiyonu kapali ve konvekstir.

Tamm 2.1.13. f: R" - R" diferansiyellenebilir bir dontisiim olsun. Eger f'nin

gradyani Lipschitz siirekli ise f'ye f-smooth doniisiimdiir denir. Yani,
IV (x) = VEO)Il < Bllx — Il
esitsizligi her x, y € R" i¢in saglaniyorsa f, f-smooth bir doniisiimdiir (Nesterov, 2004).
Ornegin, f(x) = %xz, x € R fonksiyonunun gradyan1 Vf(x) = x seklindedir.
Her x,y € Rigin
IVf(x) = Vi < |x =yl
esitsizligi saglandigindan, bu fonksiyon f = 1 i¢in smooth doniisiimdiir.
Tanmm 2.1.14. f: R™ - R U {+o0} kapali, has ve konveks bir fonksiyon olsun.
f’nin v noktasindaki proximal operatori,

prox;(v) = argmin(f () +3 llx — v3)

seklinde tanimlanir (Parikh & Boyd, 2013).

Tanima gore proximal operatér v noktasina yakin noktalar igerisinden f’yi minimize

eden noktayi seger.

Tanmm 2.1.15.9 # A € R" ve a € R" olsun. Egerherr > 0i¢in N'(a,7) N A #

@ ise a noktasina A kiimesinin bir y181lma noktasi denir.



2.2 Siiper Coziiniirliik Problemi

Stiper ¢oziintirlikk (SR) problemi, bir veya birden fazla diisiik ¢oziiniirlikli
goriintliden yararlanarak yiiksek c¢oziiniirliiklii goriintii elde etme problemidir. Bu
problem; uzaktan algilama sistemlerinde (uydu tabanli ve hava araci tabanh
goriintlileme), tibbi goriintiileme, panoramik goriintii olusturma (otomatik mozaikleme),
yol isaretleri ve ara¢ plakalarinin otomatik taninmasi, ultrason goriintiileme gibi pek ¢ok

farkli alanda uygulanmaktadir (Chopade ve Patil, 2015).

Stiper ¢Ozilniirlik probleminde gozlenen diisiik ¢oziiniirlikli goriintiiler,
genellikle giiriiltii ile bozulmus bi¢cimde elde edilmektedir. Bu nedenle, ¢oziimiin
kararliligini saglamak ve elde edilen yiiksek ¢oziiniirliiklii goriintiiniin kalitesini artirmak
amaciyla giiriiltii giderici (denoiser) operatorler kullanilmaktadir. Bu operatorler, temel
olarak gbzlem verisinde rastgele giiriiltii bilesenlerini bastirirken goriintiiniin yapisal
ozelliklerini (kenarlar, dokular, piiriizsiiz bolgeler) koruyan bir doniisiim olarak

tanimlanabilir. Matematiksel olarak, y bir giirtiltiilii g6zlem verisi olmak iizere, X = D(y)

seklinde ifade edilir. Burada D(-), giiriiltii azaltma fonksiyonunu, X ise giiriiltiiden
arindirilmis daha temiz goriintiiyli gdstermektedir. Bu tanimin uygulamadaki karsiligini,
literatiirde sunulan deneysel sonuglarla gorebiliriz. Giiriiltiilii bir goriintiiniin giiriiltii
giderme islemi sonrasi elde edilen temiz goriintiisii asagida karsilagtirmali olarak

sunulmustur.



Denoising using Deep
Neural Networks

Y

Noisy LR input image

Super-Resolution
using Deep Neural <«
Networks

Denoised HR output image

Sekil 2. Goriintii restorasyon siirecinin sematik gosterimi (Waseem vd., 2024)

Matematiksel olarak siiper ¢oziiniirliik problemi genel olarak
y=8Bx+n

seklinde modellenmektedir. Burada x € R™ yeniden elde edilmek istenen yliksek
¢Oztintirlikli goriintiiyl, y € R™ gozlemlenen diisiik ¢oztntirlikli gortintiiyti, B € R™"
bulaniklagtirma ¢ekirdegine karsilik gelen dongiisel matrisini, S € R™ ™ yiiksek
cozlinlirliiklii goriintiiyii belirli bir faktor ile seyrelten alt 6rnekleme matrisini ve 7 ise
glirliltiiyli temsil etmektedir. Asagida siiper ¢oziiniirlilk probleminde kullanilan temel

tanimlar verilmektedir.

Tamm 2.2.1. Her satir1 (siitunu) bir onceki satirin (siitunun) dongiisel bir

permiitasyonu olan kare matrislere dongiisel (circulant) matris denir (Gray, 2006).

Omegin bir nxn tipinde C matrisinin her satir1 bir {ist satirin saga
kaydirilmasiyla elde ediliyorsa bu matris dongiiseldir. Eger ¢ = (¢, ¢4, ..., Cp—1) € C" bir

vektor ise, bu vektorden elde edilen C € C™™ dongiisel matrisi

€0 Cpn-1 Cn—z . C1

(o} o  Cpn-q - Cy

C = circ(cy, €1, oy Cpoq) =| G2 o} Cog o C3
Cn-1 Cn—2 Cn-3 ** Cp



seklinde tanimlanabilir. Ozel olarak 5 X 5 boyutunda bir déngiisel matrisin ilk siitun
vektoriinii ¢ = (1,2,3,4,5)" seklinde secelim. Bu durumda bu vektorden elde edilen

dongiisel matris

1 5 4 3 2
2 1 5 4 3
C=|3 2 1 5 4
4 3 2 1 5
5 4 3 2 1
seklinde olabilir.

Tanmm 2.2.2. Goriintii/ses isleme ve sinyal isleme alaninda kullanilan yiiksek
boyutlu bir sinyali veya goriintiiyli belirli bir kurala gore daha diisiik boyutlu bir vektore
indirgeyen matrise alt 6rnekleme matrisi denir. Bu boyut azaltma iglemi y = Sx olarak
tanimlanmaktadir. Burada x € R™ orijinal yliksek boyutlu veriyi, y € R™ gozlemlenen
veriyi ifade eder. S ise her satirinda bir adet "1" bulunan, diger tiim elemanlar: sifir olan
orijinal verinin belirli bilesenlerini segmeye yarayan bir se¢cim matrisidir. Matematiksel

olarak S € {0,1}™*™ seklinde ifade edilir.

Ornegin,

ele alalim. S € {0,1}?*>
0010 0 0
s=lo 001 o

olmak tzere

elde edilir.

Alt 6rnekleme kavraminin temeli, Srnekleme teorisine dayanmaktadir. Ornekleme
teorisinin ilk matematiksel temelleri Whittaker (Whittaker, 1915) tarafindan ortaya
konmus, Nyquist (Nyquist, 1928) minimum o6rnekleme hizini1 tanimlamis ve Shannon
(Shannon, 1949) bu sonuglart modern iletisim teorisi ¢ercevesinde sistematik hale

getirmistir.
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Alt 6rnekleme igleminin siiper-¢oziiniirlilkte kullanilan ileri model igerisindeki

rolii, asagidaki sekilde sematik olarak gosterilmistir.

N2

T

f

Sekil 3. Alt 6rnekleme islemi (Unser, 2019)

Tanim 2.2.4. Bir goriintii lizerinde yerel filtreleme islemi gerceklestiren kiiciik
boyutlu agirlik matrisine ¢ekirdek matrisi denir. Cekirdek boyutu genellikle 3 X 3,5 X
5, ... gibi tek say1 secilir ve genelikle satirlar1 toplami 1 olacak sekilde alinir (Nair vd.,

2021).

Tamm 2.2.5. Bir kare matrisin, yalnizca ana kdsegeninde yer alan elemanlarinin
stfirdan farkli, diger tim elemanlarinin ise sifir oldugu matrise kosegen matris denir.
Matematiksel olarak, D € R™™ kare matris olmak tizere,

dy;, =],

D = (d;;) € R, d;; = {0, i#],
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saglaniyorsa D’ye kosegen matris denir (Meyer, 2000).

Tanim 2.2.6. A € R™" bir kare matris, P tersinir matris ve D kdsegen bir matris
olmak iizere, A = PDP~! esitligi saglaniyorsa, A matrisine kosegenlestirilebilir
(diagonalizable) matris denir. Burada P, A’nin 6zvektorlerinden olusur, Dise A’nin

Ozdegerlerini kosegenine yazarak olusturdugumuz matristir (Strang, 2016; Meyer, 2000).
2.2.1. Denoiser Cesitleri

Denoiser, giirliltiiyle bozulmusg bir goriintliniin temiz (giiriiltiisiiz) tahminini elde
etmeyi amaclayan bir operatordiir. Matematiksel olarak giiriiltii giderme (denoising)
problemi, y = x + n seklinde ifade edilir. Burada y gozlenen giiriiltiili goriintii, x
bilinmeyen temiz (ger¢ek) goriintli ve n giirtiltiiyli temsil etmektedir. Bir baska deyisle
denoiser, y’den x’in en iyi tahminini elde etmeye calisan bir operatdr olarak da ifade

edilebilir.

Girtlti gidericiler, son yillarda hem klasik optimizasyon tabanli hem de modern
derin ag tabanli siliper-¢oziiniirliikk algoritmalarinin temel bilesenlerinden biri haline
gelmistir. Bu baglamda literatiirde siklikla kullanilan bazi giiriiltii giderici tiirleri

verilecektir.

Giirtlti giderme isleminde lineer denoiserlar giris goriintiisiine sabit katsayilardan
olusan bir lineer doniisiim uygular ve elde edilen ¢iktiy1 girisin lineer bir kombinasyonu
olarak iiretir. Matematiksel olarak bir lineer denoiser, D:R"™ — R™ ve girdi goriintiisii
x € R" olmak tiizere, D(x) = Wx bi¢ciminde ifade edilir. Burada W € R™ " sabit
katsayilardan olugan filtre matrisini temsil eder. Bu tiir denoiserlar, girise bagli olarak
davraniglarin1 degistirmedikleri icin dogrusal (lineer) olarak adlandirilir (Athalye vd.,

2021).

Cekirdek (kernel) tabanli giiriiltii gidericiler yapisal olarak lineer giiriilti
gidericilerin 6zel bir alt smifidir. Bu baglamda ¢ekirdek tabanli giiriiltii gidericiler,
giiriiltiilii bir goriintiiyli pikseller arasindaki benzerliklere bagli bir agirliklandirma ile

isleyerek giiriiltiisiiz bir ¢ikt1 {ireten lineer doniisiim olarak ifade edilir.

Siirlt giiriiltii gidericiler, denoising isleminden sonra elde edilen ¢iktinin giris
goriintiisiinden belirli bir sabit kadar sapmasina izin veren operatdrlerdir. Bu durum her

x € R" igin,
ID(x) — x|l < ¢
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seklinde tanimlanir. Burada D (+) giiriiltii giderme operatdriinii, x girig goriintiislinii ve
¢ > 0 bir sabit siir degerini temsil eder. Bdylece denoiser, goriintiiyli giiriiltiiden

temizlerken orijinal goriintiiden kontrolsiiz bicimde uzaklastirmaz (Ryu vd., 2019).

Ortalama filtre ve Gaussian filtre gibi klasik lineer giiriiltii gidericiler, standart
tanimlart altinda smirli operatorlerdir. Bu filtrelerde her bir ¢ikis pikseli, komsu
piksellerinin agirlikli ortalamasi olarak hesaplanir, bu hesaplamada bir pikselin degeri
hi¢bir zaman komsulardaki degerlerin en diisiigiinden daha diisiik veya en yiikseginden
daha yiiksek olamaz. Bu durumda c¢ikti, giris degerlerinin disina tagmayarak giris

goriintlisiinden belirli bir mesafe i¢inde kalir (Gonzalez ve Woods, 2018).

Bir goriintiide bir¢cok desen ve yap1 goriintli boyunca tekrar eder. Yerel olmayan
(Non-Local) giiriiltii gidericiler, goriintiideki bir pikselin etrafinda tekrar eden yamalar
arasindaki benzerligi yalnizca yerel komsulukta degil, goriintii boyunca uzak bolgelerde
de tahmin eder ve her pikselin temiz degerini tiim goriintiideki benzer yamalarin agirlikli
ortalamasiyla hesaplar. Bu yaklagim daha sonra BM3D, NLM ve NLB gibi modern non-

local yontemlerin temelini olusturmustur (Buades vd., 2005).

Ogrenilmis veya derin 6grenme tabanli denoiserlar, temiz ve giiriiltiilii
goriintiilerden olusan bir veri setinde goriintiiler arasindaki farkliliklar1 tespit edererek,
yeni giiriiltiilii goriintiileri temizleyebilecek bir fonksiyon Ogrenir. Bu veri odakl
operatdrler, CNN tabanli yontemler (DnCNN, FFDNet, DRUNet), optimizasyon a¢ilimi
(unrolling) ile elde edilen modeller (IRCNN, TNRD), iiretken (generative) model tabanli
denoiserlar (GAN, VAE, flow modelleri) ve score-based/diffusion denoiser’larini
kapsamaktadir. Bu yontemler modern siliper-¢oziiniirlik ve Plug-and-Play
algoritmalarinda klasik yontemlere kiyasla ¢ok daha yiiksek modelleme kapasitesine

sahiptir (Zhang vd., 2017; Wang vd.,2020 ).
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3. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

3.1. PnP-Tseng Algoritmasi ve Yakinsaklik Teoremleri

Bu boliimde literatiirde yer alan Tseng algoritmasi (Tseng, 2000) baz alinarak yeni
PnP-Tseng algoritmasi tanimlanmistir. Tanimlanan algoritmanin ortalamali operatorler
icin sabit nokta yakinsaklik teoremleri ispat edilmis ve minimizasyon problemine
uygulamas1 verilmistir. Ayrica algoritmanin etkinligini gostermek amaciyla siiper
cozlinilirliik problemi tizerinden PnP-ISTA, PnP-ADMM algoritmalar1 ve Bikiibik

yontemi ile karsilastirilmistir.

PnP-Tseng algoritmasini vermeden Once literatiirde yer alan ve sik¢a kullanilan
ADMM, ISTA ve DRS algoritmalarinin klasik versiyonlar1 ile PnP versiyonlar1 asagidaki
tabloda verilmistir. Bu tablo algoritmalarin PnP versiyonlarinin nasil tanimlandigin

anlamada kolaylik saglayacaktir.

ADMM PnP-ADMM
X1 = Proxp,-1,(yg — zi) Xiv1 = Prox,-1(yg — zi)
Vi1 = Proxp-15(Xp41 + 2i) Vir1 = D(xpyr + zg)
Zi+1 = Zk — Xg+1 T View1 Zi+1 = Zk — Xg+1 T View1
ISTA PnP-ISTA

Zisr = X — P~V (x)
Xe+1 = PT'OXp—lg(Zk+1)

DRS PnP-DRS

X1 = D — p~ V(%))

Xk+1)2 = Proxp—1f(zk) Xk+1)2 = Proxp—1f(zk)
Yk+1 = Proxp_lg(xk+1/2 = Zk) | Vi1 = D(xk+1/2 — Zy)

Zk+1 = Zg — Xg+1/2 T Vie+1 Zk+1 = Zg — Xg+1/2 T Vie+1

Tablo 1. Baz1 Algoritmalar ve PnP Versiyonlar

Yukarida verilen algoritmalardan yola ¢ikarak bu tez ¢alismasinda yeni

tanimlanan PnP-Tseng algoritmasi,

{ Ve = D(xx — AVf(xy))
Xeer = Ve — AV (i) — VI (x))

seklindedir.

14



Asagida oOncelikle ana teoremimizin ispati i¢in gerekli olan ve ortalamali

operatdrler ile ilgili bazi lemmalar ifade ve ispat edilecektir.
Lemma 3.1.1. T, A — ortalamali bir doniisiim ve a € (0,1] olsun. Bu durumda
B=1—a(l—-1)

olmak iizere, aT doniisiimii f —ortalamalidir.

Ispat: « € (0,1] ve § = 1 — a(1 — 1) olmak iizere, aT = (1 — B)I + U olacak
sekilde genislemeyen bir U doniisiimiiniin var oldugunu gostermek yeterlidir. S

geniglemeyen bir doniisiim ve A € (0,1) olmak tizere T, A — ortalamali oldugundan
T=0-1)I+1S

yazilir. f = 1 — a(1 — 1) oldugundan @l = a +  — 1 dir. Buradan

al =a(l—-AN)I + alS

a+ﬁ—1)5

=a-pr+p(—

a+

oldugu goriiliir. S genislemeyen bir doniisiim ve | £_1| < 1 oldugundan, U = |%B_1| S
doniisiimii de geniglemeyendir.
Lemma 3.1.2. T} a; —ortalamali, T, a, — ortalamali ve a; < a, < % olsun. Bu

durumda T; — T,, 1 — a, + a4 ortalamalidir.

Ispat: T; ve T, ortalamali operator oldugundan, T; = (1 — ;)] + a;S; ve T, =
(1 — ay)I + a,S, olacak sekilde S; ve S, genislemeyen doniistimleri vardir. 8 =1 —

a, + a, olarak alinirsa,

T1 - Tz = (1 - 0(1)1 + alsl - ((1 - az)l + azsz)
= (az —ap)l + (15; — a3S;)

= (1 - 9)[ + 9 CZlSl - azsz
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1

elde edilir. Simdi U = a1S; — a,S, doniisiimiiniin genislemeyen bir doniisiim

1-a,+aq
oldugunu gosterelim. Gergekten, a; < a, S% oldugundan 0 < % <1 dir.
—2 1
Buradan,
”Ux - Uy” = _; l(@181x — @3 S2%) — (a151y — @25 ¥)|
l—a,+a;
1
“Tata llay (S1x — $1¥) — az(S2x — S2p)|
2 1
1
< [Rp—— (aqllx = yll + ez llx — yID
= [T ey
< llx =yl

elde edilir. Buradan U genislemeyen bir doniisim olup Ty —T,, 1—a,+a;

ortalamalidir.

Lemma 3.1.3. f konveks ve [ smooth bir fonksiyon, 6 € (0,1) ve
A > 0 olmak iizere D ise ortalamali bir doniisiim olsun. Bu durumda I" € [ﬁ + ;, 1)

olmak tiizere,

T =Vf(D( — AVf)) = Vf
doniisiimii I' —ortalamalidir.

Ispat: T* = (1 — I')I + T'S olacak sekilde genislemeyen bir S doniisiimii ve bir I
sabitinin var oldugunu gostermeliyiz. Denk olarak

s=ip 125

T r
seklinde verilen S doniisiimiiniin genislemeyen oldugunu gdsterelim. Bu durumda her
x,y € R" i¢in,

1 1-T 1 1-T
ISx = Syl = ”(FT* —Tl)x - (—T* ——I)y”
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1-T
— =)

1

r
T llx — Il (3.1)

1
<ZITx =Tyl +

elde edilir. Diger taraftan Vf, f — Lipschitz siirekli ve D(I — AVf) doniisiimii ortalamali

oldugundan
IVfx = Vfyll < Bllx = yll ve IDU = AV)x = DU = AVH)yll < llx — vl
yazilir. Bu durumda,
IT*x = T*yll = ||VF(DU - AVF))x — Vfx —VF(DU — AVE))y + Vfy|
< |IVf(DU = AVN))x = VF(DU — AVH))y| + IVFy — Vfx|
< BIDU = AVf)x = DU — AV )yll + Bllx — vl
< Bllx —yll + Bllx =yl

< 2Bllx =yl

elde edilir. (3.1) esitsizliginden,

1 —-T

[ISx — Syl < p2Bllx =yl + —F—llx =yl
26+1-T
=—— llx-vl

2B+1-T

yazilir. § +% < T <1, oldugundan < 1 elde edilir. Buradan S’nin genislemeyen

bir doniisiim oldugu dolayisiyla T* doniisiimiiniin ortalamali oldugu goriiliir.

Lemma 3.14. T;, a —ortalamali ve T,,  —ortalamali bir doniisiim olsun. Bu

durumda T; o T,, o + f(1 — a) ortalamalidir.

Lemma 3.1.5. T 6-ortalamali bir operator, F(T) # @ ve x, T nin tanim kiimesine
ait keyfi baslangic noktast olsun. Bu durumda, x;,; = T(x;) seklindeki Picard

iterasyonu tarafindan tiretilen (x;)yso dizisi F(T)i¢indeki bir x*noktasina yakinsar.

Lemma 3.1.6. f konveks ve § smooth bir fonksiyon, 8 € (0,1) ve 1 > 0 olmak

lizere D ortalamali bir doniisiim olsun. F (Trseng) # @ olmak lizere,

TTseng:DO(I_AVf)_A(VfoDo(I_/lvf)_vf)
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olsun. Bu durumda PnP-Tseng algoritmasi tarafindan iiretilen {x,} dizisi, Trseng
doniistimiiniin bir sabit noktasina yakinsar.
Ispat: Trseng dOnlisiimiiniin ortalamali oldugunu gostermek yeterlidir. Teoremin

sartlart altinda, (I — AVf) doniisiimiiniin /22—/1 —ortalamal1 oldugunu bilinmektedir. Lemma

3.1.4.’den D o (I — AVf) doniisiimii 8 + %(1 — 0) ortalamalidir. Lemma 3.1.3e gore
T*=(VfoDo(I —AVf)—Vf) doniisimii ' ortalamaldir. Lemma 3.1.1’den AT*

doniisiimii 1 — A(1 — I') ortalamalidir. Lemma 3.1.2°den Trgepg doniisiimii A(1 —T) +

0 (% — 1) — % ortalamalidir. Lemma 3.1.5’den {x,, } dizisi Trsepn, doniisiimiiniin sabit

noktasina yakinsar.

Simdi, iki fonksiyonun toplaminin minimum noktalarmi bulmaya yonelik bazi
sonuglar verilecektir. Bunun i¢in ilk olarak, bir fonksiyonun alt diferansiyelinin tanimina

ihtiya¢ vardir.

fiR™ > R U {0} kapali ve has bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f’nin alt

diferansiyeli

Of ) :={zeR™f(y) - f(x) 2 (z,y —x)},Vy ER"

seklinde tanimlanmaktadir. Ornegin, f: R — R olmak iizere f(x) = |x| fonksiyonunun

alt diferansiyeli,

{13, x>0
of (x) =<[-1,1], x=0
{—-1}, x<o0

seklindedir.

f:R" - R fonksiyonunun konveks ve tiirevlenebilir ve g: R" - R U {400}
fonksiyonunun ise kapali, has ve konveks olmasi durumunda bir x* noktasinin f(x) +
g(x)'in minimizeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart x* noktasinin Prox;q,(I — AVf)
doniislimiinlin sabit noktas1 olmasidir. Dolayistyla bu iliski kullanilarak, sabit nokta

iterasyonlari iki doniigiimiin toplaminin minimumunu bulmak i¢in kullanilabilmektedir.

D(x) = Hx seklinde R" iizerinde tanimli lineer denoiserlarin kiimesi ¥ olsun.
Burada H, kdsegenlestirilebilir ve 6zdegerleri [0,1] araliginda olan bir matristir. Eger K,

H'nin 6zvektOr matrisi ise
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(x,y) = (K *x,K"ty), (3.2)

seklinde tanimli doniisiim bir i¢ ¢arpim donilisiimiidiir. Burada (., . ),, R™deki standart i¢

carpimdir.
Lemma 3.1.7. D € Y olsun. Bu durumda,
a. D, R™deki (3.2) i¢ carpima gore bir kapali, has ve konveks sp: R* = R U {400}
fonksiyonunun proximal operatdriidiir.
b. Her @ € E, 1) icin D, (R"™,(.,.)) uzaymda 6 —ortalamalidir.
c. Sp nin R(H) kiimesine kisitlamasi reel degerli ve siireklidir.
D kapali, has ve konveks s, fonksiyonunun proximal operatorii oldugundan, PnP-

Tseng algoritmasinda D yerine Prox,,(x) yazilabilir. Buradan asagidaki 6nermeler

aciktir.

Onerme 3.1.8. D € Y olsun. PnP-Tseng algoritmasinin iterasyonlar,
min f(x) + Asp(x) (3.3)
x€R™

minimizasyon problemini ¢6zmek i¢in uygulanan Tseng algoritmasinin iterasyonlari ile
Ozdestir.

Onerme 3.1.9. f:R™ - R konveks ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
g:R™ - R U {+00} kapal, has ve konveks bir fonksiyon, D = Prox;,(x) ve x*, Trseng
doniistimiiniin sabit noktasi olsun. Bu durumda (D o (I — AVf))(x*) doniisimii f + g’in
minimizeridir.

Ispat: B =D o (I — AVf) olsun ve x* m Trseng dOnilisimiiniin sabit noktasi
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

(B—A(VfoB—VYf))(x*) =x* & Bx*—AVf(Bx") + AVf(x*) = x*

e (I=-2avH)(Bx") = U - V) (x")
yazilir. Son iki esitligin her iki tarafina D uygulanirsa B(Bx*) = Bx™ elde edilir. Bu
durumda Bx*, B’nin sabit noktasidir. Boylece sabit nokta ve minimizasyon problemi
arasindaki iliskiden D o (I — AVf)(x*)’in f(x) + g(x)’in minimizeri oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.10. D €Y ve (.,.), B tarafindan iretilen i¢ ¢arpim olsun. f’in
konveks ve f —smooth bir fonksiyon oldugunu ve Trgen, dOniigiimiiniin sabit

noktalarinin kiimesini bos kiimeden farkli oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi
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A >0 ve R™den secilen keyfi bir baslangic noktasi i¢in, PnP-Tseng algoritmasi

tarafindan tiretilen (y,,) dizisi (3.3)’lin minimizerine yakinsar.

Ispat: Teoremin varsayimlar1 altinda, Lemma 3.1.6’den PnP-Tseng algoritmast
tarafindan tiretilen (x,, ) dizisinin Ty, g dOniisiimiiniin sabit noktasi olan x*a yakinsadigi

sonucuna ulagilir.

Lemma 3.1.7°den D ortalamali bir doniisiim ve f, f —smooth bir fonksiyon
oldugundan, D o (I — AVf) déniisiimiiniin siirekli oldugu aciktir. Dolayisiyla D, sp
dontisiimiiniin proximal operatorii olmak tizere (y,,) dizisi f(x) + sp(x) operatoriiniin

minimizeri olan D o (I — AVf)(x™) noktasina yakinsar.
3.2. PnP-Tseng Algoritmasimmin Siiper Coziiniirlilk Problemine Uygulamasi

Bu baglik altinda siiper ¢oziiniirliikk problemi i¢in gelistirilen Plug-and-Play (PnP)
algoritmalariin performansini karsilastirmak amaciyla kapsamli deneysel caligmalar
gerceklestirilmigtir. Yapilan ¢alismada, Bikiibik interpolasyon yontemi temel yontem
olarak ele alinmig PnP-ISTA, PnP-Tseng ve PnP-ADMM algoritmalar1 ayn1 test kosullari
altinda degerlendirilmis ve elde edilen sonuglar hem niceliksel hem de niteliksel olarak

analiz edilmistir.

Stiper ¢oziiniirliik problemi, diisiik ¢o6ziiniirliiklii bir gézlem goriintiisiinden

yiiksek ¢ozilintirliiklii bir goriintii elde etmeyi amaglar. Matematiksel olarak bu problem,
y =S8SBx +n

seklinde modellenebilir. Burada y diisiik ¢oziiniirliikli gézlem goriintiisiinii, x aranilan
yiiksek ¢oziiniirlikli goriintiiyli, B bulaniklastirma operatoriinii (genellikle Gaussian
cekirdek), S alt drnekleme operatoriinil ve n giiriiltii terimini temsil etmektedir. Bu ters
problemin ¢6ziimii i¢in veri uyum terimi ile diizenlilestirme terimin toplamindan olusan

bir amag fonksiyonu minimize edilir. Genel formiilasyon, min{||SBx — y||* + AR(x)}
X
seklinde olup buradaki f(x) = % ly — SBx||3 fonksiyonunun gradyanu,
Vf(x) =D 'BTST(SBx —y)

seklindedir. Burada D operatorii giiriiltii gideren denoiser operatoriidiir. Bu
formiilasyonda ||[SBx — y||? terimi veri uyum terimini, R (x) diizenlilestirme terimi ve 1
bu iki terim arasindaki dengeyi kontrol eden diizenlilestirme parametresini ifade eder.

Klasik yaklagimlarda diizenlilestirme terim genellikle analitik bir fonksiyon olarak
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tanimlanirken, Plug-and-Play yontemlerinde bu terim bir giiriiltii giderme algoritmasi ile
dolayl1 olarak ifade edilir. Elde edilen goriintiilerin kaliteleri Tepe Sinyal-Giiriiltii Orani
(PSNR) ve Yapisal Benzerlik Endeksi (SSIM) ile olgiilecektir. Bu degerler sirasiyla

2

PSNR = 10log10
8 MsSE

Ve

(2ueny, + €1) (204, + C,)
(u,zcuf, + Cl)(a,§ + ¢ + Cz)

SSIM(x,y) =

seklinde tanimlanmaktadir. Bu esitliklerde MSE ortalama karesel hatayi, L tepe sinyal
degerini, u, ve pysirasiyla x ve y goriintiilerinin ortalama piksel degerlerini, o7 ve o)
sirastyla x ve y’nin varyanslarini, oy, x ve y arasindaki kovaryansi ve C; ile C; ise
paydalarin kii¢lik oldugu durumlarda bolme iglemini kararli hale getirmek i¢in kullanilan

sabitlerdir.

Deneysel caligmalarda gri seviyeli bir test goriintiisii kullanilmistir. Goriintiiye
once 9 X 9 boyutunda standart sapmas1 1,0 olan Gaussian bulaniklastirma uygulanmus,
ardindan 2 kat alt-6rnekleme yapilmis ve son olarak standart sapmast 10/255 olan
Gaussian beyaz giriiltii eklenmistir. Bu degradasyon siireci ger¢ek diinya
uygulamalarinda karsilagilan tipik bir siiper ¢oziiniirlilk senaryosunu simiile etmektedir.
Elde edilen diisiik ¢oziiniirliiklii gozlem goriintiisiinden yiiksek ¢oziiniirliiklii goriintiiniin

geri kazanilmasi hedeflenmistir.

Tiim PnP algoritmalari igin ortak parametreler kullanilmistir. Iterasyon sayis1 20
olarak belirlenmis, adim biiyiikliigii parametresi p = 0,001 olarak secilmistir. Giiriilti
giderme operatdrii olarak Non-Local Means (NLM) algoritmasi kullanilmis ve giiriilti
giderme giicli parametresi o = 20 olarak ayarlanmigtir. Bu parametreler deneysel

caligmalar sonucunda optimal performans saglayacak sekilde belirlenmistir.

Daha o©nce bahsedildigi tlizere PnP-ISTA algoritmasi, ileri-geri ayrigtirma
yonteminin Plug-and-Play cergevesiyle birlestirilmesiyle elde edilmistir. Algoritmanin

her iterasyonunda 6nce

Zr = Xx — V[ (X))
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seklinde gradyan adimi atilir. Burada f(x) = ||[DHx — y||* veri uyum fonksiyonunu

ve T adim biiytikliigiinii temsil eder. Gradyan hesaplamasi i¢cin A = DH olmak {izere,
Vf(x) = AT(Ax — )
formiilii kullanilir. Ardindan

Xx+1 = Denoise(zy)

esitligi ile giiriilti giderme adimi uygulanir. Bu basit yap1 sayesinde algoritma
uygulanmasi kolay ve hesaplama agisindan verimlidir. Ancak gradyan adiminin sabit bir
adim  biyiikligli ile  gerceklestirilmesi  bazt  durumlarda  yakinsamay1

yavaglatabilmektedir.

Deneysel calismalarda PnP-ISTA algoritmasi 6,4 saniyede tamamlanmis ve 26,15
dB PSNR degerine ulasmistir. SSIM degeri 0,7264 olarak Sl¢iilmiistiir. Algoritmanin
yakinsama davranisi incelendiginde, ilk birkag iterasyonda hizli bir iyilesme gozlenmis,
daha sonra yavas ama istikrarlt bir ilerleme kaydedilmistir. Bikiibik interpolasyon
yontemine gore 1,68 dB PSNR artisi saglanmistir. Gorsel karsilagtirmalar incelendiginde,
PnP-ISTA'nin kenar detaylarim1 koruma konusunda Bikiibik'e gore belirgin stiinliik

gosterdigi ancak bazi bolgelerde hafif bulaniklik olusturdugu gézlemlenmistir.

Bu tezde tanimlanan PnP-Tseng algoritmasi, PnP-ISTA'nin gelistirilmis bir
versiyonudur ve ¢ift gradyan diizeltmesi mekanizmasi kullanir. Algoritmanin iterasyon
yapist su sekildedir: once PnP-ISTA ile aym sekilde gradyan adimi atilir ve giiriiltii
giderme uygulanir:

z = xp — TV (%)
ve

v, = Denoise(zy)

Ancak Tseng algoritmasinda ek bir diizeltme adimi1 bulunur. Giiriiltii giderilmis goriintii

v lizerinde tekrar gradyan hesaplanir ve

Xier = Vg — TV (i) — VF(x))

seklinde diizeltme yapilir. Bu diizeltme terimi, giiriiltii giderme operatdriiniin neden
oldugu sapmalar1 telafi eder ve algoritmanin yakinsama o&zelliklerini iyilestirir.
Matematiksel olarak bu diizeltme, monoton operatorler teorisinde Tseng'in ileri-geri-ileri

yonteminden tiiretilmigtir.
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Deneysel sonuglara gore PnP-Tseng algoritmast 6,4 saniyede ¢aligmay1
tamamlamis ve 26,22 dB PSNR degerine ulagmigtir. SSIM degeri 0,7269 olarak
Ol¢lilmiistlir. PnP-ISTA'ya gore 0,07 dB PSNR artis1 saglanirken, hesaplama siireleri ise
aynidir. Bu sonug, c¢ift gradyan diizeltmesinin goriintii kalitesinde iyilesme sagladigini
gostermektedir. Bikiibik interpolasyona gore ise 1,74 dB PSNR artis1 elde edilmistir.
Yakinsama grafikleri incelendiginde, PnP-Tseng algoritmasinin PnP-ISTA'ya gore daha
diizgiin bir yakinsama gdosterdigi belirlenmistir. Gorsel incelemede, 6zellikle yiiksek
frekansli detaylarin korunmasinda PnP-Tseng'in PnP-ISTA'dan daha basarili oldugu
tespit edilmistir.

PnP-ADMM algoritmasi, ¢arpanlarin alterne yon yontemi (Alternating Direction
Method of Multipliers) optimizasyon yonteminin Plug-and-Play cercevesiyle

entegrasyonuna dayanir. ADMM, orijinal problemi
min ||[SBx — y||? 6ylekix = v

seklinde iki degigskenli bir probleme doniistiiriir. Bu kisit, artirllmis Lagrangian

fonksiyonu
LCx,v,w) = |ISBx — ¥|I* + (p/2)llx — v + u]|?

kullanilarak ele alinir. Algoritma ii¢ adimdan olusur. ilk olarak x-giincelleme adiminda
veri uyum terimi ve artirtlmis Lagrangian terimi birlikte minimize edilir. Bu adim

gradyan inisi ile yaklagik olarak ¢oziiliir:
Xg+1 = Xp — T(Vf(xk) + p(xp — v + uk))-

Ikinci adimda v-giincelleme yapilir ve
Vry1 = Denoise(xp,q + ug)

seklinde giiriiltii giderme operatdrii uygulanir. Ugiincii adimda ikili degisken,
Ugrr = U + (K41 — Vi)

esitligi yardimiyla giincellenir. Bu ii¢ adimli yap1 sayesinde ADMM, veri uyum ve

diizenleyici terimleri ayristirarak her birini en uygun sekilde isler.

PnP-ADMM algoritmas1 deneysel ¢aligmalarda 7,0 saniyede tamamlanmis ve
26,14 dB PSNR degerine ulagsmistir. SSIM degeri 0,7256 olarak Olciilmiistiir. Bikiibik
interpolasyona gore 1,67 dB PSNR iyilestirmesi saglanmistir. Hesaplama siiresi agisindan

en yavas algoritma olmustur. Ancak dikkat cekici bir gézlem, PnP-ADMM'nin
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yakinsama davranisinda ortaya ¢ikmistir. Algoritma ilk 5-6 iterasyonda hizli bir iyilesme
gostermis, ancak daha sonra platoya ulagsmis ve ileriki iterasyonlarda belirgin bir gelisme
kaydedilememistir. Bu durum, PnP-ADMM'in ikili degisken mekanizmasinin erken
yakinsamasindan kaynaklanmaktadir. Gorsel kalite agisindan PnP-ADMM'nin sonuglari
PnP-ISTA ve PnP-Tseng ile olduk¢a benzerdir, ancak bazi detaylarda PnP-ISTA ve PnP-
Tseng kadar keskin olmadig1 gézlemlenmistir. Algoritmalarin yakinsama analizleri ile

ilgili gafikler asagidaki sekillerde goriilmektedir.

PSNR Convergence

26.25 -
26.00 -
25.75
@ 25.50 - —— PnP-ISTA
2 = PnP-Tseng
$ —— PnP-ADMM
¥ 25.25 1 I i
4 25.25 Bicubic
25.00 -
24.75
24,50 == == e e
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5

Iteration

Sekil 4. Algoritmalarin PSNR degerlerine ait grafikler
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SSIM Convergence

——
0.72 A
0.70 A
— PnP-ISTA
E 0.68 = PnP-Tseng
& = PnP-ADMM
-== Bicubic
0.66 1
0.64
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

Iteration

Sekil 5. Algoritmalarin SSIM degerlerine ait grafikler

Yakinsama grafikleri, algoritmalarin iteratif davraniglart hakkinda 6nemli bilgiler
sunmaktadir. PSNR yakinsama grafiginde, PnP-ADMM'nin ilk birkag¢ iterasyonda ¢ok
hizl yiikseldigi ancak 5-6. iterasyondan sonra sabit kaldig1 goriilmektedir. PnP-ISTA ve
PnP-Tseng ise daha yavas baslamakta ancak 20 iterasyon boyunca diizenli bir iyilesme
gostermektedir. Tseng egrisi ISTA egrisinin hafif iizerinde seyretmekte ve bu da cift
gradyan diizeltmesinin katkisin1 gostermektedir. SSIM yakinsama grafigi de benzer bir
davranis sergilemektedir. Her {i¢ algoritma da Bikiibik temel ¢izgisinin oldukca iizerinde
degerlere ulasmakta ve iterasyonlar ilerledik¢e birbirlerine yakinsamaktadir. PSNR,
SSIM ve hesaplama siirelerine iliskin sonuglar asagidaki siitun grafiklerinde

goriilmektedir.
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PSNR Karsilastirmasi SSIM Karsilastirmasi ; Saresi

6.4s

PSNR (dB)
Sire (saniye)

Sekil 6. Algoritma metriklerinin siitun grafikleri yardimiyla karsilagtirilmasi

Uc algoritmanin karsilastirmali analizi yapildiginda, PnP-Tseng'in optimal
performans dengesi sundugu goriilmektedir. PSNR degeri agisindan en yiiksek sonucu
veren algoritma olmus ve ayni zamanda hesaplama siiresinde de PnP-ADMM'e gore
avantaj saglamistir. PnP-ISTA ise temel algoritma olarak saglam bir performans
gostermis ancak PnP-Tseng'in diizeltme mekanizmasindan yoksun oldugu i¢in kalite
acisindan geride kalmis ancak PSNR degerinde PnP-ADMM den az da olsa yiiksek deger
elde etmistir. PnP-ADMM ise hem kalite hem de zamansal olarak en kotii performansi

gosteren algoritma olmustur.

SSIM metrigi acisindan sonuglar incelendiginde, ii¢ algoritma arasindaki fark
oldukc¢a kiigiiktiir. PnP-Tseng 0,7269 SSIM degeri ile en yiiksek yapisal benzerligi
saglarken, PnP-ISTA 0,7264 ve PnP-ADMM 0,7256 degerlerine ulagmistir. Bu kiigiik
farklar, algoritmalarin yapisal bilgiyi koruma konusunda benzer basar1 gosterdigini ancak
ince detaylarda Tseng'in daha iistiin oldugunu isaret etmektedir. Bikiibik interpolasyon

ise 0,6288 SSIM degeri ile tiim PnP algoritmalarinin oldukca gerisinde kalmistir.

Hesaplama siireleri karsilastirildiginda, PnP-ADMM 7,0 saniye ile en yavas
algoritma olmustur. PnP-Tseng ve PnP-ISTA ise 6,4 saniye ile birinciligi paylagsmislardir.

Yukarida verilen sonuglar asagidaki tabloda 6zet seklinde sunulmaktadir.

Yontem PSNR (dB) SSIM Siire (saniye) Bikiibik'e Gore
Bikiibik 24,47 0,6288 - Temel ¢izgi
PnP-ISTA 26,15 0,7264 6,4 +1,68 dB
PnP-Tseng 26,22 0,7269 6,4 +1,74 dB
PnP-ADMM 26,14 0,7256 7,0 +1,67 dB

Tablo 2. Algoritmalarin Performans Karsilastirmasi

26



Algoritmalarin siiper ¢oziiniirliik problemine uygulanmasi sonucu elde edilen
gorlintiiler ise agagida yer almaktadir.

Bozulmus Gériintii )
Orijinal Gérintii (Dasik Cézinarlik + Gariltii) Gézlem (Yeniden Orneklenmis)

Sekil 7. Siiper ¢oziiniirliik problemine ait ¢ikt1 goriintiileri

Gorsel  karsilastirmalar,  sayisal — metriklerin = destekledigi ~ bulgular
dogrulamaktadir. Gézlem goriintiisiinde belirgin giiriiltii ve bulaniklik bulunmaktayken,
Bikiibik interpolasyon bu giiriiltiiyli azaltmakta ancak keskin detaylar1 elde
edememektedir. PnP algoritmalar1 ise hem giiriiltliyli bastirmakta hem de kenar
detaylarin1 korumaktadir. Ozellikle sag, yiiz hatlar1 ve elbise dokusu gibi yiiksek frekansl
bolgelerde PnP algoritmalarinin istiinliigii acik¢ca goriilmektedir. PnP-Tseng ve PnP-
ISTA sonuglar1 gorsel olarak oldukca benzer olmakla birlikte, yakindan incelendiginde

Tseng'in ince detaylarda biraz daha keskin oldugu fark edilmektedir.

Sonug olarak, gerceklestirilen deneysel caligmalar PnP-Tseng algoritmasinin
stiper-¢oziiniirliik probleminde optimal bir se¢im oldugunu gostermektedir. Algoritma,

en yiiksek PSNR ve SSIM degerlerini saglarken, hesaplama siiresi agisindan da PnP-
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ISTA ile birlikte en hizli algoritmadir. Cift gradyan diizeltmesi mekanizmasi, ek
hesaplama maliyeti getirmesine ragmen, daha iyi yakinsama &zellikleri sayesinde hem
kalite hem de hiz agisindan kazang saglamaktadir. PnP-ISTA temel bir referans algoritma
olarak degerlendirilmeli ve PnP-Tseng'in iistlinliigli bu referansa gdre belirlenmelidir.
PnP-ADMM ise beklenenin aksine hem kalite agisindan hem de hesaplama siiresi
aisindan diger PnP algoritmalarin gerisinde kalmaktadir. Bu bulgular, PnP-Tseng

algoritmasinin pratik uygulamalarda tercih edilmesi gerektigini isaret etmektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

4.1. Sonug

Bu ¢alismada, Tseng'in ileri-geri-ileri algoritmasina dayanan yeni bir Plug-and-
Play algoritmas1 gelistirilmistir. PnP-Tseng olarak adlandirilan bu algoritma, ortalamali

operatorler ¢ercevesinde tanimlanmis ve siiper ¢oziiniirliik problemlerine uygulanmaistir.

Algoritmanin en 6nemli teorik katkisi, sabit nokta yakinsamasiin matematiksel
olarak kanitlanmig olmasidir. Buna ek olarak, algoritmanin minimize ettigi bir objektif
fonksiyonun varligi da gosterilmistir. Bu sonuglar, ¢ekirdek tabanli dogrusal denoisers
kullanildiginda gecerlidir ve PnP-ISTA ile PnP-ADMM gibi mevcut yontemlerin teorik

altyapisiyla uyumludur.

Stiper ¢oziliniirliik problemi iizerinde yapilan deneyler, PnP-Tseng'in mevcut
algoritmalara kiyasla rekabet¢i performans gosterdigini ortaya koymustur. Gorlinti
kalitesi, yakinsama hizi1 ve hesaplama maliyeti agisindan elde edilen sonuglar umut
vericidir. Ancak farkli denoiser se¢imleri ve problem parametrelerinin algoritma

davranisi iizerindeki etkisi daha detayli incelenmelidir.
4.2. Oneriler

Gelecek caligmalarda oncelikle algoritmanin teorik kapsaminin genisletilmesi
gereklidir. Derin 6grenme tabanli denoisers i¢in yakinsama kosullarinin belirlenmesi,
hem teorik hem de pratik agidan kritik 6nem tasimaktadir. Ayrica algoritmanin yakinsama
hizinin analitik olarak incelenmesi, optimal parametre se¢imi i¢in daha net kriterler ortaya

koyabilir.

Uygulama alanlar1 agisindan, medikal goriintiileme 6zellikle ilgi ¢ekicidir. MRI
ve CT rekonstriiksiyonunda PnP-Tseng'in performansinin test edilmesi, algoritmanin
gercek diinya problemlerindeki kullanilabilirligi hakkinda onemli bilgiler verecektir.
Bunun yaninda, video isleme ve hiperspektral goriintiileme gibi alanlarda da algoritmanin

potansiyeli arastirilmalidir.

Sonu¢ olarak, bu tez Tseng algoritmasinin PnP yontemlerine basariyla
uyarlanabilecegini gostermistir. Elde edilen teorik ve deneysel bulgular, forward-

backward-forward yapisinin goriintii restorasyonunda etkili bir ara¢ oldugunu ortaya
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koymaktadir. Ancak algoritmanin tam potansiyelinin ortaya ¢ikarilmasi i¢in daha fazla

aragtirmaya ihtiya¢ vardir.
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