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OZET

Bu tezde, genel gorelilikte uzun yillardir tartismali olan enerji—-momentumun
yerellestirilmesi problemi, klasik enerji-momentum kompleksleri (Einstein, Bergmann—
Thomson, Landau-Lifshitz, Papapetrou, Tolman, Weinberg ve Mpgller) kullanilarak
incelenmis ve bu tanimlar Gokkusagr Kiitlecekim Kurami (Rainbow Gravity)
cercevesine genellestirilmistir. Calismada tiirdes olmayan bir uzay-zaman modeli olarak
Van Stockum’un donen silindirik toz ¢oziimii ele alinmis; model kartezyen koordinatlara
dontstiiriilerek  enerji  yogunlugu hesaplamalar1  gergeklestirilmistir.  Gokkusagi
kiitlecekimi, parcacik enerjisine bagli iki fonksiyon iizerinden metrik geometrisini
degistirdiginden, test pargaciklarinin yiiksek enerjilerde uzay-zamami farkli sekilde
“algilamas1”  beklenmektedir.  Yapilan  hesaplamalar, tim enerji-momentum
gosterimlerinin klasik limitte (f; = f, = 1) birbiriyle tutarli sonuglar verdigini ve genel
gorelilikle uyumlu enerji dagilimlart sundugunu gostermistir. Ancak enerjiye baglh
diizeltmeler eklendiginde, oOzellikle Einstein, Bergmann—Thomson ve Magller
gosterimlerinde enerji yogunlugu iizerinde belirgin degisimler ortaya ¢ikmistir. Modifiye
Dagmmm ve Ustel Model gibi literatirde yaygin kullanilan cesitli Gokkusag
fonksiyonlar1 icin enerji yogunluklarinin grafiksel davraniglart incelenmis; bazi
modellerde diizeltmeler baskin hale gelirken, 6zellikle Landau—Lifshitz ve Weinberg
gosterimlerinde Gokkusagi etkilerinin zayif kaldigi goriilmiistiir. Meller gosterimi ise
koordinat bagimsiz yapis1 sayesinde modele en genel yorumu saglamis ve yiiksek
enerjili test pargaciklarinda enerji yogunlugunun diizenli sekilde azaldigin1 géstermistir.

Anahtar kelimeler:Gokkusag: kiitlegekimi, enerji-momentum gdsterimleri, van
Stockum uzay-zaman modeli
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ABSTRACT

(Energy Momentum Prescriptions in the Framework of Rainbow Gravitation Theory
for the Inhomogenous Space Time Model)

In this thesis, the long-standing problem of energy—momentum localization in
general relativity is examined through classical energy-momentum complexes (Einstein,
Bergmann—Thomson, Landau—Lifshitz, Papapetrou, Tolman, Weinberg, and Moller) and
generalized within the framework of the Rainbow Gravity theory. As a non-
homogeneous space-time model, the Van Stockum rotating dust solution is employed,
transformed into Cartesian coordinates, and energy density expressions are computed
accordingly. Rainbow Gravity modifies the space-time metric through two energy-
dependent functions, implying that test particles with higher energies may “experience”
space-time differently. Calculations show that all energy-momentum complexes yield
mutually consistent and physically meaningful results in the classical limit (f; = f, =
1), matching general relativity. However, when Rainbow corrections are introduced,
significant deviations appear, particularly in the Einstein, Bergmann—Thomson, and
Moller prescriptions. Energy densities are re-evaluated for widely used Rainbow
functions such as the Modified Dispersion and Exponential Models. While some
functions produce strong modifications, others—especially in the Landau—Lifshitz and
Weinberg prescriptions—Iead to results nearly identical to general relativity. The Meller
prescription, owing to its coordinate-independent formulation, provides the most general
physical interpretation and reveals a monotonic decrease in energy density with
increasing test-particle energy.

Keywords: Rainbow gravity, energy-momentum prescriptions, van Stockum space-time
model
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1. GIRIS

Genel gorelilik kuraminda kiitlegekim alaninin enerjisini tanimlamak klasik
mekanik ve 0zel gorelilikten farkli zorluklar igerir. Denklemler yerel enerji-momentum
korunumunu ifade etse de, kiitlecekim alaninin kendisi i¢in kovaryant bir enerji tensorii
tanimlanamaz. Bu durum, enerji-momentumun uzay-zamandaki dagilimini ifade edecek
kesin bir denklemin bulunamamasina yol acar. Bu nedenle bir¢ok arastirmaci, enerji-
momentum gdsterimleri adin1 verdikleri pselido-tensorik yapilar gelistirerek kiitlecekim
enerjisinin betimlenmesini denemistir. Bu karmasalar, enerji-momentumun korunumu
prensibi ile uyumlu olacak sekilde tanimlansa da ¢ogunlukla belirli koordinat sistemlerine
bagimlidir. Ornegin, Xulu (2003) kiitlegekim enerjisinin “genel kabul goren bir taniminin
hala bulunmadigini” belirtmekte ve farkli enerji-momentum komplekslerinin fiziksel
anlamimin tartismali olduguna dikkat ¢cekmektedir. Bu karmasalarla yapilan hesaplamalar,
ozellikle Schwarzschild veya Kerr-Schild koordinat sistemlerinde tutarli sonuglar vermis;

ancak bir tamimin evrensel gegerliligi sorunu ¢oziilmemistir.
Literatiirde 6ne ¢ikan baslica enerji-momentum kompleksleri sunlardir:

e [Einstein (1916): FEinstein, kiitlecekimsel alan i¢in ilk enerji-momentum
pselitensoriinii  tanimlamistir.  Bu  karmas, enerjiyi uzay-zaman igerikli bir
stiperpotansiyel iizerinden verir; ancak koordinat-bagimli olmasi nedeniyle yalnizca
ozel koordinat sistemlerinde anlamli sonuglar verir. Ornegin Einstein’in karmasi,
Schwarzschild ¢oziimiindeki kiitlecekim enerjisi hesabinda kullanilmis ve fiziksel

sonuglar vermistir.

o Landau-Lifshitz (1951): Landau ve Lifshitz, enerjinin simetrik bir karmasiyla
ifade edilmesi amaciyla orijinal Einstein tanimini gelistirmislerdir. Landau—Lifshitz
karmasi, tim tensOr bilesenlerini igeren simetrik bir formdadir ve metrik
genlesmesiyle elde edilir. Bu tanim da koordinat-bagimhidir ve sonuglarin elde

edilmesinde genellikle minkovskiyen (diiz uzay) referans koordiantlar: kullanilir.

o Papapetrou (1948): Papapetrou, Einstein alan denklemlerinin simetri
Ozelliklerinden yararlanarak benzer bir pseiitensor 6nermistir. Bu karmas, 6zellikle
simetrik enerji akiglari i¢in tanimlidir ve yine belirli koordinat sistemlerine baglidur.

Virbhadra ve arkadaglarinin g¢aligmalari, Papapetrou karmasinin da diger klasik
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karmaglarla pek c¢ok ¢oziimde (6rnegin Kerr-Schild smnifi uzay-zamanlar) ayni

enerji dagilimini Uirettigini gostermistir.

e Bergmann-Thomson (1953): Bergmann ve Thomson karmasi, enerji ile birlikte
acisal momentumun taginmasint da kapsayacak sekilde gelistirilmistir. Fiziksel
acidan simetrik bir yapi sunar, ancak koordinat-bagimli bir tanimdir. Sonuglari
bakimindan diger karmasalarla uyumludur; Xulu’ya (2007) goére Bergmann—
Thomson karmasi da Kerr-Schild smifi 6tesindeki bazi metriklerde diger

karmaglarla “cakisan” sonuglar vermektedir.

e Moller (1958): Christian Mgller, geleneksel karmasalarin koordinat kisitlamasini
asmak amaciyla genel koordinat bagimsizligina sahip bir pseiitensoér Onermistir.
Moller karmasi, tanimu itibariyle herhangi bir koordinat sisteminde uygulanabilir ve
bu sayede Schwarzschild gibi sade koordinatlar disinda da enerji hesab1 yapma
olanag: saglar. Bu ozelligiyle Moller karmasisi, farkli uzay-zaman geometrilerinde

basaril1 sonuglar tiretmistir.

e Tolman (1934): Richard C. Tolman, o6zellikle kozmolojiye yonelik enerjinin
tanimlanmasini igeren bir karmasi formiile etmistir. Tolman’in kitabindaki ifade,
enerji aktarimini tanimlamak icin 6zellikli bir pseiitensordiir ve kiitlecekimsel ener;ji

dagiliminin hesaplanmasinda klasik ¢aligmalar arasinda yer alir.

o Weinberg (1972): Steven Weinberg, genel goreliligi lineer dalgalar bakis agisindan
inceleyerek bir enerji-momentum pseiitensorii tanimlamistir. Weinberg karmasisi,
diiz uzayda metrik dalgalanmalarin enerjisini hesaplamak tizere gelistirilmistir ve

Einstein’dan farkli olarak alan-teorisi yaklasimla ele alinmistir.

Biitiin bu karmasalarin ortak sinirlamasi, koordinat-bagimliliklaridir. Bir enerji-
momentum gosterimleri, uygun bir koordinat transformasyonuyla istenen anda
stfirlanabilir hale gelebilir ve bu durum fiziksel yorumu belirsizlestirir. Xulu (2003) da
benzer sekilde cesitli karmasalarin “fiziksel anlaminin sorgulandigini” belirtmis ve hala
genel kabul goren bir enerji tanim1 olmadigimi vurgulamistir. Ote yandan, bu karmasalarla
yapilan uygulamali ¢alismalar ¢ok sayida uzay-zaman geometrisinde enerji dagilimlarini
hesaplamis; cogunlukla makul fiziksel sonuglar elde etmistir. Bu durum, enerji-momentum
gosterimlerinin belirli durumlarda ise yarayabilecegini; ancak enerjinin kesin olarak

yerellesmesi konusunda tam bir uzlas1 saglamadigini géstermektedir. Sonug olarak, genel
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gorelilikte enerji-momentumun nasil tanimlanacagi hala aktif bir arastirma konusudur.
Einstein ve takipgilerinin gelistirdigi karmasalar, bugiin hala bu tartismanin merkezinde yer
alir. Modern yaklasimlar, kuasi-lokal kiitle tanimlar1 veya teleparallel gravite gibi yeni
teorik ¢ergevelerde de benzer karmasalar liretmeye devam etse de, klasik enerji-momentum
kompleksleri literatiirde enerjinin lokalizasyonu sorununu anlamaya yonelik 6nemli bir

temel olusturur.

Gokkusag1 gravite (rainbow gravity), kuantum kiitlegcekimi ile genel gorelilik
arasindaki uyumsuzlugu c¢ozmeye yonelik alternatif bir yaklagimdir. 2003 yilinda Lee
Smolin ve Jodo Magueijo tarafindan Onerilen bu teori, uzay-zamanin yapisinin,
pargaciklarin enerjisine bagli olarak degisebilecegini One siirer. Bu yaklasim, ozellikle
Planck enerjisi gibi yiiksek enerjilerde, 1s181in farkli dalga boylarinin uzay-zamani farkl

sekilde deneyimlemesine neden olabilecegini savunur.

Geleneksel genel gorelilikte, tiim pargaciklar ve 151k, uzay-zamanin egriligini ayni
sekilde hisseder. Ancak gokkusagi gravite teorisi, enerjiye bagli olarak bu deneyimin
degisebilecegini one stirer. Bu, 6zellikle yiiksek enerjili fotonlarin (6rnegin gama 1sinlar)
diisiik enerjili fotonlara gore uzay-zamanda farkli yollar izlemesine yol agabilir. Bu durum,

151810 farkli renklerinin (dalga boylarinin) farkli hizlarda hareket etmesi anlamina gelir.

Gokkusagr gravite teorisinin en dikkat c¢ekici sonuglarindan biri, evrenin
baslangicina dair alternatif bir bakis acis1 sunmasidir. Standart kozmoloji, evrenin yaklagik
13.8 milyar yil dnce Biiyiik Patlama (Big Bang) ile basladigin1 varsayar. Ancak gokkusagi
graviteye gore, uzay-zamanin enerjiye bagli yapisi, bu baslangi¢ noktasinin bir tekillik
(sonsuz yogunluk) olmasini engelleyebilir. Bu da evrenin sonsuz ge¢mise sahip olabilecegi

anlamina gelir.

Kara deliklerin son evreleri ve bilgi paradoksu, modern fizigin Onemli
problemlerindendir. Stephen Hawking'in 6ne siirdiigli bu paradoksa gore, kara delikler
buharlasarak yok olurken, i¢ine diisen bilginin ne oldugu belirsizdir. Gokkusag1 gravite, bu
soruna alternatif bir ¢6zlim sunar. Teoriye gore, kara delikler tamamen buharlagsmaz; bunun
yerine, belirli bir kiitleye ulastiklarinda buharlasma durur ve geride bir "kara delik

kalintis1" birakir. Bu kalinti, i¢ine diisen bilgiyi saklayabilir.

Gokkusagi gravite teorisinin test edilebilirligi, 6zellikle yiiksek enerjili astrofiziksel

olaylar {izerinden degerlendirilmektedir. Ornegin, gama 1s1m1 patlamalar1 sirasinda farkli
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enerjili fotonlarin Diinya'ya ulasma zamanlarindaki kiigiik farklar, teorinin 6ngdrdiigi
etkileri gosterebilir. Ancak su ana kadar bu tiir gozlemler kesin sonuglar vermemistir.
Gokkusagi gravite, evrenin baslangici, kara deliklerin dogas1 ve kuantum kiitlecekimi gibi
konularda alternatif bakis agilar1 sunan ilging bir teoridir. Her ne kadar heniiz deneysel
olarak dogrulanmamis olsa da bu tiir kuramlar, fiziksel yasalarin siirlarini zorlayarak

bilimin ilerlemesine katkida bulunur.



2. KAYNAK ARASTIRMALARI VE METOD
2.1 Kaynak arastirmalari

Genel gorelilikte enerji-momentum gdsterimleri iizerine yapilan ¢alismalar,
ozellikle 1990’11 yillardan sonra belirgin sekilde artis gostermistir. Ik dénemlerde (1910—
1980) enerji-momentumun egrilik etkisi altinda yerellestirilememesi ve psddotensor
tanimlarinin koordinat bagimliligi nedeniyle bu konu daha c¢ok tartigmali ve kavramsal bir
cergevede ele alinmistir. Ancak 1990’larda bazi metriklerde farkli enerji-momentum
komplekslerinin ayni sonuglart verdigininin gosterilmesiyle bu alana ilgi yeniden
canlanmis, farkli uzay—zaman geometrilerinde enerji dagilimi1 hesaplamalarina yonelik ¢cok
sayida uygulama c¢aligsmasi yapilmistir. Bu donemi izleyen 2000’1 yillarda konu kuramsal
olarak daha saglam bir zemine oturtulmus, literatiirde hem yontemsel biitiinliik saglanmig

hem de yayin sayisi en yogun seviyesine ulagmistir.

2010’Iu ve 2020’li yillarda ise ilgi daha c¢ok belirli problem alanlarina yonelmis,
literatiir 6nceki doneme kiyasla daha 6zel basliklar etrafinda sekillenmistir. Bu donemde
calismalarin 6nemli bir kismu kuasi-yerel enerji yaklasimlariyla iliskilendirilmis,
kozmolojik modeller (Bianchi evrenleri gibi), kara delik ¢éziimleri, kiitlecekim dalgalari ve
degistirilmis yergekimi teorileri (6rnegin f(R) kiitlecekimi) baglaminda enerji-momentum
gosterimlerinin uygulanmasina odaklanmistir. Giincel literatiirde temel tartisma artik
“hangi enerji-momentum tanimi dogrudur?” sorusundan ziyade, “hangi fiziksel durumda
hangi yaklasim daha anlamli sonug verir?”” sorusuna evrilmis durumdadir. Boylece konu
olgunlagmis bir arastirma alanina donilismiis ve uygulama odakli yayinlar hala giincelligini
korumaktadir. Bu kesimde literatiirdeki bazi 6nemli ¢aligmalara deginilerek tezin literatiir

ile iliskisi ele alinacaktur.

Genel gorelilikte enerji-momentum tanimlarimi kullanarak, diyagonal metriklere
sahip uzay-zaman modellerinin enerji dagilimi incelenmistir. Calismada, Einstein’in genel
gorelilik teorisinde enerji-momentum tanimlar1 kullanilarak, diyagonal metriklere sahip
uzay-zaman modellerinin enerji dagilimi hesaplanmisti. Bu baglamda, Einstein,
Bergmann—Thomson, Landau—Lifshitz, Papapetrou ve Moller enerji-momentum tanimlari
uygulanmistir. Sonuglar, bu tanimlarin her birinin, diyagonal metriklere sahip uzay-zaman
modelleri i¢in ayni enerji dagilimini verdigini gostermistir. Bu durum, enerji-momentum

gosterimlerinin diyagonal metrikler i¢in tutarli sonuclar sagladigini ve genel gorelilikte
5



enerji taniminin belirli kosullar altinda bagimsiz oldugunu gostermektedir (Korunur ve

ark., 2007).

Aygiin ve arkadaglarinin ¢alismasi Yilmaz—Rosen metrigi altinda skaler alan
teorisinin enerji-momentum dagilimini incelemekte ve genel gorelilik ile teleparalel
yergekimi teorileri arasindaki iliskiyi tartismaktadir. Sonuglar, her iki teorinin de benzer
enerji-momentum yapilart sundugunu ve Yilmaz—Rosen metriginin bu baglamda énemli

bir ¢6ziim oldugunu gostermektedir (Aygiin ve ark., 2008).

Gokkusagr  yergekimi  ¢ercevesinde Friedmann—Robertson—Walker (FRW)
kozmolojileri incelenmistir. Calismada, FRW kozmolojilerinin tekillik icermeyen
¢coziimlerinin elde edilebilmesi i¢in gerekli genel kosullar tartisilmistir. Ayrica, literatiirde
onerilen iki modifiye dagilim iliskisi kullanilarak gokkusagi yercekimi fonksiyonlarinin
belirlenmesi Onerilmistir. Bu yaklagimla, FRW benzeri modeller incelenmis ve tam

¢Oziimler elde edilmistir (Awad ve ark., 2013).

Deforme olmus dagilim iligkileriyle iligkili spektral boyutun ultraviyole (UV)
degerine dogru akisinin, kozmolojik dalgalanmalarin 6lgekten bagimsiz bir spektrumunu
enflasyona ihtiya¢ duymadan nasil iiretebilecegi yeniden incelenmektedir. Bu senaryoda,
Einstein yercekimi varsayilmistir. Teori, dalga boyuna bagli bir 151k hiz1 sergilemekte,
ancak uygun bir “gokkusagt cercevesine” doniistiiriilerek bu Ozellik ortadan
kaldirilabilmekte, bunun bedeli olarak yercekimi modifiye edilmektedir. Elde edilen
gokkusagi yergekimi teorisi, yiiksek enerjilerde yercekiminin etkisinin azaldigini veya en
azindan evrensel bir konformal baglanmaya yol actigim1 gostermektedir. Bu durum,
dalgalanmalarin tiim Sl¢eklerde neden dlgekten bagimsiz oldugunu agiklar: belirli bir ufuk
Olcegi yoktur. Tam olarak Olcekten bagimsizlik saglamayan dagilim iliskileri igin,
gokkusagr cercevesinde “egzotik enflasyon” bulunmustur. Bu sonuglarin, boyutsal
indirgenme fenomeni altinda yergekiminin davranigina 1s1k tuttugu one siiriilmektedir

(Amelino-Camelia ve ark., 2013).

Gokkusagr kozmolojisinde ilk tekillik sorununu daha derinlemesine incelemek
amaciyla, bir boyutlu minisuperspace modeli kullanilarak kapali bir gokkusagi evreninin
kuantum diizeyinde incelenmesi yapilmistir. Homojen ve izotropik bir klasik uzay-zaman
arka plani altinda, kozmolojik sabitli ideal bir siv1 i¢in Schutz formalizmi cercevesinde

klasik Hamiltonyen tiiretilmistir. Erken evren evrimi sirasinda sistemin davranisi, ¢esitli



madde kaynaklar1 ve bunlara baglh gokkusagi fonksiyonlarinin etkisi analiz edilmistir.
Sonuglar, her iki gokkusagi evren modeli i¢in baglangic tekilliginin ortadan
kaldirilmasinin, potansiyel bir bariyer ve Ol¢ek faktoriiniin sifir olmayan bir degeriyle
statik bir evrenin olusumu yoluyla miimkiin oldugunu gostermektedir. Ayrica, enerjiye
bagli uzay-zaman geometrisinin, Planck enerjisiyle karsilastirilabilir enerjilerde, sifir
olmayan Olcek faktdriinliin kararliligini saglayabilecegi ve belirli kisitlamalar altinda
egzotik madde igceren bir evren modelinin tekillik icermeyen harmonik bir evren
olusturabilecegi  gosterilmistir.  Calisma, Schrodinger—Wheeler—DeWitt  denklemi
kullanilarak evrenin dalga fonksiyonunun erken evrim asamalar1 i¢in elde edilmesiyle

tamamlanmistir (Santos ve ark., 2015).

Kiitlesel yer¢ekimi ve gokkusagi yercekimi cercevesinde tekillik icermeyen evren
modelleri incelenmistir. Oncelikle, kiitlesel yercekimi teorisinin FRW kozmolojisini nasil
modifiye ettigi ve biiylikk patlama tekilligini ortadan kaldirmada yetersiz oldugu
gosterilmistir.  Ardindan, enerjiye baglhi uzay-zamani igeren gokkusagi yercekimi
formalizmas1 kullanilarak, kiitlesel yercekimi ve gokkusagi yercekiminin birlesiminin
erken evren tekilligini ortadan kaldirabilecegi ortaya konmustur. Calisma, tekillik
igermeyen bir evren i¢in gerekli kosullar1 belirlemis ve bu kosullarin, kiitlesel yercekimi ve

gokkusag yercekimi etkileri altinda nasil degistigini incelemistir (Hendi ve ark., 2017).

Verlinde’nin yer¢ekimini entropik bir kuvvet olarak yorumlayan yaklagimi temel
alimarak, gokkusag1 yercekimi c¢ergevesinde entropi—alan iligkisi incelenmistir. Bu
baglamda, yiiksek enerjili fizik alaninda, entropik kuvvet perspektifinden yercekimsel
kuvvetin nasil degistigi arastirllmis ve bu degisikliklerin FRW evreninde Friedmann
denklemlerine nasil yansidigr ele alimmistir. Gokkusagi yercekimi, pargaciklarin
enerjilerine bagl olarak farkli metrikler deneyimledigi bir ¢erceve sunar. Bu cercevede
entropi—alan iliskisi modifiye edilerek, entropik kuvvet yaklasimiyla yercekimsel kuvvetin
yiikksek enerjili diizeltmeleri tiiretilmisti. Bu modifiye edilmis yergekimsel kuvvet
kullanilarak FRW evreninde Friedmann denklemlerine yiiksek enerji diizeltmeleri
eklenmistir. Calisma, gokkusagi yercekimi teorisinin kozmolojik denklemler iizerindeki
etkilerini anlamak i¢in 6nemli bir adim olup, yiiksek enerjili fizik kosullarinda evrenin

genislemesini ve evrimini daha iyi anlamamiza katki saglar (Sefiedgar, 2017).

Joule-Thomson genlesme siireci, yani bir sistemin sabit entalpi altinda yiliksek
basingtan diisiik basinca gegerken yasadigi 1s1 degisimi, gokkusagi yergekimi ¢ergevesinde

7



incelenmistir. Calismada, kozmolojik sabitin termodinamik basing olarak kabul edildigi
genisletilmis faz uzayinda, yiikli Anti—de Sitter (AdS) kara deliklerin termodinamik
Ozellikleri ele alinmaktadir. Arastirmada kara deligin kiitlesi entalpi olarak yorumlanmakta
ve ylizey c¢ekimi modifiye edilmis gokkusagr fonksiyonlar1 iizerinden yeniden
tanimlanmaktadir. Joule-Thomson katsayisi, tersinir olmayan genlesme siirecinde elde
edilerek tersine doniisiim (inversion) sicaklii ve egrileri analitik ve sayisal yontemlerle
hesaplanmistir. Calisma, kara delik parametreleri (yiik, basing, kiitle) ve gokkusagi
yer¢ekiminin ek parametresi m’nin 1s1 aligverisi ve tersine doniisiim noktasi tizerindeki
etkilerini detaylandirarak, klasik kara delik termodinamiginden farklarin1 ortaya

koymaktadir (Yekta ve ark., 2019).

Gokkusagr yercekimi etkileri altinda, global monopole uzay-zamaninda Klein—
Gordon osilatorii incelenmistir. Ug farkli gokkusagi yercekimi versiyonu kullanilarak
Klein—Gordon denkleminin ¢éziimii elde edilmis ve enerji seviyeleri analiz edilmistir.
Sonuglar, gokkusag: yer¢ekiminin 6zellikle diisiik enerji seviyelerinde enerji spektrumunu
onemli olglide etkiledigini gostermektedir. Bu bulgu, kuantum alan teorisi ve kozmoloji

alanlarinda yeni perspektifler sunmaktadir (Braganga ve ark., 2019).

Enerjiye bagli bir uzay-zaman ortaminda, Einstein—A teorisinin dogrusal olmayan
elektrodinamik ile birlesimi incelenmistir. Gii¢ yasast modelini kullanarak ve uygun
parametreleri belirleyerek, AdS asimptotuna sahip iki yeni sinif dogrusal olmayan yiikli
kara delik c¢oziimleri elde edilmistir. Bu kara deliklerin termodinamik Ozelliklerini
incelemek amaciyla kiitle, elektriksel ytik, elektriksel potansiyel, sicaklik ve entropi gibi
korunumlu ve termodinamik nicelikler hesaplanmistir. Gokkusagi fonksiyonlarinin bu
nicelikler tizerindeki etkilerine ragmen, ilging bir sekilde, birinci yasa standart formunda
gecerliligini korumustur. Kanonik ansambl yontemi kullanilarak ve kara deligin 1s1
kapasitesi hesaplanarak kara deligin yerel kararlilig1 ve termodinamik faz gecisleri analiz
edilmistir. Son olarak, kara deligin termal dalgalanmalar1 dikkate alinarak kuantum
yercekimi diizeltmelerinin termodinamik &zellikler {izerindeki etkileri incelenmistir

(Dehghani, 2020).

Planck enerjisinin lizerindeki enerji o6lgeklerinde, geometrinin ve temel fiziksel
sabitlerin (ytk, kiitle, 151k hiz1 ve Newton’un yercekimi sabiti) enerjiye baglh oldugunu
varsayan Gokkusagi Yer¢ekimi teorisi baglaminda, dogrusal olmayan elektrodinamigin bu

cerceveyle birlesimi ele alinmis ve yeni bir kiitle fonksiyonu tanimlanarak tim uzay-
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zamanda egrilik degismezlerinin iyi davrandigi kiiresel simetrik diizenli kara delik
cozlimleri formiile edilmistir. Elektrik alaninin siddetinin enerji Olgegiyle ters orantili
oldugu; enerji Olgegi arttikca elektrik alaninin siddetinin azaldigi; giiclii enerji kosulunun
ihlal edildigi bolgenin enerji 6l¢egi arttikga daraldigi ve orijine yaklastigi gosterilmistir. Bu
sonugclar, diizenli kara delik ¢oziimlerinin fiziksel 6zellikleri ve enerji kosullar1 lizerindeki

etkileri anlamak ag¢isindan dnemlidir (Junior ve ark., 2020).

Gokkusag1 yercekimi ¢ergevesinde fotonlarin kuantum dinamigi incelenmistir.
Ozellikle, kiitlesiz alan denklemlerinin ilgili formiilasyonlar1 ¢éziilerek fotonlarin davranisi
analiz edilmistir. Sonuclar, gokkusag1 yercekimi etkilerinin fotonlarin kuantum o6zellikleri

tizerinde belirgin etkileri oldugunu gostermektedir (Sogut ve ark., 2021).

Gokkusagr yercekimi gercevesinde, topolojik olarak basit bir Godel tipi uzay-
zamanda Klein—Gordon denklemi incelenmistir. Calismada, skaler parcaciklarin enerji
spektrumlar1 ve tam ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica, Klein—Gordon osilatdr potansiyeli
varliginda da benzer analizler yapilmis ve sonuclar iki farkli gokkusagi fonksiyonu

kullanilarak degerlendirilmistir (Kangal ve ark., 2021).

Gokkusagr yercekimi evreninde, Regge—Wheeler formalizmi kullanilarak aksiyal
yercekimi dalgalarinin evrimi incelenmistir. Gokkusagt FLRW arka planinda sifirinct ve
birinci mertebeden alan denklemleri kullanilarak aksiyal modlarin metrik, madde igerigi ve
dort-ivme vektori tizerindeki etkileri analiz edilmistir. Sonuglar, aksiyal modlarin arka plan
metrik ve dort-ivme vektoriinlin belirli bilesenlerini etkiledigini, ancak arka plan madde

dagilimini etkilemedigini gostermektedir (Aydogdu ve Salti, 2022).

de Sitter evreninde Moller enerji dagilimi, enerjiye bagl uzay-zaman etkileriyle
birlikte incelenmistir. Caligma, de Sitter uzay-zamaninin enerjiye bagli uzay-zaman
cergevesinde nasil davrandigini ve bu durumun Moller enerji dagilimi tizerindeki etkilerini

analiz etmektedir (Salti, 2022).

Gokkusagr yergekimi baglaminda Bianchi I tipi uzay-zamanda pargacik iiretimi
analiz edilmis hem skaler hem de spin-1/2 parcaciklarin elektromanyetik ve yercekimi
alanlarindan kaynaklanan iiretim siirecleri ele alinmistir. Zamanla azalan harici elektrik
alan1 altinda, gokkusagi metrikli Bianchi I uzay-zamaninda Klein—Gordon ve Dirac
denklemleri ¢oziilerek olusturulan pargaciklarin say1 yogunluklari hesaplanmis; elde edilen

sonuglar her iki pargacik tiirii i¢in grafiksel olarak sunulmustur (Bilim ve ark., 2022).
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Gokkusagt yergekimi teorisi ¢ergevesinde kara iplik (black string) ¢ziimleri analiz

edilmistir. Dort boyutlu kara iplik ¢oziimleri, enerjinin Planck enerjisine oranina bagli olan

fi (EE—p) ve f, (EE—p) fonksiyonlar1 cinsinden analitik olarak elde edilmistir. Hawking

sicakliginin secgilen gokkusagi fonksiyonlarina bagli olarak belirli bir olay ufku yarigapi
icin artabilecegi veya azalabilecegi gosterilmis; entropi, 0zgiil 1s1 ve serbest enerji gibi
termodinamik biiyiikliikler incelenmis, entropi ve 6zgiil 1smin gokkusagi fonksiyonlara
bagli olarak degistigi, serbest enerjinin ise etkilenmedigi bulunmustur. Ayrica gokkusagi
yer¢ekiminin kara iplik etrafindaki kiitlesiz ve kiitleli parcaciklarin yoriingeleri lizerindeki

etkileri degerlendirilmis ve her iki durumda da kararli yoriingelerin bulunmadigi tespit

edilmistir (Darlla ve ark., 2023).

Kozmik iplik gokkusagi yergcekimi uzay-zamaninda ve diizglin manyetik alan
altinda, konum-bagimli kiitle (PDM) kosullar1 altinda Klein—Gordon pargaciklari
incelenmistir. Elde edilen Klein—Gordon denklemi iki boyutlu bir radyal Schrodinger—
Coulomb modeline indirgenmis; bu modelin tam ¢dziimii kullanilarak hem sabit kiitleli
hem de PDM’li KG—Coulombik pargaciklarin enerji seviyeleri ve dalga fonksiyonlari
hesaplanmistir (Mustafa, 2023).

Iki boyutlu de Sitter (dS,) uzaymda, gokkusag: yercekimi cercevesinde ¢ift {iretim
orani incelenmistir. Calisma, dS, uzayinda cift {iretim oranini hesaplamis ve bu oranin
uzay-zamanin egriligi ile enerji diizeylerine bagli olarak nasil degistigini analiz etmistir

(Sahin ve ark., 2023).

Teleparalel yercekimi baglaminda doku metrigi i¢in enerji-momentum problemleri
incelenmigstir. Einstein, Bergmann—-Thomson ve Landau—Lifshitz enerji-momentum
dagilimlari kullanilarak doku metrikli uzay-zamanindaki enerji ve momentum yogunluklari
analiz edilmistir. Sonuglar, bu enerji-momentum dagilimlarinin belirli kosullar altinda
nasil davrandigin1 ve teleparalel yercekimi ¢ergevesinde nasil yorumlanmasi gerektigini

ortaya koymaktadir (Aygiin ve Aktag, 2023).

Gokkusagr yercekimi gercevesinde, topolojik olarak basit bir Godel tipi uzay-
zamanda Dirac denkleminin tam ¢oziimleri incelenmistir. Arastirmada, spin-1/2
parcaciklarin etkili dinamikleri ve enerji spektrumlar1 elde edilmis, gokkusagi senaryolari

dikkate alinarak sonuglar ayrintili bicimde analiz edilmistir (Kangal ve ark., 2022).
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2.2. METOD
2.2.1. Enerji-momentum gosterimleri

Genel gorelilikte enerji-momentum gosterimleri, kiitlecekimin geometrik dogasi
nedeniyle uzun yillar boyunca tartigmali bir konu olmus ve farkli yaklasimlarin
gelistirilmesine yol agmistir. Einstein, Landau—Lifshitz, Meller, Bergmann—Thomson gibi
cesitli enerji-momentum kompleksleri baslangigta elestirilse de, zamanla bu tanimlarin
uygun fiziksel kosullar altinda tutarli sonuclar verebildigi goriilmistiir. Giiniimiizde bu
gosterimlerin amaci, evrenin toplam enerjisini belirlemekten ¢ok, belirli bir uzay—zaman
geometrisinde enerji ve momentumun dagilimini anlamak olarak goriilmektedir. Literatiir,
artik bu yaklasimlar rakip yontemler olarak degil, farkli geometrik ve fiziksel durumlarda
tamamlayici araclar olarak degerlendirmekte; boylece enerji-momentum gosterimleri genel

gorelilikte fiziksel igerik analizinde 6nemli bir ara¢ olmaya devam etmektedir.

2.2.1.1. Einstein enerji-momentum gosterimi

Einstein enerji-momentum gosterimi, genel gorelilikte enerji ve momentumun
ifade edilmesine yonelik gelistirilen ilk tanimlardan biridir ve bu yoniiyle literatiirde
tarihsel ve kavramsal agidan 6nemli bir yere sahiptir. Her ne kadar koordinat bagimlilig: ve
psodotensor yapist nedeniyle elestirilmis olsa da Ozellikle zayif alan yaklasiminda ve
asimptotik olarak diiz uzay—zamanlarda fiziksel olarak anlamli sonuglar vermesi, bu
tanimin yaygin sekilde kullanilmasini saglamistir. Einstein’in yaklagimi, kiitlecekim
alaniin enerjisinin tamamen yok sayilamayacagini, ancak klasik anlamda yerel bir enerji
yogunlugundan s6z etmenin miimkiin olmadigin1 vurgular. Bu nedenle Einstein enerji—
momentum gosterimi, yercekimsel enerjinin dagilimini analiz etmede temel bir referans
noktas1 olarak kabul edilir ve gilinlimiizde hala bir¢ok uzay—zaman ¢oziimiinde enerji

icerigini incelemek i¢in bagvurulan 6nemli bir yontem olmayi siirdiirmektedir.

Einstein enerji momentum gosterimi (Einstein, 1916)

1
G\L)l = E.Qﬁ,o& (21)
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ile verilir. Burada 03 enerji yogunlugunu, 8 momentum yogunlugunu gosterir. Enerji ve

momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

o0} _
axVv

(2.3)

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

P, = [[f ©pdxdydz.
2.4)

2.2.1.2. Bergmann-thomson enerji-momentum gosterimi

Bergmann—Thomson enerji-momentum gosterimi, genel gorelilikte enerji ve
momentumun tanimlanmasi sorununa alternatif bir yaklasim sunarak Einstein’in Onerisini
gelistirmeyi amacglamistir. Bu gosterim, ozellikle karmasik uzay—zaman geometrilerinde
uygulama kolaylig1 saglamasi ve bazi durumlarda agisal momentumu da dogal bicimde
icermesiyle dikkat ceker. Koordinat bagimliligi nedeniyle klasik enerji-momentum
kompleksleriyle benzer sinirlhiliklara sahip olsa da, cesitli kara delik ve kozmolojik
modellerde fiziksel olarak makul enerji dagilimlar1 verdigi goriilmiistiir. Literatiirde sikc¢a
Einstein ve Landau-Lifshitz tanimlariyla birlikte karsilagtirmali olarak kullanilan
Bergmann—Thomson yaklasimi, enerji-momentumun korunumu ve dagilimi konularinda

genel gorelilige tamamlayici bir perspektif kazandirmistir.
Bergmann-Thomson enerji momentum gosterimi (Bergman ve Thomson, 1953)
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ile verilir. B°® enerji yogunlugunu, B® momentum yogunlugunu gosterir. Enerji ve

momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

dBHY
axv

(2.8)

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

P* = [[[ B*dxdydz . (2.9)

2.2.1.3. Landau-lifshitz enerji-momentum gosterimi

Landau—Lifshitz enerji-momentum gosterimi, genel gorelilikte enerji  ve
momentumun tanimlanmasi problemine daha simetrik ve matematiksel olarak diizenli bir
yaklasim sunmasiyla 6ne ¢ikan 6nemli yontemlerden biridir. Bu gosterim, 6zellikle enerji
ve momentumun korunumu ilkesini agik¢a igermesi ve hesaplamalarda simetrik bir tensor
yapist kullanmasi nedeniyle literatiirde genis kabul gérmiistiir. Koordinat bagimliligina
sahip olmast bakimindan diger klasik komplekslerden ayrilmasa da, 6zellikle asimptotik
olarak diiz uzay—zamanlarda giivenilir sonuglar verdigi ve fiziksel yorumlanabilirlik
acisindan tatmin edici bulundugu i¢in pek c¢ok c¢alismada tercih edilmektedir. Landau—

13



Lifshitz yaklagimi, enerji-momentumun sadece madde dagilimiyla sinirli olmadigini,
kiitlegekim alanimin da enerji katkis1 oldugunu ortaya koyarak genel goreliligin temel

ilkeleriyle tutarli bir ¢erceve sunmaktadir.

Landau-Lifshitz enerji-momentum gosterimi (Landau ve Lifshitz, 1975)

1
LHY — Esf;;zaﬁ (2.10)
quvap :[_g(guvgaﬁ _ guagw?)] (2.11)

ile verilir. L% enerji yogunlugunu, L® momentum yogunlugunu gosterir. Enerji ve

momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

oLHY

S (2.12)
Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:
P* = [[[ L"dxdydz . (2.13)

2.2.1.4. Papapetrou enerji-momentum gosterimi

Papapetrou enerji-momentum gosterimi, genel gorelilikte enerji ve momentumun
korunumu ilkesini simetrik bir yapi icinde ele almasiyla dikkat ¢eken bir yaklagimdir.
Ozellikle simetrik enerji-momentum tensdriiniin tiiretilmesiyle agisal momentumun da
tanim icine dogal bigimde dahil edilebilmesi, bu gosterimin 6nemli bir avantaji olarak
kabul edilir. Diger klasik komplekslerde oldugu gibi koordinat bagimlilig1 elestirilerine
maruz kalsa da, Papapetrou yaklagimi ¢esitli kara delik ve kozmolojik modellerde

uygulanarak fiziksel olarak uyumlu enerji dagilimlar1 tiretmistir. Literatiirde ¢ogunlukla
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Einstein, Landau-Lifshitz ve Bergmann—Thomson tanimlariyla karsilagtirmali olarak
kullanilan bu yoOntem, enerji-momentum probleminin farkli geometrilerde analizi i¢in

Oonemli bir alternatif arag¢ olarak degerlendirilmektedir.

Papapetrou enerji-momentum kompleksi (Papapetrou, 1948) asagidaki bi¢imde

verilir:
Qe = LNePro (2.14)
Naﬂya — /_g(gaB nya _gaynﬁc + gycnaB_ gBG nay)_

(2.15)

Q% enerji yogunlugunu, Q°° momentum yogunlugunu gosterir. Enerji ve

momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

20%P
ppr 0 . (2.16)

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

Pe = [[[ Q%%dxdydz (2.17)

2.2.1.5. Tolman enerji-momentum gosterimi

Tolman enerji-momentum gosterimi, Ozellikle duragan ve simetrik uzay—
zamanlarda fiziksel olarak tutarli sonuglar vermesi, Tolman’in tanimimi uygulamali
caligmalarda kullanilabilir kilmistir. Koordinat bagimliligi yoniiyle klasik enerji—
momentum kompleksleriyle benzer sinirlamalara sahip olsa da, 6zellikle Einstein’in

yaklasimiyla uyumlu sonuglar iiretmesi ve hesaplama kolayligi saglamasi nedeniyle
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literatiirde sikca tercih edilmistir. Tolman gosterimi, yergekimsel enerjinin dagiliminin
incelenmesi ve belirli metriklerin enerji iceriginin analiz edilmesi agisindan temel ve

giivenilir yontemlerden biri olarak degerlendirilmektedir.

Tolman enerji-momentum kompleksi (Tolman, 1934) asagidaki sekilde ifade edilir:

-1y«
T =2Ug (2.18)

1 1 1
U5 = =g | =07 (=T, + 395 +595Tis) + 359 (T

1 1
+2 gpT 45 g ] (2.19)

T enerji yogunlugunu, T momentum yogunlugunu gosterir. Enerji ve

momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

M, (2.20)

oxV

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

Pg = [ff T?dxdydz . (2.21)

2.2.1.6. Weinberg enerji-momentum gosterimi

Weinberg enerji-momentum gosterimi, genel gorelilikte enerji ve momentum
tanimini ele alan klasik yaklasimlardan biridir ve 6zellikle zayif alan yaklagimi ile uyumlu
yapist nedeniyle dikkat ¢eker. Weinberg’in tanimi, Minkowski uzay-zamanindan kiiciik
sapmalar i¢eren durumlarda uygulanabilirligi yiiksek oldugundan, enerji ve momentumun

kiitlecekimsel etkiler altindaki davranisini inceleyen ¢alismalarda siklikla tercih edilmistir.
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Koordinat bagimliligi ve psddotensor niteligi yoniinden diger komplekslerle benzer
siirliliklar tagisa da hesaplamalarda sagladigi sadelik ve fiziksel yoruma elverisli sonuglari
nedeniyle 6zellikle asimptotik diiz uzay-zaman geometrilerinde etkili bir yontem olarak
kabul edilmektedir. Bu 6zellikleri sayesinde Weinberg yaklagimi, enerji-momentum analizi
yapan aragtirmalarda karsilastirmali degerlendirmelerde yer alan dnemli gosterimlerden

biri olmustur.

Weinberg enerji-momentum gosterimi

1
w _ 1 suwva
ww = L g (2.22)
B B
(/wa = Ohy va _ Ohp nua _ dnPH nya _ onPY nua + ont® _ one (2 23)
dxy dxy oxh oxhP dxy dxy ’

bigiminde ifade edilir. Burada W°° enerji yogunlugunu, W*® momentum yogunlugunu
gosterir. (*Y*Weinberg siiperpotansiyeli olup ilk iki indeks i¢in antisimetrik bir tensordiir.

Enerji ve momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

W _o. (2.24)

axVv

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

P* = [[f wHdxdydz. (2.25)

2.2.1.7. Meller enerji-momentum gosterimi

Moller’in  formiilasyonu diger komplekslerin aksine yalnizca kartezyen
koordinatlarda degil, herhangi bir koordinat sisteminde kullanilabilir. Bu, 6zellikle egrisel

(6rnegin kiiresel veya silindirik) koordinatlarda ¢alisan arastirmacilar i¢in biiyiik kolaylik
17



saglar. Bu nedenle Moller enerji-momentum gosterimi, 6zellikle silindirik simetrik veya

Bianchi tip uzay zamanlar gibi modellerin enerji dagilimi incelemelerinde sikca tercih

edilir.

Moller, enerji-momentum gosterimi su sekilde tanimlanir (Meller, 1958):

V=i (2.26)

burada y,;°sliper potansiyeli temsil eder ve

127 = =99 — 9unn)g"" g (2.27)

bi¢iminde tanimlidir. Mg enerji yogunlugunu, M) momentum yogunlugunu gosterir.

Enerji ve momentum yogunlugu asagidaki korunum yasasini saglar:

v
oM},

5 =0 (2.28)

Toplam enerji-momentum ise asagidaki integral ile verilir:

P, = [[[ Mldxdydz (2.29)

2.3. Gokkusag kiitlecekim kuram (GKK)

Genel gorelilik kuramimin bir diger agmazi ise son zamanlardaki astrofiziksel
gozlemler ve kesiflerdir. Evrenin giiniimiizde ivmeli genisleme fazinda oldugunu gosteren
gozlemsel veriler genel gorelilik kuraminda acgiklanamamistir. Ayrica karadeliklerin

resmedilmesi ve gravitasyonel dalgalarin kesfedilmesi gibi ¢arpict gelismeler siiper kuvvet
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yolunda gravitasyonel alanin kuantize edilmesini yani calisan bir kuantum gravite
kuraminin olusturulmasini elzem hale getirmistir. Bu baglamda bircok testten basari ile
gecen genel gorelilik kuramindan vazgegmek yerine modifiye kuramlara yonelmek bilim
insanlarmin tercihi olmustur. Bunun neticesinde ortaya ¢ikan kuramlardan biri de genel
goreliligin gokkusaglr (GGG) formalizmidir. Bu formalizmin kuantum gravite i¢in en

onemli aday kuramlardan biri oldugu diisiiniilmektedir.

Kurama gore cisimlerin enerjisi uzay-zaman dokusuna dogrudan etki etmektedir,

bu nedenle ele alinan uzay-zaman metrigi bu fonksiyonlar yardimiyla yeniden yazilabilir.

ft COE? = ff QOp* = m?. (2.30)

Burada E, m ve p sirasiyla test pargaciginin enerjisi, kiitlesi ve momentumunu
gostermektedir. Ayrica Ep; Planck enerjisi olmak lizere, y = E/E, olarak tanihdir.
Kuantum gravite modelinin ana fikrini matematiksel olarak temsil eden f;(x) ve f2(x)
ifadeleri gokkusagi fonksiyonlari olarak onerilmistir. Gravitenin gokkusagi yaklasimina
gore bir cizgi-eleman1 ile betimlenen uzay-zaman modelinde asagidaki degisiklikler

yapildiginda gokkusagi tipi bir metrik elde edilebilmektedir:

_)i dx. - dx;
L0 T TN T /00

dt (2.31)

Literatiirde “Gokkusagi Kiitlecekimi” ya da “Rainbow Gravity” c¢alismalarinda sikca

kullanilan gokkusag kiitlecekimi fonksiyonlar1 asagidaki tabloda 6zetlenmistir.
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Tablo 2.1: Sikca kullanilan gékkusagi kiitlecekimi fonksiyonlari.
No f1(E/Ey) f2(E/Ep) Referans
1 1 E\" Amelino-Camelia ve ark.
1-7 <E_> (1997); Magueijo ve
P Smolin (2004)
2 1 1 Magueijo ve Smolin
E (2002)
1—-A|l+
&)
3 ap- 1 Magueijo ve Smolin
e’ (2004)
4 < E 1 Ling ve Liu (2007)
In|1+p (—)
Ep
5 1 E Ali (2014)
-1 (5)
E
6 eg(z) 4 1 Awad et al. (2013)
E
¢(z,)
7 1 E Hendi ve ark. (2017)
-1()
EP
8 1 Santos ve ark. (2015)
E
1+/1(Ep) 1+/1<E—p)
9 E 1 Garattini (2012)
1+al=—
&)
10 E £ Sefiedgar (2017)
148 ( ) 148 (_>
Ep

Burada n, a, 8, 4, &, vb. sabit parametrelerdir.

20




3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Model

Calismada tiirdes olmayan uzay zaman modeli olarak Van Stockum (1937) ¢6zlimii
kullanilmaktadir. Willem Jacob van Stockum tarafindan sunulmus bu calisma ve genel
gorelilik kuraminda donen silindirik simetrili bir toz (basingsiz madde) dagiliminin
yergekimi alaninin ¢oziimii olarak 6nem kazanmistir. Bu model, sabit agisal hizla donen
sonsuz silindirik bir toz katmaninin Einstein alan denklemleri altinda davranisini tanimlar.
Silindirik koordinatlarda (t, p, ¢, z) tiirdes olmayan Van Stockum modeli i¢in ¢izgi elemani

asagida verilmektedir (Bonnor, 1980):
ds? = —dt? + e P (dp? + dz?) + L*(p)d¢p? + 2H(p)dtd¢. (3.1

Bu denklemde yer alan fonksiyonlar

H(p) = wp?  L(p) = p(1— w?pD)z; (p) = —w?p? (3.2)

biciminde tanimlanmaktadir. Denklem (3.2) ifadesinde yer alan w ifadesi sabit bir
donme agisal hizi temsil eder. Ayn1 zamanda donen, sonsuz, homojen toz dagilimi igin
Einstein alan denklemlerinin bir ¢6ziimiidiir. Ancak zaman benzeri sinirin korunmasi ig¢in

¢oziim yalnmzca w? p? < 1 durumunda fiziksel anlam tasr.

Moiller enerji-momentum gosterimi disindaki tiim enerji momentum gosterimleri
kartezyen koordinat bilesen bagimlilig1 vardir. Dolayisiyla ele alinan modelin ¢izgi elemant

ifadesinin kartezyen koordinatlarda ifade edilmesi gerekir. Simdi
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x=pcos¢, y=psing (3.3)

doniistimleri yapilirsa,

p=(x?+y?): (34

dp? + p2d¢? = dx? + dy?, d¢ = ’“”yp;yd" (3.5)

elde edilir. Denklemler (3.3)-(3.4) ve (3.5) denklem (3.1) ifadesinde yerine yazilirsa

kartezyen koordinatlarda van Stockum ¢izgi elemani

ds? = —dt? + 2H(x,y) (xdy_ydx) dt + L (x,y) (xdy_ydx)z

x2+y2 x2+y2

+e¥ ™) (dx? + dy? + dz?) (3.6)
biciminde elde edilir. Denklem (3.2) kullanilarak ¢izgi elemaninin agik hali
ds? = —dt? + (A + By?)dx? + (A + Bx?)dy? + Adz? + 2wxdtdy — 2wydtdx 3.7)

olarak bulunur. Burada

4= -0 (x+?) (3.8)
B= % (3.9)

seklinde tanimlanmistir.
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Gokkusagr kiitlecekim kurami c¢ergevesinde metrigi tekrar yazilacak olursa

asagidaki ¢izgi elemant elde edilir:

ds? = — L qpz 4 BBYD) g2 ) (A4BX7) 4 o +Zdz? + 2% dedy - 22 dedx. (3.10)
f1 fZ fZ ffZ

Denklem (3.10) kullanilarak metrik tensor ve tersi sirasiyla

1 -yw X
/ 6% 6f  ff 0\
-yw A+y?B  —-xyB
o R 3.11)
uv _I X0 —xyB  A+x2B 0 | :
faf, f,° f,”
A
\ 0 0 0 fz_z/
_ BA+E*+yHB) fifoyw fy foxw 0
/ A+(x%2+y?)(w?+B) A+(x%2+y?)(w?+B) A+(x2+y?)(w?+B) \
| _ fif,yw f2(A+x?(w?+B)) f2xy(w?+B) 0 |
v — A+(x2+y?)(w?+B) A(A+(x%2+y?)(w?+B)) A(A+(x%2+y?)(w?+B))
g fifxw faxy(w?+B1[x,y]) f2(A+y?(w?+B)) 0
A+(x%2+y?)(w?+B)  AA+(x%2+y?)(w?+B)) A(A+(x2+y?)(w?+B))
£
0 0 0 A
(3.12)

Denklem (3.2) denklem (3.11) ve denklem (3.12) de yerine yazilirsa hesaplarda

kullanilacak olan metrik tensor ve tersi sirasiyla

_1 _ye xw 0
L fife fifz \
_ 2 y?2(1-(2+yHw?)
_ye PyPw? 7x2+y _xy(l—(x2+y2)w2) 0
fifz 12 (x2+y?)f? |
I = _ 2 x2(1—(x2+y?)w?)
o _ ya-GPy?)e?) S —r 0
fife x2+y?) 17 17
e_(xz+y2)w2

0 0 0 —7

(3.13)
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g

(-1 +e®H90% (1 4 2202 + y2w?))f? @I yefif @I xuf f, 0
1+ eGP nha? 1+ e HD? 1+ e rDe?
| e(x2+y2)m2ymf1fz e (P +yHw? 1+ e(x2+y2)m2)x2 + yZ)fZZ ez(x2+y2)w2xyf22 |
= T 4 eGTHe? (1 + eGP (2 1 y2) (1 + @ D7) (x2 1 2) 0
e(xz+yz)mzxwf1f2 ez(x2+y2)a)2xyf22 8(x2+y2)a)2 (xz +(1+ e(x2+y2)a)2)y2)f22 0
1+ e +yHw? (1 + eC*+yD0?) (x2 + y2) (1 + ey (x2 4 y2)
0 0 0 e(x2+yz)a)zf22

seklinde yazilir. Bununla birlikte metrik tensoriin determinanti (g) yardimiyla

1
3 =
e (PG DT T

Jg= = (3.15)

olarak hesaplamir. Modelle ilgili olarak tetrat matrisleri h*, ve h,* swrasiyla g,, =

Naph® , P, ifadesi kullanilarak asagidaki bi¢imde elde edilir:

1 yw —XWw 0
f, Jii6 Vi
1
a foeGEHyDa? ° ° |
he, = L , (3.16)
© Y e
1

0 0 0 et

0 0
/\/e( X% 2)“’2 fif,yw +eCx*- Z)wzfz 0 0

Vex*=y)w? [f £ xw 0 e(-x*-yw?f, 0
\ 0 0 0 Vex*-y2wif,

(3.17)

3.2. Gokkusagr Kiitlecekim Kuramm Cercevesinde Enerji Yogunlugu

Hesaplamalar:
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Bu kisimda van Stockum modeli i¢in enerji yogunluklart Gokkusag: kiitlecekim
kurami ¢ergevesinde hesaplanmaktadir. Elde edilen sonuglar igin literatiirde iyi bilinen baz1

Gokkusagi fonksiyonlari i¢in sonuglar degerlendirilmektedir.
3.2.1. Einstein Enerji Momentum Gosterimi

Denklem (2.2) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15) kullanilarak Einstein enerji-
momentum gosterimi i¢in potansiyeller agagidaki bicimde elde edilir:
e_%(xzﬂ'z)wzx[4(x2+y2)w2+e(x2+y2)“’2 (4x2w2+4y2w2—1)]

QOI — _010 — .
0T Tire o C19

1.2..2y,.2

—Sx“+y“)w 240202v,024 o(x2+y2)w2 g2, 02 2,2
02 20 e 2 y[4(x +y9)w +el ) (4x*w*+4y“w 1)] (3-19)
0 0 Vi+e@+yHw? (x24y2)f £,

1.2,.2y, 2
S(x“+y“)w
2e2 N
2 =-03t= 22 520
1+e@+yH)w? £2
1.2,.2y,.2
—3(x“+y9)w Z+yDyw? 3
01 _ 10 _ 2e 2 1+e xyw
T 7 (3.21)
1.2, .2y,2
02 _ 20 _ ¢ S +ySw w[1+2(1+e("2+3’2)“’2)y2w2]
T oot (3.22)
+e ye)w fi
12 21 2e‘%(x2+y2)“’2ywz
i =0 = e (3.23)
L+e® D05
1.2,.2y,.2
—S(x“+y“)w 2492y 2,3
Q91 = —Q10 — ez |w+2(1+e 20

N 1+e(x2+y2)w2f22
(3.24)
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12, .2y,2
2e (7 +yNw \/1+e(x2+y2)“’2xyw3
17

02 _ __ 20 _
092 = -2 =

(3.25)

1.2,.2y.2
—>(x“+ w
2e 2( y ) wa

\ 1+e(x2+y2)m2f1f2

Q%Z — —Q%l

(3.26)

1
e—g(x2+y2>w2x[2(xz+yz)wz_e(x2+y2)w2]

Vit+e@+y2)w? (x24y2)f, £,

1
e_i(x2+y2)w2y[2(x2+y2)w2—e(x2+y2)w2]

Vite@ Dol x24y2)f, £y

(3.28)

Denklem (2.1) i¢inde denklemler (3.18)...(3.28) kullanilirsa ele alinan model i¢in

Einstein enerji yogunlugu Gokkusagi Kiitlegcekim Kurami ¢ergevesinde

0p =

1
e—i(x2+y2)w2w2

4 X (“2 + 2 2 2 2 2
16 x2 492) w2 3/2[ ( y w™ — 2) — 8@2(95 +y9)w
flfzn'(1+e( y )w )

e YO (452032 4 4922 — 15)] (3.29)

seklinde hesaplanir.

3.2.2. Bergmann-Thomson enerji momentum gosterimi

Denklem (2.7) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15) kullanilarak Bergman-Thomsonn

enerji-momentum gosterimi i¢in potansiyeller asagidaki bigimde elde edilir:
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poo1 — _s010 —

1
ez +yP)w?

x{e("2 +y2)w? [1-5y2w?+2xtw*+2yt wt+x2w? (4y2w?-5)]-4(x? +y2)w2}f1

Vit+e@+yHw? (x24y2)f,

y{e("z*'yz)“’2 [1—5y2a)2+2x4a)4+2y4a)4+x2a)2(4y2w2—5)]—4(x2+y2)w2}f1

(3.30)
P02 — 7020 —
ey

(3.31)
yo1z — _yo21 _
p1o1 — _y110 —

(3.33)
p102 — _y120 —
iz — _y121 —
p201 — _p210

(3.36)
Y202 — _y220 —

Vi+e@+y?)0? (x21y2)f,

1.2..2y.2
202 YO (3224292 -1)

V1teG+yDw?

(3.32)

1
2032 +YHw? 3

yw

Vite®+yHw?

12.02y,2
2T YO 2y2w2-1)

— (3.34)

1.2, .2y,,2
=(x%+
2027 YOy 25

/1+e(x2+y2)w2f1

(3.35)

1.2, .2y.2
ez* Y)W w(2x?w?-1)

)1+e(x2+y2)w2

1.2,.2y.2
202" 1yIw xyw3

ot (3.37)
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1
222 +yH)w?

212 _ _y221 _
yeie = -yt =

xw?f,
o (3.38)

1
ei(xz +y2)w2x[2 (2 +yD)w? _e(x2 +y2)w2]f2

Vite@®+yHw? (x24y2)f

Y313 — 331 —

(3.39)

1.2, .2y.2
ez HyHw y[Z(xz+y2)w2—e(x2+3’2)“’2]f2

Vi+e@+y)0? (x24y2)

V323 — _y332 —

(3.40)

Denklem (2.5) i¢inde denklemler (3.30)...(3.40) kullanilirsa ele alinan model i¢in

Bergmann-Thomson enerji yogunlugu Gokkusagi Kiitlecekim Kurami ¢ergevesinde

1
e_f(xz +y?)w? w?

B% = — o {4(x%0? + y2w? — 2) + 2627 HY7)0% (4x202
16(1+e(*+¥2)0*) T r )
4y?w?* —5) +
e YO [11y20% — 17 + 2x*w* + 2yt + x2w?(11 +
4y? )Y (3.41)
seklinde elde edilir.

3.2.3. Landau-Lifshitz enerji momentum gosterimi

Denklem (2.11) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15) kullanilarak Landau-Lifshitz

enerji-momentum gosterimi i¢in potansiyeller asagidaki bigimde elde edilir:

0011 — _ ¢0110 — _ ¢1001
S =-5 =-S5

e—2(x2+y2)w2 [e(x2+y2)w2x4w2_y2 +xze(x2+y2)w2 (yzwz—l)—xz)]

(x2+y2)f}

— 51100 —

(3.42)
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§0012 _ _ 0021 — _ 0120 — _ 0210 — _ 1002 — _ ¢1200

(2 4v2) 02
— §2001 _ _ 2100 _ ¢ (YO xy (22w +y?w?-1) (3.43)
B B B (x2+y?)f} '
§0022 — _ 0220 — _ 2002
(2 +12) 2 2.402y02 2 41202
_ 2200 _ e—2(%+yH)w {xz(e(x +y9)w yzwz)—1+y2[e(x +y9)w (—1+y2w2)—1]}
(2+y2)f}
(3.44)
e—2(x%+y2)w? [ (x% +yH) w? (w2 +y?w?-1)-1
§0033 — _ 60330 — _ 3003 — 3300 _ | . | (3.45)
0112 — __ ¢1120 — ¢1201 — __¢2011 — __ ¢2033 — ¢2110 — ¢2330
S =-S =S =-S =-=§ =S =S
-2 +y?)w?
e X
— §3023 _ ¢3203 _ _¢3302 _ _ 3320 _ _ - (3.46)
§0122 _ 0133 _ _ 0221 _ _ 0331 _ ¢1022 _ ¢1033
— _§1220 — _¢1330 — _ 2012 — _¢2102 _ 2201
2.42) 2
e—(x +y?)w ©
_ §2210 _ _¢3013 _ _¢3103 _ ¢3301 _ ¢3310 _ _ o y (3.47)
o~ (P 4y 02
1122 _ _¢1221 _ _g2112 _ ¢2211 _ 2
1/2
(3.48)
1133 _ _¢1331 _ ¢3113
3311 e~ (@2 +yHw? [(1+e(x2+y2)w2)x2+y2]
Bl Bl 2 +yDff 7
(3.49)
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§2233 — _¢2332 _ ¢3223

e—(xz+yz)m2 [x2+(1+e(x2+y2)w2)y2]

= _g3322 —
(x2+y2)fEfE
(3.50)
51332 — _52133 — 52331 — S3123 — 53213
= —g§3312 _ _¢3321 _ _ xy . 51
2y fF (3.51)

(3.42) ile (3.51) arasindaki denklemler denklem (2.10) Landau-Lifshitz enerji

yogunlugu ifadesinde kullanilirsa

e—2(x2+y?)w? 2

LOO —

8Tfy
{4 — 8x2 w? — 8y2 w? + e(**+¥*)0* [ — 9y2tw? + 2x*w* +
2y* w* + x? w? (4y? w? —9)] (3.52)

elde edilir.

3.2.4. Papapetrou enerji momentum gosterimi

Denklem (2.15) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15) kullanilarak Papapetrou enerji-

momentum gosterimi i¢in potansiyeller asagidaki bigimde elde edilir:
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0011 0101 _ 1010 — p71100 — e_%(xzwz)wz x*+y?H)w?
NOO1L = 0101 — _ 1010 — )y a2 ~{e [(1+
1+e y (x2+y2)fafs

e(x2+y2)w2)x2 + yz]fzz _ (xz + yZ)[e(x2+y2)w2 (-1+ x2w? + yzwz) _ 1]f12}

(3.53)

N0012 — Aj0021 _ _ 70102 _ _ pj0201 _ _ p\j1020 _ pr1200

_N1233 _ N1323 _ _ 2010 _ p2100 _ p2133 _ p2313
102 492) 02
— N3132 — 3231 — _ 3312 — _ 3321 2%y
[14+e(2+32)0? 2 py2)p g,

(3.54)

N0022 — _ 0202 — _ p\j2020 — pj2200 — _E(xzwz)wz { (x2+y2)w2[(1 +

Vite@+yD0? (x24y2)f, £3
2 2 2
e (2 +yw )xZ + yz]fzz _ (xz + yz)[e(x +y?)w? (xZwZ + yzwz 1) - 1]f12}

(3.55)

N0033 — _pj0303 _ _ ;3030 _ pr3300 _

——(x 2+y?)w?
_ (2?2 +y?)w? (42,2 2,2 _ 2 % +y?)w?

[1te(ityDw? ff3{[ e (x*w*+y‘w 1)]f1 +e [1-|-
e (P +yH0% 21 (3.56)

NO121 — _pj0211 _ _ 70233 _ pj0323 _ 1012 _ _ 1102

_N1120 _ p1210 — _ 2011 _ _ pj2033 _ pj2101 _ py2303
— 3032 _ 3230 — _ 3302 _ _ 3320 _

e_%(x2+y2)w2

Vite@?+yHw? r £3 {

[e(x2+y2)a)2 (xzwz + yzwz —1) - 1]f12 _

eCHHYIO [ 4 o4y | £2) (3.57)
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NO0122 — 0133 — _ 0212 — _ pj0313 — 1022 — 1033

— _N1202 — _ 1303 _ _ 2021 _ _ 2120 — p2201 — p2210
_l24y2y02
— _ 3031 _ _py3130 _ p3301 _ pr3310 _ © 2Ty
Z492) 02
Vi1te@ +y)w® 2
(3.58)
_l2492y02 2.4 0,2y,2
N1122 — _ 1212 — _ 2121 _ 2211 — _ € 2XTHY (e Py DI0%)
Vite@yhelp
(3.59)
N1133 — _ 1313 _ _ 3131 _ 3311 _
“Lx2iy2y02 202y ,2 2.02y,2
e 2 [2(1+e(" 0N 24 YW )yz]
1+e@ 0% 24y D)fi fy
(3.60)
N2233 — _ 2323 — _ 3232 _ p3322 _

1.2, .2y.2
e 20O (54 o0 Hy)0? 2 o (1 4o HyI0?) )2

3.61
Vite@+y2)0? (x24y2)f, f, (3-61)

Denklem (3.53) ile denklem (3.61) arasindaki bilesenler enerji yogunlugu ifadesi

olan denklem (2.14) de yerine yazilirsa Papapetrou icin enerji yogunlugu ifadesi asagidaki

bi¢imde bulunur:

§00 = — - 7 e_%(xzwz)wzwz
5/2
16(1+e("2+3’2)‘*’2) nfifs

x {[6 — 9x?w? — 9y2w? + 2e20°+¥)0% (11 — 18202 + x*w* + y*tw* +
2x2w2(y2w? — 9)) + 430 +YD0% (2 _ 49202 + x*w*t + yrwt +
2x2w2(y2w? — 2)) + e@ 0% (20 — 29y2w? + x*w* + ytwt +

x2w?(2y?w? — 29)|fE - ey (1 4 e(x2+3’2)‘“2)[x2w2 +y2w? -2+
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e (P +Y0% (25202 + 2y2w% — 1)]f2}
(3.62)

3.2.5. Tolman enerji momentum gosterimi

Denklem (2.19) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15) kullanilarak Papapetrou enerji-
momentum gosterimi eldesinde kullanilan potansiyelleri elde etmek i¢in Christoffel

sembollerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Christoffel sembolleri ifadesi

1
Fauv = Egaﬁ(augvﬂ + avguﬁ - aﬁg;w) (3.63)

ile verilir. Denklemler (3.13) ve (3.14) denklem (3.63) de kullanilirsa Christoffel

sembollerinin ifadesi asagidaki bigimde elde edilir;

(xz+yz)a)2 2
e Xw
1 =T%0 = ——mmmur (3.64)
3
[0y =-T% = e
f2
(3.65)
(x2+y2)u)2 2
e Y
M2 =% = T—mor (3.66)
2_.2v,.3
M, =Tr% = ~E)en (3.67)
f2
2(x2+y2)w?
[y =% =—2 1Yol (3.68)

(1+e2+yDo?)(x24y2)f
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(3.70)

(3.75)

e(x2+y2)m2 2
x 2,.2
y2(2xtw?+2y2w?-1)

1
;= —xw?+
(x2+y?)2
) (2 +y2)w?
I (o e 2t
0 (1+e@+y?)w? o ]“’fz
e ye)w
Yx2+yH)fy
ry,=ri, = g _ eBFHhety2
= —ye? — x?y(2x?w?+2y?w?-1)
(x2+y?)2
l"1 _ 2 e(x2+y2)w2 3 2
0y = X x32x?w?+2y°w?-1)
(x2+y2)2
Fl — 3
33 = T3 =-T°
13 3% = xw?
, P2y 07
e
(1+e(x2+y2)w2 2 :
Yx2+y2) fy
l"z _ 2 e(x2+y2)w2 3
=y y3(2x?w?+2y?w?-1)
(x2+y?)?
N 2(x2+y2)w?
= T2,, = -5 e( . Z)w XYywf;
+e@2+y?)w?
Y(x2+yH)fy
[, = 1%, = —xo? — 220
1= —xw? — xy?(2x2w?+2y?w?-1)
(x2+y?)2
P (P 4y?)0?
2 Y o %2y (252 w2 +2y%w?—1)
(x2+y2)2
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F233 = _F323 = _F332 = y(,()z. (3.79)

Christoffel sembolleri kullanilarak Tolman enerji momentum gdsterimi ig¢in

potansiyeller
Lx2iy2y02 2.,.2Y,,2
1700 e’ 2 x[4(x2+y2)w2+e(x +y9)w (4-x2w2+4y2w2—1)]
' 2V 1ot D0 (x24y2)fy £,
(3.80)

10,2002),2
/00 e 2Tty y[4(x2+y2)w2+e(xz+y2)“’2(4x2w2+4y2w2—1)] (3.81)
: 2V 1+e0P D0 (x24y2)fy £, '

1.2, .2y,2
e 2 YW (3+4e(x2+y2)w2)xw2

Udt = 3.82
0 2V 1+3(x2+y2)w2f1f2 ( )
1.2, .2y,2
S(x“+y“)w
01 _ ez w
Uz - /1+e(x2+3’2)‘*’2f12 (383)

1
e—i(xz +y?)w? € +4e(x2 +y2)w2)yw2

U02 — 384
z 2V 1+e@+y2)0? g £ ( )
302 +y?)w?
e w
Up? =

- /1+e(x2+y2)w2 12
(3.85)
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3(x2492) 2
o3 +y?)w xwz[e(x2+y2)w2(xzwz+y2w2_7)_3+262(x2+3’2)‘”2(x2w2+y2w2—2)]f1

U10 —
0 2(1+e@*?+y?)w?)3/2£3
(3.86)
1.2.52y,,2
U1 = _ e 2 YT )W (3+6e(x2+y2)“’2+262(x2+y2)“’2)xyw3
1 2(1+e@+yH)w?y3/2 2
(3.87)
1,2.02y,,2
y1o _e_2(x 9w w(2—x2w2+2y2w2+Zez("2+y2)‘*’2y2w2+e("2+3’2)“’2(2—2x2w2+4y2w2))
z - 2(1+e@P+yH)w?y3/2 2
(3.88)
124002y02
yil — e 2T TYION (1 (P +yH0? g2 HY2 )02 )y )3
0 2(1+e(x2+y2)w2)3/2f22
(3.89)
1
" e;(x2+y2)w2x[y2(yzwz_l_e(x2+y2)w2)+x2(1+e(x2+y2)w2 +y2w2)]
Uit = e (3.90)
2(1+e (YOI 2(x24y2)2 , f,
11 e_%(xzwz)wzy
U e e
X
24022 241 02) 2
{ez(" +y?)w (2 — x2) + 2(x2 + y2)?w? + (2 +y?)w [y? + 3xtw? +
2y*w? + x%(5y%w? — 1]} (3.91)
1
U12 e‘f(x2+y2)w2 [(1+23(x2+y2)w2)x2+2(1+e(x2+y2)w2)zyz]w3
0o = 21202
2(1+e(x +y9)w )3/2f22
(3.92)
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1
e—f(x2+y2)w2y{Zez(x2+y2)w2x2+(x2+y2)2w2+e(x2+y2)w2[y4w2+x2(2+y2w2)]}

U12 —
1 2(1+eFP+yHw?)3/2(x2 4 y2)2f, f,
(3.93)
12,22
Uiz e 2@ +yHo x{Zez(x2+y2)“’2y2+(x2+y2)2a)2+e(x2+y2)“’2 [2x4w2+y4w2+y2(2+3x2w2)]}
2 2(1+e 0P HyD02)3/2(x2 4y 2)2f, fy
(3.94)
2 +yHw? |
U13 _ ez Xw
37 W 14et®Hy0?
e fifz
(3.95)
3(52122)2
20 e 2(*+y%)w ywz[e("z*'yz)“’z(x2w2+y2a)2—7)—3+2e2(x2+3’2)“’2(x2w2+y2w2—2)]f1
UO - 2(1+e(x2+y2)w2)3/2f23
(3.96)
U2 e_%(x2+y2)w2a)[2+2x2w2+2e2("2+y2)‘*’2x2w2—y2w2+e("2+y2)“’2(2+4x2w2—2y2w2)]
1 = 219202
2(1+e(x +y9)w )3/2f22
UZO _ e—%(xz*'yz)wz (3+63(x2+y2)w2+232(x2+y2)w2)xyw3
2 = 2(1+e(x2+y2)w2)3/2f22
(3.98)
L2 +y?)0? @2 +y?)w2y2,.2 @2+y»Hw?y,,2],,3
U2t — e 2 [2(1+e )ex“+(1+2e )y ]w
0 2(1+e@P+y?)w?y3/2£2
(3.99)
1
- e_f(xzﬂ’z)"’zy{ze2("2”’2)"’2962+(x2+y2)2w2+e(x2+y2)“’2[x4w2+2y4w2+x2(2+3y2w2)]}
v 2(1+e G YD0R)3/2(x2 4y 202 £
(3.100)
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1.2 2y,,2 2 21,.2 2 2.2
e~z +yHw x[ZeZ(X +y?)w y2+(x2+y2)2w2+e(x +yHw (x4m2+y2(2+x2w2))]

UZl —
? 2(1+eCTDOD/2 (x2 1y 22
(3.101)
- e_%(x2+y2)’”2(1+2e(x2+3’2)w2+2e2(x2+y2)‘”2)xyw3
UO - 2(1+e(x2+y2)m2)3/2f22
(3.102)
22 e_%(xzﬂ’z)“’zx 2(x2+y?)w? (.2 2 2 N2 2
Ui = - e2 (X" HYT)w” (52 — 2(x )
1 2(1+e(x2+y2)w2)3/2(x2+y2)2f1f2[ ( y )+ ( +y ) +
2 2 2
e@HYIOT(x2 — 32 4 2x*w? + 5x2y?w? + 3y*w?)] (3.103)
1
22 ei("z+y2)“’2y[(1+e(x2+y2)w2)y2+x4wz_x2(1+e(x2+y2)w2_yzwz)] 3104
2 = 2(1+e(x2+y2)w2)3/2(x2+y2)2f1f2 ( . )
1.2,.2y,.2
U23 = e 2 YW yw?
3 _2 1+e@+y2)0?r £,
(3.105)
1.,2.02y,2
Jat _ B
P et e,
(3.106)
1.2,.2y,2
32 = e 2 YW yw?
> 2V 1+3(Xz+y2)wzf1f2
(3.107)
U33 e_%(x2+y2)w2x(e(x2+y2)w2_2(x2+y2)w2)
. 2V 1+e@+yD)0? (x24y2)F £
(3.108)
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1
e_f(xz +y2)w2y(€ (xz +y2)w2 _2(x2 +y2)(4)2)

2V 1+e )0 (x24y2)f f,

33 _
Us° =

(3.109)

seklinde elde edilir. Bu bilesenler ve denklem (2.18) yardimiyla Tolman enerji momentum

yogunlugu ifadesi

1205202 2,02Y,2 2102Y,2
e —z(F?+y%)w w2[4(x2a)2+y2w2—2)—862(" +y8)w? | (x2+y?)w (4x2w2+4y2w2—15)]

16(1+e@*+yD)w?)3/2nf £,

TO =

(3.110)

bi¢iminde elde edilir.

3.2.6. Weinberg enerji momentum gosterimi

Denklem (2.23) ve denklemler (3.13)-(3.14)-(3.15)-(3.16) ve (3.17) kullanilarak

Weinberg enerji-momentum gdsterimi i¢in potansiyeller

g010 = 100 — _ me? (3.111)

e—(2+yHw?f,

{012 = _g021 = 7201 — _\/% (3.112)
g020 = 200 — 2yw* (3.113)

e—(2+yHw?f,

yw?

/e_(x2+y2)w2f2

g121 = _g211 = 7323 = _
(3.114)
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(3.115)

122 _ 7133 — _ 7212 _ __ 7313 _
=== =—¢

xw?
Ve-(x2+yHw?g,

olarak bulunur. Denklemler (3.111) ile (3.115) arasindaki denklemler ve denklem (2.22)
kullanilarak Weinberg enerji yogunlugu asagidaki gibi elde edilir;

00 _ _ w?(2+x°w?+y?w?)
wee = OB, (3.116)

3.2.7. Meller enerji momentum gosterimi

Moller gdsterimi igin koordinat doniisiimiine gerek yoktur. Islemler silindirik
koordinatlarda yapilacaktir. Denklemler (3.1) ve (3.2) kullanilarak silindirik koordinatlarda

metrik tensor ve tersi sirasiyla asagidaki sekilde elde edilir;

_ f2?
gﬂV - pr 0 p2(1_p2w2) 0 (3117)
Fuf2 fZ
\ 0 0 0 i
fZ
f12(92w2 -1) 0 fifow 0
- 0 eP’@’f2 0 0
g = 2
\ fifow o K o0 /
0 0 0 ePtw’f?

(3.118)

Denklemler (2.27), (3.117) ve (3.118) kullanilarak Meller gosterimi igin

potansiyeller
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2p2w?
X0t =—x’ =x3° =23 =T (3-119)

W =-ag = (3.120)
4 .3
291 = —y10 = ZP@“’ (3.121)
12 21 _ 2-2p%w?
X2" =X =T (3.122)

olarak bulunur. Elde edilen bilesenler Meller enerji yogunlugu olan denklem (2.26)

ifadesinde yerine yazilirsa Van Stockum modeli i¢in Mgller enerji yogunlugu

MY = —4;1‘;;2 (3.123)

biciminde yazilir.

3.3 Bazi Gokkusagr Fonksiyonlar1 icin Enerji Yogunluklarimin Yeniden

Degerlendirilmesi

Onceki alt boliimde ele alinan tiim gdsterimler icin elde edilen enerji yogunluklari

ifadelerini tekrardan silindirik koordinatlarda ifade edilirse

o242
0 = ez o 7z [4(p?w? —2) — 8e2P’w? 4 P’ (4p2¢2 — 15)]
16f, fym(1+eP?0?)

(3.124)
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B0 —

12 2
—5p“w” 2
<! a;/z {4(p2w2 —2) + 2¢%"¢’ (4p*w?® —5) + e“’z“’z[llpzw2 —-17 +
16(1+epz“’2) nf
2
2p%w* + w* p* cos? ¢ sin® q[)]}fl (3.125)
LOO —
—2p2w?2, 2
e81‘[—f24w [4- — 8p2 (1)2 +
eP’@* (6 —9p2w? + 2p* w* + w* p* cos? ¢ sin? ¢)]
(3.126)
£00 = 1 e P10 )2
16(1+eﬂzw2) fofs
X
{[6 — 9p2w? + 2e2P*@* (11 — 18p%w? + p*w* + 2w* p* cos? ¢ sin? p) +
4e3P°9% (2 — 4p?w? + p2w* + 2w* p* cos? P sin? ) + eP @’ (20 — 29p2w? +
p2w* + 2w* p* cos? ¢ sin? P)|f2 — eP" " (1 +
epz“’z)[pza)2 — 2+ el 0’ (2p2w? — D2}
(3.127)
10202 , 2,2 2p2w? 202, 2.2
70 — e 2 w [4(p W?%—2)—8e?P W 4P P (4p%w —15)]
o 16(1+eP*©?)3/2nf, f,
(3.128)
2 2,2
Woo — _ @ @tp @) 3.129
- (3.129)
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MY = — 2P (3.130)
f1f;

denklemleri elde edilir.

Literatiirde 1iyi bilinen Gokkusagi fonksiyonlar1 olarak asagidaki tablodaki

fonksiyonlar kullanilir.

Tablo 3.1 Literatiirde sik¢a karsilasilan bazi gokkusag1 fonksiyonlari

Model Ad1 fi(E/ERD) f,(E/ERR) Kaynak
. . EA\" Amelino-Camelia ve
Amelino-Camelia 2004 1 1-17 (E_P) ark. (2004)
E n
Modifiye Daginim 1 1+ 4 <E_) Ling ve ark. (2006)
— Pl
Ustel (e Frt — 1) 1 Garattini ve Mandanici
E (2012)
a—
Ep, -
Magueijo ve Smolin
DSR 1 -
(1 — AE/Ep) (2004)
Logaritmik Model 1 In(1 + yE/Ep) Fenomenolojik model

3.3.1 Modifiye daginim modeli

Tablo 3.1 de yer alan 4, y, n, a sabitlerdir. Simdi Modifiye Daginim modeli kullanilirsa

Einstein gdsterimi i¢in enerji yogunlugu

2

wZ

1
e_fpzw

9 [4(p?w? — 2) — 8e2P*®" + &P " (4p2w? — 15)] (3.131)

2,2 E
16(1+eP”® )3/2n(1+(E—m)n/1)

seklinde elde edilir. Sabitler 1 olacak sekilde ayarlama yapilirsa 3 boyutlu olarak enerji

yogunlugu ifadesinin grafiksel gosterimi agagidaki sekilde olur.
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Sekil 3.1. Einstein gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi.

Burada y = Eil ile tanimlanmaktadir. Sekil 3.1 de ylizey incelendiginde enerji
P

yogunlugunun tim bdlgede negatif degerler aldigi, ancak p arttikca sayisal olarak
yiikseldigi (yani daha az negatif hale geldigi) acik¢a goriilmektedir. Bu durum, Van
Stockum’un donel silindirik uzay-zamaninda kiitlegekimsel etkinin merkez bolgeye yakin
alanlarda daha gii¢lii, merkezden uzaklasildikca ise daha zayif oldugunu gostermektedir.
dogrultusunda ise enerji yogunlugundaki degisimin olduk¢a sinirli ve diizgiin oldugu,
dolayisiyla Gokkusagi Kiitlecekim Kurami’ndan gelen enerjiye bagli diizeltmelerin

Einstein gosteriminde ikincil bir etki olarak ortaya ¢iktig1 anlagilmaktadir.

Bergmann-Thomson gosterimi i¢in enerji yogunlugu

12 2
e 2P 9" 2

B0 = — {4(p?w? - 2) + 2e2P°@* (4p2? — 5) +

3/2
16(1+eP?0?) n(1+(EiPl)n)1)
eP* ¥’ [11p%w? — 17 + 2p2w* + w* p* cos? ¢ sin? ¢]}
(3.132)

biciminde ifade edilir. Grafiksel olarak gosterilirse:
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Sekil 3.2. Bergmann-Thomson gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel

gosterimi. X= Eil ile tanitmlanmaktadir. Ac¢isal kisimdan gelen katki ihmal
P

edilmisgtir.

elde edilir. Sekil 3.2°de Bergmann-Thomson gosterimiyle elde edilen enerji

yogunlugunun, test parcaciginin enerjisine (y = Ei) ve silindirik koordinatlardaki 1sinsal
Pl

uzakliga (p) bagl grafigi sunulmaktadir. Grafik incelendiginde, her iki degiskenin artisiyla
birlikte enerji yogunlugunun diizenli bi¢imde azaldigi gézlemlenir. Bu durum, Rainbow
Gravity yaklagiminin karakteristik bir sonucu olarak, yiiksek enerjili pargaciklarin uzay-
zaman farkli bicimlerde “algilayabilecegi” fikrini destekler. Ozellikle, test parcaciginin
enerjisi arttikga Bergmann—Thomson enerji yogunlugu azalmakta ve bu azalma, klasik
Genel Gorelilik’te elde edilen ifadelerle karsilastirildiginda Rainbow fonksiyonlarinin

etkisini agikca gostermektedir.

Landau-Lifshitz gésterimi i¢in enerji yogunlugu

LOO —
—2p2w2 2
% [4—8p% w? +
8n(1+<E—Pl) A)
eP’®* (6 —9p2w? + 2p* w* + w* p* cos? ¢ sin? ¢)]

(3.133)
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seklinde olur. Acisal kisimlardan gelen katki diger terimlerin yaninda ihmal edilebilir.
Dolayistyla Landau-Lifshitz gosterimi i¢in elde edilen enerji yogunlugu grafigi asagidaki

gibi olur:

Sekil 3.3. Landau-Lifshitz gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi.

Burada y = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.3. grafigi, Landau—Lifshitz enerji-momentum gosterimi kullanilarak elde
edilen enerji yogunlugunun, hem silindirik koordinatlardaki i1sinsal uzaklik p hem de

Gokkusagr Kiitlecekim Kurami’nda test parcaciginin normalize enerjisini ifade eden

X = EL degiskenine bagli davramisimi gostermektedir. Yiizey incelendiginde enerji
Pl

yogunlugunun, p arttikga belirgin bicimde azaldigi, yani merkezden uzaklasildikca
kiitlegekimsel etkinin zayifladigr goriilmektedir. x yoniinde ise degisimin oldukca sinirh
oldugu, dolayisiyla Landau—Lifshitz gosteriminin enerjiye bagli Rainbow diizeltmelerine
diger komplekslere gore daha zayif tepki verdigi anlagilmaktadir. Bu durum, bu gosterimin
simetrik  yapist gere§i GoOkkusagi fonksiyonlarmin ¢ogunu sonlimlemesinden
kaynaklanmakta; sonucgta enerji yogunlugu uzay-zaman geometrisine duyarli olmakla
birlikte yiiksek enerjili parcaciklarin etkisi Landau—Lifshitz taniminda olduk¢a hafif
hissedilmektedir.

Papapetrou enerji yogunlugu ifadesi denklem (3.127) den
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{[6 —9p2w? + 2e2P°®° (11 — 18p%w? + p*w* + 2w* p* cos? ¢ sin? ¢) +

4e3P°90* (2 — 4p?w? + p2w* + 2w* p* cos? P sin? @) + P @° (20 — 29p%w? +

piw* + 2w* p* cos? ¢ sin? ¢)| — eP*w’ (1+ e”z“’z)[pzoo2 — 2+ eP 0% (2p20? —

D] (1+ (Eim)" /1)2} (3.134)

olarak elde edilir. Agisal kisimlardan gelen katki diger terimlerin yaninda ihmal edilirse

Papapetrou enerji yogunlugu ifadesi i¢in grafiksel gosterim asagidaki bicimde olur:

-,
1.0

‘0.0

Sekil 3.4 Papapetrou gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi.

Burada y = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.4. e gore yiizey incelendiginde enerji yogunlugunun o&zellikle kiitle
dagiliminin merkezine yakin bolgelerde (p = 0) daha belirgin negatif degerlere sahip
oldugu goriilmektedir; bu durum Papapetrou goésteriminin simetrik yapist geregi donen
uzay-zaman geometrisinin olusturdugu baskin kiitlegekimsel katkiya duyarli oldugunu
gostermektedir. y yonilindeki degisim ise orta diizeydedir: test par¢aciginin enerjisi arttikga

enerji yogunlugu hafifce yiikselme egilimi gosterse de, degisim smirhidir ve Landau—
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Lifshitz’e gore daha belirgin fakat Meller veya Einstein gosterimlerine kiyasla daha zayif
bir gokkusagi etkisi ortaya ¢ikmaktadir. Genel olarak grafik, Papapetrou gosteriminin
enerji yogunlugunda hem merkezdeki egrilik etkisini hem de enerjiye bagli metrik
diizeltmelerini orta seviyede hissettirdigini, ancak uzay-zamanin donel yapisindan

kaynaklanan negatif enerji bolgelerinin baskin kaldigini ortaya koymaktadir.

Tolman enerji momentum gosterimi i¢in enerji yogunlugu secilen Gokkusagi

Fonksiyonu i¢in denklem (3.28) ve Tablo 2.1 kullanilarak

12,2 2,2 2,2
e 2P ® w2[4(p2a)2—2)—8e29 W% tpepP@ (4p2w2—15)]

(3.135)

TO =
0 242 E\"
16(1+eP”® )3/2n(1+(—) /1)

Epy

ifadesi elde edilir. Grafiksel gosterim ile ¢izilecek olursa asagidaki sekil elde edilir:

Sekil 3.5. Tolman gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gésterimi. Burada

X = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.5. genel olarak negatif bir deger aralifinda seyrettigi ve bunun Tolman
kompleksinin 6zellikle donen silindirik uzay-zamanlarda kiitlegekimsel potansiyel kaynakli
negatif katkilara duyarli oldugunu ortaya koydugu goriilmektedir. Enerji yogunlugu, p
arttikca yavas bir artis egilimi gosterse de merkez bolgesindeki (p = 0) minimum deger
belirgin sekilde daha derindir. y yoniinde ise egrinin olduk¢a diisiik duyarliliga sahip

oldugu, yani gokkusag: diizeltmelerinin Tolman gdsteriminde enerji yogunlugunu yalnizca
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hafifce etkiledigi anlasilmaktadir. Bu da Tolman gosteriminin gokkusagi fonksiyonlarina
kars1 gorece daha duragan davrandigini, enerjinin artmasinin enerji yogunlugu iizerinde

yalnizca smirli degisimlere yol actigini géstermektedir.

Weinberg gosterimi i¢in ele alinan gokkusagi fonksiyonlari kullanilsa denklem
(3.129) ve Tablo 2.1 den

w?(2+p*w?)

WOO — -
sn\/e-Pzwz[H(Eim) /1]

(3.136)

elde edilir. Weinberg gosterimi icin enerji yogunlugunun grafiksel bi¢cimi asagidaki

bigimde elde edilir.

Sekil 3.6. Weinberg gosterimi icin enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi.

Burada y = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.6 ya gore enerji yogunlugunun tiim bdlgede negatif kaldig1 ve ozellikle p — 1
bolgesinde mutlak degerinin arttig1 goriilmektedir; bu durum Weinberg gdsteriminin Van
Stockum tipi donel uzay-zamanlarda negatif enerji katkilarinin baskin sekilde korundugunu
gostermektedir. y dogrultusunda degisimin olduk¢a smirli olmasi ise, Weinberg
gosteriminin gokkusagi fonksiyonlarindan gelen yiiksek enerji diizeltmelerine kars1 zayif
tepki veren bir yapiya sahip oldugunu ortaya koymaktadir. Son olarak Meller gdsterimi

icin secili gokkusag1 fonksiyonlar cinsinde enerji yogunlugu ifadesi
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M9 =— (3.137)

Sekil 3.7. Mgller gésterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi. Burada

X = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

olarak cizilir. Grafik incelendiginde enerji yogunlugunun 6zellikle p arttik¢a ¢ok daha hizl
bir azalis sergiledigi goriilmektedir; bu durum Meller kompleksinin koordinat bagimsiz
yapist sayesinde uzay-zamanin ger¢ek geometrik etkisini daha gii¢lii bicimde yansittigini
gostermektedir. y dogrultusundaki egilim ise oldukga nettir: test parcaciginin enerjisi
yiikseldik¢e enerji yogunlugu daha az negatif degerlere dogru yaklasmakta, ancak bu
degisim p yoniindeki giiclii diisiise kiyasla daha sinirl kalmaktadir.

3.3.2 Ustel model

Tablo 2.1. den f; fonksiyonun 1 den farkli durumu igin Ustel Model segilsin. Bu

durumda;

Einstein gosterimi i¢in enerji yogunlugu denklem (3.124) kullanilirsa

Lh2g2
0y = c? wab —[4(p?w? - 2) - 8e2P** + eP** (4p2w? — 15)]

24
16(1+eP*®?)3/27Ep (e EPL — 1)
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(3.138)

ifadesi elde edilir. Bu durumda enerji yogunlugu ifadesinin grafiksel gosterimi agagidaki

sekilde olur.

Sekil 3.8. Einstein gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gésterimi. Burada

X = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.8 incelendiginde FEinstein enerji-momentum gosterimi i¢in enerji
yogunlugunun, Ustel Gokkusagi modeli altinda 1smsal uzaklik p ve normalize enerji
parametresi y = E/E[J[] degiskenlerine bagli davramigini gostermektedir. Yiizey
incelendiginde enerji yogunlugunun tiim bolgede negatif degerler aldigi, ancak p arttik¢a
enerji yogunlugunun sayisal olarak ylikseldigi (daha az negatif hale geldigi) goriilmektedir.
Baska bir ifadeyle, enerji yogunlugu merkez bolgeye yakin alanlarda daha diisiik (daha
negatif) degerler alirken, merkezden uzaklasildikca kiitlecekimsel katki zayiflamakta ve
enerji yogunlugu sifira dogru yaklasmaktadir. y yoniinde ise iistel Gokkusagi diizeltmeleri
nedeniyle hafif ve diizenli bir artis egilimi gdzlenmekte, ancak bu etki p yoniindeki

geometrik degisime kiyasla daha siirli kalmaktadir.

Bergmann-Thomson gosterimi i¢in enerji yogunlugu denklem (3.125) kullanilarak
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BOO —

TEpl _ 1ye—3P2w 2
—Eple P -e =7 “{4(p?w? —-2) + 2e2P°@* (4p2? — 5) + eP @’ [11p2w? —
16ak(1+eP?0?)
17 + 2p2w* + w* p* cos? ¢ sin? ¢]} (3.139)

seklinde olur. Grafiksel olarak gdsterilirse:

Sekil 3.9. Bergmann-Thomson gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel

gosterimi. y = —EEl ile tanimlanmaktadir. Ac¢isal kisimdan gelen katki ihmal
P
edilmistir.
elde edilir.

Sekil 3.9 grafiginin yiizey yapist incelendiginde enerji yogunlugunun pozitif
degerlerde seyrettigi ve Ozellikle p arttikca belirgin bigimde azaldigr goriilmektedir; bu
durum Bergmann—Thomson kompleksinin, Van Stockum uzay-zamanindaki donel yapidan

kaynaklanan kiitlegekimsel enerjiyi pozitif bir katki olarak degerlendirdigini gosterir.

Landau-Lifshitz g0sterimi i¢in enerji yogunlugu ifadesi denklem (3.126)

kullanilarak
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LOO —

—2p2w?2, 2
epg—nw [4—8p% w? +
eP’®* (6 —9p2w? + 2p* w* + w* p* cos? ¢ sin? ¢)]
(3.140)

seklinde elde edilir. Landau-Lifshitz gosterimi i¢in gdkkusagi fonksiyonlarindan gelen
katk1 Ustem model icin bulunmamaktadir. Dolayisiyla genel gorelilikteki enerji ifadesi elde

edilmektedir.

Papapetrou enerji yogunlugu ifadesi denklem (3.127) den

3
EOO —u aE —p?w? 2

2,,2\5/2 aEL
Ep16(1+ep?@%) " “n(e EPL - 1)

X
[6 —9p%w? + 2e2P*®° (11 — 18p%w? + p*w* + 2w* p* cos? ¢ sin? ¢) +

4e3P°0% (2 — 4p?w? + p2w* + 2w* p* cos? P sin? @) + eP @’ (20 — 29p2w? +

aE—
e EpL —1

( > 2
prw* + 2w* p* cos? ¢ sin? ¢)] - — PP (1 + e"z‘*’z)[pzw2 -2+
wE
Ep

\
eP* @’ (2p2w? — 1)]L (3.141)

olarak elde edilir. Agisal kisimlardan gelen katki diger terimlerin yaninda ihmal edilirse

Papapetrou enerji yogunlugu ifadesi i¢in grafiksel gosterim asagidaki bi¢cimde olur:
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Sekil 3.10. Papapetrou gdsterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi.

Burada y = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.10 daki grafik, Papapetrou enerji-momentum gosterimi igin enerji

yogunlugunun 1s1nsal uzaklik p ve normalize enerji parametresi y = Eil degiskenlerine bagli
P

davranisin1 gostermektedir. Yiizey incelendiginde enerji yogunlugunun tiim bdlgede
negatif kaldigi, ancak merkezden uzaklasildikca (p — 1) mutlak degerinin azaldigi
goriilmektedir; bu durum Papapetrou kompleksinin donel Van Stockum uzay-zamaninda
kiitlegekimsel etkileri negatif enerji yogunlugu seklinde yorumladigimi gostermektedir. y
dogrultusunda ise belirgin bir artig egilimi vardir: test parcaciginin enerjisi yiikseldikce

enerji yogunlugu daha az negatif degerlere yaklagmaktadir.

Tolman enerji momentum gosterimi i¢in enerji yogunlugu secilen Gokkusagi

Fonksiyonu i¢in denklem (3.28) ve Tablo 2.1. kullanilarak

12,2
e 2P aEsz[4(p2w2—2)—8e2"2“’2+e"2“’2(4p2w2—15)]
TO = b ] (3.142)

ol
16(1+eP?©?)3/2x(e EPL — 1)

ifadesi elde edilir. Grafiksel gosterim ile ¢izilecek olursa asagidaki sekil elde edilir:
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Sekil 3.11. Tolman gosterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gosterimi. Burada

X = Ei ile tammmlanmaktadir.
Pl

Sekil 3.11. de enerji yogunlugunun tiim bolgede negatif kaldigi ve o6zellikle
merkezden (p = 0) uzaklasildikga mutlak degerinin hafifce azaldigi goriilmektedir; bu
durum Tolman gosteriminin Van Stockum uzay-zamanindaki donel yapidan kaynaklanan
kiitlegekimsel etkileri negatif enerji yogunlugu seklinde yorumladigini gostermektedir.
yoniinde ise belirgin fakat ilimli bir artis egilimi vardir: test pargaci@inin enerjisi arttik¢a

enerji yogunlugu daha az negatif degerlere yaklagmaktadir

Weinberg gosterimi i¢in ele alinan gokkusagi fonksiyonlart kullanilsa denklem

(3.129) ve Tablo 2.1 den

_ @?(2+p*w?)

WOO —
gy e—p?w?

(3.143)

elde edilir. Goriildiigii iizere Weinberg gdsterimi i¢in enerji yogunlugu ifadesi Ustel Model
icin genel gorelilikteki sonucunu vermektedir. Yani test pargaciginin bu model ile birlikte

uzayin enerji yogunluguna bir etkisinin olmadig1 sdylenebilir.

Mpller gosterimi i¢in secili gdkkusagi fonksiyonlari cinsinde enerji yogunlugu

ifadesi
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Mo = - "En (3.144)

Sekil 3.12. Moller gbsterimi i¢in enerji yogunlugunun grafiksel gésterimi. Burada

X = Ei ile tanimlanmaktadir.
Pl

olarak cizilir. Sekil 3.12 de gbre enerji yogunlugunun tiim boélgede negatif oldugu ve
ozellikle p arttikca cok daha hizli bir bigimde azaldig1 goriilmektedir. x yoniindeki davranig
ise daha 1limlidir yani parcacik enerjisi arttik¢a enerji yogunlugu daha az negatif degerlere
yaklagsmakta, ancak bu degisim p yoniindeki keskin azalisa gore c¢ok daha smnirh

kalmaktadir.

4.SONUC VE ONERILER

Bu calismada, genel goreliligin en temel problemlerinden biri olan enerjinin
yerellestirilmesi sorunu, klasik enerji-momentum gosterimleri ¢ercevesinde ele almis ve
bu yaklasim GKK (Rainbow Gravity) kapsaminda yeniden degerlendirmistir. Ozellikle Van
Stockum donen toz modeli gibi tlirdes olmayan silindirik simetrili bir uzay-zaman
geometrisi segilerek genel gorelilikte kuraminda enerji yogunlugu hesaplamalari

gergeklestirilmistir.
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Elde edilen sonuglara gore, enerji-momentum gosterimlerinin tamami (Einstein,
Bergmann—Thomson, Landau-Lifshitz, Papapetrou, Tolman, Weinberg ve Mgller), klasik
genel gorelilik smirinda yani Gokkusagir fonksiyonlar fi(E/Ep) » 1, fo(E/Ep) = 1
limitinde uyumlu ve fiziksel olarak tutarli enerji dagilimlar1 vermektedir. Dolayisiyla
calisma, klasik sonuglarin GKK ya genellestirilmesi baglaminda teorik tutarlilifi ortaya
koymaktadir. Bununla birlikte, GKK altinda yapilan degerlendirmeler, enerjiye bagh
metriklerin enerji yogunlugu iizerinde anlamlhi degisiklikler yarattigini gostermistir.
Ozellikle yiiksek enerjili test parcaciklarinin (E ~ Ep) uzay-zamani farkli bigimlerde
“algiladig1” ve bu durumun enerji yogunlugu ifadelerinde gozle goriiliir sapmalara yol

actig1 belirlenmistir.

Einstein ve Tolman gosterimleri, klasik sonuglarla olduk¢a yiiksek uyum
gostermekte; gokkusagi fonksiyonlar1 eklendiginde enerji yogunlugundaki degisim biiyiik
Olciide Olgek faktorii diizeltmeleri bigiminde ortaya c¢ikmaktadir. Landau-Lifshitz ve
Papapetrou gosterimleri, metrik tensorlin simetrik formuna dayandiklart i¢in Gokkusagi
fonksiyonlarindan gelen diizeltmelerin ¢ogu terimde soniimlendigi gorilmiistiir. Bu
nedenle enerji yogunluklari, 6zellikle Ustel model gibi belirli Gokkusag: fonksiyonlar:
altinda genel gorelilikteki degerlerle neredeyse 6zdestir. Buna karsin, Bergmann—Thomson
ve Moller gosterimleri, Ozellikle enerjiye bagli uzay-zamanlarda anlamli farkliliklar
sergilemistir. Moller gosterimi, koordinat bagimsiz yapisi1 sayesinde diger gdsterimlerin
aksine silindirik koordinatlarda da dogrudan uygulanabilmis; bu yoniiyle ¢alisma boyunca
elde edilen en genel ve fiziksel yoruma elverisli enerji yogunluklarini saglamistir. Meller
gosteriminde elde edilen sonuglar, test pargaciginin enerjisi arttik¢a enerji yogunlugunun
monoton bi¢imde azaldigini, dolayisiyla kiitlecekimsel etkinin yiiksek enerjilerde

zayifladigin1 gostermektedir.

Tezde farkli Gokkusagi fonksiyonlar1 (Amelino—Camelia, Magueijo—Smolin, Ling—
Liu, Garattini-Mandanici vb.) kullanilarak yapilan analizler, enerji yogunlugu iizerindeki
etkinin modele duyarli oldugunu ortaya koymustur. Modifiye Dagilim Modeli altinda
enerji yogunlugu, enerji ve 1sinsal uzaklik arttikca azalma egilimi gdstermistir. Bu durum,
uzay-zamanin yiiksek enerjilerde “seyrelme” egilimine isaret etmektedir. Ustel Model
kapsaminda, bazi komplekslerde (6rnegin Weinberg ve Landau-Lifshitz) Gokkusagi
etkisinin soniimlendigi, yani enerjiye bagl diizeltmelerin ihmal edilebilir diizeyde oldugu

gozlemlenmistir. Bu bulgu, farkli Gokkusag1 fonksiyonlarinin fiziksel sonuclar iizerinde
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segici etkiler olusturabilecegini gostermektedir. Ozellikle Moller gdsteriminde enerji
fonksiyonlarimin dogrudan enerji yogunlugu formiiliine girmesi, enerjiye bagli metriklerin

toplam enerji dagilimin1 dogrudan sekillendirdigini agikca ortaya koymustur.

Bu sonuglar, enerjinin yerellestirilmesi probleminin ¢6zlimiinde klasik
komplekslerin hala giiclii bir teorik ara¢ oldugunu ve modifiye kiitlegekim kuramlarina
(6rnegin Gokkusagi Gravitesi) basariyla genellenebilecegini gostermektedir. Calismanin

genel bulgularina gore:
o Enerji yogunluklari, diisiik enerjili sinirda genel gorelilik ile tamamen uyumludur.

e Yiiksek enerjilerde (E/Ep —» 1) enerji yogunluklar1 giderek azalmakta, bu da

yercekimsel kuvvetin enerjiye bagl zayifladig1 hipotezini desteklemektedir.

e GKK’nin evrenin baslangicinda tekillik problemini hafifletebilecegi fikrine dolayl

destek saglanmistir.

Tez, literatiirde gorece az ¢alisilmis bir konu olan Van Stockum modeli ve GKK’nin
enerji-momentum analizini bir araya getirerek 6zgiin bir katki sunmaktadir.
Bu kapsamda Van Stockum modeli, donen toz silindiri yapisindaki bir modelin ¢6ziimii
olmas itibariyla teorik agidan onemlidir. Model {izerinde yapilan analizler, enerjiye bagh
uzay-zamanlarin donme ve kiitlecekim enerjisi lizerindeki etkilerini agik bigcimde

gostermistir.

Bu ¢alismada yalnizca Van Stockum metrigi ele alinmistir. Gelecek calismalarda bir
cok farkli yondes olmayan modellerde enerji-momentum  gdsterimlerinin
karsilastirilmasi, GKK’nin evrensel tutarliligini sinamak acgisindan 6nem tagimaktadir.
Calisma teleparalel kiitlecekim (TEGR) veya f(T) teorileriyle genisletilmesi, enerji
taniminin geometrik kdkenini daha derinlemesine ortaya koyabilir. Ayrica f(R)ve f(Q) gibi
genisletilmis geometrik cergevelerde bu amagla incelenebilir.Calismada her gdsterim ayri
ayr1 analiz edilmistir. Gelecek arastirmalarda bu gosterimlerin kuasi-yerel enerji
tanimlartyla karsilastirilmasi, enerji yerellestirmesi problemine daha evrensel bir ¢6ziim

getirebilir.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasi, klasik enerji-momentum gdésterimlerinin GKK gibi
baz1 kuramlara basariyla genellenebilecegini gostermekte; enerjinin yerellestirilmesi

konusundaki tarihsel tartismalara yeni bir bakis kazandirmaktadir. Van Stockum uzay-
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zamaninda gerceklestirilen hesaplamalar kuramsal yonliiyle enerji-momentum probleminin
giincel aragtirmalarda halen canli ve iiretken bir alan oldugunu bir kez daha ortaya

koymaktadir.
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