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CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 2.1. Tiirev tiirlerinin karsilastirilmasi
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

R : Reel Sayilar Kiimesi

D,f : f’nin Kuantum Tiirevi

T,(f) : f’nin Kuantum Fréchet Tirevi

A : A Kiimesinin I¢i

C }1 X,Y) : Birinci Mertebeden Kuantum Tiirevlenebilir Fonksiyonlarin Kiimesi
LX)Y) : Lineer ve Siirekli Operatorler Uzay1

% : f’nin 1. Bilesene Gore Kuantum Fréchet Kismi Tiirevi

[;l] : q Binom Katsayist
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OZET

Doktora Tezi
Tiirev Genellemeleri ve Bazi Uygulamalar:
Pelin YAPRAKDAL

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Selim CETIN

Agustos, 2025

Bu tez calismasinda, tiirev kavraminin klasik tiirev, Fréchet tiirevi ve kuantum
tiirevi baglaminda incelenmesi ve bu tiirev tiirlerinin bir genellemesi olarak yeni bir tiirev
tanimi yapilmasi hedeflenmistir. Calisma, 6zellikle limit kavraminin yetersiz kaldigi
lincer olmayan ve limiti olmayan operatorlerde tiirev alimina ¢éziim getirmeyi
amaclamaktadir.

Bu kapsamda, klasik tiirevlerin lineer operatorlerde, Fréchet tiirevinin dogrusal
olmayan operatdrlerde ve kuantum tiirevinin limiti olmayan operatorlerdeki kullanimlar
incelenmis, mevcut yontemlerin eksiklikleri tespit edilmistir. Ardindan, bu eksiklikleri
gidermek icin Fréchet tiirevine kuantum tiirevinin uygulanmasiyla “kuantum Fréchet
tirevi” olarak adlandirilan yeni bir tiirev tanim1 gelistirilmistir.

Tezde, bu yeni tiirevin matematiksel yapisi1 detayli bir sekilde ele alinmis ve teorik
gecerliligi ¢esitli onerme ve teoremlerle desteklenmistir. Yeni tanimlanan tiirev ile sabit
fonksiyonlarin tiirevlerinin sifir oldugu, belirli bileske fonksiyonlarin tiirevlenebilirlik
ozelliklerinin korunabildigi ve polinom fonksiyonlarda uygulamaya uygun sonugclar elde
edildigi gosterilmistir. Ayrica, Taylor serisi gibi analiz araglarmin bu yeni tiirevle nasil
uygulanabilecegi tizerinde durulmus ve 6rneklerle desteklenmistir.

Sonug olarak, bu tez, tiirevin literatlirdeki eksikliklerini gideren bir genelleme
sunarak, tiirevin mithendislik, fizik ve diger uygulamali alanlardaki kullanimina yeni bir
bakis agis1 kazandirmistir. Calisma, yeni tamimlanan tiirevin integral kavrami ile
iliskilendirilmesi ve daha ileri analizlere temel olusturmasi agisindan gelecek
arastirmalara agik bir alan sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: g-tiirev, Fréchet tiirev, lineer olmayan operatdr, kuantum Fréchet
tiirev
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In this thesis, the concept of differentiation is examined in the context of classical
derivatives, Fréchet derivatives, and quantum derivatives, with the aim of introducing a
new derivative definition as a generalization of these types of derivatives. The study
specifically aims to address the limitations of the classical notion of limits in non-linear
and non-limit-based operators.

In this framework, the usage of classical derivatives in linear operators, Fréchet
derivatives in non-linear operators, and quantum derivatives in non-limit-based operators
are analyzed, and the shortcomings of existing methods are identified. To overcome these
limitations, a new derivative definition termed as "quantum Fréchet derivative" is
developed by applying the quantum derivative to the Fréchet derivative.

The mathematical structure of this new derivative is thoroughly explored in the
dissertation, and its theoretical validity is supported by various propositions and
theorems. It is demonstrated that the new derivative satisfies fundamental properties, such
as assigning a zero derivative to constant functions, preserving the differentiability
characteristics of certain composite functions, and producing consistent results when
applied to polynomial functions. Furthermore, the application of this new derivative in
analytical tools such as Taylor series is discussed and illustrated through examples.

In conclusion, this dissertation provides a generalization that addresses gaps in the
existing literature on derivatives, offering a novel perspective on the use of derivatives in
engineering, physics, and other applied fields. The study also opens new avenues for
future research, particularly in exploring the relationship between the newly defined
derivative and the concept of integration, as well as further advanced analyses.

Keywords: g-derivative, Fréchet derivative, non-linear operators, quantum Fréchet
derivative

Vi



1. GIRIS

Lineer olmayan operatdr denklemlerinin ¢dziimii, giiniimiizde en ¢ok ¢aligilan
konulardan biridir. Lineer olmayan operatdrlerin incelenmesi uygun lineer olmayan
operatorlerin yerel olarak lineer operatdrlerle yaklasimlar1 yardimiyla yapilabilir. Bu
nedenle normlu wuzaylarda lineer olmayan operatorlerin diferensiyel hesabinin
arastirilmasi 6nem tagimaktadir.

Bilindigi gibi, bir f: A € R — R fonksiyonunun herhangi bir izole olmayan x, €
A noktas1 olsun. f déniisiimiiniin x, noktasinda tiireve sahip olmasi
lim L&) =1 (0)

X—>Xo X — Xo

= f"(x0)

esitligini saglayan bir f'(x,) reel sayisinin varh@ demektir (Flett, 1980). Bu esitligin
f:R"™ — R™ seklindeki fonksiyonlar (genel olarak X ve Y Banach uzaylar1 olmak {izere
f:X — Y seklindeki operatorler) i¢in bir anlami yoktur. Reel degiskenli reel degerli
fonksiyonlar i¢in ifade edilmis olan bu tiirev kavramini tiim normlu uzaylara
genellestirme isini Maurice Fréchet adindaki Fransiz matematik¢i yapmistir (Fréchet,
1906). Dolayisiyla bu tip doniisiimler i¢in Fréchet tiirevinden faydalanilabilir. Esas olarak
Fréchet tiirevlenebilme kavraminin en Onemli yani sonsuz boyutlu uzaylara
genellestirilebilmesidir. f:A € X — Y  doniisimii, x, € A noktasi verilsin. f
dontisiimiiniin x, noktasinda Fréchet tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek yeter kosul

- £ () = fx0) = Tx = xo)ll _

li

0
X=X llx — xol

olacak sekilde bir T: X — Y lineer doniisiimiiniin var olmasidir (Flett, 1980). Fréchet
tiirevlenebilirligi tizerine kapsamli bir inceleme i¢in bkz. (Siddiqi ve Nanda, 2018).
Gortildigi gibi bu tiirev tanimlarinda limit kavramindan yararlanilmistir. Bilindigi
izere limiti olmayan operatorlerde mevcuttur. Limitsiz analiz de denilen F.H. Jackson
tarafindan gelistirilen kuantum analizden faydalanarak, limiti alinamayan operatorlerin
tirevlerini elde edebilmek i¢in kuantum tiirevi kullanilabilir(Jackson, 1910). Bir f
fonksiyonunun kuantum tiirevi D, f ile gosterilir ve x # 0 ve ¢ € R — {1} olmak iizere

klasik analizdeki tiirev tanimina benzer olarak



def(x)  f(x)—f(gx)
dex  (1—¢q)x

qu(x) =

seklinde iki diferensiyelin orani olarak tanimlanir. f fonksiyonunun x = 0 daki klasik

tirevi f'(0) olarak tanimlanir. Buna gore bir f fonksiyonunun kuantum tiirevi

FG) = f(a)
Df@ = G-qx ' *TONIF]
f'(x), x=0vqg=1

seklinde de ifade edilir. Dikkat edilirse kuantum tiirev ¢ — 1 iken limiti alindiginda
klasik tiireve es degerdir (Ernst, 2000). Genel olarak q € (0,1) seklinde kullanilmaktadir
(Kac ve Cheung, 2002).

Bu arastirmada literatiirde yer alan bu ii¢ tiirev tanimindan yola ¢ikarak, klasik tiirev
icin su ana kadar ¢o6ziilememis olan limiti alinamayan ve lineer olmayan operatdrlerin
tirevinin alinamamasi sorununa bir ¢dziim tretilmeye calisilmistir. Bilindigi lizere
Fréchet tiirevi, klasik tiirevin bir genellemesi olup Fréchet tiirevi alinirken, operator reel
sayilarda taniml1 ise elde edilen sonug klasik tiirev yoluyla ulasilan sonugla aynidir. Bu
bilgiden hareketle lineer olmayan operatorlerin tiirevinin alinamamasi sorununun ¢oziimii
icin klasik tiirev yerine onun bir genellemesi olan Fréchet tiirevinden yararlanilmistir.
Fréchet tiirevi lineer olmayan operatorlerin tlirevini almakta ¢éziim sunsa da limiti
olmayan operatorlerin tiirevinde eksik kalmaktadir. Buradan hareketle Fréchet
tiirevindeki bu eksiklik, kuantum tilirevinin Fréchet tiirevine uygulanmasiyla giderilmeye
calisilmaktadir. Ongoriilen sonuca ulasilmasi durumunda tiirevin genellemesi elde
edilmis olup, yeni bir tiirev tamimlanmis olacaktir. Bu arastirma, tiirev literatiiriinde

bahsedilen bu 6nemli eksikligin giderilmesi adina olduk¢a 6nem arz etmektedir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Metrik Uzay

X # @ bir kiime ve d: X X X — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa, d’ye X
tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay denir:

Vx,y,z € X igin

m1) d(x,y) = 0,

m)d(x,y) =0 & x=y,

ms3) d(x,y) = d(y,x),

m4) d(x,y) < d(x,z) +d(zy).

2.2. Normlu Uzay

F bir reel veya kompleks skaler sayilar cismi olacak sekilde, X vektor uzayi

tizerinde tanimli reel degerli ||-||: X — R fonksiyonu her x,y € X ve her a € F igin
Ni1) [[x]| = 0,
N2) x| =0 &x=86,
N3) [Jax|| = |alllx]l,
Na) [|x + yll < lIxI[ + Iyl

kosullarini sagliyorsa X tizerinde bir norm adini alir. (X, ||-]|) ikilisine de normlu uzay ad1

verilir.

2.2.1. Cauchy Dizisi

(X, ||-]l) normlu uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. Her € > 0 sayisi i¢in m,n > N,
iken ||x,,, — x, || < € kosulunu saglayan bir N, € N sayisi belirlenebiliyorsa (x,,) dizisine

X normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir.



2.2.2. Tam Uzay
(X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite sahipse, bu (X, d)
uzayina tam uzay denir.
2.2.3. Banach Uzayi
(X, |I11) normlu lineer uzay1, normun indirgedigi metrige gore tam uzay ise, Banach
uzay1 adin1 alir.
2.3. Topolojik Uzay
X # @ bir kime ve 7, X’in kuvvet kiimesi olan P(X)’in bir altkiimesi olsun.
Asagidaki 6zelikleri saglayan t ailesine X {izerinde bir topoloji denir:
t1) 9, X €1,
t2) A, A4,, ..., A, ETicin UL  A4; E T,
t3) V {A;}ie; C Tigin Ui, 4; € T.

7’ nin elemanlarina X’in agik alt kiimeleri, (X, 7) ¢iftine de topolojik uzay denir.

Tammm 2.3.1. (X,7) bir topolojik uzay, A € X ve x € X olsun. x noktasinin her
komsulugunda A’ nin x° den farkli noktalar1 varsa, x noktasina A’ nin bir y1§1lma noktas1

denir.

Tanmm 2.3.2. (X, ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesine ait herhangi bir x

noktas1 A’ nin y1gi1lma noktas1 degilse; x noktasina A’ nin ayrik (izole) noktasi denir.

Tanim 2.3.3. (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A’ nin biitiin agik alt kiimelerinin
birlesimine A’ nin i¢i denir ve A ile gosterilir. Her bir x € A noktasma A’ nin i¢ noktast

denir.
2.4. Lineer Operatorler
F cismi iizerinde tanimlanmig U ve V vektor uzaylar1 olmak ilizere F:U — V
dontisimil
i. Vul, uz € U, F(ul + uz) = F(ul) + F(uz)
ii. Yu€UveVa€F, F(au) = aF(u)

4



kosullarini gercekliyorsa F doniisiimiine bir lineer operatdr denir.



3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Fréchet Tiirevi

Tamm 3.3.1. Bir f: A € X — Y operatérii, x, € A noktas1 verilsin. f doniisiimiiniin x,

noktasinda Fréchet tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul

LG — f o) = T = 2l _
m =

0
X% llx = x|

olacak sekilde bir T: X — Y lineer doniisiimiiniin var olmasidir. Bu T lineer doniisiimiine
f dontigiimiiniin x, noktasinda Fréchet tiirevi denir. Df (x,) ile gosterilir.
Burada eger x, noktasi A kiimesinin bir i¢ noktas1 degilse T lineer donilisiimii tek

olmayabilir.

Tamm 3.3.2. Eger f: A € X — Y operatorii x, € A noktasinda Fréchet tiirevlenebilir ise

X — Xo = higin,

df (xo;h) = Df (xo)h

ifadesine f operatoriiniin x, noktasinda h artimina uygun Fréchet diferensiyeli denir.
3.1.1. Fréchet Tiirevinin Ozellikleri

Onerme 1.1. y €Y ve f: A € X — Y doniisiimii i¢in V x € X icin ¢ € Y olmak iizere
f(x) =c sabit fonksiyonu verilsin. A kiimesi ilizerinde f doniigimii Fréchet

tirevlenebilirdir ve V x, € A i¢in T (x,) = 0’ dur.

Onerme1.2. f:AS X —> Yveg:A S X — Y x, € Anoktasinda Fréchet tiirevlenebilir

operatorler ve a, 8 birer skaler olmak iizere

(af +Bg)(x) = af (x) + Bg(x)

operatorii de x, noktasinda Fréchet tiirevlenebilirdir ve
D(af + Bg)(x0) = aDf (xo) + BDg(x,)

dir.



Onerme 1.3. X,Y ve Z Banach uzaylar1 g: B € Z — X operatdrii z, € B noktasinda
ftAS X —Y operatori x, = g(z,) € A noktasinda Fréchet tiirevlenebilir ise

(f ©9)(2) = f(g(2)):Z — Y operatdrii z, noktasinda Fréchet tiirevlenebilir ve

D(f ° g)(zo) = Df (x0)Dg(zo)
dir.
3.1.2. Fréchet Tiirevlenebilen Fonksiyonlar icin Taylor Teoremi

Yardimer Teorem. x,,h € X alalim. f: A S X — Y fonksiyonu verilsin. t € R,
(xo + th) € A olmak ftizere, Y:R — Y, (t) = f(xo + th) seklinde P fonksiyonu
tanimlayalim. Eger f fonksiyonu t, € R olmak iizere z, = x, + tyh noktasinda r-kez

tiirevlenebilir ise, Y fonksiyonunun t; noktasinda r-inci tiirevi vardir ve

d"(ty) = d"f(zo)(h)"
olur. Burada (h)", X" = X X X X ... X X uzayinda her bir koordinat1 h olan bir noktadir.

Taylor Teoremi. f:ACS X — Y fonksiyonu x, € A noktasinda r-kez Fréchet

tiirevlenebilir olsun. O zaman, X i¢inde h — 0 iken

1
Flxa + 1) = £ (o) + df ) () + 7 2 (o) (002 + =+ " FCxg) () + oI

ya da
n hk
fro+h) = fx) = ) df(xo) 7+ o(lIRIIN
k=1 '
esitligi gecerlidir.

3.2. Fréchet Tiirevlenebilir Operatorler icin Riemann Anlaminda
Integrallenebilme ve Ortalama Deger Teoremi
Tamm 3.2.1. (Banach Uzaylarinda Riemann Anlaminda integral)

X bir Banach uzay1 ve f:[0,1] — X bir fonksiyon olsun. [0,1] aralig1 asagidaki sekilde

parcalansin:



0=ty <t;<-<t,=1.

Bu noktalar yardimiyla aralik, n adet alt araliga boliiniir:
[ti_,t],i=12,..,n

Bu pargalanmaya karsilik gelen kiime

P = {to, ty, ..., ty}

olarak tanimlanir ve [0,1] araliginin bir parcalanmasi olarak adlandirilir.

Parcalanmanin normu (yani en uzun alt aralik)
Pl| = max (tx — ty-
IPIl = max (£ = te-1)

seklindedir. Eger

”gi”rgo ;f(tk) (tx — tr—1)

limiti X uzayinda mevcut ve sonluysa, f fonksiyonu Riemann anlaminda integrallenebilir

olarak tanimlanir ve bu integral

Oj oL

seklinde gosterilir.

Tanim 3.2.2. (Operator Degerli Fonksiyonlar icin Riemann integrali)

Simdi X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere, x, € X, Ax € X ve
[x0, xo + Ax] = {x = xo + tAx|t € [0,1]}

seklinde tanimlanan bir dogrusal parga tizerinde, G: [x,, x, + Ax] — L(X,Y) bigiminde
taniml1 bir operator verilsin. Bu durumda, G operatorii boyunca tanimlanan Riemann

integrali



Xo+Ax

n
f G(x)dx = limoz G(xo + tAx) (g — tr_1).Ax
k=1

[IPll—
X0

seklinde tanimlanir. Eger G siirekli bir operator ise, bu limit her zaman vardir ve bu

toplam, integralin degerine yaklasir (Kantorovich and Aklov, 1981).

Teorem 3.2.1. (Integral Hesabinin Temel Teoreminin Genellestirilmis Hali)

Eger F: B — Y stirekli tiirevlenebilir bir operatdr ve B € X agik bir kiime olmak {izere,
[x0, X0 + Ax] € B

sart1 saglaniyorsa ve G (x) = F'(x) alinirsa, o halde asagidaki esitlik gegerlidir:

Xo+Ax

f F'(x)dx = F(xy + Ax) — F(x,)

X0

Bu ifade, klasik Newton—Leibniz formiiliiniin Banach uzaylar1 i¢in genellenmis bir
versiyonudur (Kantorovich ve Aklov, 1981).
3.3. Kuantum Tiirevi

Bir f fonksiyonunun kuantum tiirevi D, f ile gosterilir ve x # 0 ve ¢ € R — {1}

olmak tuzere klasik analizdeki tirev tanimina benzer olarak

def(x)  f(x) — f(gx)
dgx (1=«

qu(x) =

seklinde iki diferensiyelin oran1 olarak tanimlanir. f fonksiyonunun x = 0 daki kuantum

tirevi klasik tiirevdeki f'(0) olarak tanimlanir. Buna gére bir f fonksiyonunun kuantum

tiirevi
f(x) — f(gx)

qu(x)= —(1—q)x , x#0Aq+1
f'(x), x=0vg=1

seklinde de ifade edilir (Kac ve Cheung, 2002)..

Tanim 3.2.1. f, bir donilisiim olmak tizere f’nin kuantum diferensiyeli

9



def (x) = f(x) — f(gx)
seklinde tanimlanir. Ozel olarak, d;x = (1 — q)x olur.
3.3.1. Kuantum Tiirevinin Ozellikleri

Onerme 1.4. f, g bir doniisiim olmak iizere f ve g kuantum diferensiyelllenebilir olsun.

£(x)g(x)’ in kuantum diferensiyeli,

dq(f()g(x)) = fgx)dag(x) + g(x)dgf (x)

seklinde tanimlanir. Gergekten,

dq(f()g(x)) = f(gx)g(qx) — f(x)g(x)

= f(gx)g(gx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — f(x)g(x)
= f(qx)dqg(x) + g(x)dgf (x)

dir.

Onerme 1.5. f, g bir doniisiim olmak iizere f ve g kuantum tiirevlenebilir olsun. a ve

B sabitler olmak lizere,
Dy(af () + Bg(x)) = aDy (f (x)) + BDg(g(x))
dir.

3.3.2. Polinomlar icin q-Taylor Formiilii
Mertebesi n olan herhangi bir f(x) polinomu ve ¢ herhangi bir say1 olmak iizere,

g-Taylor gosterimi asagidaki gibidir:

(x— o)}

fG) = JZO(D;f) R

Burada (x — c)é ve [j]! Ifadeleri icin

(x—c)"—{ 1, n =0 ise
27 ((x—c)(x—qc)..(x —q" c),n>1ise

10



[n] = =q"1+q" 2+ +qg+1ve[n]!=[n].[n—1]..[2].[1]

dir.

Ornek 3.3.1. f(x) = x™ fonksiyonunun x = 1 i¢in g-Taylor gdsterimini bulalim.

S (x — 1))
fx) = ;(Déf) O~

Dof (x) = [n]x™~*

Dif(x) = [n].[n — 1]x™2

D}f(x) =[n].In— 1] ..[n—j + 1]x™"

Dé f(@) =[n].[n — 1] ...[n — j + 1] olacaktir. O halde buna gore f(x) in x = 1 noktasi

civarindaki g-Taylor formiilii agagidaki gibi olacaktir.

flx) =

IIM:

n
n—l [n—j+1] j n j
G- 0) = [f] -0

j=0

n
Burada [ j] ifadesine q-binom katsayisi denir ve

[] [n].[n—l]...[n—j+1]
JI[n—- J] N 1!

seklinde tanimlanir. Ayrica ¢ — 1 i¢in limit alindiginda bilinen binom katsayisina esit

olacaktir.

3.4. q-Antitiirev

Eger, D F(x) = f(x) oluyor ise, F(x) fonksiyonuna f (x)’in antitiirevi denir ve

ff(x)dqx

11



seklinde gosterilir. Burada [ D,F (x)d,x = f(x) oldugu agiktir (Kac ve Cheung, 2002).

3.5. Jackson g-integral

f(x) bir fonksiyon olmak tlizere ve 0 < |q| < 1 igin, Jackson g-integrali [a, b]

araliginda asagidaki gibi tanimlanir:

a o

[ r@dgr=at-9) a"fagm
0 0

olmak iizere genel g-integral tanimi

fb fOO)dgx = fb fGIdgx ‘f FGdex
a 0 0

seklindedir (Gasper ve Rahman,2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Kuantum Fréchet Tiirevi

X ve Y Banach uzaylari ve I N ] # @ olmak tizere {e;:i € I} X’ in {ej:j € ]} Y’nin
birer Shauder bazi olsun.

Herhangi bir f: A € X — Y doniistimii verildiginde 7r;: Y — R olmak tizere
fi=mof
gosterimini kullanalim. Ayrica her x € X,y € Y igin x = Y;¢; x;€; ve ¥y = Y jc; yje; ise
kisaca x = (x;);e; Ve y = (yj)je] ile gosterelim.

f:X — Y olmak iizere her i € [ igin,

of  flx+(q—Dxe) — f(x)
Oqui (@ — Dx;

,(C[ * 1,xl- 7‘:0)

q _ . . . 9
dir. Bu durumda f; = m; o demrse = Yje g 1 e] ve ( )(i,j)elx] ifadesine f’in

aq i
x noktasindaki kuantum Fréchet tiirevi denir.

of
Burada, a_ ifadesine de f~ in x noktasindaki kismi kuantum Fréchet tiirevi denir.
q 4

Dikkat edilirse her u € X igin

T,(f,x): X —>Y
To(F, 0@ = ) fane,
j€J i€l

operatorili tanimli ise lineerdir.

Buna gore kuantum Fréchet tiirevi asagidaki gibi diigiiniilebilir;
Fp:Ca(X,Y) — L(X,L(X,Y))
f=F(f):X — LKX,Y)
x— F(Hx):X—Y

u— F(Hw ey

13



Burada C;(X,Y), X” den Y’ ye kuantum Fréchet tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesini
gosterir. Kisalik agisindan F, (f)(x) = T,(f, x) gdsterimini kullanacagiz.

Simdi birka¢ 6rnek ile yeni tanimi ele alalim.

Ornek 4.1.1. f:R? — R? ve f(x1,%,) = (x;° + x5, X, + x,2) doniisiimii verilsin. f

doniistimiiniin (x4, x,) noktasindaki kuantum Fréchet tiirevini bulalim.
Coziim:

of _flax+(@—Dume) - f()
aqul (CI - 1)x1

= ((¢* +q+ Dx% 1)

of  fix+(g—1xzex) — f(x)
aquz B (q - 1)x2

= (1: (q + 1)x2)
elde edilir.Buradan

of of Uy
QUX@=(%M %%>QQ

- ((q ' q1+ > (q +11)x2) (ZD

bulunur.

Ornek 4.12. f:R? > R? ve f(x1,x3) = (x; +x5,%,%) doniisiimii verilsin. f

doniistimiiniin (x4, x,) noktasindaki kuantum Fréchet tiirevini bulalim.
Coziim:

f  fx+(g—Dxieq) = f(x)
aqul Bl (C[ - 1)X1

_ f((xpxz) +(q — 1)a(1,0)) — f(x1,x3)
(q—Dxq

_ f(qx1,x3) — f(xq,x2)
(q—Dx,

=(1,0)
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of _ flx+(q—Dxzep) — f(x)
aquz (q — Dx,

_ f((xpxz) +(q — 1)x2(0,1)) — f(x1,x2)
(@ —Dx,

_ [, qx2) — f(x1,%2)
(g — Dx;

=(1,(g + Dx)

elde edilir. Buradan

T,(N(W) = ( L i) (o)

Oquq  OqlUy

=(0 (g+1ye) )

bulunur.

4.1.1. Sonlu Boyutlu Operatorlerde Kuantum Fréchet Tiirevi

f:R" — R™ bir doniisiim olsun. x = (x4, ..., x,) € R™ noktasi ve f(x) € Y™ igin

T;: R™ — R™ lineer doniisiimii ve ¢ € R — {1} i¢in

0fi 0fi Uq

Oq OqUn
T,(H(w) = : " :

O Ofm

OqUq OqUn Un

f  flx+(q—Dxe) — f(x)
PR (@ — Dx;

T, (f) doniisiimiine f doniisiimiiniin kuantum Fréchet tiirevi denir.

Kuantum Fréchet tiirevinde ¢ — 1 iken limiti alindiginda klasik Fréchet tiirevine

es deger olur. Simdi bunu birkag 6rnekle gorelim.

Ornek 4.13. f:R?> > R ve f(x1,%;) = 1% + x1x, + x,2 doniisiimii verilsin. f

doniisiimiiniin (x,, x,) noktasindaki kuantum Fréchet tlirevini bulalim.
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Coziim:

of _ fx+(q—Dxie;) — f(x) _ f((xpxz) +(q — 1)951(1,0)) — f(x1,%2)
OqUy (@ — Dx, (@ — Dxy

_ f((x1,%2) + (@ — 1D (x1,0)) — f(x1,x2)
(@ — Dxq

_ f(qxq,x3) — f(x1,x3)
(g —Dxy

_ qPx1? + qxixg + %57 — x17 — x1xp — X7
(g —1)x,

h x2(q% = 1) +x1%,(q — 1)
(q—=1x;

_ x°(q = D(q@+ 1)+ xx,(q — 1)
(g —1Dx;

_ x1(q—D(x1(q+ 1) +x3)
(g —Dx;

=(q+ Dx; + x,

of _ fx+ (@ — Dxzey) — f(x) _ f((x1,x2) + (@ — Dx(0,1)) — f(x1,%2)
0qU> (@ — Dx, (g — Dx,

_ f((xpxz) + (g — 1(0, xz)) - f(a,x3)
(@ —Dx;

_ fC,qx2) = f(a,x)
(@ — Dx;

x1% + qxyx, + qzx22 — X% — X125 — X7
(q - Dx,

_ x2(q% = 1) +x1%,(q — 1)
(@ — Dx;
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_ x2(q—1D(q+ 1) +xx,(q — 1)
(@—1b

_ x2(q — ) (x2(q + 1) + xq)
(@ — Dx;

= (q + 1)x1 +x2

Buradan,

of  of
T, () = (aqul aqu2> (o)

=((q+Dx1+x; (@+Dx1+x ) (Z;)

elde edilir. Goriildiigi tizere kuantum Fréchet tiirevinde ¢ — 1 iken limiti alindiginda

klasik Fréchet tiirevine es deger olur.

Ornek 4.1.4. f:R® — R3 ve f(xy,%5,%x3) = (X1 + X, X5 + X3, X1 + x3) doniisiimii

verilsin. f donistimiiniin (x4, x5, x3) noktasindaki kuantum Fréchet tiirevini bulalim.
Coziim:

of _flx+(q—Dxse) — f(x)

G @D - GO
Of _ fxt(q—Dxzer) = f()

o @ Dx, - (Lo
of _flt@=Dre) =f) _

aqu3 B (q — 1)x;

elde edilir. Buradan

d 0 d U
(2 2L L))

Oqu;  Oquz Oqus Uus

1 1 0\ /U
=10 1 1 <u2>
1 0 1/ \us3
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bulunur.

Ornek 4.1.5. f:R3 — R3 ve f(x1,%3 %x3) = (x1%,x,2,x3%) doniisiimii verilsin. f

doniisiimiiniin (x4, X5, x3) noktasindaki kuantum Fréchet tiirevini bulalim.
Coziim:

of _flx+(g=Dre) - f(x)
aqu1 (g —Dxy

= ((q + 1)x11 0'0)

of _fl+(a—Dxme)— f(x)
aquz (q - 1)x2

= (0' (q + 1)X2, O)

Of _ flx+(q = Dxses) = F(x)
aqu3 (q — 1)x;

= (0,0,(g + Dx3)

elde edilir.Buradan

d 0 d U
nw=( 2L L))

Oquy  Oquz Oqus

Us
(g +Dxy 0 0 U,
= 0 (q + Dx, 0 (uz)
0 0 (q+ 1)x;/) \U3
bulunur.

Onerme 4.1. f:fASX —Y ve g:AS X — Y x, €A noktasinda kuantum Fréchet

tiirevlenebilir operatdrler ve «, § birer skaler olmak tizere

(af +B9)(x) = af (x) + Bg(x)

operatorii de x, noktasinda kuantum Fréchet tiirevlenebilirdir ve
Ty(af + Bg)(xo) = aTyf (x) + BT,9(xo)

dir.
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ispat:

T,(af + Bg) = Ty(af + Bg,xo)(w) = ZZ(afji + Bygji)uie;

je) iel
= Z Z(“fﬁuiej + Bgjiie;)

j€J i€l

= Z Z afjiuie + z Z Bgjivie;

JE€J i€l JE€J i€l

az z fiiuiej + B Z z gjiuie;

JEJ 1€l Jj€EJ i€l

aqu(xO) + ﬁqu(xo)

Onerme 4.2. f: A € X — Y doniisiimii, her x € A i¢in f(x) = p ve p € Y herhangi bir
sabit olsun. f doniisiimiinii kuantum Fréchet diferensiyellenebilirdir ve kuantum Fréchet

tiirevi sifir fonksiyonu olur. Yani T,(f)(x) = 0’dur.
ispat:

f(x) =p ve p €Y herhangi sabit olsun. f doniisimiiniin kuantum Fréchet tiirevine

bakalim.

of flx+(g—Dxe) — f(x)

OqU; B (q — Dx;
I
(q —Dx;
_ 0
(q —Dx;
=0

dir. Goriildiigii gibi T,(f)(x) X’den Y’ye giden sifir fonksiyonudur. Burada dikkat

edilirse klasik tiirevde oldugu gibi sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir.
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Onerme 4.3. f: A € X — Y lineer bir operatdr olsun. Bu durumda f déniisiimii A’nin
her i¢ noktasinda kuantum Fréchet tiirevlenebilirdir ve bu tlirev Fréchet tiirevine es

degerdir.
Ispat:

f doniisiimii lineer ise, «, B birer skaler olmak {izere

flax + By) = af (x) + Bf (¥)

esitligi saglanir. Simdi f doniislimiiniin kuantum Fréchet tiirevine bakalim.

of flx+(qg—Dxe) — f(x)
Oqui (g — Dx;

_ fx) +(q—Dx;f(e) — f(x)
(@ — Dx;

= f(e)

Gortildugu gibi reel bir say1 elde edildi. Fréchet tiirevinin ¢iktilari her a;; i¢in reel sayilar

olmalidir. Burada lineer bir doniisiimiin kuantum Fréchet tiirevini reel bir say1 olarak elde
ettik. Dolayisiyla, lineer bir doniisiimiin kuantum Fréchet tiirevi, Fréchet tiirevine

esdegerdir. Yani T, (f)(x) = T(f)(x) olur.

Onerme 4.4. f: A € X — Y bir polinom fonksiyon olsun. fdéniisiimii, her x € A i¢gin
kuantum Fréchet diferensiyellenebilirdir. Bu durumda f dontigiimiiniin kuantum Fréchet

tiirevi, kuantum tiirevine es degerdir.
Ispat:

f:AS X —Y bir polinom fonksiyon olmak iizere, n € N, ay, a4, ...,a, € R icin

f(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + ayx + ag verilsin.

Of  anq"x"+an_ 1" e+ ay0%x? +agx + a®
aqu (g—1Dx

(a,q"x" + a,_1q" x" 1 + -+ a,q%x% + a;qx + a°)
(q —Dx
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_an X" (@ = Dt an X" =D+ e+ apx®(@P - D +ax(g— 1)
(g —Dx

=ap " (@ " e D) ap X" @ T D)+
+a,x(g+1)+a,

Gorildigi gibi f dontgiimiiniin kuantum Fréchet tiirevi, kuantum tiirevine es degerdir.

Yani T, (f)(x) = Dy (f) (x)’dir.

Onerme 4.5. f:AS X —Y doniisimi x €X noktasinda kuantum Fréchet
differensiyellenebilir ve g € L(Y,Z) olsun. g o f, x € X noktasinda kuantum Fréchet

differensiyellenebilirdir ve
Ta(g e f,x) = g°Ty(f,x)
dir.

Ispat:

I,] ve K ikiserli olarak ayrik kiimeler olmak tizere X, Y ve Z’nin bazlan sirasiyla

{e;;i €}, {ej:j E]} ve {ex: k € K} olsun. u € X olmak lizere

To(g o £ = D> (g° e

keK i€l

ve her j € J i¢in g(ej) = Ykek Jkj€x olmak iizere

(9o r0) @ =g| Y > fue
jej i€l
= Z Z fiiwig (e;)

jEJ i€l

= Z Z fiiwi Z Irjlk

jeJj iel keK

= Z Z Z fiitigrjex

kek jej i€l
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istenen esitligi gormek icin her i € [ ve k € K i¢in
g Z fii G

oldugunu gostermek yeterlidir.

2(g° f)
(9° P = (,;’;uf

(g fHlx+(q—Dxie;) — (g e f)x)
- e (q_l)xl

f(x + (g — Dx;e;) — f(x)>
g (q — Dx;

Il
=)
=
/N
Q
o
Q)
\_/

elde edilir.
Simdi yukaridaki énermeyi drneklerle ele alalim. Oncelikle dnermenin sartlarini
saglayan iki operator ele alalim. Daha sonra onerme sartlarini saglamayan bir 6rnek

tizerinde inceleme yapalim.
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Ornek 4.1.6. f: R — R, f(x) = 3x2 déniisiimii ve g: R — R, g(x) = 3x doniisiimleri

verilsin. u € R i¢in
T,(gof,x)=goTy(f,x)
oldugunu gormeliyiz.

Coziim:

Oncelikle T, (f, x) degerini bulalim. Bunun i¢in

of fx+(@-1Dx)—-f(®)

Oqu B (g — Dx
9 q2x?% — x?
(@ —Dx

_(@-D(g+1Dx*
(g —Dx

=(qg+ Dx
goTy(f,x) =3(g+ 1x

bulunur. Diger taraftan (g o f)(x) = 3x? i¢in T, (g ° f, x) degerini bulalim.

d(geof) (gef)x+(q—1x)—(gef)x)
dqu B (g —Dx

_ 3q%x? — 3x?
(g —1x

_ (g —1D(q +1)3x?
- (g Dx

=3(q+ x

olur. Boylelikle T, (g ° f,x) = g o T, (f, x) esitligi saglanmus olur.

Ornek 4.1.7. f:R — R, f(x) = 3x? déniisimii ve g: R — R, g(x) = x3 doniisiimleri

verilsin. u € R i¢in
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Tq(gofix) =g°Ty(f, %)
esitliginin saglanip saglanmadigini gorelim.

Coziim:

Oncelikle T, (f, x) degerini bulalim. Bunun i¢in

of fx+(@-1Dx)—-f(®)

Oqu - (g —Dx
~ q2x2 — 52
(g —Dx

_(g-D(g+1Dx*
(g —Dx

=(@+ Dx
goT,(f,x) = (g +1)°x°

bulunur. Diger taraftan (g o f)(x) = 27x° i¢in T, (g ° f, x) degerini bulalim.

a(geof) (gef)lx+(q—1Dx)—(gef)x)
Oqu - (g —Dx

_ 27q°x°® —27x°
(g —Dx

_27x%(q® - 1)
- (@-Dx

27+ D@ - 1)
_ 1

=27x>(@* + 1D(g*+q+1)

elde edildi. Goriildiigii izere g doniisiimii onerme sartlarina uymadigindan, yani lineer bir

doniisiim olmadigindan T, (g © f,x) = g o T4(f, x) esitligi saglanmamustir.
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4.2. Yiksek Mertebeden Kuantum Fréchet Tiirevi

Kuantum Fréchet tiirevinin ilk olarak birinci basamaktan ele aldik. Simdi bu tiirevi

ylksek basamaktan tiirevler i¢in genisletecegiz.

Tanmm 4.3.1. Eger. f: A € X — Y x, noktasinda (n — 1). mertebeden kuantum Fréchet

tiirevlenebilir ve i € I i¢in

0"f O V(x+ (g - Dxie) — f V(%)
quin - (CI - 1)xi

varsa, T™(f, x)’e f’nin x, noktasindaki n. mertebeden tiirevi denir.

Teorem 4.3.1. f:R" — R™ olmak iizere T,(f,x), f operatdriiniin kuantum Fréchet

tiirevi olsun. Her i,j € {1, ...,n} i¢in T, (f, x;), T, (f, xj) tiirevleri igin
Tq(Tq(f' xi)'xj) = Tq(Tq(f' xj)'xi)

dir.

Ispat:

Vi,j €{1,..,n}, i # jigin

f flx+(qg—Dxe) — f(x)
Oqu; (g — Dx;

_ f(x1, e qXiy ooy X)) — (X1, 0oy Xp)
(g — Dx;

[f(xl, ey QX on, QX ...,xn) — f(xl, ey X, ...,xn)]

0 < of > _ —[fCxgy oo, gy oy ) — F(Xq, ooy X)]
0qu; \9qu; (q — 1)2x;x;
Diger taraftan

of _ f(x +(q - 1)xjej) - f(x)
Oqu; (g — Dx;
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_ fxq, o) qx;, e Xn) = f (g, e, X)
(q - 1)xj

[f(xl, e Xy e, 4% ...,xn) — f(xq, e, qx, ...,xn)]

9 af — _[f(xl’ 0 4Xj, "-)xn) - f(xll ...,xn)]
OqU - (q — 1)2x;x;

aqui

oldugundan esitlik saglanir. Benzer sekilde i < j i¢in de yapilabilir. Her bilesen icin

tiirevler esit oldugundan
T (Tq(f, %), %;) = Tq(Tq(f, %), x:)

dir.

Biz bu ifadeyi kisaca T, (f, xi,xj) seklinde gosterecegiz ve ilerleyen siirecte bu
sekilde kullanacagiz.

4.2.1. Kuantum Fréchet Tiirevinde Taylor Formiilii

fiACS X —Y fonksiyonu x, € A noktasinda n-kez kuantum Fréchet tiirevlenebilir

olsun. O zaman her x i¢in Taylor formiilii

_ Nk
f(x)-ZTW ot

Ornek 4.2.1. f(x) = x™ fonksiyonunun x = 1 i¢in Taylor gosterimini bulalim.
Coziim:

j
f(x)—zT"(fl)( [])

Ty(f,x) = [n]x"*

Ti(f,x) = [n]. [n — 1]x"~2

TE(f,%) = [n].[n = 1] . [n = k + 1]x"*

TE(f, 1) = [n].[n — 1] ...[n — k + 1] olacaktur.
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O halde buna gore f(x) in x = 1 noktasi civarindaki q-Taylor formiilii asagidaki gibi

olacaktir.

n

In—=1]..In—k+1 R
p = Y Pt - )= ) (] -
k=0 k=0

4.2.2. Baz1 Ozel Tamimh Fonksiyonlarin Kuantum Fréchet Tiirevi

Bu boéliimde trigonometrik, iistel ve logaritmik fonksiyonlarin kuantum Fréchet
tiirevlerini inceleyecegiz. Oncelikle bazi trigonometrik fonksiyonlari ele alalim.

f(x) = sin(x) fonksiyonunun kuantum Fréchet tiirevine bakalim. Bu fonksiyon
reel sayilar kiimesinden, [—1,1] kiimesine tamimli bir fonksiyondur. Tanimlandig:

kiimeler itibariyle kuantum tiireve denk olmasi beklenir.

of  flx+(qg=Dxe) = f(x)
aqu'i B (q - 1)xi

_ sin(gx) — sin(x)
- (@-Dx

Trigonomerik fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak, siniis fark formiillerinden

] ) B gx+x\ . qgx—x
sm(qx)—sm(x)—z.cos( 5 ).Sm( 5 )

elde edilir. Bunu yukaridaki kuantum Fréchet tiirevinde yerine yazarsak

of 2.cos (@).sin (qx - x)

Oqui (g—Dx :
2.cos <w> .Sin (W)
) (4-Dx

Goriildigii gibi kuantum tiirev elde edildi. Burada g — 1 iken klasik anlamda tiirev ile

es deger sonug elde edilir. Ayni sekilde simdi cosiniis fonksiyonu i¢in uygulayalim.
f(x) = cos(x) fonksiyonunun kuantum Fréchet tiirevine bakalim. Bu fonksiyon

reel sayilar kiimesinden, [—1,1] kiimesine tanmimli bir fonksiyondur. Tanmimlandigi

kiimeler itibariyle kuantum tiireve denk olmasi beklenir.
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f  flx+(qg—Dxe) — f(x)
Oqu;i (g —Dx;

_ cos(gx) — cosx
(g —Dx

Trigonomerik fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak, cosiniis fark formiillerinden

B C(qx+x\ | qx—x
cos(qx)—cosx——Z.sm( 3 ).sm( 5 )

elde edilir. Bunu yukaridaki kuantum Fréchet tiirevinde yerine yazarsak

af  —2.sin (quH).sin (qxz— x)
Oqu; - (g —1Dx

—2.5in (W) sin (@)

(q—Dx

Gortildiigi gibi kuantum tiirev elde edilir. Burada ¢ — 1 iken klasik anlamda tiireve
yakinsar.

Simdi de tstel bir fonksiyon ele alalim. f(x) = e* fonksiyonu reel sayilar kiimesinden
pozitif reel sayilar kiimesine tanimli bir fonksiyondur. Beklentimiz yine kuantum tiireve

es deger ¢ikmasidir. Kuantum Fréchet tiirevine bakarsak,

of [+ (g—Dxe) —f(x)
aqui B (q - 1)xi

ed* — e*

T (q-Dx

e*(el@Vx —1)
- (@-Dx

el@Dx _ 1

= e (g — Dx

seklinde kuantum tiireve es deger bir sonug¢ elde edilir. Burada ¢ — 1 iken klasik

anlamda tiireve yakinsar.
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Son olarak logaritmik fonksiyonlarda kuantum Fréchet tiirevine bakmak igin
f(x) =log, x,a > 0vea # 1 fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon pozitif reel sayilar
kiimesinden, reel sayilar kiimesine tanimli olmasindan dolay1 yine kuantum tiireve es

deger bir sonug elde edilmesi beklenir.

of  flx+(q—Dxie;) — f(x)
Oqu; - (g — Dx;

_logg gx —log, x
(g —Dx

_ logagq
(g —Dx

log q
loga

" (q-Dx

__ logq
“loga.(q— Dx

olur ve kuantum tiireve es deger bir sonug elde edilir. Burada g — 1 iken klasik anlamda
tiireve yakinsar.
4.3. Tiirev Tiirlerinin Karsilastirilmasi

Bu boliimde, klasik tiirev, g-tiirev, Fréchet tiirev ve kuantum Fréchet tiirev
kavramlar1 yapisal ve tanimsal agidan karsilastirilmistir. Her bir tiirev tiiriiniin tanim

alani, uygulama kosullar1 ve avantajlar1 tablo halinde 6zetlenmistir.
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Cizelge 4.1. Tiirev tiirlerinin karsilastirilmast

Ozellik / Tiirev Kuantum
- Klasik Tiirev q-Tiirev Fréchet Tiirev Fréchet
Tiri ..
Tiirev
Gergek Gergek Normlu Normlu/
Tanim Alani degiskenli degiskenli (genellikle Banach
fonksiyonlar fonksiyonlar Banach) uzaylar | uzaylarinda
Ayrik ve
Tiirev Tipi Noktgsal, Ayrik, q- . Lineer operatér | Lineer Yapi
limitli parametreli .
(bilesenlerde)
Stireksiz
Noktalarda Uygulanamaz | Uygulanabilir | Uygulanamaz Uygulanabilir
Uygulanabilirlik
Sabit Sabit Sabit Sabit
Sabit Tiirevin fonksiyonlarda | fonksiyonlarda | doniisiimlerde | dontisiimlerde
Yorumu tirev ‘sific’dir. | tirev ‘sifir’dir. | tiirev ‘sifir’dir. | tiirev
‘sifir’dir.
Klasik fizik, Kuantum fizik, | Fonksiyonel Kuantum
miihendislik, g-serileri, analiz, analiz,
Uygulama . . . . v 1o
diferensiyel ayrik sistemler | optimizasyon operatdorlii
Alanlar . .
denklemler diferensiyel
sistemler
Lineerlik Saglanir Saglanir Saglanir Saglanir

Kuantum Fréchet tiirev, klasik tiirev ve Fréchet tiirevin bir genellemesi olarak g-
parametresine bagli ayrik tiirev yapisini normlu uzaylara tagir. Kuantum Fréchet tiirev,
klasik tiirev ve Fréchet tiirevin bir genellemesi olarak g-parametresine bagh ayrik tiirev
yapisini normlu uzaylara tasir. Bu yapi, 6zellikle klasik analizde limitin var olmadig1 ya
da tanimsiz kaldig1 noktalarda alternatif bir yaklasim sunar. Fréchet tlirev, genellikle
sonsuz boyutlu uzaylarda siirekli doniigiimler {izerinde ¢alisirken; kuantum Fréchet tiirev
bu yapiy1 ayrik tiirev hesabiyla birlestirerek hem siireksizlik iceren durumlara hem de q-

analizi igeren problemlere uygulanabilir hale getirir.

Ayrica, g-parametresi sayesinde sistemin ¢oziimlemesinde ekstra bir esneklik
kazanilir. Bu parametre, ¢oziim uzaymin hem topolojik hem de cebirsel 6zelliklerini
kontrol etme imkani1 saglar. Kuantum Fréchet tiirev, 6zellikle operator teorisi, diferensiyel
denklem sistemleri ve g-serilerle modellenen ayrik fiziksel sistemler gibi alanlarda klasik

analiz yontemlerinin yetersiz kaldig1 durumlarda giiclii bir ara¢ olarak 6ne ¢ikar.

Boylelikle, kuantum Fréchet tiirev hem teorik hem de uygulamali matematik

acisindan yeni ve Ozgilin bir perspektif sunar. Klasik analizde karsilasilan limit
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yetersizlikleri, stireksizlikler ve yiiksek boyutlu sistemlerin tiirevlenebilirlik sorunlar1 bu

yapi1 araciligiyla ¢oziimlenebilir.

Kuantum Fréchet tiirev, sadece yapisal degil, ayn1 zamanda teorik anlamda da
klasik ve modern tiirev kurallarinin bir genellemesini igerir. Lineerlik gibi temel tiirev
kurallar1, kuantum yapi i¢inde g-parametresi ile yeniden tanimlanmis ve normlu uzaylara

adapte edilmistir.

Bu tiir kurallarin korunmasi, tiirev tiiriiniin sadece kuramsal olarak degil, ayni
zamanda uygulama agisindan da giivenilirligini artirir. Boéylece kuantum Fréchet tiirev,
klasik kurallarin gegerli oldugu siir durumlarda klasik yapiya indirgenebilirken, daha

genel durumlarda genisletilmis analiz yapilmasina imkan tanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Literatiir incelendiginde klasik tlirevin lineer operatorlerde, Fréchet tiirevinin lineer
olmayan operatdrlerde ve kuantum tiirevinin ise limiti olmayan operatdrlerin tiirevinin
alimmasinda kullanildig1 goriilmektedir. Ancak bahsedilen tiim bu tlirev ¢esitleri limiti
olmayan lineer olmayan operatdrlerin tiirevinin alinmasi konusunda islevsiz kalmaktadir.
Bu calisma kapsaminda klasik, Fréchet ve kuantum tiirevleri i¢in su ana kadar ki
literatiirde heniiz herhangi bir ¢6zlim iiretilememis olan limiti olmayan lineer olmayan
operatdrlerin tiirevinin alinamamasi sorununa etkili bir ¢6ziim yolu bulunmustur. Boylece
literatlirdeki 6nemli bir eksiklik olan tiirevin genellemesi konusuna ¢ziim iiretilmis olup,
yeni bir tiirev tanim1 yapilmistir. Tanimlanan bu yeni tiirev, Fréchet tlirevine kuantum
tiirevi uygulanarak bulundugu i¢in “kuantum Fréchet tiirevi” olarak isimlendirilmesi
uygun goriilmiistiir. Bu aragtirma sonucunda elde edilen yeni tiirev, operatorlerin sahip
olduklar1 6zellikleri ayirmaksizin tek bir tiirev yardimiyla ¢6ziilebilir hale getirmistir.

Bagaril1 bir sekilde tanimlamasi yapilan bu yeni tiirevin, gecerliligine iligskin yapilan
calismalar oldukga olumlu sonuclar vermistir. Ornegin basit anlamda sabit fonksiyonun
tiirevinin biitiin tiirevlerde oldugi gibi tanimlanan bu yeni tiirevde de 0 (sifir) oldugu tespit
edilmistir. Bunun disinda tanimlanan bu yeni tiirev, bir bileske fonksiyonun tiirevinin
belirli sartlarda diferansiyellenebilir oldugunu da ortaya koymustur. Ancak
fonksiyonlarin yerleri degistirildiginde diferansiyellenebilir olmadig: goriilmiistiir. Diger
yandan polinom fonksiyonlarin bileskelerinde ise bdyle bir sorunla karsilagilmamustir.

Gorildigii lizere bu arastirma kapsaminda elde edilen yeni tiirev, tiirevin
kullanildig1 her alanda uygulayici konumunda olan bireylerin (miihendislik, fen bilimleri,
tip vb.), problemlerine ¢oziim bulmak adina hangi tirevi kullanmalar gerektigi
konusunda zaman kaybetmelerine ve arasgtirma yapmalarina gerek duymaksizin
kolaylikla kullanabilecekleri gegerli bir yontem sunmaktadir. Diger yandan bu konuda
caligmak isteyen yeni arastirmacilar, klasik tiirevdeki ozellikleri, bu arastirma
kapsaminda tanimlanan bu yeni tiireve aktarilmasi {izerine calisabilirler. Ayrica elde
edilen bu yeni tiirevin integral taniminin da yapilip yapilamayacag {izerine arastirmalar
planlanabilir. Integral tamiminin elde edilmesi durumunda, klasik tiirevdeki birgok

ozelligin kuantum Fréchet tiirevine aktarilmas1 saglanabilir.
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