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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

TUREVLENEBILIR FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN
DEGISKEN MERTEBELI RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRAL
OPERATORLER ICEREN YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Jiiri: Prof. Dr. Cetin YILDIZ

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

Bu tezde, farkl tiirden tiirevlenebilir konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli
integral operatorii kullanilarak degisken mertebeden Hermite-Hadamard tipli yeni integral
esitsizlikler elde edilmistir. Birinci boliim Giris kisminda, konveks fonksiyonlar ve esitsizlik
teorisinin tarihinden kisaca bahsedilmis olup, literatiirde yapilan calismalar ile ilgili bilgi-
ler verilmistir. Ikinci boliim Kuramsal Temeller kisminda, konveks fonksiyonlar icin temel
tanimlara ve kavramlara ayrica bazi tiirevelenbilir konveks fonksiyon siniflarina yer veril-
mistir. Uciincii boliim Materyal ve Yontem kisminda kullanilacak integral esitsizlikler icin
detayl bir literatiir bilgisi sunulmustur. Dordiincii boliimde ise matematiksel analizin temel
ispat yontemleri takip edilerek ve Riemann-Liouville kesirli integral operatorii kullanilarak
degisken mertebeden Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikler i¢in bazi yeni tanim ve

teoremler fonksiyonel analizin temel konseptleri yardimiyla elde edilmistir.

2025, 36 sayfa

Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, Riemann-Liouville kesirli integral operatorii, Hermite-
Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, Quasi-konveks fonksiyon,
h-konveks fonksiyon, Log-konveks fonksiyon, Eksponansiyel konveks fonsiyon, birinci an-

lamda s-konveks fonksiyon, ikinci anlamda s-konveks fonsiyon.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

NEW INTEGRAL INEQUALITIES WITH VARIABLE ORDER
RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS FOR
DIFFERENTIABLE CONVEX FUNCTIONS OF DIFFERENT KINDS

Jury: Prof. Dr. Cetin YILDIZ

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Assist. Prof. Dr. Ebru KARADUMAN

In this thesis, new variable-order Hermite-Hadamard type integral inequalities have been ob-
tained for different types of differentiable convex functions by using the Riemann-Liouville
fractional integral operator. In the first section, the introduction, a brief overview of the his-
tory of convex functions and inequality theory is provided, along with information on related
works in the literature. In the second section, the theoretical foundations, basic definitions,
and concepts related to convex functions, as well as some classes of differentiable convex
functions, are discussed. The third section, Material and Methods, presents a detailed litera-
ture review on the integral inequalities that will be used. In the fourth section, following the
basic proof methods of mathematical analysis and using the Riemann-Liouville fractional
integral operator, some new definitions and theorems for variable-order Hermite-Hadamard
type integral inequalities are derived with the help of fundamental concepts of functional

analysis.

2025, 36 pages

Key Words: Inequalities, Riemann-Liouville fractional integral operator, Hermite-Hadamard
inequality, convex function, m-convex function, Quasi-convex function, h-convex function,
Log-convex fuction, Exponential convex function, first sense s-convex function, second sense

s-convex function.
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1. GIRIS

Matematik, gecmisten giiniimiize pek cok uygarligin ve bireyin katkilariyla gelismis;
dogay1 ve yasami, insan zihninin olusturdugu kavramlar ve semboller araciligiyla anlama ve
ifade etme cabasi olarak tanimlanabilir. Kokeni, Antik Yunan’da "bilgi", "608renme" ve "bi-
lim" anlamlarina gelen "Mathema" sozciigiine dayanan bu terim, Tiirkceye Fransizca “mat-
hématique” kelimesi iizerinden ge¢cmistir. Aslinda bir ¢ok alt alan ve kavramlardan olusan
genel bir kelimedir.

Bu kavramlar arasinda en temel ve 6nemli olanlardan biri fonksiyon kavramidir.
Fonksiyonlar, ilk kez 17. ylizyilda, matematigin temel nesnelerinin geometrik egriler ola-
rak ele alindi1 donemde ortaya ¢ikmistir. Neredeyse matematigin tiim alt alanlarinda yer
bulan bu kavram, fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi disiplinler aras1 bir¢ok bilim da-
linda da genis bir kullanim alanina sahiptir. Bilimsel ¢calismalarda bu denli merkezi bir role
sahip olan fonksiyonlarin, tarihsel siirecte ¢cok sayida farkl tiirii gelistirilmigtir. Bu tiirler
arasinda, esitsizlikler ve kesirli analiz gibi cesitli matematiksel alt alanlarda 6nemli uygula-
malara sahip olan konveks fonksiyonlar, hem teorik hem de uygulamali matematikte 6zel bir
yere sahiptir ve kendi i¢inde farkl tiirlere ayrilmaktadir.

Konveks fonksiyonlarin 6nemli roller iistlendigi alanlardan biri de matematigin te-
mel taslarindan biri olan esitsizlik teorisidir. "Esitsizlik alan1" ya da diger adiyla "esitsizlik
teorisi”, C. F. Gauss, L. Cauchy, L. Lagrange, K. Weierstrass ve P. I. Chebyshev gibi oncii
matematikcilerin katkilariyla, yaklasik yontemlerin kuramsal temellerinin atilmasi siirecinde
gelismeye baglamistir. Ozellikle 19. yiizyilin sonlar ile 20. yiizyilin baslarinda, bazilar1 kla-
siklesmis, bazilar1 ise sinirli ilgi goren cok sayida esitsizlik ortaya konmustur.

Bu alanin sistematik bir yapiya kavusmasinda en 6nemli adimlardan biri, G. H. Hardy,
J. E. Littlewood ve G. Pélya tarafindan kaleme alinan ve 1934 yilinda yayimlanan "Inequ-
alities" adli eserin ortaya ¢ikmasidir (Hardy et al., 1952). S6z konusu kitap, yalnizca esit-
sizliklere odaklanan ilk kapsamli calisma olup, alanin bir formiiller derlemesinden ¢ikarak
kurumsal bir aragtirma disiplini haline gelmesini saglamistir. Eser, yalnizca kendi doneminin
degil, ayn1 zamanda ¢cagdas matematiksel analiz ¢alismalarinin da temel referans kaynakla-
rindan biri olmustur.

Bu gelismenin ardindan, E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961 yilinda
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yayimlanan ve 1965 yilinda ikinci baskisi yapilan "Inequalities" adli eser, literatiire onemli
katkilar sunmustur (Beckenbach and Bellman, 1961). Aymi sekilde, D. S. Mitrinovi¢’in 1970
yilinda yayimladig1 "Analytic Inequalities”" adli kitab1 da alandaki aragtirmalar acisindan
onemli bir doniim noktas1 olmustur (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Bu calismalarin devamui niteliginde, Mitrinovi¢ ve arkadaglar tarafindan kaleme ali-
nan "Classical and New Inequalities in Analysis" (Mitrinovic et al., 1993) ve B. G. Pach-
patte’nin "Mathematical Inequalities" adli eseri (Pachpatte, 2005) esitsizlikler konusuna yeni
ve Ozgiin katkilar getirmistir. Ayrica, "Convex Functions" (Roberts and Varberg, 1974), "Ine-
qualities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives" (Mitrinovic et al., 2012)
ve "Convex Functions and Their Applications: A Contemporary Approach" (Niculescu and
Persson, 2006) gibi kaynaklar da konveks fonksiyonlar baglaminda esitsizlik teorisine nemli
katkilar sunan temel eserler arasinda yer almaktadir. Bunlarin yani sira, bircok aragtirmaci
tarafindan kaleme alinan kitaplar, makaleler ve monograflar da bu alanin gelisimine ciddi
katkilar saglamigtir.

Konveks fonksiyon kavramu, esitsizlik teorisiyle yakin bir iligki icerisinde olup, bu
alanda bir¢ok aragtirma gerceklestirilmis ve ¢esitli integral esitsizlikler elde edilmistir. Gii-
niimiizde, konveks fonksiyonlara yonelik en 6nemli integral esitsizliklerden biri Hadamard
ya da literatiirdeki adiyla Hermite-Hadamard integral esitsizligidir. Bu esitsizlik ilk olarak
Hermite (1822-1901) tarafindan, Ekim 1881°de Journal Mathesis dergisine ispatsiz bir bi-
cimde gonderilmistir. Yaklagsik yirmi yil sonra, 1905-1906 yillar1 arasinda J. L. W. V. Jensen
tarafindan Jensen esitsizligi ortaya konmus ve bu iki onemli katki, konveks fonksiyonlar iize-
rine yapilan caligmalara ivme kazandirmistir. Bu gelismelerin ardindan konveks fonksiyon-
lara iligkin integral esitsizlikler, giinlimiize kadar pek ¢ok arastirmacinin dikkatini ¢cekmeye
devam etmistir.

1900’14 yillarin baglarindan itibaren, konveks fonksiyonlar iizerine ¢alisan arastirma-
cilar tarafindan farkl tiirlerde konvekslik siniflar1 tantmlanmis ve bu siniflarin cesitli yapisal
ozellikleri ayrintili sekilde incelenmistir. Bu dogrultuda, konveks fonksiyonlara 6zgii cok
sayida integral esitsizlik literatiire kazandirilmigtir. Beckenbach ve Bellman (Beckenbach
and Bellman, 1961) ile Mitrinovi¢ (Mitrinovic and Vasic, 1970) gibi oncii isimler, bu ko-
nuyu kitaplarinda ele alarak alana onemli katkilarda bulunmuslardir. Konveks fonksiyonlara
iligkin esitsizlikleri sistemli bicimde ele alan ilk kapsamli kaynaklardan biri olan "Convex
Functions: Inequalities", J. Pecari¢ tarafindan kaleme alinmistir (Pecari¢ and Beesack, 1987).
Bununla birlikte, Roberts ve Varberg (Roberts and Varberg, 1973), Pecari¢ ve calisma arka-

daglar1 (Pecari¢ and Tong, 1992), Niculescu ve Persson (Niculescu and Persson, 2006) gibi
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bir¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar ile ilgili ¢esitli esitsizlik tiirleri iizerine kapsaml
calismalar gerceklestirmistir. Bu calismalarin onemli bir boliimii, 6zellikle integral esitsiz-
liklerinin gelistirilmesine odaklanmaktadir.

Yirminci ylizy1l matematigi, matematiksel esitsizliklerin tasidig1 analitik giiciin fark
edilmesiyle birlikte pek ¢ok yeni sonug¢ ve arastirma alaninin ortaya ¢ikmasina olanak tani-
mistir. Bu baglamda esitsizlikler teorisi, matematiksel analiz i¢erisinde merkezi bir konum
kazanmis ve hizla gelisen, dinamik bir aragtirma alanina doniigsmiistiir. Son yillarda bu teori,
yalnizca matematik i¢inde degil, ayn1 zamanda farkli disiplinlerde de artan bir ilgiyle kar-
stlanmaktadir. Ozellikle matematiksel ekonomi, optimizasyon, oyun teorisi, kontrol teorisi
ve matematiksel programlama gibi ¢esitli alanlarda esitsizliklerin uygulama alani buldugu
goriilmektedir.

Literatiirde genis bir uygulama yelpazesine sahip olan bircok temel esitsizlik yer al-
maktadir. Bunlar arasinda Holder, Hermite-Hadamard, Minkowski, Cauchy, Young, Griiss,
Chebyshev, Abel ve Jensen gibi esitsizlikler, esitsizlik teorisinin giiclii temsilcileri olarak
one ¢ikmaktadir. Ote yandan, konveks fonksiyonlarin tanimi da dogrudan bir esitsizlik ara-
ciligiyla yapilmakta olup, bu fonksiyonlarin esitsizliklerle olan siki iligkisi sayesinde litera-
tiirde bir¢ok yeni konvekslik tiirii tanimlanmis ve bu dogrultuda ¢esitli yeni esitsizlikler elde
edilmisgtir.

Kesirli analizin ortaya ¢ikigt 1695 yilinda L’Hospital ile Leibniz arasindaki mektup-
lagmada ortaya ¢cikmustir. L'Hospital Leibniz’e bir diferansiyel denklemin tiirevinin mertebe-
sinin % olmas1 durumunda nasil hesaplanacagini sormasi bu alanin baslangicidir. Leibniz bu
soruya "Bu paradokslardan bir giin faydali sonuglar ¢ikarilacaktir." seklinde cevap vermesi
alanin kesfedilmeyi beklediginin agik bir gostergesidir (Leibniz, 1859).

Leibniz’in tamsay1 olmayan mertebeden tiirev fikrini ortaya atmasinin ardindan, 1738
yilinda Euler bu alanda onemli bir adim atarak kesirli tiirev iizerine ¢calismalar gerceklestir-
mistir (Miller and Ross, 1993). 1822 yilinda Fourier, tiirevin tantminda integral kavramim
kullanarak, keyfi mertebeden tiireve iligkin ilk tanim1 ortaya koymustur. Bu yaklagim, giinii-
miizde kesirli analiz olarak bilinen alanin temelini olusturmustur.

Kesirli analiz baglaminda ilk uygulama problemi olarak kabul edilen tautochrone
problemi, 1826 yilinda Abel tarafindan ele alinmis ve bu problem kapsaminda gelistirilen
integral esitsizlik, alanin ilerlemesinde énemli bir kilometre tagi olmustur (Machado et al.,
2011), (Meftah et al., 2023), (Miller and Ross, 1993). Bu siireci takiben, 1832 yilinda Li-
ouville, iistel fonksiyonlarin kesirli tiirevine dair bir formiil gelistirmis ve ayn1 zamanda,

bugiin kendi adiyla anilan Liouville tanimi ¢ercevesinde tamsay1 olmayan mertebeden integ-



ral formunu ortaya koymustur. Bu katkilar, kesirli analiz alaninin matematiksel temellerini
giiclendirmistir.

Daha sonra Riemann, bu alanda 6nemli bir makale yayimlayarak, teorinin sekil-
lenmesine katki saglamistir (Riemann, 1876). Takip eden yillarda Griinwald ve Letnikov,
Riemann-Liouville tantmindan farkli bir yaklasim benimseyerek, kesirli tiirevleri yakinsak
seri ¢cercevesinde tanimlamiglardir (Griinwald, 1867), (Letnikov, 1868). Letnikov’un Oner-
digi tanim, belirli mertebe degerlerinde, Liouville’in kesirli tiirev tantmiyla ve uygun ko-
sullar altinda Riemann tarafindan verilen versiyonla ortiigmektedir. Son olarak, 1892 yilinda
Hadamard, analitik fonksiyonlarin kesirli tiirevlerinin Taylor serileri yardimiyla gosterilebi-
lecegini ifade etmistir (Machado et al., 2011). Bu gelismeler, kesirli analiz alaninin sistema-
tik bir kuramsal yapiya kavugsmasinda dnemli rol oynamuistir.

Kesirli analizin, klasik analiz karsisindaki temel dezavantajlarindan biri, klasik tiirev
kavraminda yer alan geometrik yorumun bu alanda dogrudan karsilik bulamamasidir. Klasik
analizde tiirev, bir fonksiyonun grafigine cizilen teget dogrularla iligkilendirilirken, kesirli
analizde bu tiir geometrik bir anlamlandirma yapilamamaktadir. Bu nedenle, kesirli tiirev
kavrami uzun yillar boyunca soyut bir yaklagim olarak kalmig ve 1900’1 yillara kadar bu
alandaki gelismeler olduk¢a sinirli diizeyde ilerlemistir.

Ancak 20. ylizyilin bagindan itibaren, kesirli analiz alaninda kayda deger bir ivme
kazanilmig ve ozellikle uygulamali bilimlerde kargilasilan karmagik problemlerin model-
lenmesinde bu kavrama olan ihtiya¢ artmistir. Bu dogrultuda, farkli kesirli tiirev tanimlar1
gelistirilmistir. Bunlar arasinda en dikkat ¢ekenlerinden biri, 1967 yilinda Caputo tarafindan
ortaya konulan tanimdir (Caputo, 1967). Caputo, Riemann-Liouville tantmindaki 6nemli bir
eksikligi gidererek, baslangi¢ kosullarina sahip diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimle-
rinin daha saglikl bir sekilde analiz edilmesine imkan tanimistir.

Caputo tiirevi, Riemann-Liouville tantmina benzemekle birlikte, islem siralamasi ba-
kimindan 6nemli bir fark icerir. Caputo yaklagiminda, once tam mertebeli tiirev alinmakta,
ardindan bu sonucun kesirli mertebeli integrali hesaplanmaktadir. Oysa Riemann-Liouville
tamminda siralama tersidir: Once kesirli mertebeli integral alinir, ardindan tam mertebeli
tiirev hesaplanir. Bu temel fark, 6zellikle baslangi¢ kosullarinin fiziksel anlamda yorumlan-
masinda Caputo tiirevini daha uygun hale getirmistir.

1974 yilinin Haziran ayinda, New Haven Universitesi'nde B. Ross’un onciiliigiinde
diizenlenen "First Conference of Fractional Calculus and Its Applications" baglikl1 ilk ulus-
lararas1 konferans, kesirli analiz alaninda doniim noktasi olmustur. Bu etkinlikte ¢ok sayida

matematik¢i bir araya gelerek, kesirli tiirev ve integral kavramlarinin teorik yonleri ve uygu-
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lamalar1 iizerine 6nemli tartismalar gerceklestirmistir. S6z konusu konferans, kesirli analiz
disiplininin bagimsiz ve sistematik bir aragtirma alani olarak gelismesine 6nemli katki sag-
lamustir.

Bu konferansin ardindan, alanin gelisimine Onciiliik eden bir¢ok bilim insani tarafin-
dan temel eserler kaleme alinmustir. Ozellikle S. G. Samko, A. A. Kilbas ve O. I. Marichev;
K. B. Oldham ve J. Spanier; K. S. Miller ve B. Ross gibi arastirmacilar, kesirli analizle ilgili
kapsamli kitaplar yazarak hem kuramsal hem de uygulamal1 yonleriyle alana 6nemli katkilar
sunmuslardir.

Son yillarda, kesirli analiz alan1 bircok matematik¢inin yogun ilgisini ceken dinamik
bir aragtirma alanmi1 haline gelmistir. Bu ilgi, 6zellikle tamsay1 mertebeden tiirev ve integral
operatorlerinin genellestirilmis bi¢imleri olan ¢esitli yeni kesirli tiirev ve integral tanimla-
rinin ortaya konulmasina neden olmustur. Giiniimiizde, kesirli analiz yalnizca matematiksel
analiz ve uygulamali matematik baglaminda degil; fizik, kontrol teorisi, sistem modelleme,
sinyal isleme, kodlama teorisi ve istatistik gibi bir¢ok farkli disiplin icinde de etkili bir arag¢
olarak kullanilmaktadir.

Bu cercevede, Griinwald-Letnikov, Riemann—Liouville ve Caputo tanimlarina ek
olarak; daha yakin donemlerde gelistirilen Caputo—Fabrizio ve Atangana—Baleanu gibi yeni
kesirli tiirev ve integral operatorleri de literatiire kazandirilmistir. Bu operatorler, yalnizca te-
orik derinlik katmakla kalmay1p ayn1 zamanda cesitli fiziksel ve miihendislik problemlerinin
daha esnek bicimde modellenmesini miimkiin kilmaktadir. Zaman icerisinde bu operator-
ler arasindaki yapisal iligkiler detayli sekilde ortaya konmus ve halen her gecen giin yeni

operatorler de tanitilmaya devam etmektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, ¢alismalarda kullanilan kavramlara yer verilecektir.

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): N bir lineer uzay M C N ve ¥ a,b € M olmak iizere
M={keN:k=0Oau+(1-60), 0<0<1}CM

oluyorsa M kiimesi konveks bir kiimedir denir.

Tanim 2.2 (J-konveks fonksiyon): 1, R iizerinde bir aralik olmak iizere ¥ a,b € I icin

L (a;b) < Ma) ;M(b)

sartini saglayan pi fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J -konveks fonk-

siyon denir (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Tanmim 2.3 (Konveks fonksiyon): I, R iizerinde bir aralik ve i : I — R bir fonksiyon olmak

iizereV a,b € I ve 6 € [0,1] igin
(6a+ (1 - 6) ) < Ou(a) + (1 — B)u(b)

sartint saglayan p fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecaric¢ and Tong, 1992).

Tanim 2.4 (m -konveks fonksiyon): 1. : [0, k] — Rve k > 0 olsun. ¥ a,b € [0,k],6 € [0, 1]
ve m € [0, 1] icin

p(@a +m(1 —0)b) < Ou(a) +m(1 — 0)u(d)

sartt saglantyorsa | fonksiyonuna m -konvekstir denir (Toader 1988).

Tanim 2.5 ((«, m) -konveks fonksiyon): 1 : [0,k] — Rve k > 0 olsun. ¥V a,b € [0,k],0 €
0,1] ve (o, m) € [0, 1]% igin

b+ m(1 — 0)) < 0%u(a) + m(1 — 0°)u(b)
sarti saglantyorsa ji fonksiyonuna (o, m) -konvekstir denir (Mihesan, 1993).
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Burada (o, m) € (0,0), (o, 0), (1,0), (1,m), (1, 1), (e, 1) segilirse, sirasiyla artan, « -starshaped
(v -y1ldiz1l), starshaped (yildizil), m -konveks, konveks ve « -konveks fonksiyon siniflari

elde edilir.

Tamim 2.6 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): m,n > 0,m* +n®* = 1ve s € (0, 1]

olmak iizere tiim a,b € R icin p : R, — R fonksiyonu eger
pu(ma +nb) < m°u(a) +n’u(d)

esitsizligini sagliyorsa |’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

simifi K ile gosterilir (Hudzik and Maligranda, 1994).

Tamm 2.7 (Ikinci anlamda s -konveks fonksiyon): 0 € [0, 1] ve s € (0, 1] olmak iizere tiim

a,b € [0,00) igin p1 : [0, 00) — R fonksiyonu eger
pfa+(1—0)b) < 6°pu(a) + (1 — 0)°u(b).

esitsizligini saglryorsa p’ye ikinci anlamda s— konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

sinifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).

Eger Tanim 2.6 ve Tanim 2.7 ’de s = 1 secilirse Tanim 2.3 ’deki bilinen konveks

fonksiyon tanimi elde edilir (Hudzik and Maligranda, 1994).

Tanim 2.8 (Godunova-Levin fonksiyonu): 1. : [ — R pozitif fonksiyonu Va,b € I ve
6 € (0,1) igin

=
=

p(a) )
p(fa+ (1 —0)b) < T+ .

esitsizligi saglantyorsa |1’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya

L

(1) sinifina aittir denir (Dra-

gomir and Pearce, 1998).

Tanim 2.9 (P-fonksiyonu): 1 : [ — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. ¥Ya,b € I ve
0 € 10,1] icin
p(fa+ (1= 0)b) < p(a) + p(b)

esitsizligini saglayan p’ye P-fonksiyonu veya P(I) smfina aittir denir (Dragomir et al.,

1995).

Tanim 2.10 (h -konveks fonksiyon): Negatif olmayan bir h : K C R — R fonksiyonu ve

yine negatif olmayan p : I — R fonksiyonu icin a,b € 1,0 € (0, 1) olmak iizere
(6a + (1= 6)b) < h(6)u(a) + h(1 — O)u(b)
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esitsizligini sagliyorsa j1’ye h -konveks fonksiyon veya SX (h, I) siifina aittir denir (Varo-
Sanec, 2007).

h(#) = 6 alinirsa, tim negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, ) sinifina aittir;
h(0) = 5 ahmrsa, SX (h, I) = Q(I); h(0) = 1 almrsa, SX (h, 1) 2 P(I) ve h(0) = 6°,s €
(0,1) almirsa SX (h, I) 2 K? olacag agiktir.

Tamim 2.11 (log -konveks fonksiyon): I, R iizerinde bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. Ya,b € I ve her 0 € [0, 1] icin

plBa+ (1= 0)b) < (@) (b))~

ise |1’ye log -konveks fonksiyon ve bu esitsizlik ters cevrilirse 1i’ye log -konkav fonksiyon

denir (Pecaric¢ and Tong, 1992).

Tanim 2.12 (Quasi-konveks fonksiyon): 11 : S — R bir fonksiyon ve B C R bostan farkl

konveks kiime olsun. Va,b € B ve 0 € |0, 1] i¢in

(b + (1 6)b) < max{u(a), u(b)}

ise |1’ye quasi- konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce, 1998).

Ayni sartlar altinda;
p(0a+ (1 = 0)b) < max{u(a), u(b)}

ise |u’ye strictly quasi- konveks fonksiyon,

(b + (1 - 6)b) > max{u(a), u(b)}

ise |1’ye quasi -konkav fonksiyon ve

p(ba+ (1 —0)b) > max{u(a), u(b)}
ise |i’ye strictly quasi -konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce, 1998).

Tamim 2.13 (Eksponansiyel konveks fonksiyon): 1 : K CR - R;a,b € K, 0 € (0,1) ve
a € R iken eger
w(Ba+ (1— o)) < oD | (1 _ gy

exa eab

esitsizligi saglaniyorsa i fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon denir. o = 0 ali-
nirsa eksponansiyel konveks fonksiyon Tanim 2.3 ’deki konveks fonksiyona doniisiir (Awan

etal., 2018).



Tanim 2.14 (Gamma Fonksiyonu): k > 0 icin

F(k)—/ etk da
0

olarak tanimlanir (Kannappan, 2009).
Ayrica Arastirma Bulgulari kisminda sik¢a kullandigimiz bu fonksiyonun bazi ozelliklerinden

bahsedecek olursak n pozitif tamsayt olmak iizere

I'(n)=(n—1)!
['(n+1) =nl(n)
r(;)=va

seklindedir (Kannappan, 2009).

Tanim 2.15 (Beta Fonksiyonu):

1
B, o) =/ (1=t Tdt, e > 0
0
seklindedir. Bu esitlik Euler tipi Beta fonksiyonu ya da birinci cesit Euler integrali olarak

adlandurilir (Dragomir et al., 1999).

Burada Gamma ve Beta fonksiyonlari arasindaki iliski

D)0 (1)

6(“17#2) = F(N’l +M2)

seklindedir (Kannappan, 2009).

Tamim 2.16 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integrali): ;. € L, [a,b] olsun. a > 0

iken o > 0 icin Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali asagidaki gibi tanimlanir:

Seenla) = o [ =0, >
o p(z) = ﬁ / (t— 2 ut)dt, @ <b, @0

Burada, T'(o) = [ t*"te~tdt Gamma fonksiyonu ve JO, ju(x) = J)-p(x) = p(x) esitligi
saglamir. Ayrica o = 1 secilirse kesirli integral klasik integrale indirgenir (Miller and Ross,

1993).

Tamm 2.17 (Riemann-Liouville Degisken Mertebeden Kesirli Integrali): C([a, b)), [a,b] C
R araliginda tanmimli gercek degerli siirekli fonksiyonlarin uzayini gostermek iizere g €
C(la, b)), p : [61,02] — (0,1) fonksiyonu icin degisken mertebeden Riemann-Liouville ke-

sirli integrali;

M2 g (1) = L Ix—s”(z)_l s)ds
B0 = oy | @ et

seklindedir. (Valarmathi and Gowrisankar, 2023)




3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde kullanilan konveks fonksiyonlar ile ilgili literatiirde bulunan Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizliklere yer verilmistir.

3.1. Farkh Tiirden Bazi Konveks Fonksiyonlar Icin Integral
Esitsizlikler

Teorem 3.1 I,R’de bir aralik, 01,605 € [ ve 6, < 05 olmak iizere 1 : I C R — R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

01 + 0> 1 % p(61) + 11(02)
< kKdk < —2 2/
,u< 2 )_92—91/91 pk)dk < 2

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir

(Pecaric¢ and Tong, 1992).

Teorem 3.2 i : [0y, 05)]

%
0, + 0y 1 30, + 6y 01 + 30, 1 02
<= <
f(B57) =2l () () s o
< l[u(el i ‘92) L ) +M(92)} < p1(61) + p(62)
2 2 2 2

esitsizligi gecerlidir (Tseng et al., 2010).

R, [01, 02] iizerinde konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

Burada ikinci satirdaki esitsizlik literatiirde Bullen esitsizligi olarak da bilinmektedir.

Teorem 3.3 i : [01,05] — R, (01, 05) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 6 < 0,

olsun. ||, [0, 02] kapalr araliginda konveks bir fonksiyon ise

’uwl) ety L[ u(k:)dk’ < 2P0 + (0]

esitsizligi gecerlidir (Dragomir and Agarwal, 1998).

Teorem 3.4 i : [01,05] — R, (01, 05) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 6 < 0

olsun. ||, [0, 05] kapalr araliginda konveks bir fonksiyon ise

02 _
o, e n(2)| < B + o)
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esitsizligi gecerlidir (Kirmaci, 2004).

Teorem 3.5 1 : [0y, 05] — R pozitif bir fonksiyon, 0 < 0; < 05 ve pn € L[y, 0] olsun. p,
[01, 02] araliginda konveks bir fonksiyon ise o > 0 icin

M(Ql —2k 02> < 2?0(:_—!—03

p(01) + p(0:)
2

= [Tgen(02) + Jg-pu(01)] <

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al., 2013).
Bu esitsizlik Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla konveks fonksiyonlar icin elde
edilmistir. Eger o = 1 secilirse egitsizlik Teorem 3.1 ’deki Hermite-Hadamard egitsizligine

doniigiir.

Teorem 3.6 1 : [0,00) — R fonksiyonum € (0, 1| olmak iizere m -konveks fonksiyon olsun.

Eger 0 < 0, < 0y ve p € L1[0ym, 05 ise bu taktirde;

9 Ugme u(k)dk + 22— 0 /62 ,u(k:)dk} < (s — 0) (—“(91) : “(‘92>>

m—+1 92—m91 mo;

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2002).

Teorem 3.7 1 : [0,00) — R fonksiyonu m € (0, 1] olmak iizere m -konveks fonksiyon olsun.

Eger 0 < 6 < 0y ve u € L1[01, 0] ise bu taktirde;

M<91+92)< 1 /ew(kau(%)

o 0
< P () +p6e) - 1Ge) + 1)
2 0 — 0,

0 2 4 2 2

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2002).

Teorem 3.8 1 : [0,00) — R fonksiyonu m € (0, 1] olmak iizere m -konveks fonksiyon olsun.

Eger0 <6, <0y < ocovep € L]0y, 0] ise bu taktirde;

L [ u(6) + (%) p(0) + mp(D)
0y — 01 Ll ulk)dk < mm{ 2 ’ 2 }

esitsizligi gecerlidir (Toader, 1993).

Teorem 3.9 s € (0,1) olmak iizere p : [0,00) — [0, 00) birinci anlamda s -konveks bir

fonksiyon, 01,05 € [0,00) ve 01 < 03 olsun. |1 € Ly[0, 0] ise

01 + (92 1 02 ,u(@l) + S/J/<92)
< k)dk <
M( 2 >_92—91/91 plk)dk < s+1

esitsizligi gecerlidir (Dragomir and Fitzpatrick, 1999).
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Teorem 3.10 s € (0,1) olmak iizere 1 : [0,00) — [0, 00) ikinci anlamda s -konveks bir

fonksiyon, 01,0, € [0,00) ve 01 < 05 olsun. j1 € Ly[0, 0] ise

1 (61 + 0, 1 b2 p(0r) + p(02)
951 < Kdk < ——= -~ 27

esitsizligi gecerlidir. Esitsizligin sag tarafinda olabilecek en iyi sabit ¢ = 1/(s + 1) 'dir
(Dragomir and Fitzpatrick, 1999).

Teorem 3.11 6, < 6y olmak iizere 61,05 € R ve p : [01,05] — R fonksiyonu (6;,0)

araliginda tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Eger |i/'|, [01, 0] araliginda quasi-konveks

fonksiyon ise

o ; %) 0 i 0, /e M(k)dk‘ <0 ; a)maw{lu’(em, |1/ (62) [}

esitsizligi gecerlidir (Ion, 2007).

Teorem 3.12 0, < 60y olmak iizere 61,05 € R ve p : [01,05] — R fonksiyonu (6,,0)
araliginda tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Ayrica p € R olmak iizere p > 1 oldugunu

da varsayalim. Eger |i/'|P/*=V), [0y, 0] araliginda quasi-konveks fonksiyon ise

‘,LL(91) + n(6s) _ 1
2 0y — 64

(p—1)/p

0
’ (02 —61) _ _
< N2 Tl ! p/(p—1) |,/ p/(p—1)

esitsizligi gecerlidir (Ion, 2007).

Teorem 3.13 1 : [° C R — R iki kez tiirevelenebilir fonksiyon olmak iizere 11" € L0y, 605]; 61,05 €

I°ve 01 < Oy olsun. Eger |i"|, [01, 03] araliginda quasi-konveks fonksiyon ise

‘u@ﬂ;M@ﬁ_]%iehéfu%ﬂd
(5[ oo e (52

0y — 0,)?
< % {maz{ 1" (01)],
esitsizligi gecerlidir. Ayrica burada [ kiimesinin ici 1° semboliiyle gosterilmektedir (Barani
etal., 2011).

Teorem 3.14 1 : I° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir olmak iizere 61,05 € I°

ve 01 < 0y olsun. Eger |1/|, [01, 02] araliginda quasi-konveks fonksiyon ise
1 02 01 + 05
k)dk —
92_91/91 (k) u( 5

< OO o (B 52) o+ mao{ e (252w}

esitsizligi gecerlidir. Ayrica burada I kiimesinin i¢i 1° semboliiyle gosterilmektedir (Alomari

et al., 2009).
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Teorem 3.15 1 : I — [0, 00) fonsiyonu I iizerinde log-konveks doniisiim olmak iizere 6, 0,

€ I ve 0, < 0y olsun. Bu taktirde

0, +0
u( ! : 2) < 0 \/u 10(01 + 0 — k)dk < /1u(61)1(62)
2 — V1

esitsizligi gecerlidir (Dragomir and Mond, 1998).

Teorem 3.16 1 : I — (0,00) fonsiyonu I iizerinde log-konveks déniigiim olmak iizere

01,05€ I ve 01 < 05 olsun. Bu taktirde

0, + 0y 1 02
<
,u( 5 ) < ea:p[e2 (91 / ln,u(k:)dk}

W w(0y + 0y — k)dk

_92—01

92
< g [ ndk < Lo, )

esitsizligi gecerlidir. Burada L(p, q), p ve q gercek sayilart icin logaritmik ortalama olmak

lizere

P—9q

i MR
(p.q) = Inp—1Ing

seklindedir (Dragomir and Mond, 1998).

, p#quve L(p,p) =p

Teorem 3.17 o : I — (0,00) fonsiyonu I iizerinde log-konveks déniigiim olmak iizere

01,0-€ I ve 0 < 05 olsun. Bu taktirde

M(el;r%) : (92—91 \/—dk)

v pi(62) — p(01) p(61) + p(02)
e < e <

<
0, — 0,
esitsizligi gecerlidir (Sulaiman, 2011).

Teorem 3.18 1 : [ C R — R integrallenebilir eksponansiyel konveks fonksiyon olsun. Bu

taktirde o € R olmak iizere

(B8 < b [ O

2 - 92 — 61 eo‘k - 2

esitsizligi gecerlidir (Awan et al., 2018).

Teorem 3.19 1 : [ = [61,05] C R — R fonksiyonu I°’da tiirevelebilir olsun. Burada I°,

I’nmin igini gostermek iizere eger ||| eksponansiyel konveks fonksiyon ve o € R ise

) ot 1 /:2#(@ ] < Lo [0 e

2 92 — 01 a1 etz

esitsizligi gecerlidir (Awan et al., 2018).
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Teorem 3.20 p : [ = [61,05] C R — R fonksiyonu I°’da tiirevelebilir olsun. Burada I°,
I’min icini gostermek iizere eger | 11|19 eksponansiyel konveks fonksiyon ise bu taktirde o € R,

q > 1\/6%4—%:101]7161](12261”6

M(k)dk’ < %B{ -

1 (61)

€a91

w1(0:)

60‘92

p(b) +p(6) 1 /92
2 6, — 0,

01

esitsizligi gecerlidir (Awan et al., 2018).

Teorem 3.21 p : [ = [61,05] C R — R fonksiyonu I°’da tiirevelebilir olsun. Burada I°,

I’'min i¢cini gostermek iizere eger |1/'|? eksponansiyel konveks fonksiyon ise bu taktirde o € R

1]

ve q > 1 olmak iizere

st o250

esitsizligi gecerlidir (Awan et al., 2018).

q

' (61)

6(101

1'(02)

ea@g

Teorem 3.22 ;€ SX(h,I), 01,05 € I, 01 < 03 ve i € L1([01,05]) olsun. Bu taktirde

(5 ) < g [ n0ak < 0@ + ) | ute)do

01

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al., 2008).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, degisken mertebeden Riemann-Liouville kesirli integral yardimiyla farkl tiir-

den konveks fonksiyon siniflar i¢in yeni integral esitsizlikler elde edilecektir.

4.1. Degisken Mertebeden Kesirli Integraller icin Yeni Integral
Esitsizlikler

Teorem 4.1 C([a,b)), [a,b] C R arahiginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : |a,b] — (0,1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a,b]) konveks fonksiyon

olmak iizere J degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

R ) 1 g() 9(y)
PR IR vreS ] P W s s

esitsizligi gecerlidir ve burada z € |[a,b), x,y € |a,b] olmak iizere x < y ve I" Euler Gama

Sfonksiyonudur.

Ispat g, Tamim 2.3’deki gibi konveks fonksiyon olup tanim ve esitsizligin her iki tarafi icin

integral kullanilirsa;

gtz + (1 — t)y) < tg(z)+ (1 —t)g(y)

1 1 1
/tp(z)lg(t:ch(l—t)y)dtg/ tp(z)ltg(x)dtJr/ PO (1 — t)g(y)dt
0 0 0

olur. Burada s = tz + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;

s=te+(1—-ty, t=2=4 (x —y)dt = ds  elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

z—y’

integralde yerine yazilirsa;

(y - x)p(z) x



elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafim m ile carparak;

1 1 Y NN
I'(p(2)) (y—x)p(z)/x (y— )" g(s)d

L S
Sr@@»lt glw)dt +

1 1 Y s p(z)—1 $)ds
(y_ﬁ)p(z)r(p(z))/m (y = )" g(s)d

1 ') g
Sr@@»lt glw)di +

1 b1y _
F(p(z))/o t (1—1t)g(y)dt

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 1 ! 1 !

2(2) g (y) < / G g(z)dt + / P11 —t)g(y)dt
wapo " =g S IO gy S, 1T
e ) < ) [ ) [ e
(y —x)p®) ~ Tp(2) 0 [(p(2)) 0

integral esitsizligi elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
1 g(z) 9(y)
Jf(z) < [ + “4.1)
o ST e +1 T B2 )

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Simdi bazi 6zel durumlar i¢in ortaya ¢ikan sonuglar

incelenecektir.

Sonuc¢ 4.1 1) Eger p(z) = + secilirse;

L[ sl [2ate) 4100
i) i 3

elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 secilirse;
1 K
/ o(s)ds < 9(x) +g(y)
bulunur ve bu sonu¢ Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafidir.

3) Eger p(z) = z segilirse;

TG < [29(96) + g(y)]

(y—xz)* * 22+ 2z
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elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

L) o) < {—ZQQ i?:zzg(y)}

elde edilir.

Teorem 4.2 C([a,b)), [a,b] C R arahiginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a, b]) m-konveks fonksiyon

olmak iizere J degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

g() mg(y)

1 P(2) o (m,
B9 < 5o e + 1 T ) 0

(my — )=

esitsizligi gegerlidir ve burada z € [a,b], m € [0,1], z,y € [a,b] olmak iizere x < y ve I'

Euler Gama fonksiyonudur.

Ispat g, Tamim 2.4’deki gibi m-konveks fonksiyon olmak iizere;

g(tr +m(1 —t)y) < tg(x) +m(l —t)g(y)

1 1 1
/tp<z)‘1g(tw+m(1—t)y)dt§/ tp(z)‘ltg(x)dtJr/ PO (1 — t)g(y)dt
0 0 0

olur. Burada s = tx + m(1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;

s=te+m(l—-t)y, t=>"4 (x—my)dt =ds  elde edilir. Bu ifadeler yukaridaki

z—my’

integralde yerine yazilirsa;

m - p(z)—-1 d ! '
[ ()™ S g [ ootm - g

my r—my r—my 0 0

1

(my —x

my 1 1
o / (my — s)p(z)_lg(s)ds §/ tp(z)g(x)dt—l—/ tp(z)_lm(l —t)g(y)dt

0 0
elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile carpilirsa;

1 1
L(p(2)) (my —
1 1

L ey, -1,
< w5y ) O gy [ e et

my
)p(z) / (my - S)p(Z)_lg(S)dS
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bulunur. Buradan;
1 1
(my — )P T(p(
1 1

LY S SRS SR A S
<, Pe@a ) ma = g

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

) / my(my — s)PE 1 g(s)ds

; P(2) o (m, 1 ' P(2) (1 1 ! p(x) =1 (1 —
= a2t < e [ st s [ m - gty

P(2) g (1 Lo wog . L Lo
Rgtmy) < grsa(e) [ 0O+ sosgtw) [ m = o

1
(imy — )7

integral esitsizligi elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

_ b weum 1 9(z) my(y)
(g —zyp@ = 9 < [ma+w*wmwy+pwﬂ 42

elde edilip ispat tamamlanmis olur.

Eger (4.2) esitsizliginde m = 1 secilirse Teorem 4.1°deki (4.1) esitsizligi elde edilir.

Simdi baz1 6zel durumlar icin ortaya ¢ikan sonuclar incelenecektir.

Sonug 4.2 1) Eger p(z) = 3 segilirse;

m;_x/zmy gﬂ(ﬂ;)d_sS < [29(56) +34mg(y)}

seklinde bulunur. Ayrica burada m = 1 secilirse sonug¢ 4.1’in 1. egitsizligi elde edilir.

2) Eger p(z) = 1 secilirse;
1 my 9(x) + mg(y)
], atons < |2

seklinde bulunur. Ayrica burada m = 1 secilirse sonuc 4.1’in 2. esitsizligi elde edilir ve bu
esitsizlik Hermite-Hadamard egsitsizliginin sag tarafidur.
3) Eger p(z) = z segilirse;
I'(z)
(my —z)




seklinde bulunur. Ayrica burada m = 1 secilirse sonug¢ 4.1’in 3. esitsizligi elde edilir
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

P(Zz) 22 m
e Jz g(my) < {

2%g(x) + mg(y)]
24+ 22

seklinde bulunur. Ayrica burada m = 1 secilirse sonug¢ 4.1’in 4. esitsizligi elde edilir

Teorem 4.3 C([a, b)), [a,b] C R arahiginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C(la,b]) 1. anlamda s-konveks

fonksiyon olmak iizere J degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

1 z
mjﬁ( Jg(y) < ) +

esitsizligi gecerlidir ve burada z € [a,b], s € (0,1], x,y € |a,b] olmak iizere x < y ve I’

Euler Gama fonksiyonudur.

Ispat ¢, Tanim 2.6’deki gibi 1. anlamda s-konveks fonksiyon olmak iizere;

gtz + (1 —t)y) < t°g(x) + (1 —t*)g(y)

1 1 1
/ P g(te + (1 — t)y)dt < / PO g () dt + / P71 — 1) g(y)dt
0 0 0

olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;

s=ter+(1—-ty, t=%  (x—y)dt=ds elde edilir. Bu ifadeler yukaridaki

integralde yerine yazilirsa;

x (Z) 1
/ (S_y)p /tp +sl d
y \T 7Y
1

Y
- _ p(z) 1 d </ tp +S 1 d
g | =t s |

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi

_|_

_|_

1 .
e ile carpilirsa;

1 1

M) =
1 b p(e)rant . 1 EURIRPR
< To0) / L B / FE A= gl
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bulunur. Buradan;

1 1

(y — )P T(p(
[ S (S VR S e R
< r(p(z»/o T gt + r<p<z>>/o FE A= gl

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 p(z) 1 G 1 a1 g
I < gy J, O e gy [ v st

’ — s)P@1g(s)ds
5 [ =t

integral esitsizligi elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

1

mJﬁ(z)g(y)
< @)+ o - R—
~ I'(p(2)(p(2) + s) L(p(z) +1)  T(p(2)(p(2) +5))

+ 4.3)

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Simdi bazi 6zel durumlar icin ortaya ¢ikan sonuclar

incelenecektir.

Sonuc¢ 4.3 1) Eger p(z) = % secilirse;

1 Y g(s)ds < {g(m) —g(y)+23+1]
Vi—z ) Vi ot

elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 secilirse;

elde edilir.
3) Eger p(z) = z secilirse;

I'(z)
(y —x)*

J29(y) < {



elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

elde edilir.

Teorem 4.4 C([a,b)), [a,b] C R arahiginda tanmumlr gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a,b]) 2. anlamda s-konveks

fonksiyon olmak iizere J degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

1 { 9(z) 9(y) }
ZEEEMT

esitsizligi gecerlidir ve burada = € [a,b], s € (0,1], z,y € [a,b] olmak iizere x < y ve I'

Euler Gama fonksiyonu, (3 ise beta fonksiyonudur.

Ispat ¢, Tanim 2.7’deki gibi 2. anlamda s-konveks fonksiyon olmak iizere;

glte + (1 —t)y) < t°g(x) + (1 —1)°g(y)

1 1 1
/ tP(Z)‘lg(ta:Jr(l—t)y)dtg/ t”(z>‘1tsg($)dt+/ P71 — £)g(y)dt
0 0 0

olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;

s=te+(1—-ty, t==%  (z—y)dt=ds elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

T—y

integralde yerine yazilirsa;

x Z)l
[ (2] 0 L s
y r—y 0
1

Y 1
G ], d“/ot” ko

1
P11 — t)g(y)dt

P11 — t)g(y)dt

/01
/0

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile carpilarak;
1 1 y
_ g)p(2)-1
I(p(2)) (y — x)P) /I (y =) g(s)ds

1 b ()bt . 1 L)1 e
Sr(p(z»/o FE )d”mp(z))/o FE A gt
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bulunur. Buradan;
1 1 Y
_ o\p()-1
T FITeE , e

1 T ' p(z)+s—1
< T [ O

Ty J, ot

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1
L(p(2))

1 1 1
g B0) < poa(e) [ e gt [ oy
0 0

(y —x)p

1
'(p(2))

integral esitsizligi elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildi§inda

1 { 9(x)

9(y)
= Tp(2) - }

5 o)

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Simdi bazi 6zel durumlar icin ortaya ¢ikan sonuclar

4.4)

incelenecektir.

Sonug 4.4 1) Eger p(z) = 3 segilirse;

1 Y g(s)ds g(z) 9(y)
VY—17J, \/y—sS [8+%+6(%,S+1)}

elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 secilirse;

(y — )
elde edilir.
3) Eger p(z) = z segilirse;

L)ZJ;()S{Q(JI)JF 9(y) }

(y — x) z+s  Bz,s+1)

elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

elde edilir.
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Teorem 4.5 C([a, b)), [a,b] C R araliginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a,b]) Quasi-konveks fonk-

siyon olmak iizere degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali icin

< W“@[Q@)a 9(v)]

esitsizligi gecerlidir ve burada z € [a,b), x,y € |a,b] olmak iizere x < y ve I" Euler Gama

fonksiyonudur.

Ispat ¢, Tanim 2.12’deki gibi Quasi-konveks fonksiyon olmak iizere;

g(tz + (1 —t)y) < suplg(z), g(y)]

1 1
/ PO gt + (1 — t)y)dt < / " suplg(x), g(y)]dt
0 0

olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;

s=tr+(1—-ty, t==4 (x —y)dt = ds  elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

z—y’

integralde yerine yazilirsa;

éICPW)W*w@mSS/Qm%%w@@»mmw

r—Y r—Y 0

m /y(y — )P g(s)ds < /0 "9 suplg(x), g(y)]dt

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi ile carpilirsa;

1
I'(p(2))

1 1
P(p(2)) (y — =

Yy
o5 [ =i <

bulunur. Buradan;

1

1 12)) /y(y - S)p(z)*lg(5>d8 < m/o tp(z)*lsiﬂ)[g(]}),g(y)]dt

(v — 2T

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 (= 1 1 ()1
(&i:i;ﬁxzsjé()g<y) f; F(é{;}j /g t () Sulﬂg($),g<y)]dt

1 o(z 1 1 o
(y——x)P(Z)Jx( )g(?/) < —F(p(z))sup[g(x),g(y)]/o #(2)=1 g4
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integral esitsizligi elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda

1
= gr)
TECR A

) suplg(w), 9(y)] (4.5)
elde edilip ispat tamamlanmis olur. Simdi baz1 6zel durumlar i¢in ortaya ¢ikan sonuglar in-

celenecektir.

Sonucg 4.5 1) Eger p(z) = 3 segilirse;

[T II < splglo). o)

elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 segilirse;

y i 2) /:9<S)d3 < suplg(z), g(y)]
elde edilir.
3) Eger p(z) = z secilirse;
L+1) .
(g =) 29w) < supla(@). 9(v)]
elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 segilirse;
L(z2+1)
(Z_ i 2) T g(y) < suplg(x), g(y)]
(y — )

elde edilir.

Teorem 4.6 C([a,b)), [a,b] C R arahiginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a, b]) log-konveks fonksiyon

olmak iizere J degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

P(2) gy)  [g(=)]"?
TECk “>§r@wwu»bwﬂ

esitsizligi gecerlidir ve burada z € |[a,b), x,y € |a,b] olmak iizere x < y ve I" Euler Gama

fonksiyonudur.

24



Ispat ¢, Tanim 2.11°deki gibi log-konveks fonksiyon olmak iizere;

gtz + (1 —t)y) < [g()]"[g(y)]""

/0 PO g(te + (1 — t)y)dt < /0 7 g ()] [g(y)) "dt

olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;
s=te+(1—-ty, t==%  (z—y)dt=ds elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

=Y

integralde yerine yazilirsa;

e

(y—z

»

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile carpilarak;

bulunur. Buradan;

1 L oty ags < IW) [N e [e@)]
<y—x>p<z>r<p<z>>/x(y T gls)ds < <p<z>>/o : [ ]dt

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 Jp(z)g(y)< 9(y) /1tp(z)—1|:M:|tdt

(y —x)p@ " ~ I(p(2)) 9(y)

integral esitsizligi elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda

P(2) gy)  [g(=)]"?
e 00 < s 5] o

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Simdi bazi 6zel durumlar i¢in ortaya ¢ikan sonuglar in-
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celenecektir.

Sonug 4.6 1) Eger p(z) = + secilirse;

[ S <2l

elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 secilirse;

elde edilir.
3) Eger p(z) = z segilirse;

elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

F(22 + 1) 2
(y—z)* "

o0) < (1o lo)

elde edilir.

Teorem 4.7 C([a, b)), [a,b] C R araliginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : |a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C([a, b]) exponansiyel konveks

Jonksiyon olmak iizere degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali icin

R g(z) 9(y)
J. g(y) < 6‘”F(p(2))(p(2) T 1) + eayF(p(z))((p(z))Q +p(2)>

esitsizligi gecerlidir ve burada z € [a,b], x,y € [a,b] olmak iizere x < y ve I" Euler Gama
fonksiyonudur.

Ispat g Tanim 2.13’deki gibi eksponansiyel konveks fonksiyon olup tanim ve esitsizligin

her iki tarafi i¢in integral kullanilirsa;

tg(x) N (1—1t)g(y)

1 1 t 1 1—t
/tp(z)_lg(t:z:+(1—t)y)dt§/ tp(z)_l—g(x)dt—i—/ -1 1 =D9W)
0 0 e’ 0

gltr + (1 —t)y) <
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olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;
s=tr+(1—ty, t=>U (x —y)dt = ds  elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

rz—y’

integralde yerine yazilirsa;

/”‘" (s—y>”(z)_lg(8)ds < /1tp(z)1tg(x)dt+/1tp(z)1(1 ~19() 4,
- e
Yy

r—yY T—y 0 ar 0 cay
1 Y 1 ; 1 L
—/ (Z/ - s)P(z)*lg(s)dS < / tp(z)*lﬂdt +/ tp(z)flﬂdt
(y - x)p(z) T 0 e 0 ey

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile carpilirsa;

1 1 Y g p(z)—1 s)ds
[(p(2)) (y—@p(z)/x (y—s) g(s)d

L eate(@) 1 b1 (1=1)g(y)
= F(p(z))/o ! o iy F(p(Z))/o ! ety di

bulunur. Buradan;
1 1 Y
_ o\p(2)-1
e A O

1 /1 tp(z)*ltg(x) dt + P(pl(z)) /1 tp(z)fl (1 . t).g(y) dt

= T00)

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 1 ' tg(x) 1 ' (1—-1t)g(y)
—Jf(z)g y) < / p(2)—1 dt + / p)-11= I 4y
DR ; ) o

(y—ap (=)
1 p(2) g9(z) ' p(z)—1 9(y) ' p(z)—171 _
oy 9w < r<p<z>>ew/o : td”r<p<z>>eay/o e = )t

1 p(2) g(x) 9(y)
R e R A s g5 Y 5 SR Ry o (s o s Rk

elde edilip ispat tamamlanmig olur. Simdi baz1 6zel durumlar icin ortaya ¢ikan sonuglar in-

celenecektir.

Sonug 4.7 1) Eger p(z) = 3 segilirse;

1 Y g(s)ds _ [29(56) 49(1/)}
Vy—z ), Vy—s = | 3e® 3ew
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elde edilir.
2) Eger p(z) = 1 secilirse;

! /yg(s)ds<@—i-M

 2eax 2e%y

elde edilir.
3) Eger p(z) = z segilirse;

elde edilir.
4) Eger p(z) = 22 secilirse;

L(z%) o 1 22g(x)
W27 J7 9(y) < ) {

N g(y)}

ear ey

elde edilir.

Teorem 4.8 C'([a, b)), [a,b] € R arahiginda tanumly gercek degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayt olsun. p : [a,b] — (0, 1) herhangi bir fonksiyon ve g € C(|a,b]) h-konveks fonksiyon

olmak iizere degisken mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali i¢cin

ot
'(p(2))

o [ o 1 L -1
of )/O ' h(t)dt+r(p(z))g(y)/0 PO — )t

esitsizligi gecerlidir ve burada z € [a,b], t € [0,1], z,y € [a,b] olmak iizere v < y ve I'

Euler Gama fonksiyonudur.

Ispat g, Tanim 2.10°deki gibi h-konveks fonksiyon olup tamm ve esitsizligin her iki tarafi

icin integral kullanilirsa;

gtz + (1 —1)y) < h(t)g(z) + h(1 —t)g(y)
/1 PO g (tr + (1 — t)y)dt < /1 tPEO=Ih () g(x)dt + /1 PR (1 — t)g(y)dt

olur. Burada s = tx + (1 — t)y degisken degistirmesi yapilirsa;
s=te+(1—-ty, t=2=%  (r—y)dt=ds elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki

=Y

integralde yerine yazilirsa;
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1

" _ p(2)-1 d 1
/’C y) ﬂ@SS/JW>%wm@ﬁ+ 7 h(1 — t)g(y)dt
y 0

r—y
1

Y 1
g =y et < [0 hgtayn
x 0

PEIR(1 = t)g(y)dt
=z (1—=1)g(y)

/01
/0

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile carpilarak;

1 1 y N
F(p(z))(y—x)p(z)/x (y —s) g(s)d

1 ' p(z)—1 T 1 ! p(z)—1 _
< i Jy O g [ ¢ = st

bulunur. Buradan;
1 1 Y
_ o\p(2)-1
TEcvreTy AR O

X e 4 L " -1y,
<o | PO HOs@a + o [ et — gtar

seklinde diizenlenip sol tarafa Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi uygulanirsa;

1 n(2) 1 O ol (Y LR
@’ IW = F(p(z))/o P h(t)g( )dt+r(p(z))/0 P9 h(1 = t)g(y)dt
L 0 L 1 L a-1p 0

(4.8)

elde edilip ispat tamamlanmig olur. Simdi bazi 6zel durumlar i¢in ortaya ¢ikan sonuglar
incelenecektir.
Sonug 4.8 1) Eger p(z) = 3, h(t) = t secilirse;

1 Y g(s)ds _ {29(93)+4g(y)}
Vy—x ), VJy—s 3

olup Sonug 4.1iin 1) ifadesindeki sonucla birebir aynidir.

2) Eger p(z) = 1, h(t) = t* segilirse;

1 Y g(s)ds 29(z)  /7L(s+1)g(y)
x/y—x/m Vy—s = [28+1 " I(s+3) }

elde edilir.
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3) Eger p(z) = 1, h(t) = t secilirse;

(yix) /:g@)ds < g(l’)-gg(y)

bulunur ve bu sonu¢ Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafidir.

4) Eger p(z) = 1, h(t) = t° segilirse;

L 9(x) +9(y)
o oS

bulunur ve bu sonug Teorem 3.10°daki esitsizligin sag tarafidur.

5) Eger p(z) = z, h(t) = t secilirse;

LGz o () < {zg(fﬂ)Jrg(y)}

(y—xz)* * 224z

olup Sonug 4.1’iin 3) ifadesindeki sonucla birebir aymidir.

6) Eger p(z) = z, h(t) = t° secilirse;

L) g 9(z)
RS LJF—Z +9(W)B(z, s + 1)]

elde edilir.

7) Eger p(z) = 22, h(t) = t secilirse;

(%) e 2%g(x) + g(y)
-2~ J:g(y) < {—24 e }

olup Sonug 4.1’iin 4) ifadesindeki sonucla birebir aynidir.

8) Eger p(z) = 2% h(t) = t* secilirse;

F<z2> 2 g(m) ,
Wu]x g(y) < |:S—|—22 +g(y)ﬁ(z .S+ 1):|

elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada 6ncelikle konveks fonksiyonlar ve esitsizlik teorisine iligkin bazi1 temel
tanimlar ve integral esitsizlikleri iceren 6nemli teoremlere yer verilmistir. Ayrica calisma-
nin Aragtirma Bulgular1 kisminda degisken mertebeden Riemann-Liouville kesirli integral
kullanilarak tiirevlenebilen farkli tiirden konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikler
elde edilmistir.

Degisken mertebeden kesirli operatorler, klasik kesirli operatorlerden farkli olarak tiirev ve
integral mertebesinin sabit olmayip zamana, uzaya veya baska degiskenlere bagli oldugu
bir matematiksel analiz alanidir. Klasik tiirev ve integraller tam say1 derecelerine sahiptirler.
Kesirli operatorlerde bu igslemler gercek sayili ya da kompleks sayili mertebelerle tanimlanir.
Ancak degisken mertebeli kesirli operatorlerde tiirev ya da integral mertebesi sabit degil bir
fonksiyon olarak ifade edilir.

Sabit mertebeli kesirli operatorler, ¢esitli bilimsel ve miithendislik problemlerini ele alabilse
de tiirev ve integral mertebesinin bagiml ya da bagimsiz degiskenlere bagl oldugu bazi
onemli fiziksel olay siniflarin1 yeterince temsil edemez. Boyle durumlarda, kesirli mertebe-
nin degiskenligi kritik bir rol oynar. Bu nedenle, sabit mertebeli kesirli operatorlere duyulan
ilgi zamanla degisken mertebeye kaymustir.

Farkli konveks fonsiyon siniflar1 {izerine ¢alismalar yapan arastirmacilar bu tez calismasinda
kullanilan operatorii veya literatiirde yer alan diger operatorleri degisken mertebeye genel-
leyerek bagka konveks fonksiyonlara uygulayabilirler. Boylece de8isken mertebeden yeni

integral esitsizlikler elde edebilirler.
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