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r(x) : Gamma Fonksiyonu

B(x,y) : Beta Fonksiyonu

Arga . A nin esas Arglimenti

a : Av popiilasyon tiir i¢i rekabet katsayisi
B : Birinci avci popiilasyonunun ikinci avel

popiilasyonuyla rekabet orani

C : Kompleks sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

k : Uzayn tagima kapasitesi

T . Av popiilasyonunun igsel biiylime orani

x(t) : t zamaninda av popiilasyonun yogunlugu

u(t) : t zamaninda av popiilasyonu i¢in geri besleme kontrol degiskeni

D/ : q. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

e, . Av biyokiitlesinin birinci avcl popiilasyonuna doniisiim orani

e, . Av biyokiitlesinin ikinci avci popiilasyonuna doniisiim orani

ez . Av biyokiitlesinin ti¢lincii avcl popiilasyonuna doniigiim orani

f(x) : Birinci avel popiilasyonunun av popiilasyonuyla etkilesim orant

gx) : Ikinci aver popiilasyonunun av popiilasyonuyla etkilesim orani

T(x) : Uglincii aver popiilasyonunun av popiilasyonuyla etkilesim orani

uq : Birinci avel popiilasyonun 6liim orani

153 : Ikinci aver popiilasyonun 6liim orani

us : Ugiincii aver popiilasyonun 8liim orani

a, : Birinci avci popiilasyonunun ikinci avel popiilasyonuyla rekabet
orant

b - Ikinci aver popiilasyonunun birinci avel popiilasyonuyla rekabet
orant

c1 : Birinci aver popiilasyonunun Uciincii aver popiilasyonuyla rekabet
orant

d : Uciincii aver popiilasyonunun Birinci aver popiilasyonuyla rekabet

orant

e - Ikinci aver popiilasyonunun Ugiincii avel popiilasyonuyla rekabet

orant
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f : Ugiincii aver popiilasyonunun ikinci aver popiilasyonuyla rekabet

orani

y(t) : t zamaninda ilk avci popiilasyonunun yogunlugu
z(t) : t zamaninda ikinci avci popiilasyonunun yogunlugu
w(t) : t zamaninda Gglincii avel popiilasyonunun yogunlugu
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UC AVCI TEK AV MODELININ CAPUTO KESIRLi TUREVI VE GERI
BESLEME KONTROL DEGISKENI ILE ANALIZi

OZET

Dogal yasamin korunmasi ve siirdiiriilebilirligi a¢isindan biiyiik 6neme sahip av-avci
iligkileri, ekosistemlerdeki popiilasyon dengesini korur. Bu iligkilerin ayrintili
durumlarinin varligimi belirlemek i¢in av-avclr modeli ortaya konmustur. Av-Avci
modeli, ekolojide ve biyolojide popiilasyon dinamiklerini anlamak i¢in kullanilan bir
matematiksel modeldir. Bu modelde, bir av tiirliniin (6rnegin, geyikler) bir veya daha
fazla aver tiirii (6rnegin, kurtlar) tarafindan avlanmasi ve bu etkilesimin sonucunda her
iki tiirlin popiilasyonlarinin nasil degistigi incelenir. Bu tezde ii¢ avcinin bir av
tizerindeki etkisini arastiran bir ekolojik model, genellestirilmis bir islevsel tepki
fonksiyonu ile incelenmistir. Av popiilasyonu i¢in geri besleme kontroliinii igeren
kesirli mertebeden {i¢ avci-tek av modeli tlizerinde durulmustur. Cevre ile avci-av
etkilesimindeki ¢esitliligi modellemek amaciyla kapsamli bir genellestirilmis
fonksiyonel etkilesim sinifi kullanilmistir. Bu etkilesimler, ¢evre ve dort tiiriin
adaptasyonu gibi bir¢ok faktorden etkilenebilir. Farkli denge noktalarinin varlig
analiz edilmis ve bu denge noktalarinin asimptotik kararliligim1 saglamak i¢in bazi
yontemler belirlenmistir. Bu ¢alismanin temel amaci, ii¢ avcinin bir av tizerindeki
etkisini anlamak ve bu etkilesimlerin ekosistemdeki dengeyi nasil etkiledigini
belirlemektir. Bes farkli denge noktasinin varligi analiz edilmistir. Bunlar, dort tiiriin
neslinin tilkkenme noktasi, birinci aveinin olmadigr denge, ikinci avcimin olmadig
denge, liglincli avcinin olmadigi denge ve dort tiiriin bir arada yasayabildigi denge
noktalar1 oldugu goriilmiistiir. Elde edilen bu noktalarin ¢esitli senaryolar
olusturabilecegi belirlenmistir. Bu senaryolar arasinda, dort popiilasyonun neslinin
tilkenmesi, ti¢ tiir avcinin neslinin tiikenmesi, sirayla her bir yirtic1 popiilasyonunun
neslinin tilkenmesi ve dort popiilasyonun bir arada yasamasi bulunmaktadir. Teorik
bulgular, , av ve yirtici tlirlerin birlikte yasamasini1 yonetmedeki kritik onemini ve {i¢
avcl ile tek bir avin bir arada yasayabilecegi olumlu denge i¢in gerekli kosullarin
saglandigini geri besleme kontrolii ile gostermektedir.
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ANALYSIS OF THREE PREDATOR-ONE PREY MODEL WITH CAPUTO
FRACTIONAL DERIVATIVE AND FEEDBACK CONTROL

SUMMARY

Prey-predator relationships, which are of great importance for the protection and
sustainability of natural life, maintain the population balance in ecosystems. The
predator-prey model was introduced to determine the existence of detailed situations
of these relationships.The Prey-Prey model is a mathematical model used in ecology
and biology to understand population dynamics. This model examines the predation
of a prey species (e.g., deer) by one or more predator species (e.g., wolves) and how
the populations of both species change as a result of this interaction. The prey-predator
model is a system in ecology that mathematically models the interaction between prey
and predator species in an ecosystem. The predator-prey models a dynamic
relationship that can be applied to many different areas, from natural life to human
behavior, economics, and social systems.This relationship forms the basis of
processes such as competition, seizing opportunities, avoiding dangers and
establishing balance. The balance between prey and predator in nature provides a
powerful metaphor for understanding many processesin human life.May vary
depending on the field purpose of use of the model.In general, artificial intelligence
and machine learning models provide great advantages, especially in classification
and prediction tasks and offer significant contributions in various sectors. This model
is based on predators hunting prey species and these predators controlling the prey
population. Prey-prey models are often described by equations that include the
predation rate of predators on prey species and the reproduction rate of prey species.
Such models are used to understand the dynamics of prey and predator populations in
ecosystems and to predict future changes.Fractional derivative is a generalization of
the concept of derivative beyond traditional integer order derivatives to fractional
degrees.Mathematically, in classical differentiation, when taking the n-th derivative
of a function, n n is an integer; in fractional differentiation, n n can be any real or
complex number.Fractional derivatives have the ability to account for the effects of
past information and events on the present. The Caputo derivative allows for modeling
this effect in a more natural way because it takes into acconunt the memory properties
of the system over time . This can be important in physical processes, biological
systems, and financial modeling.Also, this model can be created using the Caputo
fractional derivative. The Caputo fractional derivative is a derivative operator
extended to non-integer orders of classical derivatives.The Caputo derivative acts as
a bridge between classical and fractional derivatives and has applications particularly
in fields such as engineering, physics, biology and economics.Such derivatives can be
used to account for time lag and memory effects, allowing more accurate modeling of
dynamic systems such as ecological systems. When the prey-prey model is created
with Caputo fractional derivatives, the differential equations describing the changes
in prey and predator populations over time are expressed with Caputo fractional
derivatives. These differential equations may include the rate at which predators
control the prey population, the rate at which predators hunt, and the rate at which the

Xvii



prey population reproduces. Caputo fractional derivatives are used to more precisely
model the effects of derivatives with non-integer orders, unlike traditional differential
equations. Integration of Caputo fractional derivatives into ecological modeling can
help to more accurately account for complex interactions and environmental factors.
Understanding Ecological Balance helps us understand how ecological balance is
achieved and maintained by mathematically modeling the predator-prey relationships
seen in natural life. In this way, appropriate conservation and management strategies
can be developed to ensure that ecosystems function healthily and remain in balance.
Study of Population Dynamics is used to understand how prey and predator
populations change over time and how they affect each other. In this way, it is possible
to understand the dynamics of populations in a particular ecosystem, such as growth,
decline, competition and adaptation. Conservation of Natural Resources is important
to understand and maintain the balance between prey and predator populations. Such
models need to be used to sustainably manage natural resources and control hunting.
Monitoring Changes in Ecosystems can be used to monitor and evaluate the effects of
environmental changes and human intervention on prey and predator populations. In
this way, the causes and consequences of changes in ecosystems can be better
understood.In this paper, an ecological model with three predators competing over a
prey with a generalized functional response function is examined. The effect of three
predators on one prey was investigated by focusing on a fractional order three-
predator-one-prey model that includes feedback control for the prey population. The
reason for considering a comprehensive class of generalized functional interactions is
to model diversity in predator-prey interactions with the environment. These
interactions can be affected by many factors, such as the environment and the
adaptation of the four species. By analyzing the existence of different equilibrium
points, some situations have been derived to ensure the asymptotic stability of these
equilibrium points. In our study, the three-predator-one-prey model was investigated
with the Caputo fractional derivative using the feedback control variable. First, the
variables of the equation system created with the three-predator-one-prey model were
named. In the next steps, the existence of balance points were determined,
respectively. The first balance point; equilibrium at which four species disappear, the
second equilibrium point; balance free from predators, third balance point; The
balance where the first and second hunters do not exist but the third hunter and prey
exist, the fourth balance point; The balance where the first and third hunters do not
exist but the second hunter and prey exist, the fifth balance point; It has been shown
that the equilibrium point where the first predator and prey exist but not the second
and third predators, and the sixth equilibrium point is the positive balance point where
four species exist. Using these obtained balance points, the type and state of stability
was examined. Finally, the opinion put forward is that when the necessary conditions
are created, the four species become one. It has been stated that the positive balance
resulting from living together will be stable. In this research, three predator and one
prey were studied based on the study of the two predator and one prey model with the
Caputo fractional derivative.The research can be expanded and focused on different
numbers of prey and predator models, and the results are open to examination. The
three predator one prey model allow exploring different ways to aproach a problem,
both competitively an collaboratively.Each actor’s perspective plays a significant role
in the process of achieving the goal and ultimately success depends on the harmony
of strategies and approacs.When we look at it, the general conclusion we reach is that
the prey- predator model can provide significant benefits focus on improving the
quality of life, using resources more efficiently, improving safety and health,
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producing environmentally friendly solutions and making various industries more
effective. The correct and ethical use of the model effects for humanity in the future.
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1. GIRIS

Av-avcit modeli, ekolojide bir ekosistemdeki av ve avci tiirler arasindaki etkilesimi
matematiksel olarak modelleyen bir sistemdir. Bu model, avcilarin av tiirlerini
avlamasi ve bu avcilarin av populasyonunu kontrol etmesi tizerine kuruludur. Av-avci
modelleri genellikle avcilarin av tiirleri lizerindeki avlanma hizin1 ve av tiirlerinin
tireme hizini i¢ceren denklemlerle tanimlanir. Bu tiir modeller, ekosistemlerdeki av ve
avcl poplilasyonlarinin dinamiklerini anlamak ve gelecekteki degisiklikleri tahmin

etmek icin kullanilir.

Ayn1 zamanda bu model, Caputo kesirli tiirevi kullanilarak olusturulabilir. Caputo
kesirli tiirevi, klasik tlirevlerin tam say1 olmayan derecelerine genisletilmis bir tlirev
operatoriidiir. Bu tiir tiirevler, zamanla gecikme ve bellek etkilerini dikkate almak i¢in
kullanilabilir, bu da ekolojik sistemler gibi dinamik sistemlerin daha dogru bir sekilde

modellenmesini saglar.

Av-aver modeli Caputo kesirli tiirevlerle olusturuldugunda, av ve avci
popiilasyonlarinin zaman i¢indeki degisimlerini tanimlayan diferansiyel denklemler
Caputo kesirli tiirevlerle ifade edilir. Bu diferansiyel denklemler, avcilarin av
poptilasyonunu kontrol etme hizini, avcilarin avlanma hizin1 ve av popiilasyonunun
tireme hizini igerebilir. Caputo kesirli tiirevleri, geleneksel diferansiyel denklemlerden
farkli olarak, tam say1 olmayan derecelere sahip tiirevlerin etkilerini daha hassas bir
sekilde modellemek icin kullanilir. Caputo kesirli tlirevlerin ekolojik modellemeye
entegrasyonu, karmasik etkilesimleri ve ¢evresel faktorleri daha dogru bir sekilde

hesaba katmaya yardimci olabilir.

Ekolojik Dengenin Anlasilmasi, dogal yasamda goriilen av-aver iligkilerini
matematiksel olarak modelleyerek, ekolojik dengenin nasil saglandigimi ve
korundugunu anlamamiza yardimci olur. Bu sayede, ekosistemlerin saglikli bir sekilde
islemesini ve dengede kalmasini saglamak i¢in uygun koruma ve yonetim stratejileri
gelistirilebilir.Popiilasyon Dinamiklerinin Incelenmesi , av ve avel popiilasyonlarmin
zaman i¢inde nasil degistigini ve birbirlerine nasil etki ettigini anlamak i¢in kullanilir.

Bu sayede, belirli bir ekosistemdeki popiilasyonlarin biiyliime, azalma, rekabet ve



adaptasyon gibi dinamiklerini anlamak miimkiin olur.Dogal Kaynaklarin Korunmast,
av ve avcl popiilasyonlar1 arasindaki dengeyi anlamak ve korumak i¢in dnemlidir.
Dogal kaynaklarin stirdiiriilebilir bir sekilde yonetilmesi ve avlanmanin kontrol altinda
tutulmasi1 i¢in bu tiir modellerin kullanilmas1 gerekmektedir.Ekosistemlerdeki
Degisikliklerin Izlenmesi, ¢evresel degisikliklerin ve insan miidahalesinin av ve avci
poplilasyonlar1 lizerindeki etkilerini izlemek ve degerlendirmek i¢in kullanilabilir. Bu
sayede, ekosistemlerde meydana gelen degisikliklerin nedenleri ve sonuglari daha iyi

anlagilabilir.

Calisilan bu tezde, sizlere sunmak istedigimiz ii¢ avc tek av iliskisini gozlemleyerek
denge durumlarini elde etmeye calisilmistir. Bu sebeple, iizerinde ¢alistigimiz ii¢ avci
tek av modelinde Caputo kesirli tiirevi ile geri besleme kontrol degiskeni getirerek

incelenmistir.
Arastirmamizin agsamalart asagidaki sekilde olugsmaktadir.

1. asamada, av avclr modelinin nasil olustugu, modeli olustururken kullanilan caputo

tiirevinin tanimi ve onemi, av avel modelinin 6nemi lizerinde durulmustur.
2. asamada, caputo kesirli tlirevi ve av aver modelinin tarihteki siireci anlatilmistir.

3. boliimde temel tanimlar, teoremler, kullanilan tanimlar arasidaki iliski, arastirmay1

sonuca baglayacak kriterlerden bahsedilmistir.

4. asamada li¢ avci tek aver modelinde geri besleme kontrol degiskeni kullanilarak
caputo kesirli tiirevi ile modellendi ve denge noktalar elde edildi daha sonra bu denge
durumlarinin  karalilik durumlart ¢esitli tanim ve teoremlerden yola ¢ikilarak

belirlenmistir.
5. asamada aragtima sonucunda ortaya konulan dnermeler gosterilmistir.

6. boliimde yapilan ¢calismalarda varilan sonuglar ifade edilmistir.



2. CAPUTO KESIRLI TUREVI VE AV-AVCI MODELLERININ TARIHSEL
GELISIMI
Kesirli tiirevin tarihsel siireci olduk¢a zengindir. Kesirli tiirevin kokenleri, tamsay1
mertebeden tiirevlerin gelisimine kadar uzanir. 17. yiizyillda, matematik¢ilerin
diferansiyel ve integral hesaplamalarini genisletme c¢abalariyla birlikte, kesirli tiirev
kavrami da ortaya c¢ikmustir. Kesirli tiirevin tarihsel evrimi, Gottfried Wilhelm
Leibniz'in ¢calismalariyla baslar. Leibniz, 1695 yilinda L'Hopital'a yazdigi bir mektupta
kesirli tiirevin temellerini atmistir. Ancak, kesirli tiirevin tam anlamiyla gelismesi ve
tammlanmast daha sonraki yillarda gerceklesmisti.18. ve 19. yiizyillarda,
matematikgiler kesirli tiirevin teorik ve pratik yonlerini daha fazla arastirmastir.
Ozellikle, Joseph Fourier, Augustin-Louis Cauchy, ve digerleri kesitli tiirevlerin
ozelliklerini incelemis ve matematiksel analiz alanina katkida
bulunmuslardir.19.yiizyilin ortalarindan itibaren, kesirli tlirevlerin uygulamali
matematik, fizik, miihendislik ve diger alanlardaki Onemi giderek artmistir.
Gilintimiizde, kesirli tiirevlerin ve kesirli diferansiyel denklemlerin c¢esitli alanlarda
genis bir uygulama alani bulunmaktadir. Kesirli tiirevin sagladigi kolayliklar 6rnegin;
kesirli tlirevler, siradan tiirevlere kiyasla daha esnek bir modelleme aracidir,
sistemlerdeki bellek etkilerini, gecikmeleri ve diger karmagik dinamikleri daha iyi
yakalayabilir. Baz1 durumlarda olaylarin tanimlanmasi i¢in daha hassas bir arag saglar.
Ozellikle, kesirli tiirevler, sistemlerin davranislarim agiklamak igin daha iyi uygun
olabilir ve bazi durumlarda daha dogru sonuglar iretebilir, matematikten
mihendislige, fizikten ekonomiye kadar bir¢ok alanda genis bir uygulama c¢esitliligine
sahiptir. Bu, sistemlerin dinamiklerini anlamak ve analiz etmek i¢in c¢ok c¢esitli
baglamlarda kullanilabilmesi anlamina gelir. Kesirli tiirevlerin kullanimi, bir¢ok
arastirmacimnin yenilik¢i calismalar yapmasii saglar. Bu, yeni matematiksel
yontemlerin gelistirilmesine, sistemlerin daha derinlemesine anlasilmasina ve pratik
problemlerin daha etkili bir sekilde ¢oziilmesine olanak tanir. Kesirli tiirevler, bazi
durumlarda karmasik sistemlerin analizini ve modellemesini daha kolaylastirabilir.
Ozellikle, sistemlerin dogrusal olmayan ve zamanla degisen dinamiklerini agiklamak

icin kesirli tiirevlerin kullanimi1 faydali olabilir.



Av-avcr modelleri, ekolojik sistemlerdeki yirtici-av iligkilerini matematiksel olarak
modellemek i¢in kullanilir ve bu alanin tarihsel gelisimi olduk¢a zengindir. Av-avci
modellerinin tarihsel gelisiminde bazi 6nemli kilometre taglar1; Lotka Volterra Modeli
(1925) Alfred J. Lotka ve Vito Volterra, av-avc iligkilerini matematiksel olarak
modellemek i¢in tinlii Lotka-Volterra modelini gelistirdi. Bu model, iki tiir arasindaki
etkilesimleri basit bir diferansiyel denklem sistemiyle agiklar. Nicholson-Bailey
Modeli (1935), Nicholson ve Bailey, av-avci iliskilerini agiklamak i¢in daha karmasik
bir model gelistirdiler. Bu modelde, av tiiriinlin ireme hiz1 ve avci tiiriiniin avlanma
orani gibi faktorler dikkate alindi. Holling'in Fonksiyonel Tepki Modelleri (1959),
C.S. Holling, avcilarin av sayisina nasil tepki verdiklerini agiklayan fonksiyonel tepki
modellerini tanitti. Holling'in bu modelleri, av-avci iliskilerinin daha gercekei bir
sekilde modellenmesine olanak sagladi. Rosenzweig-MacArthur Modeli (1963),
Michael L. Rosenzweig ve Robert H. MacArthur, av-avci iligkilerini daha karmasik
bir ¢cevresel baglamda ele alan bir model gelistirdiler. Bu model, habitat kalitesi gibi
faktorleri de igeriyordu. Kesirli Tiirevlerin Kullanimi (20. ylizyilin sonlar1), 20.
ylizyillin sonlarindan itibaren, kesirli tiirevlerin ekolojik modellerde kullanimi
artmistir. Bu, daha karmasik ve gercekci modellerin gelistirilmesine ve ekosistemlerin
daha 1iyi anlagilmasina katkida bulunmustur. Bu tarihsel gelisim siireci, av-avci
modellerinin karmasikliginin arttigin1 ve ekolojik sistemlerin daha iyi anlagilmasina
yonelik cabalarin devam ettigini gostermektedir. Av-aver modellerinde kullanilan
temel formiiller arasinda Lotka-Volterra modelinin denklemleri bulunur. Bu
denklemler, av ve avci popiilasyonlarinin zaman igindeki degisimini tanimlar. Genel
olarak, avcr popiilasyonunun biiyiime hizi avcilik oranma ve av popiilasyonunun
biliylime hizina baghdir. Lotka-Volterra modelinin denklemleri su sekildedir:

dx
= —bxy = —b
at ax Xy X(a y)

@ _ —cy +dxy = y(—c+dx)

dt
Burada:

X av popiilasyonunu,Y avci popiilasyonunu, a av popiilasyonunun dogal biiyiime
hizini,c aver popiilasyonunun dogal 6liim hizini;d, aveinin avladig avlarin doniisiim
oranini (avemin avini kag yiizde oraninda enerjiye doniistiirebildigi); b,avcilik orani

(bir aveinin birim zamanda avladigi av sayisi)



Bu denklemler, av ve avel popiilasyonlarinin birbirlerine olan etkilesimini agiklar.
Bununla birlikte, gercek diinya durumlarinda kullanilan modeller genellikle bu basit
denklemlerin Gtesine gecer ve daha karmasik etkilesimleri ve faktorleri dikkate alir.
Bu nedenle, av-avci modellerinde kullanilan formiiller genellikle modelin

karmagikligina ve incelenen ekosistemin 6zelliklerine bagl olarak degisir.

Kesirli tlirevlerin av-avelr modeline matematiksel olarak nasil uygulanacagini
anlatmak i¢in, Lotka-Volterra modelini Caputo kesirli tiirevle genisletelim. Lotka-
Volterra modeli, av ve avct popiilasyonlarinin zamanla degisimini tanimlar.
Baslangigta, bu model tamsay1 mertebeden tiirevlerle ifade edilir, ancak Caputo kesirli
tirev kullanarak genisletilebilir. Caputo kesirli tiirev, tamsay1 olmayan bir tiirevdir ve
ozellikle diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde zamanin kesirli mertebeden tiirevlerini
tanimlar. Lotka-Volterra modelini Caputo kesirli tiirevle genisletmek igin, tiirevlerin

yerine Caputo kesirli tiirevleri kullanilir:
oDix(t)=x(r—ax—hy), x(0)=x,
oDly(t)=y(-d+cx),  y(0)=y,
Bu sekilde, Lotka-Volterra modeli Caputo kesirli tlirevlerle genisletilmis olur ve av-

avel etkilesimini zamanin kesirli mertebeden tiirevlerle daha dogru bir sekilde

modellememize olanak tanir.






3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tez c¢alismasinin bazi bdliimlerinde ele almman 6zel fonksiyonlar

gosterilecektir.

3.1. Gamma Fonksiyonu
Kesirli analizin temel fonksiyonlarindan biridir.
Gamma fonksiyonu Re(z) > 0 olmak {izere
I'(z)=["et?'dt, z€R ile tammlanur.
Gamma fonksiyonun en temel 6zelliklerinden birisi
r(z+1)=2zr(2)

V z # 0,Z" kompleks sayilari icin tanimlidir. Bu ifade kismi integrasyon yontemi ile

kolayca ispatlanabilir.
riz+1) = foooe‘ttzdt = [—e‘ttz]z:o + Zfoooe‘ttz‘ldt = zI'(2)

Buradan goriilmektedir ki; I'(1) = 1 ve z = 1,2,3, . ..i¢in

r(2)=1r()=1=1

r(3)=2r(2)=21=2!

I(4)=3I(3)=32!=3!

r(n+1)=nr(n)=n(n-1)!=n!
dir.
3.2. Beta Fonksiyonu

Kesirli tiirev igerisinde kullanilan gamma fonksiyonunun bazi durumlarinda beta

fonksiyonu ile ele alinmasi daha kullanighdir.

L(z,w) = fol 7711 - T)W_l dr, Re(z) > 0,Re(w) >0



seklinde tanimlanir.

__ r(oHrw)

Blz,w) == Bw,2)
dir.

0<Re(z)<1, we z#0,£1,%2,.. olmak iizere

s
r@r-»= g
dir.Buradan
1/t \? 1 at
r@ra-2=pe1-2=f (%) &

elde edilir. Bu integral 0<Re(z)<1 de yakisaktur.

3.3. Kesirli Tiirev

f(x) = x™seklindeki bir fonksiyonunun n. mertebeden tiirevinin

n !
m!

m _ m-n
X

dxn _ (m—-n)!

, MMEZ ve m>n (3.1)

oldugu bilinmekteydi. Eulerin 1730 yilinda Gamma fonksiyonunu tanimlamas ile

birlikte

an XM — rm+1) m-n
dxmn r(m-n+1)

(3.2)
seklinde yazilabilecegi goriilmiistiir. Gamma fonksiyonu faktoriyel fonksiyonundan
farkli olarak tiim reel sayilarda tanimli oldugundan (3.2) esitligi

q
d w_ r(u+1) L—q

ﬁ - r(u—q+1) ) wq € R’ q = 0 (33)

seklinde yazilarak x* bigimindeki bir fonksiyonun keyfi mertebeden tiirevi elde

edilmistir.

q>0 icin  DIf(t) kesirli tirev gésterimi kullanilacaktir. Burada a ve t

kesirli diferansiyelleme isleminin limit degeridir.

3.4. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

f , fonksiyonu her sonlu (a,t) i¢in siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon nel(l ,

n — 1 < g < n olmak iizere



q -q-1
aDIf(8) = . 2 1t = D" f(Dde (3.4)
seklinde tanimlanir.Ve
t f(»
n=1; IQIH ClD f(t) F(l q) at fa (: :)q dt (35)

oldugunu gorebiliriz.

3.5. Caputo Kesirli Tiirevi

Baslangi¢ kosullar1 belli olan ve fiziksel olarak yorumlanabilen uygulama problemleri

kesirli tiirev tanimlar1 gerektirir.

Kesirli diferansiyel tekniginde baslangi¢ kosullarini fiziksel yorumlara en uygun
sekilde veren M. Caputo olmustur. Caputo yaklasiminin en temel avantaji, Caputo
kesirli tiirevinin tamsay1 basamaktan diferansiyel denklemlerinkiyle ayni formda

baslangic kosullarina sahip olmasidir.[23]
Caputonun tanimi, n pozitif tamsay1 olmak iizere

n—-1<qg<n

CDIf(6) = —— [{(t— D" (D)dr (3.6)

F(n q)-a
ile verilir.

Kabul edelim ki

0<n-1<gq<nwve f(t) fonksiyonu her T > a i¢in [@, T] araliginda (n + 1) kez

stirekli ve sinirli tiireve sahip olsun.O halde

ff@(@—a)y~1 N ft (t-—D" (D) dr)

llm DEf() = l (

rn—q+1) rn—q+1)
= fr(a) + f (F™1 (2)dr)
=ff(n=12,...)

Caputo kesirli tirevinde sabitin tiirevi sifirdir fakat sonlu bir alt sinir degeri igin
Rieamann-Liouville kesirli tirevi sifir degildir. Bir problemin fiziksel olarak

yorumunun yapilabilmesi i¢in sabitin kesirli tiirevinin sifira esit olmasi gerekir.

Eger (3.6) esitliginde ¢ = u ve f(t) = t* almirsa



o L P

ra+1)

=—— 7 {A-nu
rA—u+1)

oldugu goriiliir. n pozitif tamsayi, n —1 < u <n ve Re(1) > —1 dir.

3.6. Caputo kesirli tiirevi ile Riemann-Liouville kesirli tiirevinin iliskisi
0 < a < 1 mertebede R-L kesirli tiirevi ve Caputo kesirli tiirevi sirasiyla

1 d [* u@®)

RLDau(X) :—F(l _a)a . (X—t)a

dt

o 3 1 *out(t)
CD u(x)_l"(l—a) i (x—t)“dt

u € ¢'[0, T] olsun. Bu durumda temel integral teoreminden

X

u(x) = u(0) +j u'(t)dr

0

RLD"u(x) = — djxu(0)+f0tu‘(r)dt
0

rli—a)dx (x — £)@
integral ve tiirevin lineerligini kullanalim.
t
1 d (* u(0 1 d (*] u(r)dr
= — j © dt + — f fo—dt
rl—a)dx), (x—1t)* rl-—a)dx), (x—1t)*

w0 d jl xdm N 1 d 1f0tul(T)dT
T Ir(l—a)dx 0 X(1-m)* I'l-a)dx), (x—1t)*
Iy I

I = u(0) d

1 —-a
— _ vl-a _ 0 a—1l=—a=a=1—«
F(l—a)dxx L(l m) .m .dm{ }

b—1=0=>b=1

w©) d ,_ TI(1-a)r(@)
“Td-—a)dx” rd—a
__wO |y = u(0) -
r2-a rl—a)

t

B 1 d *J,u'(®dr
b= Famad, oo

10



1 x 1
ITl—fﬂdx u()<£ [CEDE )dT _9L TN

fo 1 4 f T1 L
= — —das = —das
x—rsa 0

1 d (* (x —7)l™@ (x —1)1™@
[ — L — d - —
I’(l—a)dxfou(r) = T o u<l-a<l1

1 d (*
== _dxf u'(D)(x — )%z
0

1 . 3
ETS) Il.O —0.f(x,a(x)) + JO w1 - a)(x —1)"%rt

__ 1 @
“Tad-o), =0
=1 +1,
_u(0) Yy 1 * u'(r)
“Ta-o* Tracol, G=o”

Caputo
tirevi

=1,

u(0)

- a).x‘“+CD“u(x) (u(0) = 0 =, D%u(x) =, D%u(x))

3.7. Kesirli Analizin Temel Teoremi

Caputo tiirevinin en o6nemli uygulamalarindan biri  kesirli  diferansiyel
denklemlerdir.Tam say1r mertebeli olmayan tiirevlerle baslatilan Riemann-Liouville
tirevli kesirli diferansiyel denklemlerin aksine, Caputo’nun tiirevine sahip bir kesirli
diferansiyel denklem (veya kesirli diferansiyel denklemler sistemi ) i¢in bir baslangi¢

deger problemi asagidaki sekilde formiile edilebilir.

%DWﬁ%f@ywl

y(to) = Yo, yl (to) = yo(l) e, y(m—l) (to) _ yo(m—l)

Burada, f(t,y)‘nm siirekli oldugu varsayilir ve yo, vo™",... o™ D (t,) tiirevleri
y (ty)’mn ty noktasindaki tiirevinin degerleridir. Ag¢ikga kesirli tiirevlere gore daha net

bir fiziksel anlama sahip oldugundan, tam say1 mertebeden tiirevlerin atanmis degerleri

ile kesirli diferansiyel denklemi baslatmak daha faydalhidir. Riemann Liouville I/

11



integralinin denklem sisteminin her iki kismina da uygulanmasi; y(t) fonksiyonunun

to merkezli (m — 1) dereceli Taylor polinomu olmak iizere,
ZE (t-t,)"
| k!
ve

0 ItiCqu( )=y () -Toa[Vit](t)

ile birlikte kesirli diferansiyel denklemin

y(t)=[y: ij (t=5)" 1 (5,y(5))ds

I'(q)
olarak yeniden formiile edilmesine yol agar.[34]
3.0.1. Lemma: V(t). [O,w)ﬁzerinde stirekli fonksiyon olma sartlarini saglarsa

sDiv(t)<ov(t)

elde edilir. Burada .0 < g <1 wve 6 sabittir ve
v(t)sv(O)Eq(th), hert>0
elde edilir.[17]

3.0.1. Tanmm. z # 0 ve z € C olmak lizere bir z = x + iy kompleks sayisini orijine
birlestiren dogrunun reel eksenle pozitif yonde yaptigi a1 6 olsun. Bu z kompleks

sayisl i¢in,
0 = arctan (%)

esitligi saglantyorsa bu durumda 6 sayisina z nin arglimenti denir. Eger 0 < 0 < 2m ise
bu durumda 8 ya esas argiiment denir ve Arg(z) = 8 seklinde gosterilir.
3.0.2. Lemma:

{SD?‘Z(t)= f(2),
z2(0)=1z,,

g. mertebeden kesirli denklem sistemini géz oniine alalim.

12



Burada 0 < g <1 ve z € R"dir. Bu kesirli mertebeden denklem sisteminin denge
]
noktast f(z) = 0 denklemi ¢oziilerek hesaplanabilir. Eger denge noktalarinda a—j:

Jacobian matrisinin biitiin 4 6zdegerleri Matignon sartini,
|Arg 4| > q%[

saglarsa denklem sistemi bu noktalarda yerel asimptotik kararlidir.[18]

3.0.1. Teorem Sistemin karakteristik denklemi 4% + (k —7)A + cm — rk = 0 olmak
lizere asagidaki kriterlerden herhangi birinin saglanmasi durumunda sistem denge

noktasinda yerel asimptotik olarak kararlidir denir.[15]

1. k>rverk<cm,

2. k<, rk<cm,(k+r)2<4cmve

4(cm—rk)—(k—=r)
0<q<garctan \/(cm k)= (k=r)
T r—k

3.0.2. Teorem Sistemin karakteristik denklemi 4* + (k —r)A+cm —rk =0 jse
asagidaki kriterlerden herhangi birinin saglanmasi durumunda sistem denge

noktasinda yerel asimptotik olarak kararlidir.[15]

1. k*+rk—2cm>0verk <cm,

2. k?+rk—2cm<0, rk <cm, (k2 +rk —2cm)2 < 4k? (rk —2cm)

rk —Zcm)—(k2 +rk —Zcm)2
2cm—k? —rk

2 \/4k2(
ve 0 < g < —arctan
T

3.8. Routh-Hurwitz Kararhlik Kriteri

Routh-Hurwitz kararlilik kriteri bir denklem sisteminin karakteristik denklemini
cozmeye gerek kalmadan denklem sisteminin kararliligini veya kararsizligini gosterir.
Bu kriter sadece sonlu sayida terime sahip olan karakteristik denklemlere

uygulanabilir.
L(D)=y"+ay" " +..+a,y=0 (3.7)

13



denklemini g6z oniine alalim. Burada @1, Qz,...,an katsayilari reel sabitlerdir. (3.7)

denkleminin ¢éziimlerinin asimptotik davranisi
L(A)=A"+a A" +..+a, 4 +4,

karakteristik polinomunun koklerinin yapisina baglidir.
Reel katsayili

A"+aA"t +..+a A+a =0

karakteristik denkleminin kdklerinin tiimiiniin reel kisimlarinin negatif olmasi igin
gerek ve yeter sart asagidaki sekilde tanimlanan n x n boyutundaki Hurwitz matrisinin

biitiin asli kosegen mindérlerinin pozitif olmasidir.

a 1 o 0O O o o .. o
a, a, a 1 0 o o .. o
a,

a, a 1 O .. O

(H.) =

Hurwitz matrisinin biitiin asli kdsegen mindrleri asagida gibidir:

. a 1 0
D, =[a, Df‘:i | Ds=[a 2 a..D, =detH,
2
3 a, a

Burada Dn = anDn-1 oldugundan D1 >0, D, >0,...,D, >0 sartlarmndan
sonuncusu @, > 0 sartr ile degistirilebilir[21].

3.0.2. Tamim Denklemi (3.7) olan L(A) karakteristik polinomunun koklerinin tiimii

negatif reel kisimlara sahip ise bu durumda L(D) polinomuna kararlidir denir.

3.0.3. Teorem Denklemi (3.7) olan L(A) karakteristik polinomunun koklerinin tiimii
negatif reel kisimlara sahip ise bu durumda diferensiyel denklemin y = 0 asikar

¢Oziimii asimptotik kararlidir.

3.9. n.Dereceden Polinomlarin Diskriminanti

n. dereceden;

14



f(x)=x"+ax"" +..+ax"" +..+a,

polinomu i¢in diskriminant ifadesi;

1 ... O n 0
a .1 (n-Da
a, 1 (n-2)a, (n-1)a
a : (n-2)a,
n(n-1 a : :
A=Y e :
n-1 . n-1 .
a, E 0 a,,
0 0 0
: a, .,
0 a, 0 0

seklinde tanimlanir [20].
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4. CAPUTO KESIRLi TUREV iLE AV-AVCI MODELININ iNCELENMESI

4.1.Ug Aver-Tek Av iceren Modelin Geri Besleme Kontrol Degiskeni
Kullamlarak Caputo Kesirli Tiireviyle Incelenmesi

0 < ¢ < 1 olmak iizere q. mertebeden 5D/ Caputo kesirli tiirevi ile  asagidaki

sistemi gdz Oniline alalim.

sDIX (1) = x(r—ax—%j— f(x)y—g(x)z-t(x)w-cu,

DY (t)=ef (X)y—my-ayz—cyw, y(0)=Y,,
eDZ (t)=e,0(X)z—mz—byz—ezw,  z(0) =z,
sDIW (t) =et(x)w—w—dwy — vz~ w(0)=w,,

oD (t)=—hu+mx  u(0)=u, 4.1)

(4.1) denklem sisteminde f, g ve w asagidaki sartlari saglar.
1) f(0) =0, g(0) =0, w(0) =0,
2) x > 0icin f'(x) >0, g'(x) >0, w'(x) >0, (4.2)

Yukaridaki  denklem  sisteminde; x(t), t =zamaninda av  popiilasyon
yogunlugu; y(t), z(t) ve w(t) sirastyla t zamaninda birinci avci, ikinci avel ve
tiglincii avcilarin popiilasyon yogunlugu; U(t), t zamaninda av popiilasyonu igin geri
beslenme kontrol degiskeni; r, av popiilasyonunun ig¢sel biiyiime orani; a, av
poplilasyonunun tiir i¢i rekabet sayisi; k, av popiilasyonu i¢in uzaymn tasima
kapasitesini; e;av biyokiitlesinin birinci avci popiilasyonuna doniisiim orani; e,, av
biyokiitlesinin ikinci avei popiilasyonuna doniisiim orani; e, av biyokiitlesinin iigiincii

avcl popiilasyonuna doniisiim orani; pq,birinci aver popiilasyonunun 6lim oran;



Uz, iKinci aver popiilasyonunun 6liim orani; ps, tiglincli avel popiilasyonunun 6lim

orant;a, birinci avcl popiilasyonunun ikinci avei popiilasyonuyla rekabet orani;bikinci

avcl popilasyonunun birinci aver popiilasyonuyla rekabet orani;c; birinci avci

popiilasyonunun ii¢lincii avcit popiilasyonuyla rekabet orani;d {glincii avci

popiilasyonunun birinci avci popiilasyonuyla rekabet orani; e, ikinci avci

popiilasyonunun tiglincii avci popiilasyonuyla rekabet orani; f, Tiglincii avci

popiilasyonunun ikinci aver popiilasyonuyla rekabet orani;f(x), birinci avci

popiilasyonunun av popiilasyonuyla etkilesim orani; g(x), ikinci avcl

popiilasyonunun av  popiilasyonuyla etkilesim orani;w(x), {giinci avel

poplilasyonunun av popiilasyonuyla etkilesim orani ifade etmektedir. Yukaridaki

degerlerin hepsi pozitiftir.

4.2. U¢ Aver-Tek Av Modelinin Denge Noktalari

Bu kisimda (4.1) denklem sisteminin yerel davranis1 incelenecektir.ilk olarak (4.1)

denklem sisteminin ¢oziimleri olan asagidaki sistemin ¢oziimleri bulunarak, (4.1)

denklem sisteminin denge noktalar1 bulunacaktir.

1.

0= x(r —ax —%) —f()y—gx)z—t(x)w — cu,

0=re f(X)y —wmy—ayz —ciyw,
0 =e,g(x)z — puyz — byz — ezw, (4.3)
0 = est(x)w — usw — dwy — fwz,

0 =—-hu+ mx.

(4.1) denklem sistemi i¢in daima var olan E((0,0,0,0,0,) denge noktasi, dort
popiilasyonun yok olusunu temsil eder.

Ug aveinin yok oldugu denge noktasi1 E; (x4, 0,0,0,u,) dir. Bu denge noktasi
tic avcinin neslinin tliikendigi anlamina gelir.E; ‘e yirtict olmayan denge

noktasi denir.

__ k(rh—cm) __ k(rh—cm)
17 hak+r) 7 "1 7 h2(ak+r)

dir.

Birinci ve ikinci avemnin olmadigr iiglincii aveinin var oldugu denge noktasi

E,(x5,0,0,w,,u,) € dir. y =0, z=0degerleri (4.3) denklem sisteminde

dordiincii denklemde  yerine yazarak x, =t"! (?), u, = =¢°1 (E)
3
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bulunur. Bu durumda g ve w birebir ve drten oldugundan her birinin ters
fonksiyonu mevcuttur. Bu son sonucu (4.3) denklem sisteminin ilk

denkleminde yerine yazarak,

rXy; cm
e3xz(r—axy—— =

usz

Wy =

k(rh—cm)

olmas1 gerekir. Bu durum
h(ak+r)

elde edilir. w, pozitif olmast igin x, <

saglandiginda birinci ve ikinci avcinin olmadigr fakat {i¢ilincii aver tiirtiniin
birarada yasadig1 pozitif bir denge vardir.

4. Birinci ve l¢giincii aveinin olmadigt ikinci aveinin var oldugu denge noktasi
Es (x3,0, Z3,0, u3) noktasidir. y = 0, w = 0 (4.3) denklem sisteminde ti¢iincii

denklemde yerine koyarak x; = g1 (?) Us =%g‘1(2) ifadeleri elde
2

ez

edilir. Bu ifadeler de birinci denklemde yerine yazilarak Z3 =

rx3 cm
e2X3\Tr—axs %k h

Uz

bulunur.

k(rh—cm) . ‘
h(ak+1) sartinin saglanmasi gerekir. Bu

z3 degerinin pozitif olmasi i¢in x3 <
sart saglanirsa E (x3_0, Z3,0, u3) denge noktasinin pozitif bir dengeye sahip
oldugu goriiliir.

5. Ikinci ve iigiincii avernin olmadig: birinci aveinm var oldugu denge noktasi

E, = (x4,V4,0,0,u,) ile gosterilir. z=0, w =0 (4.1) denklem sisteminin

ikinci denkleminde yerine koyularak x, = f~1 (%) Uy = %g‘l (%)
1 1

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler de birinci denklemde yerine yazilarak

TrX4 Cm
e1xa(r—ax,——=—-

Y4 =

Uq

k(rh—cm)

bulunur. y, degerinin pozitif olmasi i¢in x, < n(akir)

sartinin saglanmasi

gerekir. Bu sart saglandiginda E, = (x4, Vs, 0,0,u,) denge noktasinin pozitif
dengeye sahip oldugu goriiliir.
f,.g ve t  fonksiyonlar1 x e gore artan foksiyonlardir. x4,x3 Ve x5,
igin limy o, f (X) = a,, limy_ g (X) = b,, limy_)t (x) = c,, ise

% <a, (If < b,, = < ¢,) sart1 ortaya ¢ikar. Bu f(x) = %(g(x) =2 t(x) =)
1 2 1

Uz 3
€3 ez €3

denklemlerinin bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in gerekli kosuldur.
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6. Son olarak dort tiiriin bir arada oldugu denge Es(x*,y*, z*,w*,u*) dir.

Asagidaki denklem sisteminin pozitif ¢ozlimleri E5 in pozitif denge noktasini

gosterir.
0=x (r —ax — %) —fX)y —gx)z —t(x)w — cu,
0=ef(X)y—my—ayz — c1yw, 44
0=e,9(x)z — U,z — byz — ezw, (4.4)
0 = est()w — usw — dwy — fwz,
0 = —hu + mx.
. €2dg(x) —du, —dew + best(x) — b — bfz 45
. feif() = fus — faw + ajest(x) — ayuz — a;dy
75 = (4.6)
2af
. ee f(x) — e —asze + cre,9(x) — e, — bycy
w* = oo (4.7)
1

Buldugumuz (45) , (4.6) ve (4.7) degerlerini (4.4) denklem sisteminin ilk
denkleminde yerine yazarak, F; (x) = F,(x) esitligi elde edilir.

F;(x) =x(r—ax—%) —%.
() = —f()g() (55— Z2) + f)e(0) (52 - ) - (4.8)

g(x)t(x) (ale3 n ﬁ) _ f(x) (dyz—dew—u3b—bfz) _

2a4f 2c e 2bd

g(x) (—fﬂ1—fC1W—a1M3—a1dy) — t(x) (—a1€1—a1Z€—C1M2—byC1)’

2a4f 2cqe

olarak elde edilir.

Bu durum sonucunda asagidakiler elde edilir.

>0 x< k(rh = cm) ise
3 k(rh —cm)\ _ h(ak +1)
F(0) _F1<h(ak+r) >_0 A = <0 x>k(rh—cm) ]

h(ak + 1) Lse

Iki egri arasinda, degisken degerlerinin sifira esit olmadig1 en az bir kesisimi garanti
.. -1 E — -1 E — -1 ﬁ .
etmek i¢in, x, =1t (eg), X3=4 (ez) ve x,=f (e1) olmak tizere

F.(x) ve F,(x) fonksiyonlari i¢in asagidaki sartlar ele alabiliriz.
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- ~ ~ k(rh —
x = max{x,, x3,x,} icin F;(x) > F,(x), F, < r cm)) 0

h(ak + 1)

Bu sarti;

k(rh—cm)
< h(ak+r)

ed fo be, ee ae, ce
f A N P e IR I s, 68
(X)g(x)[Zbd Zaif} (X)t(x)[Zbd zqej g(x)t(x)[Zaiﬁzqej
_f(x)[Wj_g(x)(—fﬂrfQW—aiﬂa—aidYJ_t(x)[—aiel—alze—clﬂz—byclj .

2bd 2af 2ce
X

+-—+ax
h

r>r, =

(k=x)
seklinde yeniden yazabiliriz. Boylece bu sart bize sistemin negatif olmayan en az bir

¢ozlimiiniin varhgm gosterir. Bu durum (4.1) denklem sisteminin dort tiiriin birlikte

var oldugu pozitif dengeyi gosterir.

4.3. U¢ Aver-Tek Av Modelinin Asimptotik Davramsi

Bu béliimde ele aldigimiz (4.1) denklem sisteminin denge noktalarinin asimptotik
kararliligimi inceleyecegiz. Kesirli mertebeden tiirev igin yerel asimptotik kararlilik
kavrami, birinci mertebeden tiirevden farklidir. Birinci mertebeden tiirev ile

karsilastirildiginda kararlilik bolgesinin genisledigi gézlemlenir.

E(x,y,z,w,u) noktasi (4.1) denklem sisteminin denge noktasidir. Ve bu denge

noktasindaki Jacobian matrisi

r—2ax—%—f’(x)y—g’(x)z—t’(x)w -f(x) -9(x) -t(x) -
ef'(x)y ef (X)-p-az-cw -ay -6y
I(E)= &0'(x)z bz &,0(x)-p,-by-ew -1 0 (4.9)
et (x)w ~tw bz et(x)-p-dy-f2 0
m 0 —0w 0 -h

seklinde gosterilir.

Dort tiirtin  yok oldugu E,(0,0,0,0,0), denge noktasinin kararhigini inceleyelim.
E(0,0,0,0,0), denge noktasinda Jacobian matrisi;
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r —f(0) —g(0) —t(0) —c
0 e f(0)—py 0 0 0
J(E)) =] 0 0 e,g(x) — u, 0 0
0 0 0 est(x) —us O
m 0 0 0 —h

J(Ey) m karakteristik denklemi
(2= (erf(0) = 1)) (2 = (e29(0) — 1)) (2 — (e3t(0) — p3)). (A + (h =)A= cm —rh) = 0 (4.10)

olur.(4.10) karakteristik denklemin 6zdegerleri,
Ay =e1f(0) —py, A3 = €29(0) — up, Ay = €3t(0) —p3 ve Ay = M (4.11)

bulunur. Burada 4; = (h — r)? — 4(cm — rh) dur.

A =e1f(0) —py <0, 43 =e,9(0) —u, <0 ve Ay =e3t(0) —uzs <0

E, denge noktasinin kararliligin1 gérmek i¢in A; ve A5 6zdegerlerinin

h <r, h=r and h > r durumlarinin incelenmesi gerekir.

1L.h>r

(1.a) rh < cm igcin A; = 0 ise E, denge noktasinda A4,1,,43,4,, ve A5 koklerinin

negatif oldugu goriiliir. Bu sartlar altinda her 0 < g < 1 degeri i¢in E,denge noktasi

yerel asimptotik kararlidir.Aslinda [Arg(A12345)| =7 > T sagladigindan her 0 <
2,34, 5, sagladig

q < 1 degeriicin (Lemma 3.0.2) teoremi geregi kararlidir.
Eger A, <0 ise A; ve Ag dzdegerleri kompleks eslenik koklerdir ve reel kisimlar

negatiftir. Incelenen kosullar altinda her 0 < g < 1 icin

“ A1>+n>%

r—h

|Arg(/11_5)| = arctan(

olur.

Lemma 3.0.2 e gore .E,, denge noktasinda asimptotik kararlidir.

(1.b) th = cm esitligine gore J(Ey)in 6zdegerlerden birinin sifir, digerlerinin negatif
olacagini sdyleyebiliriz. Bu noktada (4.1) denklem sistemi marjinal kararlidir.
(1.c)rh > cmise A, = (h+71)? — 4(cm) > 0 dir. Bu durumda A; ve Asden birinin
negatif digerinin pozitif oldugu goriiliir.

Oyleyse A5 < 0 ve 1, > 0 olsun. Bu durumda her 0 < g < 1 i¢in |Arg(As)| = >
qZ_n ve |[Arg(1)| =0< % dir. Dolayisiyla E, denge noktasinda (4.1) denklem

sistemi kararsizdir.
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2. h=r

(2.a) rh < cm igin A; < 0 olursa karakteristik denklemin reel olmayan eslenik
O0zdegerleri vardir. Bu 6zdegerler A, = 2vem —rhi ve Ag = —2vVcm —rhi dir.
Bu durumda her 0 < g < 1ig¢in |Arg (Al,s)l = g > %" saglanir. Bunun yani sira 1, <

0, 13 <0, 4, <0 oldugundan Lemma 3.0.2 e¢ gore E, denge noktasinda (4.1)

denklem sistemi yerel asimptotik olarak kararlidir.

(2.b) rh = cm durumunda A; = A5 = 0, 1,,43 ve 1, < 0 dir. E, denge noktasinda
(4.1) denklem sistemi marjinal kararlidir.

(2.c)rh < cmigin A, = 2Vem — rh ve A5 = —2,/cm — rh, bulunur. 0 < g < 1 igin
|Arg(As)| = > %" ve larg(A))]| =0 > %’T dir. E, da (4.1) denklem sistemi
kararsizdir.

3.ha<r.

(3@ rh<cmved; =0,ise 4,45 > 0 olur. Her 0 < g < 1ligin

Dolayisiyla E, denge noktasinda (4.1) denklem sistemi kararsizdir.

Eger 4, < 0, ise A, ve A5 reel kisimlart pozitif olan kompleks esleniklerdir.

Lemma 3.0.2 e gore |arg(llj5)| = arctan (—ﬁ) > % olursa E, denge noktasinda

(4.1) denklem sistemi yerel asimptotik kararl olur.
(3.b) rh = cm igin (4.10) denkleminin A; = r — h 6zdegerinin pozitif oldugu
goriliir. Her 0 < g <1 igin larg(41)| =0< % dir. Bu durumda Lemma 3.0.2 e
gore E, denge noktasinda (4.1) sistemi kararsizdir.

(Bc) rh>cm ise 4y =(h+71)>—4(cm) >0 dir. 15, A5 >0 ve 1,,13,1, <0

oldugundan E, denge noktasinda (4.1) denklem sistemi kararsizdir.

Simdi asagidaki 4.1 teoremini kullanarak denge i¢in kararlilik kosullarini tekrardan ele

alacagiz.
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Teorem 4.1. E;(0,0,0,0,0,) denge noktasi asagidaki kriterlerden herhangi birini

saglamasi durumunda yerel olarak asimtotik olarak kararlidir.

(i) h=zrverh<cm,

(ii) h<r,th<cm, (h+1r)2<4cmve0<q< %arctan <\/4(Cm_rh)_(h_r)z>

r—h

Burada avcilardan arinmis (4.1) denklem sistemi i¢in E;(x4,0,0,0,u,) denge

noktasinin kararliligini inceleyelim. Burada denge noktasinin Jacobian matrisi;

](E1) =
2cm k(rh—cm) k(rh—cm) k(rh—cm)
r= “h _f( h(ak+r) ) _g( h(ak+r) ) _t( h(ak+r) ) —¢
k(rh—cm)
0 elf( h:akj:; ) ~H 0 0 0
k(rh—cm) _ (412)
0 0 ezg( h(ak+7) ) Hz 0 0
k(rh—cm)
0 0 L egt( h(ak+r) ) —Hz O
m 0 0 0 —h

dir. J(E;) nin karakteristik denklemi

(2= (erf (0) — 1)) (A = (£29(0) — 1)) (A — (e3t(0) — ). (22 + (r = 22 +

h)A+rh—cm)=0 (4.13)

dir. E; (x,0,0,0,u, ) denge noktasindaki Jacobian matrisin 6zdegerleri;

Ay =ef (_k(rh — Cm)) — U1, Az =eyg (_k(rh — Cm)) — K2

h(ak + 1) h(ak + 1)
hZ+rh—2cm
_ k(rh—cm) _ _Ti‘/z
Ay = €5t ( h(ak+r) ) ~Hs Al,S - 2 (4.14)
Burada
(h?> + th — 2cm)? — 4h?(rh — cm)
2 = hz
dir.Boylece X, = f‘l[&] X =07 (&J Ve X, :t‘lL&] olmak iizere
el eZ e3
<0 k(rh — cm) < ] <0 k(rh — cm) - ]
o h(ak +1) -+ B¢ o hak +1) -3¢
2= >0 k(rh—cm)< _ 37 -0 k(rh—cm)< _
h(ak + 1) Xa  15€ h(ak + 1) X3 15€
ve
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k(rh — cm)

o <0 m < x, lse
4T >0 k(rh—cm)< _
h(ak + 1) X2 15€
bulunur.

x < x = min{x,, x3,%,} oldugunda A, 15,1, <0 olur. A, ve A5 Ozdegerlerini
inceledigimizde
h?4+rh—2cm >0, h> +rh—2cm = 0 ve h?> + rh — 2cm < 0 durumlant  vardir

ve bu durumlari tek tek ele alalim.
1. h*+rh—2cm >0

rh>cmigin4, > 0ise A;, Az < 0dir. Egerx < x = min{x,, x3,x,}ise A5, A3, 14 <
0 dir. Bu sartlar altinda her 0 < q <1 i¢in E (x,0,0,0,u,)denge noktasinda (4.1)
denklem sistemi yerel asimptotik olur.

Aslinda |Arg(Ayz345)| =7 > %” ise her 0 <q <1 icin (4.1) denklem sistemi
Lemma 3.0.2 den dolayi kararhdir.

Eger 4, < 0 ise 1; ve A5 Ozdegerleri reel kisimlar1 negatif olan kompleks eslenik

) . . N
koklerdir. Bu durumda her 0 < q <1 igin |Arg(/11_5)| = arctan <m) +

> % saglanir. Eger x < x = min{x,, x3, x,} ise E; denge noktasinda (4.1) denklem
sistemi Lemma 3.0.2 den dolay1 asimptotik olarak kararlidir.

2.h?4+rh—-2cm =0
rh > cm i¢in 4, < 0 ise J(E;) in karakteristik denkleminden A, = 2vVrh — cmi ve
Ay = —2+/rh — cmi sanal koke sahip 6zdegerlerdir. Bu su demektir ki her 0 < g <
1 igin |Arg(Ay5)| = g > %ﬂ dir. Eger x < x = min{x,, X3, x,} ise E,(%,0,0,0,u,)

denge noktasi Lemma 3.0.2 geregi (4.1) denklem sistemi yerel asimptotik olarak

kararhidir.

3. h®>+rh—2cm<0
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rh>cm, igin A4, =0 ise A;,45 > 0 olur. Bu su demektir ki V 0 < q <1 igin
|Arg(A,5)| =0 < %” dir. E,(%,0,0,0,u;) denge noktasinda (4.1) denklem sistemi
kararsizdir.

A, <0 ise A; ve Ag reel kisimlari olan komplek esleniklerdir. Eger x < x =

min{x,, x3,x,} ise A1, <0, 3 <0ve A, <0 olur. Lemma 3.0.2 geregi

|Arg(Ays)| = arctan ( %

) > % olursa E,(x,0,0,0,u,)denge noktasinda
(4.1) denklem sistemi yerel asimptotik kararli olur.

W +7h—2cm <0, rh>cm, (B +rh—2cm)’ < 4h*(rh — cm) igin,

\/4h2 (rh—cm)—(n* +rh—20m)2

2cm—h?=rh

|Arg(/11,5)| = arctan > g, olursa

2 /J4h2(rh—cm)—(h2+rh—20m)2\ 2
q<;arctan\ <—X==1

2cm — W2 —rh T 2

Dolayisiyla E;(xq,0,0,0,u,) denge noktasi igin kararlilik kosullarmi asagidaki

teoremle strdiririz.

Teorem 4.2. Asagidaki kriterlerden herhangi biri saglanirsa sistemde avcinin

olmadigi denge noktasi yerel olarak asimptotik kararlidir.

(i) h*+rh-2cm>0, rh>cmvex<§<:min{x2,x3,x4}

(i) h*+rh—2cm<0, rh>cm, (h2 + rh—ZCm)2 <4h?(rh—cm),

2 \/4h2(rh—cm)—(h2 +rh—2cm)2 D
0<q<—arctan ve X < X=min{X,, X;, X,

T 2cm—h?—rh

Burada birinci ve ikinci avcinin olmadigi {igiincii aver ve avin oldugu (4.1) denklem
sisteminin E,(x,,0,0,w,, u,) denge noktasinin kararlihgmni inceleyelim: ilk olarak

Jacobian matrisi yazalim.
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](Ez) =

(7=t Tt )w ~f(x2) ~g(xz) —t) ¢
i 0 e f(x2) — g — cywy 0 0 0 i
0 0 e90) —t—ew, 0 o |(4.15)
est'(x)w, —dw, —fw; est(x;) —pz 0
m 0 0 0 —h

dir. J(E,) nin 6zdegerlerinden birinin A, = e; f (x;) — 4y — cw, oldugu goriiliir.

A, 6zdegerinde w, = - ifadesini yerine yazarak
3
X2 cm
CEgXZ(T—a.X'z—T—T)
Ay =e f(x2) — g — P

elde ederiz. Eger e, f (x;) — puy < 0 (x5, < x3 ve x, < x, ise) olursa |Arg(4,)| > %

dir. Simdi ey f(x3) — 1y < 0 (x5 > x3 ve x, > x4 ise) oldugunu varsayalim.

k[(elf(xz)_ﬂl)ﬂs cm}

o +ax, +—
>0,r<rn icin C,8;X, h

ﬂ?:{<0,r>rl icin’ k —X,

bulunur. 2, > 0 i¢in |[Arg(4,)| < %ﬂ olur. Bundan dolayi (4.1) denklem sistemindeki

E, (%,,0,0,w,,u,) denge noktasinin kararsiz oldugu goriiliir.

Simdi diger 6zdeger 1; = e, g(x) — pu, — ew, ele alalim w,’yi yerine yazarsak

( rx, cmj
88X, | F—a, — F = "
A :ezg(xz)_,uz_

Hs

elde edilir. Eger e, g(x2) — 1, < 0 (x5 < x3 ve x, < x4 ise) olursa |Arg(4;)| > qz—n

dir. e;g(x3) — gy < 0 (x, > x5 ve x, > x, ise) oldugunu varsayalim.

(ezg(xz)_ﬂz)ﬂs CmJ

o k +axX, +—
_>0,r<r icin €e,X, h
“1<0,r>r igin® k —X,

bulunur. 15 > 0 i¢in |Arg(45)] < %" olur. Bundan dolayi (4.1) denklem sistemindeki

E, (X,,0,0,w,,u,) denge noktasi kararsiz oldugu goriiliir.

Bu durumda (4.1) denklem sisteminin kararli ya da kararsizligini belirleyecek diger ti¢

0zdeger asagidaki indirgenmis matrisden elde edilir.
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21Xy

- r—2ax, — —t'(x)w, —t(x,) —c
J = est (X)W, 0 0 (4.16)
m 0 —h

Matrisinin karakteristik denklemi,
P(A) = /13 + 19112 + 192/1 + 193
seklinde yazilir.Ve

21X,

91 =h—r+2ax, + + t'(xy)wy,

2hrx,
9, = —cm — hr + 2hax, + % + ht' (xy)wy — ext () wyt(xy)

U3 = heyt'(x)wyt(xy)

esitlikleri ile gosterilir. P(A) polinomunun diskriminanti A, (P)dir.

19 4 & 0
01 9 9 4
A(P)=[3 29 4 0 0[=189%(9%) -49,(4) -4(%,) -27(%)’
0 3 29 9 O
00 3 29 4

Teorem 4.3. Indirgenmis Jmatrisinin karakteristik denklemine gore asagidaki
kosullardan herhangi biri saglandiginda denge noktasinda (4.1) denklem sistemi

kararhdir .

(ii) D(P) >0, 9, =20, 9, =0, 93 >0, 0<q<§,
(iii) D(P) <0, 9, >0, 93>0, 9,9, =95 icin V q € (0,1)

Sonug olarak EZ(XZ,O,O,WZ,UZ) denge noktasi igin x, < x3 ,Xx, < x, veya ((x, >
X3 ,Xy > X, ve r > 1) olur. Bunun yaninda teorem (4.3) e gore (i),(ii) ve (iii)

kosullarindan herhangi biri saglanirsa E,(X,,0,0,w,,u,) denge noktasmnin yerel

asimptotik olarak kararli oldugu goriiliir.

Burada birinci ve tigiincii aveinin olmadigi ikinci aver ve avin oldugu (4.1) denklem
sisteminin E3(x3,0,23,0,u3) denge noktasmin kararliligini inceleyelim: Ilk olarak

Jacobian matrisi yazalim.
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/r —2axs — ZTkXS — g'(x3)z3 —f(x3) —g(x3) —t(x3) ¢

! 0 eif(x3) —pu —az 0 0 0 |

J(E3) = e,9'(x3)z3 v —bz31 ’ 0 —ez; 0 (4.17)
0 0 0 es3t(xs) —us —fzz 0
m 0 0 0 —h

dir. J(E3) nin 6zdegerlerinden birinin A%, = e, f(x3) — 4y — az; oldugu goriiliir.

rx3 cm
eyX3|\r—axs % n

A, 6zdegerinde, z3 = ifadesini yerine yazarak

U2

aezxg(r—ax3—rx—3—ﬂ)

/1* =e x) — _ k h
2 1f () — "

bulunur. Eger e;f(x3) —puy <0 (x3 > x3,x, > x, ise) saglarsa |Arg(1*,)| > %ﬂ

olur. e f(x3) —pu; >0 ve (x; < x3,x, < x4 ise) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda
ef(x)-
k (&f (%) 'ul)'u2+ax3+
P >0,r<r, icin Ce, X%, h
27 1<0,r>r, igin® k- X,

elde edilir. 1," > 0 ise |Arg(1*,)| < % dir. Dolaysiyla E;(X,,0,2,,0,u,) denge
noktasinda kararsizdir.

Simdi diger 6zdeger A, = est(x) — U3 — fz3 ele alalim z5 ifadesini yerine yazarsak

- _Ixz_cm
fezx3(r axz——p h)

Uz

Ay = e3t(x) — p3z —

elde edilir. Eger est(x3) — pu3 < 0(x, < x3 ve x, < x4 ise) olursa |Arg(4,)| > %

dir. egt(x3) — ug > 0(x, > x3,x, > x, ise) oldugunu kabul edelim. Ve

et(x,)—
N K (3(3) 'u3)ﬂ2+aX3+Cm
1 >0,r<r, icin Ci€ %, h
T 1<0,r>r, igin® k- X,

bulunur. 2, > 0ise |Arg(1,)| < %dm Bundan dolay1 (4.1) denklem sistemindeki
E;(%,0,2;,0,u;) denge noktasinin kararsiz oldugu goriiliir. Sistemin kararli ya da

kararsizligini belirleyecek diger ii¢ 6zdeger asagidaki indirgenmis matrisden elde

edilir.
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2rxs3

r—2ax; — P g'(x3)zz —g(x3) —c
/= eyt'(x3)z3 0 0 (4.18)
m 0 —h
Matrisinin denklemi
P*(A) = 2% + B1A* + B2 A + B3
seklinde ifade edilir. Burada
215
Bi=h—1r+2ax;+ 7 + g'(x3)z;5
2hrx;

P2 = —cm — hr — 2hax; + + hg'(x3)z3 — e39'(x3)239(x3)

k
B3 = he3g‘(x3)z39(x3)

gosterilir. P*(4) polinomunun diskriminantint A, (P*) ile gosterilir.

A(P)=18B8,8,+(BSY 4B, (BY -4(B.) -27(B,)
= 18B,8:85 + (B1S2)? — 4B3(B1)? — 4(B3)? — 27(B3)?

Sonug olarak x, < x5 , X, < xgveya (X, > X3 ,X, > X4 VET >17)
olur.

Bunun yaninda teorem (4.3)’e gore (i),(ii) ve (iii) kosullarindan herhangi biri
saglanirsa E, (X;,0,2;,0,u,) denge noktasinin yerel asimptotik olarak kararli oldugu
gortilir .

Burada (4.1) denklem sisteminin ikinci ve tiglincii avcinin olmadigi birinci avei ve avin

oldugu E,(x4,Vs,0,0,u,) denge noktasmin kararlibgini inceleyelim: Ilk olarak

Jacobian matrisi yazalim.

](E4) =
T —2ax, — Zrkx3 —f'(xy)ys —f(x4) —g(xy) —t(xy) c
erf'(x4)ya 0 —ay, ey 0
0 0 eg(x) —pz— by, 0 o | (4.19)
0 0 0 est(x,) —us —dy, O
dir.

J(E,) matrisinin 6zdegerlerinden biri A3 = e, g(x,) — uy — by, oldugu goriiliir. Bu

denklemde
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TX4 CM
€1X4\T—AXy —T—T

258

Vo =

degerini yerine yazarak,

X cm
besxy(r-ax,=2-)

Az =eg(x) — pp — P

ifadesini buluruz. Eger e,g(x,) — uy <0 (x; > x3,x, > x,) saglarsa |[Arg(4A3)| >

qz—n olur. €,9(x,)— 1, >0 (x; < x3,x, < x4 ise) oldugunu kabul edelim. Ve

e,9(x,)—
N K ( 29( 4) ﬂz):“l+ax4+@
>0,r<r, icin be X, h
<0,r>r, igin k—X,

A=

dir. A3 > 0 olursa |Arg(43)| < %dlr. Dolayisiyla E4(x4,V4,0,0,u,) denge noktasi
kararsizdir.
Simdi diger 6zdeger 1*, = est(x,) — U3 — dy, ele alahm y, degerini yerine yazarsak

de x, (r —ax, — 7‘% - %)

251

Ay = est(xy) — puz —

elde edl|ll’ Eger egt(X4,) _ﬂg < 0 (XZ > X3,XZ > .X4 ise) O|Ur8a |AT‘g(l*4)| > ?
dir. est(x,) — us > 0(x, < x3 ve x, < x4 ise) oldugunu kabul edelim.Ve
(est(X4)—/I3)ﬂ2 ch

o K +ax, +—
o >0,r<r, igin Ce,X, h
<0, r>r igint k-X,

bulunur. 2*, > 0 i¢in |Arg(1*,)| < %dll‘. Bundan dolay1 (4.1) denklem sistemindeki
E,(X,,Y,,0,0,u, )denge noktasmnin kararsiz oldugu goriiliir. Sistemin kararli ya da

kararsizligini belirleyecek diger li¢ 6zdeger asagidaki indirgenmis matristen elde

edilir.
N r—2ax, — 2rkx4 —f'(x)ys —g(xy) —c
)= e1f'(x4)ys 0 0 (4.20)
m 0 —h

Matrisinin karakteristik denklemi

P**(/l) == 13 + )/1/12 + yzl + )/3
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yazilir. Ve

21X,
yi=h—7r+2ax, +T+f‘(x4)y4

2hrx, . .
Y2 = —cm — hr — 2hax, + % +hf (x4)ys — e3f (xa)yaf (x4)

A3 = he f (x4)yaf (x4)

gosterilir. P () polinomunun diskriminant A (P™) ile gdsterilir.

ok 2 2 2 2
As(P7)=18y7,75+(1172) =475 (1) —4(7s) —27(7s)
Sonug olarak x, < x3 ,x, < x4 veya ( x, > x5 ,x, > x, ve r > 1) Olur.
Bunun yaninda teorem 4.3 gore (i),(ii) ve (iii) kosullarindan herhangi biri saglanirsa
E, (X, ¥,,0,0,u,) denge noktasinin yerel asimptotik olarak kararli oldugu goriiliir.
Dort tiirtin birarada yasam siirdiigli son denge noktas1 Es(x*,y*, z*, w*,u*) pozitif
denge noktasinin yerel davranisini gézlemleyelim.

Dort tiirlin birarada yasadigi denge noktasida (4.1) denklem sisteminin negatif

olmayan en az bir ¢6ziimiin olmasi i¢in ihtiya¢ olan sartlarin saglandigini varsayalim.

(4.1) denklem sisteminin E; (X*, Y,z W, u*) denge noktasinin Jacobian matrisi,

r—2ax =T - )y ')z — W £ —9G) —t(x") <
e f'(xy” e f (x") —py —az" —cw* —ay” -Gy’ 0
J(Es) = eigL(x*)z* —bz* e,g(x") — u, — by" —ew” —ez" 0 (4'21)
est' (x)w* —dw* —fw* est(x) —pz —dy* —fz* 0
m 0 0 0 0

dir. Karakteristik denklemi yazarsak

P**(A) = 25 + ugA* + up A3 + uzA? + ugd + us olur.

2rx*
U =h—r—2ax*+ — +t' ()W + g (x)z* + L () y”
hrx*
U, = cm—rh+ 2hax* + . + ht'(x)w* + hg'(x")z* + hf'(x")y" + a;y*bz"

+ ¢,y dw?®
+ez'dw” + e fr(x)f(x")y + ex9'(x")g(x™)z + ezt (x)t(x)w*
Uz = hayy*bz* + he f*(x)f(x) + heyg'(x*)g(x*)z* + ht'(x)t(x)w* —ra,y*bz*

—rcy*dw* —rez*dw”
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+2ax*a,y*bz* + 2ax*cy*dw” + 2ax*cy*dw” + 2ax*ez* fw*
2rx”*
k
+a;b(g () (Z")?y" + fH(x)(Y)?2") + cd(f () ) ?w™ + t () (w %)%y”)
+ef (g (x)(@)*w” + ' (x ) (W")?2) — f(x)ayy e, g'(x")z"
— f(xDcy est' (w”
—g(xM)bz e f'(x)y" — g(x ez est' (x)w* — t(x)dw e, f*(x)y
—t(x")fwreg'(x")z"
u, = cm(aybz + cydw — ezfw) — rh(aybz + cydw — ezfw)

+ (a1y"bz" + cy*dw™ + ez* fw")

2hrx
k

—hlab(g'()z*y" + f'()(¥")?2) + cd(f (D) ?w + ' (I W)2y™)
+ef (g'(x)(2)?w") + t'(x)(w")?z"]

—h[f(x)ary"e,g'(x")z" = f(x ey est' (xIw™ — g(x*)bz e, f(x7)y”
—g(xMez et (x) — t(xdwre f(x7)y" — t(x)fw e 9" (x")z"]

— h2ax(aybz + cydw + ezfw) +

(aybz + cydw + ezfw)

ifadelerine denk gelmektedir. Besinci dereceden olan P***(A) nin diskriminanti

1 0 0 0 5 0 0 0 0 1
u 1 0 0 4u; 5 0 0 0
u, u; 1 0 3u, 4u; 5 0 0
Uz U, u;, 1 2uz 3u, 4u; 5 0

Ag(P™) =|uy us u, u; uy 2uz3 3u, 4u; 5

Us Uy Uz u, 0 u, 2uz 3u, 4u,
0 us uy, uz O 0 Uy, 2uz 3uy
0 0 wus ug O 0 0 Uy, 22Uz

L0 0 0 wug O 0 0 0 Uy |

Asagidaki kriterleden herhangi biri saglanirsa Es(x*,y*, z*,w*,u*) pozitif denge

noktas1 asimptotik olarak kararlidir.

(i) D) >0
u, uz; 0 0
u; >0 ,u3 >0 ,us >0, |u11 Zz|>0, uf Zi 1?4 > 0, é Zi Z: 1?4
0 w g 0 1 u, u
>0
(i) D(4) <0
U =0, u; >0 uz3 =20, uy >0, us >0 ve O<q<§
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(ii))D(4) < 0

U u u; uz 0
u1>0,u3>0,u5>0,|11 uz|=0, 1 u, uy
0 uw uj
u, uz; 0 0
o, 1 u, u 0 —0
0 w u; uy
0 1 u, u,

4.4. Modelin Sayisal Analizi

Burada

kesirli tiirevin sayisal ¢oziimii i¢in ¢aligma yapacagiz.
Kesirli analizin temel teoreminden (4.1) denklem sistemine uygulanarak,
1 ¢ o
V() —V(0) = Tq)jo P(s,V(®))(t—s) ds
bulunur. Burada t = t,, = nk kullanilirsa

1

V(t,) =V(0)+ @

— t; q-1
> : M P(s, V() —s) ds (4.22)
esitligine varilir. Asagidaki lineer yaklagimla P(t, V(t)) fonksiyonunu elde ederiz.

t: —t:
l A - (P(ti+1rVi+1) - P(ti,Vi)), t

€ [t tirq] (4.23)

P(t, K(t)) ~ P(tiy1,Vigr) +

Bu esitlikte V; = V(t;) alalim.
(4.2) ve (4.3) denklemlerinde gerekli islemler yapilarak
Vo = Vo + h¥(@P(to, Vo) + Xin1 YniP(t, V) (4.24)
sonucu bulunur[22].Bu esitlikte
(n— 1T —ni(n—q - 1)
r(q+2) '
1
riq+2)’

Yn = m—=17-2n7+ (n+ 1)1
r(qg+2) '

D, =

n=0,

n=123,...
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esitlikleri kullanilir.
(4.1) Denklem sistemini ¢ozmek i¢in (4.24) kuralin1 kullanarak

xn:x0+h ( Pl(xO’yOIZOIWOqu)“l'ZKIUn lpl(xl'yllzliwll 1)
i=0

i=0

Yn = (Q PZ (xO’ Yo, Zo, WOqu) + Z llUn lPZ (xu Vi Ziy Wy, u'l))

- ZO (QnPB(xO' Yo, Zo, WOluO) + z l1’1’L—ip3(xir Vi Zi, Wi u )

i=0

= Xp + h (anzl(xo' Yo Zo» Wo,uo) + 2 lPn 1P4(xu Vi Zi, Wi, U; )

i=0

Un = Xp + h (QnPS(XO» yOIZO'WOIuO) + z lPn lP5(xl' Vi) Zi Wi, U; >

i=0
iterasyon dizilerine ulasiriz.

Boylece;

Pi(x,y,z,w,u) = x(r —ax _r_x) fxX)y —gx)z —t(x)w — cu,

P,(x,y,z,w,u) = e f(x)y — iy — ayz — ciyw,
P;(x,y,z,w,u) = e;g(x)z — uyz — byz — ezw,
P,(x,y,z,w,u) = est(x)w — usw —dwy — fwz

P<(x,y,z,w,u) = —hu + mx

seklinde elde edilir.
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5. SONUC

Calismamizda geri besleme kontrol degiskeni kullanilarak ti¢ avcinin tek av tizerindeki
modeli incelendi. ilk olarak ii¢c aver tek av ile olusturulan denklem sisteminin
degiskenlerinin adlandirilmasi yapildi. Daha sonraki adimlarda denge noktalarinin
varligi belirlendi ve sirasiyla, birinci denge noktasi; dort tiiriin yok oldugu denge
noktast, ikinci denge noktast; avcilardan arinmis denge noktast, ticlincli denge noktasi;
birinci ve ikinci aveinin olmayip {iciincii aver ve avin var oldugu denge noktast,
dordiincii denge noktasi; birinci ve iigiincii aveinin olmayip ikinci avel ve avin var
oldugu denge noktasi, besinci denge noktasi; ikinci ve tiglincii aveinin olmayip birinci
avcl ve avin var oldugu denge noktasi, altinct denge noktasi; dort tiirlin var oldugu
pozitif denge noktasi oldugu gosterildi. Elde edilen bu denge noktalarindan
faydalanilarak kararlilik ¢esidi ve durumlar1 incelendi. Son olarak ortaya konulan
teorik sonug, gerekli kosullar olusturuldugunda dort tiiriin bir arada yasamasi

sonucunda olusan pozitif dengenin kararli olacag belirlendi.
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EKLER

Bu bdliimde lizerinde ¢alisilan ii¢ avcl tek av modelinin ortaya konulan denge

noktalar1 ve bu noktalarin kararlhilik durumlariyla ilgili sonuglar gosterilmistir.
Denge Noktalari

1) Dort tiirin yok oldugu E,(0,0,0,0,0), denge noktasidir.

2) Avcilardan arinmis, sadece avin var oldugu E; (x4, 0,0,0, u, ) denge
noktasidir.

3) Birinci ve ikinci avemnin olmadigi tigilincii avel ve avin oldugu
E,(x,,0,0,w,, u,) denge noktasidir.

4) Birinci ve tiglincii aveinin olmadigi ikinei avel ve avin oldugu
E5(x3,0, 23,0, u3) denge noktasidir.

5) ikinci ve iigiincii aveinin olmadigi birinci aver ve avin oldugu
E4(x4,V4,0,0,u,) denge noktasinin

6) Dort tiiriin bir arada yasam siirdiigii denge noktasi E5(x*, y*, z*, w*, u") pozitif

denge noktasidir.

Onerme 5.1 E,(0,0,0,0,0,) denge noktasi asagidaki kriterlerden herhangi birini

saglamasi durumunda yerel olarak asimptotik olarak kararlidir.

(i) h=rverh<cm,

i) h<r, rth<cm, (h+71)% < 4cm ve
(if)

2
0<g< Earctan(

\/4(cm —rh) — (h—r)?
r—nh

Onerme 5.2 E;(x;,0,0,0,u,) asagidaki kriterlerden herhangi biri saglanirsa sistemde

aveinin - olmadigi denge noktasi yerel olarak asimptotik olarak kararhdir. x, =

-1 (4% afu = —1(ﬂ)
) = o

2

() h4+rh—2cm=>0, rh>cmand x <x = min{x,, x3, x4}

(i1) W +rh—2cm <0, vh> cm, (hz +71h— ZCm)2 < 4h*(rh — cm),



2 /J4h2(rh —cm) — (hz +rh— 2cm)2
0 <q <—arctan 5
s 2em—h® —rh

and x < x

= min{x,, X3, X4}

Onerme 5.3. Indirgenmis j matrisinin karakteristik denklemine gore asagidaki

kosullardan herhangi biri saglandiginda denge noktasinda denklem sistemi kararlidir.

2
(i) D(P) >0, 8,20, 8,20, 85>0, 0<q <7,

Onerme 5.4 E,(x,,0,0,w,,u,), birinci ve ikinci avcinin olmadigi Giglincii aveinin

k(rh—cm)
h(ak+r)

oldugu denge noktasi i¢in x, < durumunda kararlilik kosullarin1 gorelim.

a) Eger x, > x5, x, > x, ve r <r; olursa E, denge noktasi denklem sisteminde

kararsizdir.

b) Eger x, <x3 ,x, <x4 veya (x, > x5 ,x, > X, ver >1;) iSe ve teoreml.
kosullarindan herhangi birini saglarsa E, denge noktast denklem sisteminde yerel

asimptotik olarak kararlidir.

Onerme 5.5 E3(x3,0,25,0,u3), birinci ve tigiincii avemnin olmadigi ikinci aveimnin

k(rh—cm)
h(ak+r)

oldugu denge noktast i¢in x3 < durumunda kararlilik kosullarin1 gorelim.

a) Eger x, > x3, x, > x4, ve r < r;olursa E; denge noktasi denklem sisteminde

kararsizdir.

b) Eger x, <x3 ,x, <x, veya (x, > x5 ,x, > X, ver >r1y) ise ve teoreml.
kosullarindan herhangi birini saglarsa E; denge noktas: denklem sisteminde yerel

asimptotik olarak kararlidir.

5) E, (x4, Y4, 0,0,u,), ikinci ve tiglincli aveinin olmadigi birinci aveinin oldugu denge

k(rh—cm)
h(ak+r)

noktasi i¢in x, < durumunda kararlilik kosullarint goérelim.

a) Eger x, > x5, x, > x, ve r <r; olursa E, denge noktasi denklem sisteminde

kararsizdir.
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b) Eger x, <x3 ,x, <x4 veya (x, >x3 ,X; > X, Ve T > 1) iSe Ve teoreml.
kosullarindan herhangi birini saglarsa E, denge noktasi denklem sisteminde yerel

asimptotik olarak kararlidir.

Onerme 5.6 Ex(x*,y*, z*,w*,u*), dort tiiriin hep birlikte yasadig1 pozitif denge

noktasi i¢in agagidaki kosullardan herhangi biri saglandiginda asimptotik kararlidir.

(i) D4) >0
u; uz; 0
U uUs
m>04@>0ﬂ%>a|1 u|>a 1 w, ul>0,
2 0 w u;

u; uz; 0 O
1 u, u O
0 w u; uy
0 1 u, uy

>0

(i) D(4) < 0

2
U =20, u; 20, u3=20, u, =20, us =20 ve 0<qg<-=

3
(iii) D(A) <0
w u u; uz 0
u1>0,u3>0,u5>0,|11 u2|:0, 1 u, uy
0 u u3
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