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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA
HENNEBERG MIiNIMAL YUZEYi

Vahit ZAMBAK

Bartin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damsmani: Yrd. Doc. Dr. Erhan GULER

Bartin- 2015, sayfa: ix + 40

1. Boliimde, Henneberg ylizeyine ait tarihce ve tezde kullanilan temel tanim ve
kavramlara yer verilmistir. 2. Boliimde, Henneberg’in minimal yiizeyi ele alinmis olup
yiizey, Weierstrass gosterimi kullanilarak u ve v paremetreleri cinsinden elde edilmistir.
Ayrica Weierstrass’in integralden bagimsiz gosterimi ile Henneberg yiizeyine ait cebirsel
fonksiyon elde edilmistir. x,y,z kartezyen koordinatlarda parametrik denklemi
verilen Henneberg ylizeyinin cebirsel denklemi bilgisayar yazilim programlar1 yardimi
ile bulunmus ve yiizeyin derecesi belirlenmistir. Teget koordinatlar olarak verilen a, b, ¢
cinsinden yiizeyin cebirsel denklemi ve smifi elde edilmistir. 3. boliimde, 3-boyutlu
Minkowski uzayinda Henneberg yiizeyi spacelike ve timelike minimal yiizeyler olarak
ele alinmis ve Minkowski geometri ozellikleri kullanilarak 2. Boliimdeki islemler benzer

sekilde hesaplanmistir.
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Some definitions and the history of the Henneberg surface are given in Chapter 1. In
Chapter 2, Henneberg surface is considered by means of the parameters u and v using
Weierstrass representation. Then integral free form of Weierstrass’ and algebraic function
of Henneberg surface are obtained. Algebraic equation of Henneberg surface by means of
x,y,z cartesian coordinates is revealed and its degree is found using software
programmes. In addition, similarly, algebraic equation of Henneberg surface by means of
a, b, c inhomogeneous tangential coordinates is revealed and its class (order) is found.
Finally, in Chapter 3, Henneberg surface is considered as spacelike maximal and timelike

minimal surfaces in Minkowski 3-space using similar techniques in the previous chapter.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1 Tarihce

Minimal yiizeyler teorisi, 1740 yilinda Isvecli Matematik¢i Leonhard Euler (1707-
1783)’in calismalari ile baglamis ve 1760’da Fransiz Matematikg¢i Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)’1n calismalan ile hiz kazanmistir. Bilinen ilk minimal yiizey diizlemdir.
Euler, 1740’da katenoidin minimal bir yiizey oldugunu gostermistir. Orijinal adi
‘allyside’ olan katenoidi, Belgikali Fizik¢i Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801-—
1883), katenari (catenary) egrisinden esinlenerek katenoid (catenoid) olarak yeniden
adlandirmistir. 1776’da Fransiz Matematik¢i Jean Babtiste Meusnier (1754-1793)

helisoidin bir minimal yiizey oldugunu gostermistir.

Oklid geometri icerisinde yer alan yiizey teoride kayda deger bircok c¢alisma yer
almaktadir (Bour, 1862; Chen, 1973, 1996; Do Carmo, 1976; Giiler, 2005, 2012; Giiler
vd. 2014; Giiler ve Yayh, 2015; Giiler vd. 2010; Hacisalihoglu, 1972, 1982, 1994;
Henneberg, 1875, 1876, 1878; O’Neill, 1966; Weierstrass, 1866, 1885).

Alman Matematik¢i Ernst Lebrecht Henneberg (1850-1922), doktora tezinde minimal
yiizeyler i¢in Weierstrass tarafindan elde edilmis olan Weierstrass gosterimini kullanarak

(7, q) kutupsal koordinatlar cinsinden

g[ (r? + 3)sin(3q) + 3sin(q)]
H(r,q) = —g [ (r? 4+ 3)cos(3q) — 3cos(q)] (1)

; (r? + 2)cos(2q)

yiizeyini elde etmistir (Henneberg, 1875, 1876).

Isvecli Matematikci Emanuel Gabriel Bjorling (1808—1872) ’in minimal yiizeyler icin

verdigi



x(¢) = <1ReX(C), Imf\/X’Z(Z) +2'2({) dd, REZ(O> (2)

formiiliinii kullanarak, { = a + iff olmak iizere, Henneberg minimal yiizeyi (Sekil 1)

2 sinh(a) cos(B) — %Sinh(?’“) Cos(gﬁ)\ x(a, B)

y(a,p) 3)

j’[((l,ﬁ) = -
/ 2(a, )

2 sinh(a) sin(B) + g sinh(3a) sin(38)
2 cosh(2a) cos(2p)

elde edilir.
Henneberg minimal yiizeyi, y = 0 diizleminde bir geodezik olan ve (z— 2)3 = 9x?

denklemi ile belirli Neil paraboliinii icermektedir (Sekil 2, iist diizlem pargasi i¢inde).

Parabol, parametrik olarak
8
(— §sinh3 (o), 0, 2cosh(2a)>
denklemi ile belirlidir. (3) esitliginde 3 = /2 i¢in
8
(0, - §sinh3 (), — 2cosh(2a)>

bulunur. Yiizeyin, (z + 2)3 = 9y? denklemi ile belirli ve x = 0 diizleminde (Sekil 2, alt
diizlem parcas1t icinde) bir geodezik olan bir baska Neil paraboliinii de icerdigi

goriilmektedir.



Sekil 1: Henneberg minimal ylizeyi.

Ote yandan, yari-Riemann geometrisindeki 3-boyutlu Minkowski uzay1, 3-boyutlu Oklid
uzayma gore daha karmagik bir yapiya sahiptir. Ornegin bu uzaydaki dénme eksenleri
spacelike, timelike ve lightlike olarak adlandirilir. Yari-Riemann geometrideki yiizeyler
ile ilgili bircok calisma bulunmaktadir (Giiler, 2005, 2007, 2008, 2010; Giiler ve
Hacisalihoglu, 2011; Giiler ve Yayli, 2015; Kobayashi, 1983; Magid, 1991, O’Neill,
1983).

Tezin 2. béliimiinde, 3-boyutlu Oklid uzaymda Henneberg minimal yiizeyi ele alinmus,
Weierstrass gosterimi kullanilarak u ve v paremetreleri cinsinden yiizey elde edilmistir.
Ayrica Weierstrass’in integralden bagimsiz gosterimi kullanilarak Henneberg yiizeyine
ait cebirsel fonksiyon elde edilmistir. x,y, z kartezyen koordinatlarda parametrik olarak
denklemi verilen Henneberg yiizeyinin cebirsel denklemi bulunmus ve yiizeyin derecesi
belirlenmistir. Teget koordinatlar olan a, b, c cinsinden yiizeyin cebirsel denklemi ve

sinif1 elde edilmistir.



Sekil 2: Henneberg minimal yiizeyi ve Neil parabolleri.

3. Bolim ise tamamen orijinal sonuglardan olusmaktadir. Bu boliimde 3-boyutlu
Minkowski uzayinda spacelike maksimal Henneberg yilizeyi ve timelike minimal
Henneberg yiizeyi u ve v paremetreleri cinsinden Weierstrass benzeri gosterimler
kullanilarak elde edilmistir. Weierstrass’in integralden bagimsiz gosterimleri ile
Henneberg yiizeyine ait cebirsel fonksiyonlar elde edilmistir. x,y,z kartezyen
koordinatlarda parametrik olarak denklemi verilen spacelike maksimal Henneberg ve
timelike minimal Henneberg yiizeylerinin cebirsel denklemleri bulunmus ve yiizeylerin
dereceleri belirlenmistir. Teget koordinatlar olan a, b, c cinsinden yiizeylerin cebirsel

denklemleri ve siniflar1 elde edilmistir.



1.2 Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda verilecek temel tanim, teorem, vb. i¢cin asagidaki kaynaklara bakilabilir:
Akutagawa ve Nishikawa, 1990; Beem ve Ehrlich, 1981; Chen, 1973, 1996; Do Carmo,
1976; Hacisalihoglu, 1972, 1982, 1994; Kobayashi ve Nomizu, 1963; O’Neill, 1966,
1983.

1.2.1 Tamim (Skalar Carpim Uzay1)

V bir reel vektor uzayi olsun. V {izerinde tanimli

G VXV —V

doniisiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢carpim, bu

durumda V vektor uzayina da bir skalar ¢carpim uzay: denir.

1.2.2 Tamim (Simetrik Bilineer Formun Indeksi)

V bir skalar carpim uzayi, W da iizerindeki skalar carpim negatif tanimli olacak sekilde
V nin en biiyiik boyutlu alt uzayi olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skalar ¢carpiminin
indeksi denir. g skalar carpiminin indeksi v ise 0< v < boyV dir. Ayrica V skalar ¢carpim

uzayinin indeksi, tizerinde taniml1 g skalar carpiminin indeksi olarak tanimlanir.

1.2.3 Tanim (Lorentz Uzay1)
V bir skalar carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak iizere v =1 ve boyV = 2ise V

skalar ¢carpim uzayina bir Lorentz uzay: denir.

1.2.4 Tamim (Spacelike, Timelike, Lightlike (Null) Vektor)

V bir Lorentz uzayi olsun. VveV igin
g(w,v) > 0 veya v = 0 ise v 'ye spacelike vektor,
g(w,v) < 0ise v 'ye timelike vektor,

v # 0iken g(v,v) = 0 ise v 'ye lightlike (null) vektor

denir.



1.2.5 Tamim (Bir Vektoriin Normu)

V skalar ¢carpimli bir uzay ve v € V olsun.

vl = lg(v, v)['/2

esitligi ile taniml [|v|| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore de

birim vektor denir.

1.2.6 Tamim (Spacelike, Timelike, Lightlike Alt Uzay)

V bir Lorentz uzay1 ve W, V nin bir altuzayi olsun. Bu durumda

glw pozitif tanimli ise W ya spacelike altuzay,
glw nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

glw dejenere ise W ya lightlike altuzay

denir.

1.2.1 Teorem V bir Lorentz uzayi, V nin bir altuzay1 W ve boyV = 2 olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler birbirine denktirler:

i. W timelike altuzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir.
ii. W uzayi iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir.

iii. W uzayi bir tane timelike vektor igerir.

1.2.7 Tamim (Metrik Tensor)
M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, nondejenere ve sabit
indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir. Bagka bir deyisle g, M

manifoldunun her p noktasina T, M tanjant uzay1 iizerinde bir gp skalar ¢arpimu kargilik

getirir ve g skalar carpiminin indeksi her p € M i¢in aynidir.

1.2.8 Tamim (Yar1-Oklidyen Uzay)

R", n-boyutlu standart reel vektdr uzay: iizerinde VpeR"™ ve Vv, w), € T,R™ icin



n—-v n
(vp,wp)=ZWivi— Z w; v;
i=1

i=n—-v+1

esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklidyen uzay

denir ve Ej ile gosterilir. Burada 1<i<n olmak iizere, v, ve w;, ler sirasiyla, v, ve w,

tanjant vektorlerinin bilesenleridir.

1.2.9 Tamim (Minkowski Uzay1)
E?, yari-Oklidyen uzayinda v = 1 ve n > 2 ise E} yar1-Oklidyen uzayma Minkowski n-

uzayt denir.

1.2.10 Tanmim (Riemann Manifoldu)
M bir diferensiyellenebilir (C*) manifold olsun. M iizerindeki C*® vektor alanlarinin

uzaylr y(M)ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzayr C* (M, R) olmak iizere, M iizerinde
(, ) x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer ( , ) fonksiyona M iizerinde bir i¢ carpim,
metrik tensor, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metrigi denir. (M,{ , ))

ikilisine de bir Riemann manifoldu denir.

1.2.11 Tanmm (Yari-Riemann Manifoldu)
M bir diferensiyellenebilir (C*) manifold olsun. M {iizerindeki C* vektor alanlarinin

uzayt y(M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzayr C* (M, R) olmak iizere, M tizerinde
g: x(M) X x(M) — C= (M, R)
olmak lizere
i.) simetrik
VX,Y € y(M) i¢in g(X,Y) = g(¥, X)

ii.) 2-lineer

VX,Y € y(M),Va,b € R igin



gaX +bY,Z)=ag(X,Z) + bg(Y,Z)
gX,a¥Y +bZ) =ag(X,Y) + bg(X,2)
iii.) non-degenere

VXEyYy(M)icing(X,Y)=0=Y =0

ozeliklerini saglayan g tensoriine bir yari-Riemann metrigi ve (M, g) ikilisine de yari-

Riemann manifoldu denir.

Bundan sonraki gosterimlerde (M, g) yari-Riemann manifoldunu sadece M ile

gosterecegiz.

1.2.12 Tamim (Lorentz Manifoldu)
M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2ve M nin indeksi 1 ise M ye bir Lorentz

manifoldu denir. Bu tanima gore bir M Lorentz manifoldu i¢in asagidaki esitlik vardir:

n-1

Ip (vp,wp) = Zvilp Wilp — vnlpwnlp, VDEM ve Vv, ,w, € TpM.
i=1

1.2.13 Tamm (Spacelike, Timelike ve Null Egri)
M bir Lorentz manifoldu ve a: I € R—— M bir egri olsun. a egrisinin teget vektor alani

T olmak uizere

g(T,T) > 0ise a egrisine spacelike egri,
g(T,T) < 0ise a egrisine timelike egri,
g(T,T) =0 veT # 0ise a egrisine null egri

denir. Egrinin bir 6zel hali olan dogru gozoniine alinsin. Dogrunun dogrultman vektorii
spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise dogru timelike

dogru, dogrultman vektorii null ise dogru null dogrudur.



1.2.14 Tamim (Immersiyon (Daldirma))

M ve M sirasiyla, nve (n + d)-boyutlu birer C*® manifoldlar olmak iizere x: M — M

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. VpeM i¢in
dx,: TpM — TyM
tiirev doniisiimii bire bir ise x fonksiyonuna bir immersiyon (daldirma) denir.

1.2.15 Tamim (izometrik Immersiyon)
M ve M, sirasiyla, n ve (n + d)-boyutlu birer C* manifoldlar ve x: M — M déniisiimii

bir immersiyon olsun. M manifoldu bir Riemann yapiya sahip ise x yardimiyla M den

indirgenen metrik icin, VpeM olmak iizere
(X,Y) = (dx,(X),dx,(Y))xp) VX,Y € TpM
esitligi saglandiginda x e bir izometrik immersiyon denir.

1.2.16 Tanmim (Yari-Riemann Altmanifoldu)

M, m-boyutlu ve v indeksli bir yari-Riemann manifoldu ve MZ n-boyutlu ve g indeksli

bir diger yari-Riemann manifoldu olsun.
—n
JiMygt - M,

—n
doniisiimii bir izomerik immersiyon ise (rank j = m) My*manifolduna M, nun bir yari-

Riemann altmanifoldu denir.

Bundan sonraki gosterimlerde M iizerindeki metrik tensor ile M iizerindeki metrik tensor

g ile gosterilecektir

1.2.17 Tamim (indirgenmis Konneksiyon)
M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu D

olsun.



D: x(M) x x(M) — x(M)
in M ye indirgenmis olan
D: x(M) x x(M) — x(M)

fonksiyonuna M den M yari-Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis konneksiyon
denir. Buradaki )((M), M nin herbir p noktasina TPM de bir tanjant vektor karsilik getiren

vektor alanlarinin S(M) -modiiliinii gostermektedir.
1.2.1 Lemma M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

I1: x(M) X x(M) — x(M)*
(V,M) — 1I(V, M) = norD,W

doniisiimii J(M)-bilineer ve simetriktir. Burada II ye M nin ikinci temel form tensérii

denir.

1.2.18 Tanmm (Yari-Riemann Hiperyiizeyi)

n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldunun (n — 1)-boyutlu bir M yari-Riemann

altmanifolduna M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi denir.

1.2.19 Tamim (Sekil Operatorii)
M nin bir yar-Riemann hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 N olsun.

vV, M € y(M) icin
gSW),wW) = gUI(V,W),N)

seklindeki (1,1)-tipinden tensor alam S’ye, M’'nin N’den elde edilen sekil operatorii

denir. Diger bir deyisle, S sekil operatorii, N birim normal vektor alan1 olmak iizere M,

nin her p noktasinda

10



S: Tp(M) — Tp(M)
Xp _)S(Xp) = _DXPN

bir lineer operatordiir.

1.2.2 Teorem M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M ve S, M nin birim normali olan N

den elde edilen sekil operatdrii olsun. Bu durumda V € y(M) igin
S(V) =-DyN

olur ve ayrica S sekil operatorii self-adjointdir. M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M
olsun. M nin N birim normalinden elde edilen sekil operatorii S olmak {izere,

vV, W e )((M) icin
HV,W)=¢eg(s(V),W)N

olur. Burada ¢ = g(N,N) olarak belirlidir. Yari-Riemann hiperyiizeyleri i¢cin Gauss

denklemi, VV,W € )((M) olmak tizere
DyW = Dy,W + eg(S(V),W)N
bi¢ciminde verilir.
1.2.20 Tamm (Skalar Carpim)
E3, Minkowski 3-uzayinda iki vektor ¥ = (vq,v,,v3) ve W = (wy, Wy, w3) olmak iizere

bu iki vektoriin skalar ¢carpimi

() E3XE—R

(1._7), V_)V) — < ﬁ,w >L: 12040 + VaWy — U3W3
biciminde tanimlanir. Eger v = w ise

151, = |< 3,w >, |2

11



esitligi ile tamimli ||D]|, reel sayisina, v vektoriiniin Lorentz anlaminda normu denir.

Normu 1 olan vektore de Lorentz anlaminda birim vektor denir.

1.2.21 Tanum (Vektorel Carpim)

E3, Minkowski 3-uzayinda iki vektor ¥ = (vq,v,,v3) ve W = (wy, W, W3) olmak iizere

€, €2 €3
det|Vi V2 V3| = (VW3 — U3Wy, UzWy — V1 W3, V;W; — V1Wy)
Wi Wz Wws

vektoriine ¥ ve W vektorlerinin vektorel carpimi (dis carpumi) denir. U X W veya U AW

seklinde gosterilir.

1.2.22 Tamm (Semi(Yar1)-Ortogonal Matris)
E3, Minkowski 3-uzaymnda A'eA = ¢ esitligini saglayan A matrisine semi-ortogonal

matris denir. Burada detA = 1 olup

matrisine isaret matrisi denir.

1.2.23 Tamim (I. Temel Form)

M yari-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu Minkowski uzay1 ve M yari-Riemann

hiperyiizeyi olarak da (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen, Vu, v € R i¢in

p:UcR?—R3

(u' 17) - (P(u' 17) = (§01(u, 'U), () (u, 'U), @3 (u' 17))

ile belirli olan ¢ (U) yiizeyi gbz oniine alinsin. Lineer bagimsiz {¢,, ¢, } ciimlesi, yiizeyin

vektor alanlarinin bir bazidir. Yiizeyin birim normali

_ _Puly
|l A @yl
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ile belirlidir. Yiizeyin /. temel formunu, yani metrigini hesaplamadan 6nce bazi esitlikler

verilecektir.
E = (0w ou) F={0u o), G= {0y, pv)
olup
(N,N) = ( Py N\ Py } Pu N\ Py )
low A @ull " lloy A @yl
E,F, G ve

lu Av|I2 =(unv,unv)

= —(wuXv,v)+ (uv))?
Lagrange ozdesligi’'nden

(N,N)= ((Qou' 9017))2 - ((pw 90u>((pvr 90v>
(N,N)=F?—-EG

elde edilir. Yiizeyin 1. temel formunu hesaplamak i¢in, ¢ nin tam diferensiyeli

dp g
d(p —a—du+%d

ile belirlidir. Buradan

I = (ds)? = (de,dp)

0 0 dp 0
- —9"> (du)? + z<a—"’ =2) dudv + (52, 55) (dv?

= E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)?

bulunur. Boylece
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@ (%) +2r®
(dv)2  ~\dv dv

Ve

_du . (dw)?
S dv’ T (dv)?

olmak tizere
I'=EN+2FA+G

elde edilir. M yiizeyi iizerindeki I = (ds)? indirgenmis metriginin pozitif tamml1 veya
indefinit olup olmadigini incelemek ile, I = (dv)?I’ oldugundan, I’ yii incelemek

aymidir.

1.2.24 Tanim (Non-Dejenere Yiizey)
E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun.Vp € M ve Vup, Wy € TpM igin
(vp,wp) =0 = v, = 0 Onermesi saglaniyorsa M ye E3 uzaymda bir non-dejenere

yiizey denir. M yiizeyi iizerindeki metrigin matris formu

Pl

ile belirlidir. M yiizeyi lizerindeki metrigin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart
E F 2
det [F G] #0 veya EG—F*+0

olmasidir.

1.2.25 Tamim (Spacelike Yiizey)
E3, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis

metrik pozitif tanimli ise M ye E3 de bir spacelike yiizey denir.

14



1.2.26 Tanim (Timelike Yiizey)
E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis

metrik Lorentz metrigi ise M ye 3 de bir timelike yiizey denir.

1.2.27 Tanmim (Gauss Egriligi)
E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve M nin sekil operatoriine karsilik gelen

matris S olsun. p € M igin

K(p) = edetSp

ifadesine, M vyiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K:M — R fonksiyonuna M
yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada, € = (N, N) = +1 ile belirlidir. N, M
yiizeyinin birim normal vektor alanidir. M yiizeyi spacelike ise € = (N, N) = —1 olur. Bu
durumda K = —detS ile belirlidir. M yiizeyi timelike ise &€ = (N,N) =1 olur. Bu
durumda K = detS ile belirlidir.

1.2.28 Tamum (Ortalama Egrilik)
E3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey M ve M nin sekil operatoriine karsilik

gelen matris S olsun. p € M icin

H(p) = 271eizSp

ifadesine, M vyiizeyinin p noktasindaki orfalama egriligi ve H: M — R fonksiyonuna
M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Burada, € = (N,N) = +1 olur. N, M
yiizeyinin birim normal vektor alanidir. M yiizeyi spacelike ise € = (N, N) = —1 olur. Bu
durumda H = —271.izS ile belirlidir. M yiizeyi timelike ise € = (N, N) = 1 olur. Bu
durumda H = 271izS ile belirlidir. H =0, yani EN +GL—2FM =0 ve yiizey

spacelike (timelike) ise bu yiizeye spacelike maksimal (timelike minimal) yiizey denir.
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BOLUM 2

UC BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA HENNEBERG YUZEYi

Tez boyunca bir X vektorii ile Xt transpozu 6zdes alinmistir.
2.1 Weierstrass Gosterimi

2.1.1 Tanmm (Minimal (Izotropik) Egri)

Bir U c C kiimesinde tanimli olan ve
(a’,a’) =0

carpimint saglayan bir kompleks analitik a(z) = (a1(2), @;(2), a3(z)) egrisine C3
uzaymda minimal (izotropik) egri denir. Eger Vz € U; (a’,a’) = 0 oluyorsa a egrisine

regiiler minimal egri denir (Gray vd., 2006).

2.1.1 Teorem (Weierstrass Gosterim Teoremi) Basit baglantili bir a¢ik U < C kiimesinde

tanimli, sifirdan farkli kompleks diferansiyellenebilir fonksiyonlar f ve g olsun. Buradan

(1-g%
x(z) = Ref i(1+g% |fdz €))
29

daldirmasi sifir ortalama egrilikli bir konformal minimal yiizey belirtir. Tersine, herhangi

bir konformal minimal yiizey yukaridaki sekilde belirlidir (Weierstrass, 1866).
2.1.2 Tanim (Weierstrass Data)

Weierstrass gosterimi tizerindeki kompleks diferansiyellenebilir f ve g fonksiyonlari i¢in

(f, g) ikilisine Weierstrass data ad1 verilir.
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(f,g) = (1 — z7% %) olarak alindiginda (h',h’) = 0 i¢ ¢arpimim saglayan Henneberg

egrisi

h(Z):<_%(Z3_z_13>+Z_l' i(l(z3+ 1)+z+%>, Z2+z_12>' (5)

z 3 z3
C3 uzayinda bir minimal egridir. Burada z € C , i = v—1 ile belirlidir.

2.2 Henneberg Minimal Yiizeyi

E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda (4) Weierstrass gosterimi yardimiyla elde edilen

Henneberg’in minimal yiizeyi
Re f h'(z) dz (6)

ile belirlidir. Burada z € C, z = u + iv = re'? olarak verilmektedir.

Boylece, E3 uzayinda Henneberg yiizeyi

H(z) = Re i(%<z3+z—13>+z+§), (7)

olur.

Bjorling gosteriminden farkli olarak Henneberg’in minimal yiizeyi Weierstrass gosterimi

kullanilarak (u, v) parametreleri cinsinden asagidaki teoremde verilmektedir.
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2.2.1 Teorem E3 uzayinda, Weierstrass gosterimindeki Weierstrass data

(f,9) = (1 —2"%2) ve z =u+ iv alinirsa Henneberg yiizeyi

/+ 5 u3 u uv? N u3 \
U+ uvt — —— —
3 ur+v? (ur+wv?)3  3Wu?+v?)3
3 2 3
v u usv v
Huwv)=|lu—-u?v+—+ + —
(w,v) 3 ur+4v? (w?+v?)?3 3w +v?)3
2 2
u—v
2 2
uc —ve +
(u? + v?2)2

bir minimal yiizeydir.

olarak

(8)

Ispat. Henneberg’in H(u,v) yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

hesaplandiginda

E =24+ D[+ 1)? — 4u2][u? + (v + D2[u? + (v — 1)?] = G,

F=0

bulunur. Burada 2 = u? + v? ile belirlidir. Yiizeyin Gauss doniisiimii hesaplanirsa

_(Zu 2v A—l)
T AF1 A+ 1 a+1

olur. Yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar ise

L=-=22"*2 - (% -8u*v?)] =—-N, M =81"*(u? —v?)uv
bulunur. Buradan

detl] = —417*[(A + 1)? — 4u?][u? + (v + 1)?][u? + (v — 1)?]

elde edilir. Boylece H (u, v) yiizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri, sirasiyla,
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4%

k=- A+ DA +1)2 —4u?][u? + (v + 1)?][u? + (v — 1)?]

bulunur.

2.2.1 integralden Bagimsiz Gosterim

E3 Oklid uzayinda minimal yiizeyler icin verilen Weierstrass gosteriminin integralden

bagimsiz gosterimi

x (1 - w?*)¢"(®) +20¢" () — 2¢(w) fi(w)
<y> =Re| i(1+ w?)¢" (w) — 20¢'(w) + 2¢(w) | = Re| f2(w) 9)
z 2[we" (w) — ¢ (w)] fz(w)

ile belirlidir. Burada w € C olup ¢(w) cebirsel fonksiyonu ve f;(w) fonksiyonlari

1 [ 1
B(@) = 5 (@2 = Dfi(@) =7 (@ + Dfo(@) — 505(®) (10)

bagintist ile elde edilmektedir (Weierstrass 1885, 1903).

Integralden bagimsiz gosterimi kullanarak Henneberg minimal yiizeyinin cebirsel

fonksiyonu

w*+1
6w

¢(w) = (11)

olur.
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2.2.2 Derece ve Stmif

Bu kisimda, Maple yazilim programi destegi ve Groebner elimine algoritmasini
kullanarak H (u,v) Henneberg minimal yiizeyinin cebirsel denklemi, derecesi ve sinifi

elde edilecektir.

Bir Q(x,y,z) = 0 kapali polinom denkleminin koklerinin kiimesi bir cebirsel yiizey
belirtir. n = der(f) olmak iizere bir x(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)) cebirsel
yiizeyinin derecesi (mertebesi) n ile belirlidir. Bir x(u,v) yiizeyi iizerindeki (u,v)

noktasindaki teget diizlem denklemi
Xx+Yy+Zz+P=0 (12)
bicimindedir. Buradaki X, Y, Z, ylizeyin
e = (X(u, v),Y(u,v),Z(u, v)) (13)

Gauss doniisiimiiniin bilesenleri olup P = P(u, v) ile belirlidir. Homojen olmayan teget

koordinatlar
a=X/P,b=Y/P,c=Z/P (14)

olarak alindiginda x(u,v) yiizeyinin Q(a,b,c) = 0 kapali denklemi elde edilir. Bu

denklemin en biiyiik derecesi X(u, v) yiizeyinin sinifini vermektedir.

Henneberg doktora tezinde, 1. boliimde verilmis olan H(r,q) minimal yiizeyinin
derecesini hatali olarak der(# (r,q)) = 17 bulmustur. Ayrica sinifinin snf(H(r,q)) =
5 oldugunu gostermistir. Boylece H(r,q) yiizeyi bir cebirsel minimal yiizeydir

(Henneberg, 1875, 1876).

 (u, v) Henneberg yiizeyinin, X, y, z, kartezyen koordinatlar cinsinden kapali denklemi:
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Q(x,v,z) = 64x°2° + 192x*y?z° + 192x*y*z° + 64y°z° — 432x82° — 864x°y*z®
— 768x*z'° + 864x%y°®z°® + 432yz° + 768yz'® — 1215x'°23
—9963x%yz> — 3888x%2° — 23814x°%y*z®> — 15552x°y?z° + 4320x°Z’
— 23814x*y%z® — 23328x*y*z® — 7776x*y*z” — 768x*Z°
—9963x%y®z3 — 15552x%y%z°> — 7776x*y*z” + 4608x%y?z°
+2304x22'1 — 1215y1°7% — 3888y°2° + 4320y°77 — 768y*2°
+ 2304y%z" — 729x"% — 4374x'°2* + 2187x%y* — 13122x8y?2?
+ 7776x%z* — 8748x6y*z* + 62208x°y*z* + 52032x°2°% — 2187x*y"®
+ 8748x*y°z% + 10560x4y?z° — 5376x*z® + 13122x%y%2*
— 62208x%y°2* — 10560x%y*26 + 4608x%21° + 729y'2 + 4374y1°2?
— 7776y%2* — 52032y°2° + 5376y*2% — 4608y%21° + 8748x1%z
— 26244x%y*z + 69120x%2% + 17496x°y*z + 89856x°2°
+ 17496x*y°z — 511488x4y*z®> — 573696x*y*z> — 162816x*z’
— 26244x*y8z — 573696xy*z° — 276480x*y?*z” — 27648x%2°
+ 8748y'°z + 69120y%z> + 89856y°z°> — 162816y*z” — 27648y*z°
+ 9720x° — 79704x%y? + 31104x32* + 190512x°y*
— 248832x%y?z* — 179712x°z* — 190512x*y® — 1147392x*y*z*
—595968x*z° + 79704x*y® + 248832x%*y®z* + 1147392x*y*z*
— 55296x%z% — 9720y'® — 31104y%z* + 179712y°z* + 595968y*z°
+ 55296y2%z% — 62208x%z + 248832x°y*z — 416256x°Z°
— 373248x*y*z + 84480x*y?z® — 651264x*z° + 248832x%y%z
+ 84480x*y*z® + 1105920x%y?z° + 110592x%z” — 62208y°%z
— 416256Y°7° — 651264y*7° + 110592227 — 27648x® + 55296x°y?
— 138240x°%z* — 248832x*y*z* — 86016x*z* — 55296x%y°
+ 248832x*y*z* + 221184x%2° + 27648y® + 138240y°z*
+ 86016y*z* — 221184y22° — 49152x*z> — 294912x%y?*z3
— 147456x%z° — 49152y*z% — 147456y%z° — 32768x° + 98304x*y?
—196608x*z* — 98304x*y* — 294912x%z* + 32768y° + 196608y*z>
+294912y27*

olur. Buradan der(}[ (u, v)) = 15 oldugu goriilmektedir. Boylece Q(x,y,z) = 0 kapah
denklemi, Henneberg minimal yiizeyi H (u,v) icin bir cebirsel minimal yiizey belirtir

(Sekil 3).

H(u,v) yiizeyinin simifimt hesaplamak icin Xx + Yy +Zz+P =0 teget diizlem

denklemini kullanarak

p(u,v)
3(u? + v? + 1)(u? + v?)?

P(u,v) =
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Sekil 3: Oklidyen kartezyen koordinatlarda Henneberg cebirsel yiizeyi.

fonksiyonu ve

6ui? 5 6vA? 3(1 —1)2?
a=——m;:, =) C=——F
p(u,v) p(u,v) p(u,v)

elde edilir. Buradaki A = u? + v? ve
p(u,v) =—-A—-Duw—-v)(u+v)(A%2 + 41+ 1)

ile belirlidir. Boylece H (u, v) Henneberg yiizeyinin a, b, ¢ teget koordinatlardaki kapali

denklemi
Q(a,b,c) = —6a*c — 4a®c® + 6b*c + 4b?*c® — 3a* — 6a?b? — 3b*

olur. Bu yiizey (Sekil 4) igin sinifin snf (# (u, v)) = 5 oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4: Oklidyen teget koordinatlarda Henneberg cebirsel yiizeyi.
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BOLUM 3

UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HENNEBERG YUZEYI

Bu béliimde, E3 3-boyutlu Minkowski uzayimdaki metrik isaretleri (+, +, —) almmus olup

Henneberg’in spacelike maksimal ve timelike minimal yiizeyleri elde edilecektir.
3.1 Spacelike Maksimal Yiizeylerin Weierstrass Gosterimi

Spacelike minimal (maksimal) yiizeyler i¢cin Weierstrass gosterimi Kobayashi tarafindan

elde edilmistir.

3.1.1 Teorem Basit baglantili bir acik U < C kiimesinde tanimli, sifirdan farkli kompleks

diferansiyellenebilir fonksiyonlar f ve g olsun. Buradan

(1+g%
x(z) = Ref i(1—g2) |fdz (15)
29

daldirmasi1 sifir ortalama egrilikli bir konformal maksimal yiizey belirtir. Tersine,

herhangi bir konformal maksimal yiizey yukaridaki sekilde belirlidir (Kobayashi, 1983).
3.2 Spacelike Maksimal Henneberg Yiizeyi

Henneberg’in H (u,v) spacelike maksimal yiizeyinin Weierstrass datast (f,g) =

(1 — z7%, 2) olarak alinirsa yiizeyin parametrik denklemi

5 +u3 N u uv? N ud
u—uv?+— —
3 u?+4v? (u2+v2)3  3(u?+v?)3
3 2 3
v v u‘v v
H(u,v =|—v+u2v——— + — | 16
(w,v) 3 u?+v?2 (w2+4+v2)3 3(u?+v?)3 | (16)
2 2
u®—v
2 2
U — vt — /
(u? + v?)?

olur. Bu yiizeyin Gauss doniisiimii hesaplandiginda, 2 = u? + v? olmak iizere,
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_(Zu 2v /1+1)
=0T 1-1a-1

bulunur.
3.2.1 Spacelike Maksimal Yiizeylerde integralden Bagimsiz Gosterim

E3 uzayinda, Weierstrass gosterimini kullanarak bir spacelike maksimal yiizeyin

integralden bagimsiz gosterimi

X (1+ )V (w) — 20¥"(w) + 2¥(w) fi(w)
(y) =Re| i(1 - w?)¥"(0) + 2iw¥'(w) — 2i¥(w) | = Re| fo(w) (17)
z 2[w¥" (w) — 2¥'(w)] fs(w)

seklindedir. Burada w € C olmak iizere W(w) cebirsel fonksiyonu ve f;(w) fonksiyonlari

arasindaki baginti

1 i 1
P(@) = 3 (@ + Dfi(w) = 7 (@ = D (@) ~ 5 0f(@) (18)
ile belirlidir. Henneberg’in spacelike maksimal yiizeyinin cebirsel ifadesi hesaplanirsa

w*+1
6w

Y(w) = (19)

bulunur (Giiler, 2014; Giiler ve Zambak, 2015).

3.2.2 Spacelike Maksimal Yiizeylerde Derece ve Sinif

Bu kisimda; E3 uzayindaki spacelike maksimal Henneberg H (u,v) yiizeyinin cebirsel

denklemi, derecesi ve sinifi elde edilecektir.

Bir x(u,v) yiizeyi iizerinde bulunan herhangi bir (u,v) noktasindaki teget diizlem

denklemi
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Xx+Yy—-7Zz+P=0 (20)
bicimindedir. Buradaki X, Y, Z, yiizeyin
e = (X(u, v),Y(u,v),Z(u, v)) (21)

Gauss doniisiimiiniin bilesenleri olup P = P(u, v) ile belirlidir. Homojen olmayan teget

koordinatlar
a=X/P, b=Y/P, c=27Z/P (22)

olarak alindiginda x(u,v) yiizeyinin Q(a,b,c) = 0 kapali denklemi elde edilir. Bu

denklemin en biiyiik derecesi X(u, v) ylizeyinin sinifimi vermektedir.

Henneberg’in H (u, v) spacelike maksimal yiizeyinin kapali denklemi:
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Q(x,v,z) = 64x°2° + 192x*y?z° + 192x*y*z° + 64y°z° — 432x%2° — 864x°y*z°
— 768x*z'° + 864x%y®z® + 432y°z° + 768y*z'° — 1215x'°23
—9963x8y?z> + 3888x82° — 23814x°y*z> + 15552x°%y?z°
+ 4320x%z7 — 23814x*y°z> + 23328x*y*z® — 7776x*y?*z” + 768x*z°
—9963x2y®z3 + 15552x%y°z> — 7776x*y*z” — 4608x*y*z°
+2304x22'1 — 1215973 + 388825 + 4320y°2” + 768y*2°
+ 2304y°%z' — 729x"* + 4374x'°2* + 2187x%y* + 13122x8y*z?
+ 7776x%z* + 8748x°y*z* + 62208x°%y?z* — 52032x°z° — 2187x*y®
— 8748x*y°z* — 10560x*y*z° — 5376x*2° — 13122x*y®z*
— 62208x%y52* + 10560x2y*2® — 4608x22' + 729y1% — 437411052
— 7776y%2* + 52032y°2° + 5376y*2® + 4608y?2'° + 8748x1%z
— 26244x%y%z — 69120x%2® + 17496x°y*z + 89856x°z>
+ 17496x*y°z + 511488x*y*z®> — 573696x*y*z> + 162816x*z’
— 26244x*y®z — 573696x%y*z> + 276480x*y*z” — 27648x°Z°
+ 8748y'°z — 69120y®z> + 89856y°z> + 162816y*z” — 27648y°*z°
—9720x*° + 79704x%y? + 31104x82*> — 190512x°y*
— 248832x°%y?z* + 179712x°%z* + 190512x*y® + 1147392x*y?*z*
— 595968x*z% — 79704x*y® + 248832x*y®z* — 1147392x*y*z*
+ 55296x%z% + 9720y'® — 31104y°z* — 179712y°z* + 595968y*z°
— 55296y22° + 62208x%z — 248832x°y*z — 416256x°Z°
+ 373248x*y*z + 84480x*y?z® + 651264x*z> — 248832x%y°z
+ 84480x?y*z® — 1105920x%y?z° + 62208y®z + 110592x27’
— 416256Y°7% + 651264125 + 110592)%7” + 248832x*y?7?
— 27648x® + 55296x°%y? + 138240x°z* — 86016x*z*
— 248832x*y*z? — 55296x%y° — 221184x°2° + 27648y°®
— 138240y°7% + 86016y*z* — 32768y° + 221184y%2° + 49152x*73
+ 294912x%*y?z3 — 147456x%z° + 49152y*z® — 147456y°z°
+ 32768x° — 98304x*y* — 196608x*z* + 98304x2y* + 294912x%z*
+196608y*2% — 294912y%z

olur. der(H(u,v)) =15 oldugu goriilmektedir. Boylece Q(x,y,z) =0 denklemi
H (u, v) spacelike maksimal yiizeyi i¢in bir cebirsel yiizey belirtir (Sekil 5).
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Sekil 5: Minkowski kartezyen koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel
yiizeyi.

H (u, v) yiizeyinin siifin1 bulmak i¢in teget diizlem denklemini kullanarak

a(u,v)
Pwv) =372
fonksiyonu ve
_6ul’ _6vl? 3+ 12°
YT awy) P T awy) ¢ awv)

koordinatlari elde edilir. Buradaki A = u? + v? ve
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aw,v)=A+Du—-v)u+v)A?>—-41+1)

ile belirlidir. Henneberg’in H (u,v) spacelike maksimal yiizeyinin a,b,c

koordinatlardaki kapali denklemi hesaplandiginda
Q0(a,b,c) = —6a*c + 4a%c3 + 6b*c — 4b?*c® — 3a* — 6a%b? — 3b*

olur (Sekil 6). Boylece cebirsel spacelike maksimal Henneberg H (u,v) yiizeyi icin

snf (3 (w,v)) = 5 oldugu goriilmektedir.
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Sekil 6: Minkowski teget koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel ylizeyi.

3.3 Timelike Minimal Yiizeylerin Weierstrass Benzeri Gosterimi

M. Magid, E3 uzayindaki timelike minimal yiizeyler icin asagidaki Weierstrass benzeri

gdsterim teoremini vermistir.

3.3.1 Teorem E3 uzaymdaki (f;(w), g1(w)) ve (f2(v), go(v)) fonksiyonlar sirasiyla u
ve v reel degiskenlerine bagli; basit baglantili bir U agik kiimesinde tanimli olsun.

Buradan bir timelike minimal ylizeyin Weierstrass benzeri gosterimi

29111 29,f>
xwv) = [ | A=g)f Jau+ [[ A= | (23)
-1+ 9:)f; (1+ g.2)f>

olur (Magid, 1991).

30



3.4 Timelike Minimal Henneberg Yiizeyi

E3 uzayinda timelike minimal yiizeyler icin Weierstrass benzeri gosterimde

(fl(u)lgl(u)) = (1 - u_41 'U,), (fZ(U)IQZ(U)) = (1 - 17_4, U)

olarak alinirsa Henneberg’in timelike minimal # (u, v) yiizeyinin parametrik ifadesi

2 2
u“+v +§+§

1 1 1 1 1 x(u,v)
H(u,v) = —(—u3—v3+—+—)+u+v———— —(ywwv) | @
3 ud  v3 u v 2(u, )
1 3 3 1 1 1 1 ’
—(—u +v ——+—)—u+v——+—
3 us 3 u v

olur. Ayrica, bu yiizeyin Gauss doniistimii

(uv—l u+v —u+v>
e = ) )
1+uv 14+uv 1+ uv

bulunur.
3.4.1 Timelike Minimal Yiizeylerde integralden Bagimsiz Gosterim

E3 uzaymda timelike minimal yiizeyler igin integralden bagimsiz Weierstrass benzeri

gosterim
X 2u¢" (w) — 24" (w)
<y> =| (1 —u?)J"(W)+ 2ud’(w) — 2¢(w)
z —(1+u?){" (W) + 2ud’' (u) — 2¢(w)
2u§"(v) — 28" (v) hy(u) + ks (v)
+ A-v)E"W) + 208’ (W) —28(W) | = hy(W) + k2 (v) (25)

—(1+vH)§" (W) — 2v8'(v) + 2§(v) hs () + k3 (v)
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bi¢imindedir. Burada, u,v € R igin {(u), é(v) cebirsel fonksiyonlar1 ve h;(u) + k;(v)

fonksiyonlar1 arasindaki baginti

1 1 1
d(u,v) = —Euhl(u) + Z(uz —1Dh,(u) — Z(u2 + 1)hs(u)

—lvk v) + l(v2 - Dk,(v) +1(v2 + Dk;(v) (26)
2 1 4 2 4 3

olarak bulunur.

Timelike minimal yiizeyler icin integralden bagimsiz Weierstrass benzeri gosterim

kullanilarak Henneberg’in timelike minimal ylizeyinin cebirsel ifadesi hesaplanirsa

viut+ 1) +u@*+1)

d(u,v) = —

(27)

elde edilir (Giiler, 2014; Giiler ve Zambak, 2015).
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3.4.2 Timelike Minimal Yiizeylerde Derece ve Simf
E3 uzayinda Henneberg timelike minimal yiizeyinin kapali denklemi

Q(x,y,z) = —16x°y® + 48x°y*z? — 48x%y2z* + 16x°2° + 384x1%y* — 384x102*
+ 216x°y® — 432x°y°2z% + 432x°y?2° — 216x°2® — 2304x''y?
+ 2304xz* + 768x°y* + 4608x°y*z* + 768x°z* — 4320x7y°
— 7776x"y*z* + 7776x"y*z* + 4320x"2° + 3888x°y® — 15552x°y°z?
+ 23328x°y*z* — 15552x°y?z° + 3888x°2% + 1215x3y*°
—9963x>y%z* + 23814x3y°z* — 23814x3y*z°® + 9963x3y?z®
—1215x°2z'° — 9216x'°y* — 9216x'°2* + 10752x3y* — 10752x%2*
— 104064x°%y® + 21120x°%y*z* + 21120x°y?z* — 104064x°2°
— 15552x*y® + 124416x*y°z* — 124416x*y*z° + 15552x*2®
+ 8748x%*y'? — 26244x*y®z* + 17496x%y°z* + 17496x%y*z°
— 26244x%y?78 + 8748x%71° + 1458y — 4374y52* + 4374y*78
— 1458z + 110592x°y?* — 110592x°2z* + 651264x”y*
—1105920x7y%z* + 651264x7z* — 359424x>y® — 2294784x°y*z*
+ 2294784x°y*z* + 359424x°2° — 276480x3y® + 2045952x3y*z*
— 276480x32z% — 34992xy*° — 104976xy®z*> — 69984xy°z*
+ 69984xy*z°® + 104976xy°z® + 34992x2'° + 442368x%y *
+ 442368x%2z* + 4767744x%y* — 4767744xz* + 1437696x*y°®
—9179136x*y*z* — 9179136x*y?z* + 1437696x*2° — 248832x%y®
—1990656xy°z* + 1990656x*y*z® + 248832x%z® — 77760y*°
— 637632y%2% — 1524096y°2* — 1524096y*2° — 637632y%2°
— 77760z° — 1769472x7y* + 1769472x"z* + 10420224x°y*
+ 17694720x°y?z* + 10420224x°z* + 6660096x3y*®
+ 1351680x3y*z* — 1351680x%y*z* — 6660096x>2z° + 995328xy°®
+ 3981312xy°z* + 5971968xy*z* + 3981312xy*z° + 995328x2°
— 7077888x°y* — 7077888x°z* + 2752512x*y* — 2752512x*z*
+ 4423680x%y° — 7962624x*y*z* — 7962624x*y*z* + 4423680x%2°
+ 884736y° + 1769472y%z* — 1769472y “z® — 8847362°
+ 9437184x°y* — 9437184x°z* + 3145728x3y* — 18874368x3y*z>
+ 3145728x3z* + 37748736x*y* + 37748736x*z* + 25165824x*y*
— 25165824x%z* + 4194304y° + 12582912y*z* + 12582912y?z*
+ 4194304z°

bulunur. Buradan der(?-[ (u, v)) = 15 olur. Boylece Q(x,y,z) = 0, timelike minimal

Henneberg H (u, v) ylizeyi i¢in bir cebirsel yiizey belirtir (Sekil 7).
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Sekil 7: Minkowski kartezyen koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel
yiizeyi.

H (u, v) yiizeyinin sinifin1 hesaplamak icin teget diizlem denklemini kullanarak

a(u,v)
P(u,v) =
(w,v) 3(uv + Du?v?
fonksiyonu ve
_ 3utv?(uw — 1) B +vutv? 3w —wutv?

a = ’ ’

a(u,v) a(u,v) a(u, v)

elde edilir. Buradaki @(u,v) = —(uv — 1) (u?v? + 4uv + 1)(u? + v2) olup Henneberg-

’in H (u, v) timelike minimal yiizeyinin a, b, ¢ koordinatlardaki kapali denklemi
O(a,b,c) = —8ab? — 8a®c? — 12ab* + 12ac* — 3b* + 6b%*c? — 3c*

olur (Sekil 8). Boylece cebirsel timelike minimal Henneberg ylizeyin sinifinin

snf (3 (w,v)) = 5 oldugu goriiliir.
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Sekil 8: Minkowski teget koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel yiizeyi.
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