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OZET

UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA ACILABILIR OLMAYAN REGLE
YUZEYLERIN STRIKSIYON CIZGILERI UZERINE

Songiil CAKAR

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Ali CAKMAK
Mayis 2019, 37 sayfa

Bu tez ¢alismasinda oncelikle Lorentz-Minkowski uzayin tarihgesi ve bu uzayla alakali
bazi ¢aligmalar belirtilmistir. Baz1 6zel egrilerin tanimlari, regle yiizeyler ve regle yiizeylerin bazi
Ozellikleri verilmistir. Son boliimde, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve timelike
acilabilir olmayan regle yiizeylerin striksiyon gizgileri ele alinmistir. Ozel bir durumda egrilik ve
burulma fonksiyonlar1 hesap edilmistir. Elde edilen egrilikler vasitasiyla bazi 6zel egriler arasinda
bagintilar kurulmustur. Boylece, bazi 6zel hallerde striksiyon ¢izgisi bazi 6zel egriler olarak

karsilik bulmustur.

Anahtar Kelimeler: 3-Boyutlu Minkowski Uzay, Acilabilir Olmayan Regle Yiizeyler, Striksiyon
Cizgisi, Baz1 Ozel Egriler



ABSTRACT

ON LINES OF STRICTION OF NON-DEVELOPABLE RULED SURFACES IN THREE
DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE

Songiil CAKAR

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ali CAKMAK
May 2019, 37 pages

In this thesis, history of Lorentz-Minkowski space and some of the studies related to this
space have been indicated. Definitions of some special curves, the ruled surfaces and some
properties of ruled surfaces have been given. In the last section, non-developable spacelike and
timelike ruled surfaces were handled in three dimensional Minkowski space. The curvature and
torsion functions were calculated in a special case. The relationships between some special curves
via the obtained curvatures were established. Thus, the line of striction has been found to

correspond as some special curves in some particular cases.

Keywords: 3-Dimensional Minkowski Space, Non-developable Ruled Surfaces, Line of Striction,

Some Special Curves



TESEKKUR

Tezimin konusunu belirlememde, tez ¢alismam sirasinda kiymetli bilgi, birikim ve
tecriibeleri ile bana yol gosteren ve yapici elestirileriyle destek olan, kendime olan inancimi
sorguladigim vakitlerde bile bana olan inancini bir an dahi yitirmeyen, bu sayede tezimin
varliginin meydana gelmesinde etkisi yadsinamayacak kadar biiylik olan degerli danigsman hocam
Saym Dr. Ogr. Uyesi Ali CAKMAK ’a siikranlarimi sunarim.

Tezimin baglangicindan bitimine kadar benden yardimlarini esirgemeyen, giilen yiiziiyle
her zaman yanimda olan, 6zellikle stresli gegen donemlerimde gosterdigi sabirdan dolay1 esim Ali

CAKAR’ a tesekkiirlerimi sunuyorum.



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa

OZET ... i
AB ST RACT ettt bt b Rt b bRt Rt bRt bbbt e b e i
TESEKKUR. ..., iii
ICINDEKILER DIZINT . ..., iv
SIMGELER DIZINI.......oooiiiiiiiiii e, vi
L GE RIS .o, 1
2. MATERYAL VE YONTEM. ...ttt 3
2.1. 3-Boyutlu Lorentz Minkowski UzZayl.......c..ooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieei e 3
2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bazi YUzeyler...........ccooovviiiiiiiiiiiiiiiiiiieaans 6
2.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle YUizeyler.............cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinea, 8
2.4. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle Yiizeyler..................... 9
2.4.1. Acgilabilir Spacelike Regle YUzeyler........c.ooviiiiiiiiiiii e, 9
2.4.2. Acilabilir Timelike Regle YUzeyler.......c.ooiiiiiii e 10
2.5. 3-Boyutlu Minkowski Uzay1 R; de Baz1 Ozel Egriler.................ccoooeiiiiiiiiinn..., 13

S BULGULAR. ..ottt sttt et e e s e st e e s te e s e e steeneenseenseeneeanennneeneennens 16

3.1. Minkowski 3-Uzayda Agcilabilir Olmayan Timelike Regle Yiizeylerin Striksiyon
CIZZIST. ettt e 16

3.1.1. Dayanak Egrisi Timelike ve Dogrultmani Spacelike Olan Agilabilir Olmayan Timelike
Regle Yiizeyin Striksiyon CiZgiSi......o.ueuiitiitiiiiat ettt et 16

3.1.2. Dayanak Egrisi Timelike ve Dogrultmani Timelike Olan Agilabilir Olmayan Timelike
Regle Yiizeyin StriksSiyon CiZgIST. .. .ueuutettiit ettt e e a e e eeeeeeeae e 24

3.2. Dayanak Egrisi ve Dogrultmani Spacelike Olan Agilabilir Olmayan Spacelike Regle

YUZEYIN SIKSTYON CIZEIST. . uutntinttitt ettt e eeanaes 28
4. SONUC VE ONERILER.........c.cooeiiiitiiieeeet ettt sttt 33
4.1 SONUGIAT. ...ttt ettt et e e b e e e s e et e e sab e e be e ane e et e e eneeenbe e e 33
01 5 11, SO 33



5. KAYNAKLAR

OZGECMIS........



SIMGELER DiZziNi

\ Reel vektor uzayi

i Reel sayilar kiimesi

g V iizerindeki skaler ¢carpim

on n-Boyutlu standart reel vektor uzayi
14 V nin indeksi

oo Yar1 Oklid Uzay:

N 3-Boyutlu Minkowski Uzay

M Diferensiyellenebilir bir manifold

3 de regiiler bir egri

{T,X,N} M igin ortonormal ¢at1 alani

K Egrilik fonksiyonu

T Burulma fonksiyonu

X(u,v) 1% de timelike ya da spacelike agilabilir olmayan regle yiizey
a(u) X (u,V) nin striksiyon ¢izgisi

b(u) Yay parametresi ile verilmis birim kiiresel egri

{a, %y} b(u) nun birim kiiresel Frenet catist

As 1, K, X (u,Vv) nin yap1 fonksiyonlar1

Vi



1. GIRIS

Adim1 Alman matematik¢i Hermann Minkowski den alan Minkowski uzay yada
Minkowski uzay-zaman; en uygun sekilde formiile edilmis olan Einstein in 6zel izafiyet teorisinin
matematiksel yapisidir. Unlii matematik¢i Minkowski, 1907 yilinda 6zel izafiyet teorisinden
faydalanarak uzayin ii¢ boyutu ile zaman boyutunu birlestirerek dort boyutlu uzay-zaman
olabileceginin farkina varmistir. Teorik fizikte Minkowski uzay Oklid uzayindan farklidir. Oklid
uzayinda sadece spacelike boyutlar varken, Minkowski uzayda timelike boyuttadir. Bu nedenle bir
Oklid uzaymin simetri grubu bir Oklidyen grup iken, Minkowski uzay igin bu grup Poincare
gruptur.

Egrilerin diferansiyel geometrisi geometriciler tarafindan siklikla ele alinmaktadir.
Ozellikle egrinin egriligi ve burulmas ile bir egriyi karakterize etmek oldukga énemlidir. Bir
regliler egrinin teget vektori sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyorsa egri genel helis veya sabit

egimli egri olarak adlandirilir. Bir egrinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T
K«

oraninin sabit olmasi sonucu 1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan ifade edilmis ve ilk olarak

1845 yilinda B. de Saint Venant tarafindan ispat edilmistir. Eger bu oranda hem egrilik hem de

burulma sifirdan farkli ve sabit iseler egriye dairesel helis denir [1]. Diger taraftan, birim hizli bir

egrinin asli normali sabit bir dogrultu ile sabit bir ac1 yapiyorsa egri slant helis olarak isimlendirilir

[2]. 1zumiya ve Takeuchi Oklid uayinda bir egrinin slant helis olma sartin1

eoails)

(* + K‘Z)% K

olarak belirlemislerdir [3]. Diferansiyel geometride dnemli diger bir egri 1850 yilinda J. Bertrand

tarafindan bulunan Bertrand egrileridir. Kisaca, bu egrinin her noktasindaki asli normal vektorii

Bertrand ¢ifti denilen diger bir egrinin de asli normal vektorii olur [4]. A. Mannheim tarafindan

ilk olarak 1878 yilinda ortaya atilmis olan Mannheim egrileri de Bertrand egrilerine benzer bir
Ozelliktedir. Burada da egrinin normali diger egrinin binormali ile lineer bagimlidir [5].

Yiizeylerin diferansiyel geometrisinde regle yiizeyler énemli bir yere sahiptir. Ozellikle

Gauss egriligi sifir oldugunda agilabilir regle ylizeyler olarak isimlendirdigimiz veya sifirdan farkli

oldugunda acilabilir olmayan regle yiizeyler olarak tanimladigimiz yiizeyler bir ¢ok ¢alismaya

konu olmustur.



Oklid geometrisi 18. yiizyila kadar mutlak hakimiyetini siirdiiriirken, o donemlerde bazi
bilim adamlar1 tarafindan Oklid dis1 geometrilerin de var olabilecegi fikri ortaya atilmistir. iste bu
goemetrilerden olan Lorentz-Minkowski geometri ge¢misten giiniimiize kadar olduk¢a fazla
calisilan alanlardan birisi olmustur. 1995 yilinda Walrave, Minkowski uzayda egriler ve ylizeyler
isimli doktora tezi ile oldukga kapsamli bir ¢alisma yapmustir [6]. Ozellikle son dénemde Lopez,
M. P. do Carmo’nun egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi isimli eserinden esinlenerek
Lorentz-Minkowski uzayda egriler ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi ¢alismasi ile 6nemli bir
katki yapmustir [7]. Ayrica, bu alanda sikint1 ¢ekilen Tiirkge kaynak sikintisi bir nebze olsun
Ugurlu ve Caligkan tarafindan giderilmistir [8].

1951 yilinda 3-boyutlu Oklid uzayda kapali bir regle yiizeyin egim ve e@im agis1
kavramlarin1 Miiller tanitt1 [9]. Daha sonra Liu ve Yuan kapali regle yiizeylerin egim kavramini
Oklid 3-uzayr ve Minkowski 3-uzayinda herhangi agilabilir olmayan regle yiizeyin egim
fonksiyonuna genellestirdiler ve baz1 uygulamalar verdiler [10]. Liu vd. [11], ilk defa Oklidyen 3-
uzayda agilabilir olmayan regle yiizeyin yap1 fonksiyonlari olarak isimlendirilen ii¢ invaryantini
tamimladilar. Ustelik Miiller in kapali regle yiizeyler igin verdigi egim agis1 kavramini, herhangi
bir agilabilir olmayan regle yiizey i¢in kinematiksel anlamina gore genellestirdiler. Yani regle
yiizeylerin yap1 fonksiyonlari, egim fonksiyonu ve egim agis1 fonksiyonu arasindaki bagintilari
verdiler. Yu ve Liu yine bu invaryantlari kullanarak 3-boyutlu Oklid uzayinda agilabilir olmayan
regle yiizeyin striksiyon ¢izgisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari ile yap1 fonksiyonlar1 arasinda
bagintilar kurmustur. Ayrica acilabilir olmayan regle yiizeyler icin kinematiksel
kazrakterizasyonlar1 ve invaryantlari tanimlamislardir [12]. Son zamanlarda, Giiler ve Kasap
timelike ve spacelike acilabilir olmayan regle yiizeylerin striksiyon ¢izgilerinin egrilik ve burulma
fonksiyonlar1 ile yapr fonksiyonlar1 arasinda iligkiler kurdular. Ayrica, yapi1 fonksiyonlarini
kullanarak agcilabilir olmayan timelike ve spacelike regle yiizeylerin Gauss ve ortalama
egriliklerini hesapladilar [13].

Kaya [14], Oklid 3-uzayinda regle yiizeylerin paralel yiizeylerini inceleyerek, ozel
durumlarda striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilabilir olmayan regle yiizeyleri yine bu yap1
fonksiyonlar1 vasitasiyla incelemistir. Cakmak [15], Oklid 3-uzayinda agilabilir olmayan regle
yiizeylerin striksiyon ¢izgilerinin 6zel durumlarda 6zel egrilerle olan iligkisini incelemistir.

Bu tez calismasinda, {ic boyutlu Minkowski uzayda spacelike ve timelike acilabilir
olmayan regle yiizeylerin striksiyon c¢izgisi ele alinmistir. Bu egrinin egrilik ve burulma
fonksiyonlar1 kullanilarak, hem spacelike hem de timelike durumda helis, slant helis, Bertrand ve

Mannheim egri olma durumlar1 incelenmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, ¢alisma alanimiza kaynaklik eden Minkowski uzayi ile ilgili temel tanim ve
teoremler ilizerinde durulacaktir. Daha sonra, helis, slant helis, Bertand ve Mannheim egri tanimlari
yapilacaktir. Ayrica, bulgular kisminda inceleyecegimiz regle yiizey tizerindeki striksiyon ¢izgisi
verilecek olup; bu egri i¢in hesaplamalarda kullanacagimiz egrilik ve burulma fonksiyonlar: ifade

edilecektir.

2.1. 3-Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzayi

Tamim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimh

g:VxV -l
dontigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V iizerinde bir skaler ¢arpim, bu durumda

V' vektor uzayma da bir skaler ¢arpim uzay1 denir [16].

Tanim 2.1.2. V bir skaler ¢arpim uzayi, W da tizerindeki skaler ¢arpim negatif tanimli olacak
sekilde V nin en biiyiik boyutlu altuzay1 olsun. Bu durumda W nin boyutuna ¢ skaler carpiminin
indeksi denir.

g skaler ¢carpiminin indeksi v ise 0<v <boyV olur. Ayrica V skaler ¢arpim uzayinin indeksi,

tizerinde taniml1 g skaler ¢arpiminin indeksi olarak tanimlanir [16].

Tamm 2.1.3. (Lorentz Uzay1)

V' bir skaler ¢carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak iizere v =1 ve boyV >2 ise V skaler

carpim uzayina Lorentz uzayi denir [16].

Tanim 2.1.4. (Spacelike vektor, timelike vektor, null vektor)
V Lorentz uzaymi gostermek iizere, VeV igin;

i. Eger g(v,v) >0 veya v=0 ise v ye spacelike vektor denir.
ii. Eger g(v,v) <0 ise v ye timelike vektor denir.

iii. Eger v#0 olmak tizere g(v,v) =0 ise v ye null ya da lightlike vektor denir [16].



Tamm 2.1.5. Diferensiyellenebilir bir M manifoldu {izerinde simetrik, nondejenere ve sabit

indeksli (0,2) tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir [16].

Tamm 2.1.6. n -boyutlu standart reel vektor uzayr [0 " {izerinde Vpel" ve I, m eT 1" i¢in

<IF),mp>:r|ZW:Iimi - Zn: l.m.

i=n—v+1
esitligiyle verilen v indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yar1-Oklid uzay: denir ve

¢ ile gosterilir [16].

Tamm 2.1.7. n—boyutlu, v-indeksli 0" yar1-Oklid uzayimin boyutunu 3 ve indeksini 1 alalim.
O halde [ ° iizerinde her pe(® ve I,,m, eT.0° igin

,m)=km +1,m, —l,m,
esitligi ile verilen 1 indeksli metrik tensor ile birlikte elde edilen uzaya ii¢ boyutlu Minkowski

uzay1 denir ve [1° ile gosterilir [16].

Tanim 2.1.8. (Vektorel Carpim)
02 Minkowski uzayinda iki vektér m=(mm,,m,) ve n=(n,n,,n;) olmak iizere, m ve n
vektorlerinin vektorel ¢arpimi

(msnz —MyN,, MN; =My, MmN, — m2n1)

olarak tanimlanir ve mxn ya da mAan ile gosterilebilir.

1, i=jise
Oy =9, < .
: {O i# ] ise

ve
& :(5i1’5i2’5i3)
olsun.
& & &
man=—dettm m, m,
r]1 r]2 n3
ya da



€ € &
man=detf m, m, m
nl n2 nS
olarak hesaplanabilir. Bu hasaplamada; e Ae,=e, , e,Ae,=—€ , e, Ae =—€, dir ve saat
yOniiniin tersi pozitif yon olarak se¢ilmistir.

Eger saat yoniiniin tersi negatif yon olarak se¢im yapilirsa;

€& & —€
man=dettm, m, m,
nl r]2 n3

seklinde olur [17, 18].

Teorem 2.1.9. 3-boyutlu Minkowski uzay J° de ii¢ vektor u=(u,,U,,u;), m=(m,m,,m,),
n=(n,n,,n,) olsunlar. Bu durumda;
I. (uAam,ny=—det(u,m,n)
ii. (UAmM)AN=—=u,nNyM-+{m,nyu
iii. (uamuy=0ve (uarm, my=0
V. (UAM,UAM)=—U,udu,m)+(u,m))?

[17, 18].

Teorem 2.1.10. [ ; 3-boyutlu Minkowski uzay ve bu uzayda iki vektor u ve m olsun.

I. U ve m spacelike vektor ise uAm bir timelike vektordiir.
ii. U spacelike ve m timelike vektor ise U Am spacelike vektordiir.
iii. u spacelike ve m null vektor olsun. {u,m) =0 ise uAmM null vektor, eger (u,m) =0 iseuAm
spacelike vektordiir.
iv. U ve m null vektor iseu Am spacelike vektordiir.
v. u timelike ve m null vektor ise U Am spacelike vektordiir.
vi. U ve m timelike vektor ise u Am spacelike vektordiir.
[17, 18].



Tanmm 2.1.11. a:1 ->[] i, 3-boyutlu Minkowski uzayi [ > de bir egri olsun. | parametre araligi
olmak tlizere t e | i¢in «'(t) spacelike vektor ise « ya spacelike, «'(t) timelike vektor ise o ya

timelike, &'(t) null vektor ise & ya null ya da lightlike egri ad1 verilir [16].
2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Baz1 Yiizeyler

M yar1 Rieman manifoldu olarak 3-boyutlu [ 3 Minkowski uzaymi ve M yart Riemann
hiper yiizeyi olarak da (U, @) parametrizasyonu ile verilen
p:Ucl?—0?3
(U, V) = o(u,v) = (@, (U, v), @, (u,v), @, (u,v))

pU) yu ele alalim. {@(%j,@(%j} lineer bagimsiz olarak segilmek tizere,

0 0 0

: . 0
| = || — lizeyin vektor alanlarimin bir bazi olur. Burada ¢, =o.| — |, ¢, =@.| —
{(p (auj(p(avj} o z 2, (o(auj 2, w(av]

olarak gosterilirse, yilizeyin normali N =¢, A¢@, olur. Teorem 2.1.9 dan <N,(0u> =0 ve
(N,¢,) =0 oldugu gériilebilir. Yiizeyin I. temel formu
E=(p, 2.0, F =(@,,0), G=(p,p)
(N.N)=(@, 00,7 ,)

olmak tuzere ve

(N,NY= ({0, 00) ~(00, 2P @)
ifadesinden,
(N,N)=F?-EG

olarak elde edilir. O halde yiizeyin I. temel formu, ¢ ’nin tam diferansiyeli

d(p:a—(pdu +a—(pdv
ou ov

olmak tizere,

1=(ds)’” =(dg,dg) = E(du)’ +2Fdudv + G (dv)’

bulunur. Buradan,




I'=EA*+2FA+G
bulunur [18, 19].

Tamm 2.2.1. (Nondejenere Yiizey)

3-boyutlu Minkowski uzay: [13 de M bir yiizey olmak iizere, her pe M ve her o, eTpM icin
v, eTPM olmak iizere (v ,®,) =0 =V, =0 Onermesi saglaniyorsa M ye [ ? de bir nondejenere
yiizey denir.
M ylizeyi lizerindeki metrigin matris formu

E F

F G
olmak iizere, M yiizeyi iizerindeki metrigin nondejenere olmasi igin gerek ve yeter sart

E F
det #0
o

olmasidir. Yani, M yiizeyinin nondejenere ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart ylizeyin

normalinin null vektor alan1 olmamasidir [18, 19].

Tamim 2.2.2. (Spacelike Yiizey )
02 de bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis metrik pozitif tammli ise M ye 1% de

bir spacelike yiizey denir [18, 19].

Teorem 2.2.3. 3-boyutlu Minkowski uzayda (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen bir
p:Ucl?->0?
(U, V) = o(u,v) = (@, (U, v), ,(u,v), 95 (u,v))
yiizeyinin spacelike bir yiizey olmast i¢in gerek ve yeter sart, ylizeyin normalinin timelike bir
vektor alani, diger bir deyisle;
(N,N)<0

olmasidir.



Tanim 2.2.4. (Timelike Yiizey)

02, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis metrik

Lorentz metrigi ise M ye timelike yiizey denir [18, 19].

Teorem 2.2.5. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin timelike ylizey olmasi i¢in gerek
ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani diger bir deyisle

(N,N)>0
olmasidir [18, 19].

2.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanmm 2.3.1. (Regle Yiizey)

(1%, 3-boyutlu Minkowski uzayinda verilen bir | dogrusu, verilen bir & egrisi boyunca hareket

ettirildiginde bir yiizey elde ediliyorsa, elde edilen yiizeye 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle
ylizey adi verilir. | ye regle ylizeyin anadogrusu, « egrisine de regle yiizeyin dayanak egrisi denir
[18].

Tamm 2.3.2. (A¢ilabilir Regle Yiizey)
[1%, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni

ise regle yiizeye agilabilirdir denir [18].

Tanim 2.3.3. (Striksiyon Noktasi)

0%, 3-boyutlu Minkowski uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizey verilsin. Regle yiizeyin

komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin esas anadogru iizerindeki ayagina

striksiyon (bogaz veya merkez) noktast denir [18].

Tamim 2.3.4. (Striksiyon Cizgisi)
1%, 3-boyutlu Minkowski uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizeyin anadogrusu, dayanak

egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine, regle yiizeyin striksiyon

(bogaz veya merkez) ¢izgisi (egrisi) adi verilir [18].



2.4. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle Yiizeyler

2.4.1. Acilabilir Spacelike Regle Yiizeyler

Burada, ii¢ boyutlu Minkowski Uzay: [} de regle yiizeyin dayanak egrisi spacelike bir
egri, anadogrular1 da spacelike birer dogru olan bir M spacelike regle yiizeyine ait tanim ve
teoremler verilecektir.

M spacelike regle yiizeyinde {T,X,N}; M igin ortonormal bir ¢at1 alan1 ve a,c
fonsiyonlari igin verilen aralikta v bir sabit olmak iizere,

@, 1 x{\}>M

(t,v)—> e, (t,Vv) =a(t) +VvX(t)
bir egri belirtir. Bu egrinin teget vektor alani
A=(0-av)T +cvN

dir. (N,N) <0 ve (A /A)=—<N,N) oldugundan A spacelike bir vektor alanidir. Bu durumda ¢,
spacelike bir egridir ve

(X, A =@—avX,T)+cw(X,N)=0
olarak hesaplanir.

Bir ana dogru boyunca, M spacelike regle yiizeyinin teget diizlemlerinin ¢akisik oldugu
her zaman dogru degildir. Ancak bu diizlemlerin daima sabit olmast ¢ fonsiyonu ile yakindan

ilgilidir. O halde asagidaki teoremler verilebilir [18].

Teorem 2.4.1.1. M spacelike bir regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget diizlemlerin ayni

olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ =0 olmasidir [18].

Teorem 2.4.1.2. Spacelike bir M regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ =0
olmasidir [18].

Teorem 2.4.1.3. Agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin

secilisinden bagimsizdir [18].

Teorem 2.4.1.4. Bir M spacelike regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir [18].



Teorem 2.4.1.5. Spacelike bir regle yiizey M olsun. M ’nin anadogrulart M tizerinde asimptotik
ve jeodezik cizgilerdir [18].

Teorem 2.4.1.6. M spacelike bir regle yiizey olsun. M ’ nin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak
tizere her pe M igin K(p) >0 dir [18].

Teorem 2.4.1.7. M spacelike bir regle yiizey olsun. M ’ nin dayanak egrisinin birim teget vektor

alan1 T, anadogrusunun birim teget vektor alan1 (dogrultman vektorii) X ve ylizeyin birim normal

vektor alan1 N olmak tizere;

TAX=N
TAN=X
XAN=-T

olur [18].

Teorem 2.4.1.8. Acilabilir olmayan spacelike bir M regle yiizeyinin Gauss egriligi bir anadogru

tizerinde bogaz noktasinda minimum degerini alir [18].

2.4.2. Acilabilir Timelike Regle Yiizeyler

Bu boliimde, ilk olarak 3-boyutlu Minkowski uzay [1? de dayanak egrisi spacelike bir egri,

anadogrulart timelike dogrular olan timelike regle yiizeyler ile ilgili baz1 tanim ve teoremler
verilecektir.

M timelike regle ylizeyinde {T, X, N}, M icin ortonormal bir ¢at1 alan1 ve Vv ell igin,
o, 1 x{\}>M
bir egri belirtir. a,c fonsiyonlar1 i¢in bu egrinin teget vektor alani
A=(1+av)T +cvN
dir. (A, A) >0 oldugundan A spacelike bir vektor alanidir. Bu durumda ¢, spacelike bir egridir

ve
(X, A =1+av)(X,T)y+cwX,N)=0

olur.
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Bir ana dogru boyunca, M timelike regle yilizeyinin teget diizlemleri her zaman cakisik
olmaz. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmasi, ¢ fonsiyonu ile yakindan ilgilidir. O halde

asagidaki teoremler verilebilir [18].

Teorem 2.4.2.1. M timelike bir regle yiizey icin bir anadogru boyunca teget diizlemlerin ayni

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ =0 olmasidir [18].

Teorem 2.4.2.2. Timelike bir M regle ylizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ =0
olmasidir [18].

Teorem 2.4.2.3. Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin
secilisinden bagimsizdir [18].

Teorem 2.4.2.4 Bir M timelike regle ylizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir [18].

Teorem 2.4.2.5. M timelike bir regle yiizey olsun. M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak
tizere her pe M ig¢in K(p) >0 dir [18].

Teorem 2.4.2.6. M timelike bir regle ylizey olsun. M nin bir dayanak egrisinin birim vektor

alan1 T, anadogrularinin birim teget vektor alani X ve yiizeyin birim normal alant N olmak

uzere,
TAX=N
TAN=X
XAN=T
bi¢imindedir [18].

Teorem 2.4.2.7. M timelike yiizey olsun. M nin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin

Gauss K egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir olmasidir [18].

Simdi, 3-boyutlu Minkowski uzay: [ de dayanak egrisi timelike bir egri, anadogrulari

spacelike dogrular olan timelike regle yiizeyler ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilecektir.
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M timelike regle yilizeyinde {T, X, N}, M igin ortonormal bir ¢ati alan1, tanimli ve verilen
tanim arali§inda sabit v degeri i¢in,

o, 1 x{\}—>M
(t,v) > o, (t,v) = a(t)+VvX(t)

bir egri belirtir. a,c fonsiyonlari i¢in bu egrinin teget vektor alani

A=(1+av)T +cvN
dir. (A;A)=—N,N) oldugundan A timelike bir vektdr alanidir. Bu durumda ¢, timelike bir
egridir ve

(X, A =1+av)(X,T)y+cwX,N)=0

olur [18].

Yine yukaridaki teoremlere benzer sekilde asagidaki teoremler yazilabilir:

Teorem 2.4.2.8. M timelike bir regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget diizlemlerinin

ayn1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart C =0 olmasidir [18].

Teorem 2.4.2.9. Timelike bir M regle yilizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ =0
olmasidir [18].

Teorem 2.4.2.10. Bir M timelike regle yiizeyinin dayanak egrisinin birim teget vektor alant T

anadogrulariin birim teget vektor alan1 X ve ylizeyin normal birim vektor alan1 N olmak tizere

TAX=N
TAN=-X
XAN=-T

olur [18].

Teorem 2.4.2.11. Agilabilir olmayan timelike bir M regle yiizeyinin Gauss egriligi bir anadogru

tizerinde bogaz noktasinda minimum degerini alir [18].
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2.5. 3-Boyutlu Minkowski Uzayr R? de Baz1 Ozel Egriler

Bu boliimde, [ f de helis, slant helis, Bertrand ve Mannheim egri tanimlar1 verilecek ve

tezimiz i¢in gerekli teoremler iizerinde durulacaktir.

Tamm 2.5.1. , 02 de regiiler bir spacelike egri olsun. Bu egrinin egrilik ve burulmast sirastyla,
_|a'na|
=,
|1
_ det(a',a",a"’)

|0¢'/\05”2

olarak hesaplanir [7, 20].

Tamim 2.5.2. ¢, [1? de regiiler bir timelike egri olsun. Bu egrinin egrilik ve burulmasi sirastyla,

_|e'ne]

e

B det(a',a",a"’)
= |—2

a' ra"

olarak hesaplanir [7, 20].

Tamm 2.5.3. (Helis) «, [ de regiiler bir egri olsun. v =0 sabit vektorii igin (T (s),V) sabit bir

fonksiyon ise « ya helis denir [7].

Teorem 2.5.4. a, U} de spacelike veya timelike bir egri olsun. « egrisi helis ise L sabittir [7].
K

. T o .. T I
Teorem 2.55. &, 13 de spacelike veya timelike bir egri olsun. « egrisi igin — sabit ise egri
K

helistir [7].

Tamim 2.5.6. (Slant helis) « egrisi [ de birim hizli bir egri ve {T,N, B}, a nin Frenet catist

olsun. (N(s), U) fonksiyonu sabit olmak iizere [} de sifirdan farkli sabit bir U vektor alani varsa
egriye slant helis egrisi ad1 verilir [21].
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Teorem 2.5.7. « egrisi [} de birim hizli bir timelike egri olsun. « egrisinin slant helis olmast

icin gerek ve yeter sart 7° —x” sifirdan farkli olmak {izere,

K’ '
(2'2 _K2)3/2 (;j

K Y
(K2 —12)3/2 (;j

ya da

fonksiyonlarinin sabit olmasidir [21].

Teorem 2.5.8. a egrisi [1° de birim hizh bir spacelike egri olsun.

a) Eger o nin normal vektorii spacelike ise, 0 zaman « nin bir slant helis olmasi igin gerek ve

yeter sart 72—« sifirdan farkli olmak iizere,

Kz T '
(TZ _K2)3/2 (;j

ya da

K‘2 T '
(K2 —2'2)3/2 (;j

b) Eger @ nin normal vektorii timelike ise, 0 zaman « nin bir slant helis olmasi i¢in gerek ve

K’ oY
(TZ +K_2)3/2 [K_J

fonksiyonlarmnin sabit olmasidir [21].

yeter sart

fonksiyonunun sabit olmasidir [21].

Tanim 2.5.9. (Bertrand egri cifti )

Birim hizli o :1— [ ° egrisi ile ayni aralikta tamiml " : | — 0 ° egrisi verilsin. Her bir s €1 igin
a"(s) noktasi ile «(s) noktasmni birlestiren dogru, «" egrisinin «"(S) noktasindaki birinci
normalini ve o nin «(S) noktasindaki birinci normalini kapsiyorsa «” egrisi & egrisi ile Bertrand

egri ¢ifti olusturur [4].
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a:1—-03ve a1 -2 olmak iizere, [} de Bertrand egrisinin tanim1 Oklid uzayinda ki tanim

ile aynidir [7].

Teorem 2.5.10. «; J° de spacelike veya timelike bir egri olsun. « egrisinin Bertrand egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ax(S)+ Bz(s) =1 esitligini saglayacak sekilde sifirdan farkli A, B

reel sabitlerinin olmasidir [22].

Tamm 2.5.11. (Mannheim Egri Cifti )

a:l —>0% ve o :1 =02 diferensiyellenebilir iki egri olsun. « egrisinin «(s) noktasindaki
Frenet catist {T(s),N(s),B(s)} ve «" egrisinin «"(s") noktasindaki Frenet catisi
{T"(s"),N"(s"),B"(s")} olsun. a egrisinin aslinormal vektérii ile & egrisinin binormal vektorii
lineer bagimli ise, & egrisine Mannheim egrisi Ve «” egrisine Mannheim partner egrisi denir ve

(o, ) ile gosterilir [23].

Teorem 2.5.12.012 deki timelike Mannheim egri ¢iftinin kargilikli noktalari arasindaki uzaklik

sabittir [24].

Teorem 2.5.13.00% deki timelike bir egrinin, timelike Mannheim egri olmas1 igin gerek ve yeter
sart egrinin x egriligi ve 7 burulmasi arasinda ¢ sifirdan farkli bir sabit olmak {izere,
c(x’-1°)=x

bagintisinin olmasidir [24].

15



3. BULGULAR

3 de spacelike bir regle yiizey; dayanak egrisi spacelike ve ana dogrusu spacelike bir

dogru alinarak elde edilebilir. Diger yandan, [1° de timelike regle yiizeyleri farkli sekillerde elde

etmek miimkiindiir. Dayanak egrisi spacelike bir egri ve ana dogrular1 timelike alinarak timelike
regle yiizey elde edilebilir veya dayanak egrisi timelike bir egri ve ana dogrular1 spacelike dogrular
alinarak yine timelike regle yiizeyler olusturulabilir [18].

Bu boliimde, Minkowski 3-uzayda yukarida bahsedilen yiizeyler i¢in agilabilir olmayan
regle yiizeyler ele alinarak, bu yilizeylerdeki striksiyon cizgilerinin sirasiyla; helis, slant helis,

Bertrand ve Mannheim egrisi olma durumlari incelenecektir.

3.1. Minkowski 3-Uzayda Acilabilir Olmayan Timelike Regle Yiizeylerin Striksiyon Cizgisi

X (u,v) =a(u)+vb(u) Minkowski 3-uzaymnda (b(u), b(u))=+1 ve [(b'(u),b'(u))|=1
olmak {izere agilabilir olmayan bir timelike regle yiizey olsun. Burada U ; de Sitter uzaymda S;
de ((b(u), b(u)y=1) ya da hiperbolik uzayda H? de ({b(u), b(u))=-1) b(u) egrisinin yay
uzunluk parametresidir [13]. Tez boyunca a(u) nun X(u,v) timelike regle yiizeyinin striksiyon
cizgisi oldugu kabul edilecektir. Yani; (a’(u),b’(u))=0 oldugu kabul edilecektir. Diger taraftan,
spacelike ya da timelike olan a(u) egrisi icin X (u,Vv) regle yiizeyinin egimi

6(uy) =—(@'(uy), b(uy))

olarak tanimlanir [10].

Bu béliimde agilabilir olmayan timelike regle yiizey iki sekilde ele almacaktir. Oncelikle

dayanak egrisi timelike ve dogrultmani spacelike olan regle yiizey {izerindeki striksiyon ¢izgisi

incelenecektir.

3.1.1. Dayanak Egrisi Timelike ve Dogrultmam Spacelike Olan Acilabilir Olmayan Timelike
Regle Yiizeyin Striksiyon Cizgisi

X (u,v) =a(u)+vb(u) spacelike dogrultulu agilabilir olmayan bir timelike regle yiizey
olsun ve a(u); X(u,v) nin dayanak egrisi ve ayn1 zamanda striksiyon ¢izgisi olsun. Burada

u;b(u) nun yay uzunluk parametresi olmak tizere b(u) nun birim kiiresel Frenet gatisi;

16



X (u)=ca(u)
a'(u)=ex(u)—kg (u)y(u)
y'(u)=—k; (u)a(u)
olmak tzere, {a, X, y} ticliisti ile verilebilir. Burada,

1, «a(u) timelike vektor
E =
-1, «a(u) spacelike vektor

olarak tanimlamr [13]. Ayrica a'(u) = A(U)X(u)+ £(u)y(u) olarak ele alindiginda ve k, (u) da
b(u) nun kiiresel egrilik fonksiyonunu gostermek tizere, X (u,V) regle yiizeyi; {A(u), z(u),k, (U)}
ticliisii ile verilir. Buradaki A, z,k; fonksiyonlarma X(u,v) nin yap: fonksiyonlari adi verilir

[10,11].
O halde ¢ nabagl olarak iki durum s6z konusudur.
1.Durum: «(u) timelike olsun. Bu durumda striksiyon ¢izgisinin x egrilik ve 7 burulma

. A .
fonksiyonlar1 — orani sabit olmak {izere sirasiyla,
U

A+ pk,
K=

A%+ 1P
ve

e O = 230+ G i K, = ) + 22+, + 240 )Xt )
(A2 + 1) ( A+ 1K,y )? + (A = Apd')

bulunur. Yine i orani sabit alinirsa,
U
Ak, —u

9

T =
A%+ 1t

olarak hesaplanir. Boylece asagidaki teoremleri ifade edebiliriz:

Teorem 3.1.1.1. Yukaridaki notasyonlar altinda a(u) striksiyon ¢izgisinin helis egrisi olmasi i¢in
A . A , . s .
gerek ve yeter sart — orani Sabit, e[l ve ¢# — olmak iizere kiiresel egrilik fonksiyonunun,
7

_u+cA
A—-cu

k

9
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esitligini saglamasidir.

Ispat: Bilindigi gibi bir egrinin helis egrisi olmasi igin ¥ oranimin sabit olmasi gerekir. O halde,
K

A . g . T .
— sabit olarak ele alinip, & ve 7 nun degerleri — oraninda yerine yazilirsa,
U K

£ (kg (K, = 1) (2 4 47)

K (YA k) (At k)

elde edilir. c el igin,

AK, — u

c=—2
A+ uk,

Ak, —p=cA+cuk,
kKy(A—cu)=cA+u

_p+cl
A—-Ccu

k

9

bulnur ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.1.2. Yukaridaki notasyonlar altinda yay parametresi ile verilen a(u) striksiyon

¢izgisinin slant helis olmasi i¢in ¢ €[] sabit olmak tizere, kiiresel egrilik fonksiyonunun,

3
Sk 4k,
1

g9

(A +u)?

esitligini saglamasidir.

Ispat: Teorem 2.5.7. de verilen ifadeden faydalanirsak, birinci duruma gore x ve 7 nun degerleri

yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,;

(zj' _ (A'k, +/1kg' — 1) A+ pk, ) — (A + 'k, + ,ukg')(/lkg —u)
(A+ 1k, )’

K

(Zj' k(A7)
k) (A+uk,)

bulunur. Boylece,
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(A+ 1k, )’
K_(zJ _ (A2 + 4% k, (22 + 1)
(2'2—1(2)5 [(lz—uz)(kgz—l)—4ﬂ,,ukg }5 (ﬂ+,ukg)2

(A2 +u°)?

bulunur. Bulunan bu ifadenin sabit olmas1 gerekeceginden C bir sabit olarak segilirse

3

& (gj _ (A k)’ (A% +12)? k(2% + )
(- x)? B T2 iy -0 - angak, o P HK)

K

elde edilir. Buradan striksiyon c¢izgisi yay parametresi ile verildigi i¢in gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

3
o SOk —aAuk,)?

g

1
(2° +u*)?

olarak istenen sonug¢ bulunur.

Teorem 3.1.1.3. Yukaridaki notasyonlar altinda eger yap1 fonksiyonlarinin
A+ pk,
1+k;

ve
—p+ 2K,
1+k;

bigimindeki oranlar1 sabitse striksiyon ¢izgisi Bertrand egrisi olur.

Ispat: A ve B sabitleri i¢in Ax+Br =1 ise egrinin Bertrand egrisi oldugunu biliyoruz. Bu
Ky —
A%+

+ ik,
A%+ 1P

durumda striksiyon ¢izgisinin yukaridaki egrilik x = ve burulma 7 =

degerleri
yerine yazilir ve diizenlenirse,
AL+ Ak, +Bak, —Bu=A"+ 1
A(A+Bk,) + p(Ak, —B) = 2%+ 11’
olur. Ak, —B=u ve A+Bk, =1 olarak secilirse,
A=1-Bk,,

(2—Bk, )k, ~B = u
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Ak, —Bki —B=u
Ak, — 1 =B(1+k?)

AK, —u

— 9

1+ k;

bulunur ve
Ak, =u+B

_,u+,uk§+ﬂ,kg—,u
‘- 1+k?

g

Ak

A:i+y%
1+k;

elde edilir.

Teorem 3.1.1.4. Striksiyon ¢izgisinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ sifirdan
farkl1 bir sabit olmak tizere;

(A k(A + 1)
(A - ) A-K) + AAuk,

oraninin sabit olmasidir.

Ispat: Teorem 2.5.13 den biliyoruz ki, egrinin Mannheim egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart &

ve 7 egrilik ve burulma fonksiyonlar1 ve cell , ¢ #0 olmak iizere;
c(x’—7*)=x
esitliginin saglanmasidir. O halde degerler yerlerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa,

(/1+,ukg)2 ~ (2K, — u)? _ A+ uk,
(124'/«12)2 (/12+/u2)2 212"',”2

c[ﬁ (1-k2) -1 (1-K2 )+ 44k, ] = (A+ K Y(A? + %)
elde edilir ve buradan

(A+ 1k, )(A® + 1)
(22— 1) (A—K?) + AAuk

bulunur.
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2.Durum: «(u)spacelike olsun. Boylece, b(u) nun birim kiiresel Frenet catisi,
X'(u) = a(u)
a'(u) =—x(u) -k, y(u)
y'(u) = kg (U)ex(u)

olur [13]. £ orani sabit alindig: taktirde
U

Kk, =2
AP

K=

o 4 —,ukg)(—/lszl + /”t,ukg2 +Au —,uzkg)
(A +1°)(A— pek,)?
Gk )= 2k)
(A° + 1) (A — pik,)
_ H— K,
A+ it

T

bulunur. Boylece asagidaki teoremleri ifade edebiliriz:

Teorem 3.1.1.5. Yukaridaki notasyonlar altinda a(u) striksiyon ¢izgisinin helis egrisi olmasi igin

A 1 .
gerek ve yeter sart c €[] ve ¢c#—— olmak lizere, kiiresel egrilik fonksiyonunun
U

1—CA

k =
A+cu

9

esitligini saglamasidir.

. : . . . .. T : . A :
Ispat: Bir egrinin helis egrisi olmasi i¢gin — oraninin sabit olmasi gerekir. O halde — sabit ve
K H

ve 7 nun degerleri yerlerine yazilirsa,
z 12K /12"'/12_(:
K AP+put A — Kk,

bulunur. Burada c €[] dir. Boylece,
u—AK, =cA—cuk,

u—ci=k,(1+cu)
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olarak hesaplanir.

Teorem 3.1.1.6. Yay parametresi ile verilen striksiyon ¢izgisinin slant helis olmasi igin ¢ €
olmak tizere, kiiresel egrilik fonksiyonunun

3
e c(1—k?)?
[¢] 12_'_#2

esitligini saglamasidir.

Ispat: Teorem 2.5.7. den 6ncelikle (zj orani
K

K

(zj:(M—ﬂ*g—1%3M~¢mg—(y—M%XW—ﬂkg-y%)
(/1—,ukg)2

(zj___ﬁL__
K (A4 = uk, )?
bi¢iminde hesaplanir. Boylece bir Csabiti igin;
(2~ ik, )’
/('2 (Tj _ (12+lu2)2 kg
(2 —x?)2 " { 1-k?2 ]z(i‘“kﬁz
g

ky (2 + 1)
—§ =C
(1-k)?
bulunur ve buradan

3
oo Sk
9 124‘/12

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.1.7. Farzedelim ki yukaridaki notasyonlar altinda yap1 fonksiyonlarinin kg2 #1 olmak

uzere
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p+ Ak,

1K
ve

A+ pk,

1K

bi¢imindeki oranlari sabit olsun. Bu durumda, striksiyon ¢izgisi bir Bertrand egrisidir.

Ispat: Ax+Br =1 ise egrinin bir Bertrand egrisi oldugunu biliyoruz. O halde egrilikler yerlerine
yazilrsa,

AL— Ak, +Bu—BAk, =212+ uf

A(A—BK,)+ u(B— Ak ) = A° + 1i?

A-Bk, = 4
A=+BK,
B— Ak, = u

olarak secilirse,

Bk, (A+Bk,)=u

2
B— Ak, —Bk; = u
B u+AK,
2
1-k,
sabiti elde edilir. Diger taraftan,
A=1+BkK,
+ Ak
Iy kK,
1-k,
=i+y%
1-k?

elde edilir.

Teorem 3.1.1.8. Striksiyon ¢izgisinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ sifirdan

farkl1 bir sabit ve A% # 1, k; #1 olmak lizere;
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oo (A—uk ) (A% + 1)
(A% - u*)A-K?)

ifadesinin sabit olmasidir.

Ispat: Bilindigi gibi timelike bir egrinin timelike Mannheim egrisi olmasi icin cel] ve ¢ =0
olmak {izere C(Kz — 72) = k esitliginin saglanmasidir. Burada x ve 7 sirasiyla egrilik ve burulma

fonksiyonlaridir. O halde,

3 (A—uky)”  (u=2K,) | A—pky
(12_'_/12)2 (/12+’u2)2 /12_'_#2

C(ﬁ + K2 = 220k, — 1® + 224K, — A°K?

/12+qu J:/l_'ukg

. (A—uk ) (A% + 1)
7 1) K)

bulunarak ispat tamamlanmis olur.

3.1.2. Dayanak Egrisi Timelike ve Dogrultmani Timelike Olan Acilabilir Olmayan Timelike
Regle Yiizeyin Striksiyon Cizgisi

X (u,v) =a(u)+vb(u) ; ¢(b(u),b(u)y =-1 olmak iizere agilabilir olmayan bir timelike regle
yiizey olsun. b(u) birim kiiresel egrisinin kiiresel Frenet formiilleri x(u) =b(u), x'(u) = a(u) ve
y(u) = a(u) A x(u) olmak tizere,
X'(u) = a(u)
a'(u) = —x(u) —ky () y(u)
y'(u) = kg (U)ex(u)
bicimindedir [13]. a’(u) =—A(u)x(u)+ x(u)y(u) olmak iizere, a(u); X(u,v) nin sitriksiyon

A
¢izgisi olsun. — sabit olmak kosuluyla a(u) nun egrilik ve burulma fonksiyonlar1 sirasiyla
7

2 _ k) (A4 40
- My

(A + u7)?

A+ uk,
K="3 2
A +u
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z__,u+/1kg

_12+,uz

olur. Bu egrilikler kullanilarak asagidaki teoremler ifade edilebilir:

Teorem 3.1.2.1. Yukaridaki notasyonlar altinda striksiyon ¢izgisinin helis egrisi olmasi igin gerek

A e .
ve yeter sart C €] ve ¢# — olmak lizere k; egrilik fonksiyonunun,
U

CA—u
A—Cu

k =

9

esitligini saglamasidir.

Ispat: Diger ispatlara benzer bicimde burada da L orani bir cell sabitine esitlenirse,

K
T _/J-l-ﬂ,kg F e
K_}Hr,ukg -

olur. Buradan kolaylikla
u+ 2k, =cA+cuk,

Ak, —cuk, =cA—u

bulunmus olur.

Teorem 3.1.2.2. Yay parametresi ile verilen striksiyon ¢izgisinin slant helis olmasi i¢in gerek ve
yeter sart C el olmak tizere, k, egrilik fonksiyonunun

3
c(l-k?)?

k'=
/12+,u2

9

esitligini saglamasidir.

2

Ispat: Teorem 2.5.7 geregi 7°—«x°#0 olmak iizere, .

(zj ifadesinin sabit olmasi
(" -x%)?

striksiyon ¢izgisinin slant helis oldugunu gosterir. Buna gore,

[zj' (o Ay + A YR ) = (e AR A+ 'k + ek )
(2+ 4k, )

K
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bulunur. Buradan;

Gk
K2 (1) _ (12 +,u2)2 _kg
3 3 2
(T2 B KZ )E K 1— ng Jz (/l + ﬂkg)

: (Tj’ =_(l+ﬂk9)2 (A% +pu?)’ kg’

(124_#2)2 (1_k2)g (/1+/ng)2
g

K’ (r j' kg’(/lz +1°)
I Ny &9
(1—k92)2
3
_c(l-k})?
A%+ 1

olarak bulunur.

Teorem 3.1.2.3. Farzedelim ki; A,k ; timelike regle yiizeyin yapi1 fonksiyonlari ve kg =1

olmak iizere,

ve

oranlart sabit olsun. Bu durumda, regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi bir Bertrand egrisidir.

Ispat: A Bell olmak iizere, Ax+ Bz =1 ise egrinin Bertrand egrisi oldugunu biliyoruz. O halde

x ve 7 degerleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

A(A+ k) +B(u+ k) = A%+ 11
AL+ Auk, +Bu+Bak, = A* + u*

A(A+Bk )+ 1(Ak, +B) = A2 + 1*
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olur. 2=A+Bk, ve u=B+ Ak, olarak secilip diizenlenirse,
B+k,(1-Bk,)=u

B+ 1k, —Bk; = U
B(l—kgz) = p— 7K,
— H =2k

B=2__"29
1K

ve
u—AK,

olarak bulunur.

Teorem 3.1.2.4. Striksiyon ¢izgisinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ sifirdan

farkl1 bir sabit ve A% # 1%, kg2 #1 olmak iizere,
(A+ K, (A2 + %)
= 2 2 2
(A7 = p7)A-ky)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat: Timelike bir egrinin timelike Mannheim egri olmasi icin cell ve c#0 olmak iizere,

C(K‘Z—TZ):K‘ esitliginin saglanmasi gerekir. Burada x ve t sirasiyla egrilik ve burulma

fonksiyonlaridir. O halde,

(/1+,ukg)2_(,u+ﬂ,kg)2 :i+,ukg
(12_'_#2)2 (/12+lu2)2 2/24_#2

A%+ 1K+ 200K — 11> — 2 0k, — A%K2
(E b A
AT+ u

esitliklerinden kolaylikla
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oo (A+ 1k ) (A% + 1)
(A* - u*)A-k;)

elde edilir.

3.2. Dayanak Egrisi ve Dogrultman1 Spacelike Olan Agilabilir Olmayan Spacelike Regle
Yiizeyin Striksiyon Cizgisi

X(u,v) =a(u)+vb(u) acilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey olsun. x(u) =b(u),
X'(u) =a(u) ve y(u) =a(u) Ax(u) olmak iizere b(u) kiiresel egrisinin kiiresel Frenet formiilleri
X'(u) = a(u)
a'(u) = ex(u) —kg (U)y(u)
y'(u) =—k, (U)a(u)
dir. Burada,

|1 y(u) spacelike vektor
-1 y(u) timelike vektor

. . A
Olur [13]. Striksiyon ¢izgisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 yukaridaki sartlar altinda ve —

U
sabit alinmak tizere egrilik ve burulma fonksiyonlar sirasiyla,
K:i+y%
A%+ 1t
ve
e Ak, —u
A+t

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.1. Striksiyon ¢izgisinin yukridaki tanimlar altinda helis egrisi olmasi i¢in gerek ve

A .
yeter sart Cel] ve ¢# — olmak iizere,
yri

olmasidir.
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Ispat: Bilindigi gibi ¥ oram sabit olursa egri helis olur. Bu durumda bir ceJ ig¢in,
K

AK, —

_ _
A+ uk,

c

A=

kKy(A—cu)=cA+u

_p+ca
A—-cu

k

9

olur.

Teorem 3.2.2. Yukaridaki tanimlamalar altinda yay parametresi ile verilen striksiyon ¢izgisinin

slant helis olmasi i¢in normalin spacelike olmasi durumunda c €l ig¢in

8

, c(l—k2—4Auk,)?
kg = 2 N2
(A" +u)

olur. Burada y timelike olarak se¢ilmistir. Eger y spacelike olarak segilirse;

3
Ky =c[ (A° = 1*)(k; —D)—4Auk, |2

dir.

Ispat: Teorem 2.5.8"den biliyoruz ki egrinin normali spacelike ise ¢ €[] ve 72 —&? sifirdan farkli

olmak iizere,

ifadesinin sabit olmasi gerekir. O halde,
- (EJ _ (k) (A°+ 1) ky (2447 _
3 2 2y2 3 2
(TZ_KZ)Z (/1 +u ) I:(AZ_/JZ)(kS —1)—4l,ung2 (Z"‘/ukg)

K
olur. Eger y timelike ise

3

, C(l—k,*—4Auk,)?
kg = 2 N2
(A" +u)

olur ve y spacelike ise

3

ky =c[ (A2 = 1 )(K? —1) — 4 Auk, |2
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olarak elde edilir.

Teorem 3.2.3. Yay parametresi ile verilen striksiyon ¢izgisinin slant helis olmasi igin normalin

timelike olmast durumunda c €lJ igin

, 1 o
k' =c (L+k2)?

’ »\//12 + 1
olur. Burada y timelike olarak ele alinmistir. Eger y spacelike ise

3

k, =c(l+k?)?
veya

,  (cu+d)?
Ky=—""—
1-(cu+d)

olur.
Ispat: Normal timelike ise a(u) spacelike striksiyon ¢izgisinin yay parametresine gore slant helis

'
K'2 T
—i —| —
K

(% + K%)?

olmasi i¢in

ifadesinin sabit olmasi gerektigini Teorem 2.5.8 den biliyoruz. Buna gore c €[] olmak iizere,

SR PGS 2o LT
3 T (92 2y2 3 3 2
(2’ +u ) (/12 +,Ll2)5(1+k§)5 (ﬂ,-i-/,lkg)

(r° +1<2)E
kg'«/;tz +u° B

3
(L+K?)?

K

C

bulunur. Eger y timelike ise

3

2

; —,_/12 +ﬂ2 @+ kg)z
y spacelike ise,

3

k, =c(l+k?)?

olur. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse, ¢,d €[ olmak iizere,
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,  (cu+d)?
¢ 1-(cu+d)?

elde edilir.

Teorem 3.2.4. Dayanak egrisi ve dogrultmani spacelike olan agilabilir olmayan spacelike regle
yiizeyin yap1 fonksiyonlarina gore

A+ pk,

1+k;

ve

AK, —u

9

2
1+ kg

ifadelerinin sabit olmas1 durumunda regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi Bertrand egrisi olur.

Ispat: A Bel icin Ax+Br =1 ise egrinin Bertrand egrisi oldugunu biliyoruz. Buna gore,

T:/lkg—,u
A2+ u?
A+ pk,

K=
A%+ 1P

degerleri yerlerine yazilirsa,
AL+ Ak, +Bak, ~Bu=A"+u’
ve
u=Ak,—B
A= A+BKk,
olarak secilirse,
A(A+BK,) + u(Ak, —B) = 2% + ui?
A=1-Bk,,
(A-Bky)k,—B=pu
Ak, —Bkgz—B:,u
Ak, — =B+ kgz)

AK, — u

9

2
1+ kg
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bulunur. Diger taraftan,
Ak, =pu+B

_,u+,uk§+ﬂ,kg—,u
‘- 1+k?

g

Ak

A+ uk
.
1+kg

elde edilir.

Teorem 3.2.5. Yukaridaki notasyonlar altinda spacelike striksiyon ¢izgisinin Mannheim egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(A + 12 )(A+ pik,)
(i~ A) A K2) — 4k,

ifadesinin sabit olmasidir.

Ispat: Spacelike bir egrinin Mannheim egri olmas1 icin ¢ sifirdan farkli bir sabit olmak iizere,

2

c(r’ -k =«

denklemini saglamasi gerekir. Burada x ve 7 sirasiyla egrinin egrilik ve burulma

. [(ikg—y)Jz_((iJr,ukg)T _ A ek,

(A" +u) (A% +u) A%+

c /12kg2 i 22k, —A? —,uzkg2 — 22k,
A%+ 1

fonksiyonlaridir. O halde;

}=ﬂ+y%

of 4 (1-K2) = A2 (A=K2) = 4Apky |= (A7 + 1”)(A+ pik,)
o[ (i =27)U—kg) —4Auk, | = (27 + 1) A+ ik,

(A% + 1) (A + pek,)
(A7) LK) — 4k,

olarak elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde, tez calismasinin genel bir degerlendirmesi yapilarak, ¢alismanin katkilari ve

ilerki ¢alismalar icin birtakim Oneriler verilmistir.
4.1. Sonuclar

Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda acgilabilir olmayan spacelike ve timelike
regle yiizeyler ele alinmistir. Bu yiizey tipleri i¢in ylizeylerin dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi
olarak ve dogrultmanda yay parametreli birim kiiresel egri olarak se¢ilmistir. Yap1 fonsiyonlari ile
ifade edilen striksiyon ¢izgisinin ayri ayri durumlar i¢in egrilik ve burulma fonksiyonlari
hesaplanmistir. Elde edilen bu egrilikler kullanilarak bazi 6zel egriler arasinda bagintilar
kurulmustur. Yani bu striksiyon ¢izgisinin hangi sart altinda helis, slant helis, Bertrand veya
Mannheim egri olma sartlar1 elde edilmistir.

Bu durum,
K
y7i

ifadesi sabit alinarak x egrilik fonksiyonu ve 7 burulma fonksiyonu daha sade olarak
hesaplanmistir. Boylece, daha sade ve anlamli bir durum olarak ele alinan bu egrilikler vasitasiyla
yukarida bahsi gegen Ozel egrilerin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 arasindaki iliskiden

yararlanarak, striksiyon ¢izgisi i¢in X (u,v) nin yap1 fonksiyonlar1 temelinde bagitilar elde

edilmistir.
4.2. Oneriler

Bu tezde, ele aldigimiz helis, slant helis, Bertrand ve Mannheim egri gibi 6zel egrilere
ilaveten involiit-evoliit egrileri gibi diger bazi1 6zel egriler temelinde de striksiyon c¢izgisi
incelenebilir.

Ayrica, burada elde edilen sonuglar; yar1 Galile, Galile uzay:1 gibi baska uzay tiplerinde

yeniden incelenip farkli teoremler ve sonuglar elde edilebilir.
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