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hocam saymn Dog. Dr. Umit Ertugrul’a, Arastirma Gorevlisi olarak gorev yaptigim Ankara
Hac1 Bayram Veli Universitesi Matematik Béliimiinde birlikte ¢alismaktan gurur ve onur
duydugum, fikirleriyle bu akademik yola 1s1k olarak her daim bana giivenip destek olan
saygideger hocam Prof. Dr. Fatih YILMAZ’a ayrica Karadeniz Teknik Universitesi
Matematik Boliimiindeki diger tiim hocalarima da yiiksek lisans 6grenimim siirecinde

gosterdikleri ilgi ve verdikleri bilgilerden dolay1 tesekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim.
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

UCGENSEL NORMLARDAN ELDE EDILEN KONGRUANSLAR YARDIMIYLA
UCGENSEL NORMLARIN PARCALANISI

Samet ARPACI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Prof. Dr. Funda KARACAL
2024, 45 Sayfa

Bu caligmada, smirli bir kafes iizerinde T-dagilmali eleman, faktdr kongriiansi, basit
tiggensel norm ve pargalanamaz t-norm kavramlarini T-uyumlu kongriians yardimiyla
tanitilmis ve ilgili 6zellikleri incelenmistir. Bir Boole cebirindeki en kiigiik t-normun basit
oldugunu gozlemlenmistir. T-dagilmali eleman vasitasiyla bir kongriians elde edilmis ve
bu tip kongriiansin bazi ozellikleri arastirilmistir. Herhangi bir T t-normunun direkt
parcalanabilirligi ile supremumu T-V-pargalanabilir olan T-dagilmali elemanlar arasinda
bir iliski elde edilmistir. Ayrica, sinirli bir kafes tizerindeki herhangi bir t-normun, ancak
ve ancak onun altinda kalan smirh kafesin direkt parcalanamaz olmasi durumunda direkt
parcalanamaz oldugunu gosterilmistir. Sonlu sinirlt bir kafes iizerindeki herhangi bir T t-
normunun direkt parcalanamaz t-normlarin direkt c¢arpimina izomorf oldugunu
gosterilmistir. Son olarak, bazi agiklayici Ornekler eklenerek elde edilen sonuglar

desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinirli kafes, Ucgensel norm, Kongriians, Faktdr kongriiansi.
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Master Thesis

SUMMARY

TRIANGULAR NORM DECOMPOSITION THROUGH METHODS USING
CONGRUENCE RELATIONS

Samet ARPACI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematic Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Funda KARACAL
2024, 45 Pages

In this paper, we introduce the concepts of T-distributive element, factor congruence,
simple triangular norm and indecomposable t-norm on a bounded lattice through
T-compatible congruence and study their related properties. We observe that the smallest
t-norm on Boolean algebra is simple. We obtain a congruence by means of T-distributive
element and investigate some properties of this type of congruence. A relation between the
direct decomposability of any t-norm T and T-distributive elements whose supremum is
T-v-decomposable is obtained. Further, we show that any t-norm on a bounded lattice is
directly indecomposable if and only if its underlying bounded lattice is directly
indecomposable. We show that any t-norm T on a finite bounded lattice is isomorphic to a
direct product of directly indecomposable t-norms. Finally, some illustrative examples are
added.

Key Words: Bounded lattices, Triangular norm, Congruence, Factor congruence.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Kiime kapsama bagintisi

: Kesisim

: Uzerindeki siralama bagimtis1 < olan siral1 kiime
: Izomorfi

: L kiimesinin eleman sayis1

: Infimum

: Supremum

: a Ve b elemanlarinin infimumu

: a Ve b elemanlarinin supremumu

: a ve b elemanlar1 kiyaslanamaz

: x elemaninin komplementi

: a elemaninin © denklik bagintisina gore denklik sinifi

: L iizerindeki en kii¢lik kongriians

: L tizerindeki en biiytik kongriians

:{T1, T, ..., T} kimesinin kartezyen ¢arpimi

:{T; | i € L} ailesinin kartezyen ¢arpimi

: L kafesinin komplementlenebilir elemanlarinin kiimesi
: L kafesi tizerindeki tiim kongriianslarin kiimesi

: L kafesi lizerindeki tiim t-uyumlu kongriianslarin kiimesi



1. GIRIS

1.1. Genel Bilgiler

Birim aralik iizerindeki ii¢ggensel normlar sistematik olarak Schweizer ve Sklar
tarafindan 1983’te olasiliksal metrik uzaylar gergevesinde incelenmistir (Schweizer ve
Sklar, 1983). Bunlar, 6rnegin eklemeli olmayan 6l¢ii ve integral teorisinin yani sira bulanik
mantik ve uygulamalari (Hoéhle and Klement, 1995; Klement, Mesiar and Pap, 2000b;
Liang and Pedrycz, 2009) gibi matematigin bir¢ok 6zel alaninda vazgegilmez bir rol
oynarlar. (Alsina, Frank and Schweizer, 2006; Klement, Mesiar and Pap, 2000a).

Son yillarda sinirli kafesler iizerinde t-normlar arastirmacilar icin oldukga ilgi ¢ekici
bir arastirma konusu olmus ve bir¢ok farkli agidan arastirilmistir (Ertugtul, Karacal and
Mesiar, 2015; Karagal and Khadjiev, 2005; Saminger, 2006). Smirli kafesler {izerinde
ticgensel normlari incelemek, yalnizca liggensel normlarin daha derin bir teorik analizine
hizmet etmekle kalmaz, ayn1 zamanda bir¢ok uygulama alanina ve iiggensel normlarla
yakindan iligkili diger bir¢ok bulanik baglaglarin (uninormlar, nullnormlar, vb.) daha iyi
anlasilmasina da katkida bulunur. Tiim bunlar1 goz Oniinde bulundurarak, tiggensel
normlarin cebirsel ¢alismasi, sinirli kafesler tizerindeki tiggensel norm yapisinin daha iyi

anlasilmasinda 6nemli bir role sahiptir.

Bu katkinin temel amaci, t-kongruanslari kullanarak tiggensel normlarin yapisini
anlamaktir. Carpim kafesi lizerinde t-normlarin direkt ¢arpimi kavrami De Baets ve Mesiar
tarafindan 1999’da tanitildi (Baets ve Mesiar, 1999). Onlar t-normlarin direkt ¢garpimi olan
bir carpim kafesi iizerinde V-dagilmali t-normlar1 karakterize ettiler. (Jenei ve Baets,
2003)’de, Jenei ve De Baets, direkt ¢arpim olmayan carpim kafesleri iizerinde t-normlari
olusturmak i¢in bir yontem sunmustur. (Karagal ve Khadjiev, 2005)’de, Karagal ve
Khadjiev, bir L tam kafesi iizerinde sonsuz v-dagilmali t-normun direkt parcalanabiliriligi
ile L'min notr elemant 1'in direkt parcalanabilirligi arasinda bir iliski verdiler. (Chajda,
Halas ve Mesiar, 2020)’de, sirali kiimelerin direkt carpimlari iizerinde birlesme

fonksiyonlariin pargalanabilirligi hakkinda daha derin bir ¢alisma sunuldu.



Bu c¢alismanin katkist su sekilde Ozetlenebilir. T-uyumlu kongruans kavramiyla
baslanmis ve onun homomorfizmalarla iligkisi sunulmustur. Sinirli kafesler tizerinde direkt
pargalanabilir t-normlar, supremumular1 T-V-pargalanabilir olan komplementlenebilir
T-dagilmali elemanlara sahip olup olmadiklarina gore karakterize edilmistir. Ayrica, sonlu
smirlt bir kafes iizerindeki herhangi bir t-normun, direkt par¢alanamaz t-normlarin direkt

carpimina izomorf oldugu gosterilmistir.

Bu calisma asagidaki gibi diizenlenmistir. Bolim 1'de, ¢alisma icin bazi onemli
kavramlar ele alinmistir. Bolim 2'de t-normlar ve ilgili bazt homomorfizma teoremleri igin
kongriians tanimi verilmistir. Ayrica, Ty,'nin Boole cebiri iizerinde basit oldugunu
gosterilmistir. Ilaveten, T-dagilmali elemanlar vasitasiyla bir kongriians tanitilmis ve bu
kongriiansin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bir parcalanmanin varligi kanitlanmig ve bu
parcalanma, kongriians ve supremumu T-V-pargalanabilir olan komplementlenebilir
elemanlar kullanilarak belirlenmistir. Sonlu sinirli bir kafes itizerindeki herhangi bir
tiggensel normun, direkt pargalanamaz t-normlarin direkt ¢arpimina izomorf oldugunu
kanitlanmistir. Herhangi bir v- ve A-dagilmali t-normun V- ve A-dagilmali t-normlarin

direkt ¢arpimina izomorf olmasi igin gerekli ve yeterli kosullari elde edilmistir.

1.1. Kismen Sirah Kiimeler

Tamm 1.1.1: A bir kiime ve <, A iizerinde bir bagint1 olsun. Bu durumda, A yansima, ters
simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa < bagintisina 4 tizerinde bir siralama bagintisi

(veya kismen siralama bagintis1) denir. Bu 6zellikler sirasiyla asagidaki gibi verilir: Her

W,Vv,o € Aigin
Pl (u, ) €< (Yansima)
P2. (u,v) E<ve (v,u) E<iseu=v (Ters simetri)

P3. (u,v) €E<ve (v,0) €<ise (u,0) €< (Gegisme)



Eger (u,v) €< ise 0 zaman bu durum u < v seklinde gosterilir. Uzerinde bir <
siralama bagintis1 mevcut olan A kiimesine kismen sirali kiime (veya sirali kiime) denir ve

bu durum (4, <) ikilisi ile gosterilir.

Eger u,v € A igin u < v ise bu durum ‘u, v’y1 igerir’ seklinde okunur. Eger u < v ve
WU # v ise 0 zaman u < v yazilir ve ‘u, v’da 6z olarak icerilir’ seklinde okunur. Ilaveten,
‘u<vyanhs’ ise pu £ v yazilir. u £v ve u £ v ise ‘u ve v elemanlar1 kiyaslanamaz’

denir ve u || v notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.1.2: (4, <) kismen sirali bir kiime olsun. Bu taktirde, her u,v € 4 i¢in u < v

veyav < pise (4, <) kismen sirali kiimesine tam siral1 kiime (zincir) denir.

Onerme 1.1.3 (Birkhoff, 1967): (4,<) kismen sirali bir kiime ve S € A olsun. Bu

taktirde, (S, <) kismen sirali bir kiimedir. Dahasi, eger A bir zincir ise, S de bir zincirdir.

Ornek 1.1.4: R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan Q rasyonel sayilar, Z tam sayilar,
N dogal sayilar ve Ng pozitif dogal sayilar kiimeleri dogal siralamaya gore birer

zincirdirler.

Tamim 1.1.5: (4, <) kismen siral1 bir kiime olsun. Bu taktirde,

(1) Her x € A igin x < a sartin1 saglayan a € A elemanina sirali kiimenin en biiyiik

eleman1 denir ve EbeA ile gosterilir.

(i) Her x € A i¢in b < x sartin1 saglayan b € A elemanina sirali kiimenin en kii¢iik

eleman1 denir ve EkeA ile gosterilir.

(i)  Herx € Aigin a < x iken a = x oluyorsa, 0 zaman a € A elemanina maksimal

eleman denir ve maksimal elemanlarin kiimesi MaksA ile gosterilir.

(iv) Herx € Aigin x < b iken b = x oluyorsa, 0 zaman b € A elemanina minimal

eleman denir ve minimal elemanlarin kiimesi MinA ile gosterilir.



Tanim 1.1.6: (4, <) kismen siral1 bir kiime ve T € A olsun. Bu taktirde,

(1) Bir 4 € A elemanina T kiimesinin bir st sinir1 denir ancak ve ancak Vx € T
icin x < u sartin1 saglar. T kiimesinin iist sinirlarmin kiimesi T ile gosterilir.
Yani,
T={u€eA|Vx€Ticinx < u}
dir.

(i) Bir v € A elemanina T kiimesinin bir alt sinirt denir ancak ve ancak Vx € T igin
v < x sartin1 saglar. T kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi T ile gosterilir. Yani,
T={ved|vxeTiginv < x}
dir.

Tamim 1.1.7: (4, <) kismen sirali bir kiime ve T € A olsun. Bu taktirde EkeT elemanima
(varsa) T kiimesinin supremumu denir ve supT seklinde gosterilir. Dual olarak, EbeT

elemanina (varsa) T kiimesinin infimumu denir ve infT seklinde gosterilir.

1.2. Kafesler

Bu béliimde, bu ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlar hatirlatilarak dikkate

alinan notasyonlar agiklanmaistir.

Bir siirh kafes hem (L,A,V) seklinde bir cebirsel yap1 olarak hemde (L, <) seklinde
bir sirali kiime olarak tanimlanabilir. Bir kafesin bu iki tanimi birbirine denk oldugundan

amaglara gore (L,A,V) veya (L, <) notasyonlarindan herhangi biri serbestce kullanilacaktir.

Tanim 1.2.1 (Burris ve Sankapanavar, 1981): L iizerinde V ve A ikili islemleri taniml1
olan bostan farkli bir kiime olsun. Bu taktirde, eger asagidaki 6zellikler saglanirsa, L’ye bir

kafes denir.



L1

L2.

L3.

L4.

Tanmm 1.2.2. (Birkhoff, 1967): (P,<) kismen

@ uvv=vvyu
(b) uAv=vApu

@ uv@vp)=@vv)vp
(D) un(vAp)=WAvV)Ap

@uvu=up
Dy purp=u

@u=uv@EAv)
byp=pA@vv)

(Degisme kurallar1)

(Birlesme kurallari)

(Idempotent kurallarr)

(Sogurma kurallar)

siralt bir kiime olsun. P kismen sirali

kiimesinin Kkeyfi iki elemaninin supremumu Ve infimumu mevcut ise, P kismen sirali

kiimesine bir kafes denir.

Tanmm 1.2.3. (Birkhoff, 1967): (L,<) kismen sirali bir kiime olsun. L’nin her X alt

kiimesi i¢in supX ve infX mevcut ise, L kismen sirali kiimesine tam kafes denir

Tamim 1.2.4. (Birkhoff, 1967): Bir L kafesi en biiyiik eleman 1 ve en kiigiik eleman 0’a

sahip ise, bu taktirde L kafesine sinirli kafes denir.

Uyan 1.2.5. Tanim 1.2.3 ve Tanim 1.2.4’ten agikga goriiliir ki, her tam kafes bir sinirli

kafestir.

Tamim 1.2.6. Asagidaki sartlar1 saglayan bir L kafesine bir dagilmali kafes denir. Her

WV, p € L igin,

(i)

(i)

pA@Vvp)=@AV)V(Ap)

pv@Ap)=@VV)A@Vp).



Tanmm 1.2.7. L bir kafes ve her u,v,p € Liginegeru <vikenuv v Ap)=vAuVp)

esitligi saglaniyorsa, bu taktirde L’ye modiiler kafes denir.

Uyan 1.2.8. Tanim 1.2.6 ve Tanim 1.2.7 dikkate alindiginda dagilmali kafeslerin modiiler
oldugu kolaylikla goriiliir.

Tamm 1.2.4. (Birkhoff, 1967): 0 ve 1 elemanlarina sahip bir L kafesinin bir y elemaninin

komplementi u Av = 0 ve u Vv = 1 olacak sekilde bir v € L dir.

Comp(L) ile L kafesinin komplementlenebilir elemanlarinin kiimesi gosterilecektir.

Tammm 1.2.5. (Birkhoff, 1967): Eger L smirli bir kafes ve L’nin tiim elemanlari

komplemente sahip ise, bu taktirde L kafesine komplementlenebilir kafes denir.

Tamim 1.2.6. (Birkhoff, 1967): Eger 0 < u ve 0 < v < u olacak sekilde bir v elemani
yoksa, bu taktirde u € L ye atom denir.

Dual olarak coatom tanimlanir. Eger p,v € L kiyaslanamaz ise, bu durumda u||v

notasyonu kullanilacaktir.

1.3. Denklik Bagintilar:

Tamm 1.3.1: A bir kiime ve R, A {izerinde bir bagint1 olsun. Bu durumda, R yansima,
simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa R bagintisina A lizerinde bir denklik bagintis

denir. Bu ozellikler sirastyla asagidaki gibi verilir:

D1. Vu € A igin (u, ) € R dir. (Yansima)
D2. Vu,v € Aigin (i, v) € R ise (v,u) € R dir. (Simetri)
D3. Vu,v,0 € Aigin (u,v) € Rve (v,0) € Rise (u,0) € R dir. (Gegisme)

Burada, ¢ ve v elemanlarimi bir R ikili bagintis1 altinda iliskili elemanlar oldugunu

gOstermek i¢in u, v € L olmak tizere (i, v) € R gosterimi kullanilacaktir,



Teorem 1.3.2: L lizerinde herhangi bir R denklik bagintisi, alt kiimeleri R’nin denklik

siniflar1 olan L’nin bir pargalanigini olusturur.

L/R, R nin tiim denklik siniflarinin kiimesini géstermektedir ve boliim kiimesi olarak
adlandirilir. Eger R € L X L, L tizerinde bir denklik bagintis1 ise, bu durumda bir u € L’nin

denklik smifi [u]g = {v € L | (u,v) € R} ile tanimlanur.

1.4. Smirh Kafesler Uzerinde Kongriianslar

Bu boliimde, sinirh kafesler {izerinde kongriians kavramini hatirlatilarak bazi temel

ozellikleri verilmistir.

Tamm 1.4.1. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L bir smurl kafes ve ©, L iizerinde bir
denklik bagmntis1 olsun. Eger her u,v,p,0 € L ve (i,v),(p,0) € O i¢in (uAp,v A0),
(uVvp,vVvo) €O ise, 0 zaman O’ya A ve V ile uyumlu denir. Bu durumda @, L iizerinde

bir kongriians olarak adlandirilir ve (i, v) € 0 ise, u = v mod(®) olarak yazilir.

L’nin tiim kongriianslariin kiimesi ConL, keyfi kesisimler altinda kapalidir. Ayrica,

ConL’nin en biiyilk elemanm1 V,=L? ve en kiigiik elemam ise diyagonal bagmti

A ={(uww) | p€L}dr

Teorem 1.4.2. (Burris ve Sankapanavar, 1981): Kismi siras1 “S” bagmtisi olan ConL

kismi sirali kiimesi bir tam kafestir.

(L, <) tizerinde bir © denklik bagntisi igin, L/@ = {[u]e | 4 € L} lizerinde Vg Ve Ag

islemleri asagidaki gibi verilir:

[u]e Ve [V]e = [1V V]e,

[1]e Ao [V]e = [ AV]e.



Iyi bilinir ki, L/© iizerinde Vg Ve Ag islemleri iyi tanimlhidir ancak ve ancak @, L

tizerinde bir kongriianstir.

Tamm 1.4.3. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L bir smirli kafes ve ©, L tizerinde bir
kongriians olsun. Bu durumda (L/O,Vg,Ag), L modulo ©’nin boliim kafesi olarak

adlandirlir.

Tamm 1.4.4. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L smirli bir kafes olsun. Eger 0; ve 0,, L
tizerinde iki ikili islem ise, 0 zaman onlarin bagintisal ¢arpimi ©; o ®, su sekilde
tamimlanir: (u,v) € 0, o ©, ancak ve ancak (u,p) € ©; ve (p,v) € 0, olacak sekilde bir

p € L vardir.

0, ve 0,, L iizerinde kongriianslar ise, o zaman onlarin bagintisal ¢arpimi 0, o 0, L

tizerinde bir kongriianstir (Burris ve Sankappanavar, 1981).
Tammm 1.4.5. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L sinirh bir kafes ve ©,, ©, € ConL
olsun. Eger 0, c ©, = 0, o O ise, bu taktirde ®; ve ©, permutable (0, ve 0,-permute)

olarak adlandirilir.

Tamim 1.4.6. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L sinirli bir kafes ve 0, L iizerinde bir
kongriians olsun. Bu durumda, eger ® A ©®* = A;, OV 0" =V, ve 0, 0" permutable olacak
sekilde L tizerinde bir @ kongrilanst varsa, bu taktirde ©’ya L iizerinde bir faktor

kongriians1 ve O, ©* ¢iftine ise L iizerinde faktor kongriianslarinin bir ¢ifti denir.

Teorem 1.4.7. (Burris ve Sankapanavar, 1981): L smirl bir kafes ve ©,0* € ConL

olsun. Bu taktirde, asagidakiler denktir:

) 000" =0"00.

)0V =000

iii)@0 0" C 0" 0.



Iyi bilinir ki, ®, ®* € ConL, i¢in ® A ©* = 0 N ©* dir. Dolayisiyla, Teorem 1.4.7 ile,
0, 0" ¢ifti L iizerinde faktor kongriianlarinin bir ¢iftini olusturur ancak ve ancak

ONO" =4, veB o0 =V, (Burris ve Sankappanavar, 1981).

Teorem 1.4.8. (Burris ve Sankappanavar, 1981): L sinirh bir kafes olsun. Eger 0, 0%, L
tizerinde faktor kongriianlarinin bir ¢ifti ise, 0 zaman
a:L — L/® X L/0O*

p— ap) = ([ule, [1le-)
dontisimii ile, L = L/0 X L/0* dur.

1.5. Simirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar

Bu béliimde, bir smirli kafes tizerinde tiggensel norm kavrami tanitilmis, bazi temel

tanimlar ve 6zellikler verilmistir.

Tanmmm 1.5.1. (De Cooman ve Kerre, 1994): (L,<,0,1) bir smirh kafes olsun. Bir
ticgensel norm T (kisaca t-norm) L {izerinde degismeli, birlesmeli, monoton ve birim

elemani 1 olan bir ikili islemdir. Yani, T: L?> — L fonksiyonu her u, v, p € L i¢in

T1. T(uw,v) =T(v, 1) (Degismelilik)
T2. T(u, T (v, p)) =T(T(u,v),p) (Birlesme)
T3.v<piseT(uv) <T(up) (Monotonluk)
T4.T(u,1) = u (Sinir sarti)

Ozelliklerini saglar. Dual olarak t-konorm tanimlanir.
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Ornek 1.5.2: Literatiirde iyi bilinen dort temel t-norm Ty, Tp, Ty, Tp:[0,1]% = [0,1]

asagidaki gibi verilir:
Ty (u,v) = min(u,v) (Minimum)
To(u,v) = uv (Carpim)
T, (u,v) = max(u +v —1,0) (Lukasiewicz)

0, (u,v) €[0,1)2

Towv) = {min(,u, v), Aksihalde (Drastik garpim)

T, ve T, L tizerinde iki t-norm olsun. T; <T,:<= Her u,veEL igin
T, (i, v) < T,(u,v). Bu durumda, bir L simirli kafesi tizerinde en kiigiikk ve en biyiik

t-norm sirasiyla

WU, v=1

Twwv)=3v, u=1
0, Aksi halde

ve T)(u,v) = u A v olarak verilir.
Tamim 1.5.3. (Karacal ve Khadjiev, 2005): L bir kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun.

Bu taktirde, T t-normuna V-dagilmali denir : & Her u,v;,v, € L igin asagidaki esitlik

saglanir:

T(‘u, V1 \ VZ) = T(:u'ﬂ vl) \% T(.ul VZ)'

Dual olarak bir kafes lizerinde A-dagilmali t-norm tanimlanir.
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Tamm 1.5.4. (De Baets ve Mesiar, 1999): L bir sinirli kafes ve T, L tizerinde bir t-norm

olsun. Bu taktirde,

i) Bir 4 € L elemani T’nin bir sifir boleni olarak adlandirilir : & uAv #0ve T(u,v) =0

olacak sekilde bir v € L mevcuttur.

ii) L’nin bir u elemanina T-idempotent denir : & T (u, u) = w dur.

iii) Bir u € L\{0} eleman1 T’nin bir T-nilpotent eleman1 olarak adlandirilir : & ygn) =0
olacak sekilde bir n € N mevcuttur. Burada, ug”) = 0 notasyonu T(x,...,x) (n defa u

elemani) anlamina gelir.

Tamm 1.5.5. (De Baets ve Mesiar, 1999): L,, L, smirh kafes ve Ty, T, sirastyla L, ve L,
tizerinde t-norm olsun. Bu taktirde, L = L, X L, tizerinde her (uq,v;), (U, v,) € Ly X L,

i¢in
T, % Tz((ﬂ1:V1): (ﬂzlvz)) = (T1(ll1: Uz), Ty (V1'V2))

ile tanimlanan T; X T, t-normu T; ve T, nin direkt ¢arpimi olarak adlandirilir.

I keyfi bir index kiimesi ve |I| > 2 olsun. Eger her i € L igin T;, L; sinirli kafesi
tizerinde bir t-norm ise, bu taktirde L = [];¢; L; tizerinde [[;¢; T; t-normu benzer sekilde

tanimlanir.

Tamm 1.5.6. (Birkhoff, 1967): L ve M iki kafes olsun. Eger bir ¢p: L - M doniisiimii her
W, v € L igin asagidaki esitlikleri sagliyorsa bu durumda, ¢ bir kafes homomorfisi olarak

adlandirilir.
dpAv) =) Adv),

Puvv) =WV o).
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Tamm 1.5.7. (Karacal ve Khadjiev, 2005): L, M sinirh kafes ve T, P sirasiyla L ve M
tizerinde t-norm olsun. Bu taktirde, T ve P t-normlarina homomorfiktir denir : & Her

W,V € L igin

H(T(wv)) = P(H(w), HM))

olacak sekilde bir H: L — M kafes homomorfisi mevcuttur. Burada, eger H bijektif ise, bu
taktirde H’a izomorfizm denir. Eger H bir izomorfizm ise, T = P notasyonunu
kullanacagiz. Bu durumda H bir kafes izomorfisi oldugu i¢cin L = M notasyonunu

kullanacagiz.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. T-Uyumlu Kongriianslar, Homomorfizmler ve Basit Ucgensel Normlar

Bu boliimde, direkt parcalanamaz t-norm, faktdr kongriianslari ve basit t-norm
kavramlarini tanimlanmis ve baz1 homomorfizma teoremleri verilmistir. Ug¢gensel normlar
sadece L X L’den L’ye cebirsel fonksiyonlar oldugu i¢in tiggensel normlarin kongriiansi

asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 2.1.1: L bir sinirh kafes, T, L {izerinde bir t-norm ve @, L iizerinde bir kongriians
olsun. Bu taktirde @, T-uyumlu olarak adlandirilir : & 0 asagidaki uyumluluk 6zelligini

saglar: Her i € {1,2} igin eger a; = b; mod(0) ise,

T(a,,a,) = T(by, by,)mod(0)

Bir T t-normu i¢in tiim T-uyumlu kongriianslarin kiimesi ConrL ile gosterilir.

Uyan 2.1.2: Bir kongriians © birden fazla t-norm igin T-uyumlu olabilir. Ornegin, A, ve

V., her T t-normu i¢in T-uyumludur.

Onerme 2.1.3.: ©, ve ©, € ConyL olsun. Bu taktirde ©, o ©®, € ConyL dir.

Ispat: ©,, ©®, € ConL ise, ©, o0, € ConL (Burris ve Sankappanavar, 1981). Simdi,
a; = b; mod(0, 2 0,), a, = b, mod(0, o @,) olsun. Bu taktirde, a; = c; mod(0,),
¢; = by mod(0;) ve a, =c, mod(®,), ¢c; = b, mod(0,) olacak sekilde cq,c, €L
mevcuttur. 0, ©, T-uyumlu oldugundan,

T(ay,a3) = T(cq,cz) mod(0,),

T(cy,¢2) = T(by, by) Mmod(0©;)
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oldugunu biliyoruz. Buradan, T(aq,a,) =T(b;,b,) mMod(O; c0,) ve dolayisiyla
0, 0 0, € ConyL oldugunu elde ederiz.

Onerme 2.1.4: L bir sinirli kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde ConyL

kiime kapsama bagintisina gore bir tam kafes olusturur.
Ispat: Ispat kolaylikla elde edilir.

Uyan 2.1.5. (Burris ve Sanpkappanavar, 1981): ConL herhangi bir L kafesi i¢in bir

dagilmali kafes ve ConyL S ConL oldugu i¢in ConrL bir dagilmali kafestir.

Onerme 2.1.6: (L, <) bir smirh kafes, T, L iizerinde bir t-norm ve @ € ConyL olsun. Bu
taktirde,

Te:L/OXL/®O —L/O

([vle, [vle) — Te([vle, [vle) = [T(,v)]e

bir t-normdur.

Ispat: T t-normunun degismeliligi ve birlesmeliligi kullanilarak Tg’nin degismeli ve

birlesmeli oldugu elde edilir. Ayrica, her [v]g € L/O igin

To([v]e, [1]e) = [T (v, D]e = [v]e

oldugundan [1]g, Te'nin birim elemanidir. Son olarak, Tg’nin monoton oldugunu
gosterecegiz. Diger bir deyisle, [v]e,[v]e € L/Oicin [v]e <¢ [V]e iken keyfi bir
[ple € L/O icin [T(p,v)]e <e [T(p,Vv)]e oldugunu goéstermeliyiz. Bu durumda, kabul
edelim ki, [v]g,[v]e € L/O igin [v]g <@ [V]e Olsun. O zaman, [v]g Ag [V]e = [v]e dir.
Buradan, [uAv]g = [v]e elde ederiz. Bu (v Av,v) € O oldugunu gosterir. Ayrica, ©’nin
yansima Ozelligi ile, biliyoruz ki (p,p) € © dir. Dolayisiyla, ® € ConyL oldugundan
(T(v AV, p), T(v, p)) € 0O oldugunu ¢ikaririz. lyi bilinen bir gercektir ki,

(T(v, P)ANTW,p), T(w,p) AT (v, p)) € 0.
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Dolayisiyla, bu elemanlarin supremumu da © da olacagindan

(TwAv,p) V(T@,p) AT, p)),T(,p) Vv (TQ,p) AT(v,p))) € 6.

Buradan, T’nin monotonlugunu kullanarak,

(Tw,p) AT(v,p),T(w,p)) €O
elde edilir. Bunu akilda tutarak,

To([v]e, [ple) Ne To([V]es [ple) = [T, p)]e Ne [T(v, p)le
= [T(U, p) A T(V, P)]G)
= [T(v,p)]e

= To([vle, [ple)

elde ederiz. Boylece, Tg t-normu monotonluk sartini saglar. Sonug olarak, Tanim 1.5.1 ile,

Te bir t-normdur.

Tamm 2.1.7: T, |L| = 1 olan bir sinirh L kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde, T
t-normuna L tuzerinde trivial t-norm denir. Bu durumda, L kafesi de trivial olarak
adlandirilir. Aksi halde, T t-normuna L tizerinde non-trivial t-norm denir ve L non-trivial

kafes olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.8: (L, <) bir siirli kafes ve T, L lizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde, T
t-normuna L iizerinde direkt pargalanamaz t-norm denir :< T t-normu non-trivial

t-normlarin direkt carpimina izomorf degildir.
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Tamm 2.1.9: T; ve T, sirastyla L, ve L, smirl kafesleri {izerinde iki t-norm ve a: L; = L,

bir homomorfizm olsun. Bu taktirde a’nin ¢ekirdegi,
ker(a) ={(a,b) € L1 | a(a) = a(b)}

ile tanimlanir ve ker(a) ile gosterilir.

Teorem 2.1.10: T; ve T, sirasiyla L, ve L, sinirh kafesleri tizerinde iki t-norm olsun. Bu

taktirde, eger a: L; — L, bir homomorfizm ise, ker(a) € Conr, L, dir.

Ispat: ker(a)’nin L, iizerinde bir kongriians oldugunu gdstermek kolaydir. Dolayisiyla
ker(a)’nin T;-uyumlu oldugunu goéstermek yeterlidir. O halde, a,b,c,d € L igin
(a,b),(c,d) € ker(a) alalim. Bu durumda, (Ty(ac),T;(b,d)) € ker(a) oldugunu
gostermemiz  gerekir. Simdi (a, b),(c,d) € ker(@) oldugundan a(a) = a(b) ve

a(c) = a(d) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, @ bir homomorfizma oldugundan,

a(Ti(a,0)) = To(a(a), a(c)) = T(a(b), a(d)) = a(T, (b, d))
oldugunu elde ederiz. Bu ise, (T1 (a,c), T,(b, d)) € ker(a) oldugunu gosterir.

Tamm 2.1.11: (L, <) bir sinirh kafes, T, L tizerinde bir t-norm ve ® € ConrL olsun. Bu
taktirde fgo: L — L/0© doniisimdi,

fo(x) = [x]e

ile tanimlanir. fg nin 6rten bir homomorfizm oldugu kolaylikla gosterilebilir ve buradaki

feo’ya dogal homomorfizm denir.

Teorem 2.12, Tanim 2.13, Onerme 2.14 ve Teorem 2.15 bu kavrami netlestirmek icin

calismaya eklenmistir.
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Teorem 2.1.12. (U¢gensel Normlar icin Homomorfizm Teoremi): L,, L, iki sinirh kafes
ve T;, T, swrasiyla L, ve L, tizerinde iki t-norm olsun. Bu durumda, a: L, — L, 6rten bir
homomorfizma ise, 0 zaman B:Lj/ker(@) = Ly, B([xlker(w)): = @(x) ile tammlanan
yani, a = o frer(e) ©Olacak  sekilde bir izomorfi  mevcuttur.  Burada,

frer(a): L1 = Li/Ker(a) bir dogal homomorfizmdir.

Ispat: B: L, /ker(a) — L, olmak itizere [alier(a), [Dlker(a) € L1/Ker(a) keyfi elemanlar
icin - B([alkeray) = B([Plker(y) Olsun. O zaman a(a) =a(b) dir. Buradan,
(a,b) € Ker(a) yani, [alkera) = [Plrer(a) €lde edilir. Bu ise f’nin birebir oldugunu
gosterir. Simdi [ € L, keyfi bir eleman olsun. a 6rten oldugundan a(a) = [ olacak sekilde

bir a € L; vardir. Dolayisiyla, ﬁ([a]ker(a)) = a(a) = [ elde edilir. Boylece, g ortendir.

[laveten,
B (Tker(a) ([a] ker(a)’ [b] ker(a))) = ﬁ([Tl (a, b)]ker(a))
= a(Ty(a,b)) = T,(a(a), a(b))
=T, (,B([a]ker(a)); .B([b]ker(a)))
ve

ﬁ([a]ker(a) A [b]ker(a)) = B([a A b]ker(a)) = a(a A b) = a(a) A a(b)
= ﬁ([a]ker(a)) A ﬁ([b]ker(a))

elde ederiz. Benzer sekilde B([alker(a) V [Plrer)) = B([alkerw@) V B([Plker(a)) oldugu
gosterilir. Dolayisiyla, [ bir homomorfizmadir. Son olarak, her a € L; igin

(ﬁ ° fker(a))(a) = ,B(fker(a) (a)): ﬁ([a]ker(a)) = a(a) oldugundan g o fker(a) = a dir.

Boylece ispat tamamdir.

Yukaridaki homomorfizm teoremi “Birinci Izomorfi Teoremi” olarak da adlandirilir.
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Tammm 2.1.13. (Burris ve Sankappanavar, 1981): (L, <) bir sirl kafes, T, L iizerinde
bir t-norm ve 0, ® € ConL dyleki ® € & olsun. Bu taktirde ® /0 boliim kiimesi,

®/0 = {([a]e. [blo) € (L/©)?: (a,b) € P}

ile tanimlanir.

Onerme 2.1.14: ©,® € ConyL dyleki ® € ® olsun. Bu taktirde ®/0, L/0 iizerinde bir

To-uyumlu kongriianstir.
Ispat: Ispat kolaylikla elde edilir.

Teorem 2.1.15. (Ucgensel Normlar icin Ikinci Izomorfizm Teoremi) (Burris ve
Sankappanavar, 1981): L smirli bir kafes, T L iizerinde bir t-norm ve ©,d € ConL
oyleki ® € & olsun. Bu taktirde,

a([[a]G]CD/G) = [a]e

ile tanimlanan a: (L/0©)/(®/ ©) — L/ doniisiimii bir izomorfizmdir.

Ispat: a’nim bir iyi tanimli bir bijeksiyon oldugu kolaylikla gosterilebilir. Simdi, a’nimn
(L/®)/(P/ BO) dan L/P ye bir homomorfi oldugunu gosterelim. a, b € L keyfi olsun. Bu
taktirde,

¢4 (TCD/G)([a]d)/G): [b]CD/G))) = [a(T@([a]@, [b]e))]¢/®
= a([[T(a,D)]eDao/e

= [T(a, b)](b

= To([ale, [P]lo)

= To («(([alolo/o), a([[Blo]w/e))
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ve

a([lalelw/e A [[blelase) = a(llale A [blela/e)
= a([aAble)ose
= [a Able
= [ale A [blo

= a([lalelose) A a([[blelese)

elde ederiz. Benzer §ekilde, a([[a]@]q)/@ \ [[b]@]@/@) = C(([[a]@]@/@) \Y a([[b]@]cp/@)
esitligi kolaylikla elde edilir. Dolayisiyla, @ donistimi (L/®)/(®/ ©) dan L/® ye bir

izomorfidir.

Tanmmm 2.1.16: Smirli bir L kafesi lizerindeki bir T t-normuna basit denir : &
CongL = {A;,V,} dir.

Asagidaki onermede, L’nin bir Boole cebiri olmasi durumunda Ty, t-normunun L
tizerinde basit oldugu gosterilmistir. Fakat bir Boole cebiri lizerinde herhangi bir t-norm
basit olmayabilir. Gergekten, L bir Boole cebiri ve |L| > 2 olsun. Bu durumda, T = T,
t-normu V-dagilmali ve tim elemanlari komplementlenebilir oldugundan birazdan
gosterilecek olan Teorem 2.2.10 ile, T direkt pargalanabilirdir. Ornegin, herhangi bir
L ={0,1} x {0,1} Boole cebiri lizerinde T = T, t-normunu diisiinelim. Bu taktirde T, t-

normunun L {izerinde basit olmadig1 kolaylikla gdsterilebilir.

Onerme 2.1.17: (L, <) bir Boole cebiri olsun. Bu taktirde L iizerindeki en kiiciik t-norm
Ty basittir.

Ispat: © € Cony,, L dyleki © # A, ve © # V;, olsun. Oncelikle, x € L \ {1} i¢in (x,1) € ©
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in aksini varsayalim. Kabul edelim ki (x,1) € © olsun. O
zaman (TW(x, x),TW(l,l)) = (0,1) € O dir. Buradan, her y € L i¢in (y,y) € 0 oldugunu
kullanarak, (y A0,y A1) = (0,y) € 0 oldugunu elde ederiz. Her k,[ € L igin, (k,1) € ©
olduguna sahibiz. Fakat ® # V; oldugundan bu bir ¢eliskidir.
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Simdi m # n i¢in (m,n) € ® ve m', n’ sirasiyla m ve n’nin komplementi olsun.
Boylece (mvm’,nvm') = (1,nvm') € O dir. Buradan, n vV m’ = 1 dir. Benzer sekilde,
n'vm = 1dir.

1=1A1=((Mnvm')A(n' vm)
=mAn)vinam)v(m An)v(imam')
=0vinAam)v(m' An")voO

=(mAm)v(im An').

Buradan, 1= (nAm)v (m' An") elde edilir. Benzer sekilde, 0 = (nAm)A(m' An')
dir. Dolayisiyla, (mAn) =m'An' dir. Fakat, (mAn) =m’'vn' oldugundan
m' An' =m'vn' oldugunu elde ederiz. Buradan, n' <m’ ve m' <n’ ile, m" =n' ve
dolayisiyla m = n oldugunu elde ederiz. Bu ise, m # n olmasi ile gelisir. Boylece, ® = A,

veya @ =V,.

2.2. Ucgensel Normalarin Direkt Parcalanabiliriligi

Bu béliimde bazi kongriianslar T-dagilmali elemanlar sayesinde tanimlanmis ve bu
kongriianslarin bazi ozellikleri incelenmistir. Ardindan, bu kongriianslar kullanilarak,

herhangi bir t-normun pargalanabilirligi i¢in baz1 gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir.

Teorem 2.2.1: (L,<) bir smirlh kafes ve T, L {lizerinde bir t-norm olsun. Eger

0,0" € ConrlL, L tizerinde faktor kongriianlarinin bir ¢ifti ise, bu taktirde

T = Tg X Ter.

Ispat: a:L — L/ X L/0" *, her a € L i¢in a(a) = ([a]e,[a]e*) olarak tanimlansin.
Kabul edelim ki her a,b € L i¢in a(a) = a(b) olsun. O zaman, [a]g = [b]e Ve
[a]e = [b]e+ dir. Buradan, (a,b) € 09, (a,b) € " oldugunu ve dolayisiyla (a,b) € O A

0" = A, oldugunu elde ederiz. Boylece, a = b dir. Bu a’nin birebir oldugunu gosterir.
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Simdi, ([a]e, [P]e+) € L/O X L/O* keyfi alalm. (a, b) € V,= 0 c ©" oldugundan
(a,c) € © ve (¢,b) € O olacak sekilde bir ¢ € L vardir. Buradan, a(c) = ([c]e, [c]e*) =
([a]e, [P]e*) esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, a ortendir. Ayrica, asagidaki esitliklerden

de a’nin homomorfizm oldugu elde edilir.

To X To(@(a), a(b)) = Te % Te:(([ale, [ale*), ([Ple, [bl6))
= (Te([a]e, [P]e), Te-([ale~, [P]e+))
= ([T(a,b)]e, [T(a b)]e)
= a(T(a,b)).

Boylece, a: L — Lg X Lg+ bir izomorfizmdir. O halde, T = Tg X Tg+ dur.

Sonug¢ 2.2.2: (L, <) bir simirli kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde T direkt
pargalanamaz t-normdur ancak ve ancak L iizerindeki T-faktor kongriianslar sadece A; ve
Vv, dir.

Ispat: T, L iizerinde direkt parcalanamaz t-norm ve ©, ©*, L iizerinde T-faktor kongriiansi
olsun. Bu taktirde, Teorem 3.1 ile, T = Tg X T+ dir. T direkt parcalanamaz oldugu i¢in
|L/®| =1 veya |L/O| = |L| dir. Eger |L| =1 ise, ® =V, oldugu ag¢iktir. Bu durumda,
0" = A, dir. Eger |L/O| = |L| ise, ® = A, oldugu elde edilir. Fakat bu durumda, @ = V.

Tersine, agiktir.

Tanim 2.2.3: L bir sinirh kafes, T, L lizerinde bir t-norm ve a € L olsun. Bu durumda, eger
her x,y €L i¢in T(a,xVy)=T(a,x)VT(a,y) ve T(a,xAy)=T(a,x)AT(a,y)
esitliklerini sagliyorsa, bu taktirde, a elemanina L’nin T-dagilmali elemani denir.

Acik olarak, bir kafesin 0 ve 1 elemanlar1 T-dagilmali elemanlardr.

Tanmm 2.2.4: T bir siirli L kafesi tizerinde t-norm ve a, b € L olsun. a V b elemanina T-V-

parcalanabilir denir : & Her x € L icin asagidaki esitlik saglanir.

T(aVvb,x)=T(a,x)VT(hx).
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Onerme 2.2.5: L bir smirl kafes, T, L tizerinde bir t-norm, a € L, T-dagilmal1 bir eleman

olsun ve O, asagidaki gibi tanimlansin:

x0,y:2 T(x,a) =T(y,a)

Bu taktirde, ©®, € ConyL dir.

Ispat: ©, nin bir denklik bagintis1 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Simdi, x, v, z, t € L igin
x0,y ve z0,t olsun. Buradan, T(x,a) =T(y,a) ve T(z,a) = T(t,a) esitlikleri elde
edilir. Bu esitlikler kullanilarak,

T(xANz,a) =T(x,a) AT(z,a) =T(y,a) AT(t,a) =T(yAt,a)

esitligi elde edilir. Bu ise, (x Az)0,(y At) oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
(xvz)0,(yVvt) oldugu gosterilir. Dolayisiyla, sadece ©,’nin T-uyumlu oldugunu

gostermek kalir. Kabullerimiz ile,

T(T(x,z),a) = T(x,T(z, a)) = T(x,T(t, a)) = T(t,T(x, a)) = T(t,T(y, a))
=T(T(y,0),a)

esitligini  ¢ikaririz. Boylece, T(x,z)0,T(y,t) oldugu elde edilir. Dolayisiyla, 0,

T-uyumlu kongriians olup buradan, ©® € ConrL elde edilir.

Sonuc¢ 2.2.6: 1) T, L lizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm olsun. Bu taktirde, her a € L

icin ©® € ConL dir.

i) Eger L bir smirli zincir ve T, L lizerinde bir t-norm ise, bu taktirde her a € L i¢in
0, € ConL dir.

Tabii ki her © € ConL igin © = 0, olacak sekilde bir x elemaninin olup olmadigi

merak edilebilir. Asagidaki 6rnek bunun dogru olamayabilecegini gostermektedir.



Ornek 2.2.7: Kafes diyagrami Sekil 1°deki gibi olan L = {0, a, b, ¢, 1} kafesini diisiinelim
ve T =T, t-normunu alalim. @ = {(0,0), (a,a), (b, b), (c,c),(1,1),(a,1),(1,a)} olsun.
Bu durumda, © € ConyL dir.

1

c
a b
0
Sekil 1. L’nin kafes diyagrami

Fakat, © = 0, olacak sekilde bir x € L eleman1 mevcut degildir.

Onerme 2.1.17 ile, Ty, ’nin bir Boole cebirinde basit oldugu gdsterilmistir. Simdi, Ty,
t-normunun herhangi bir sinirli kafes lizerinde her zaman basit olup olmadig1 sorusunun

cevab1 merak edilebilir. Asagidaki 6rnekle, bu soruya olumsuz bir cevap verilmistir.

Ornek 2.2.8: (L, <) bir sinirh zincir ve |L| > 3 olsun. Ty, nin basit olmadigim1 gostermek
icin a € L{0,1} olmak iizere ©,’y1 disiinelim. ®, # 4;,V; oldugunu gostermek icin
oncelikle, [1]g, denklik smfina bakalim. x € [1]g, olsun. Bu taktirde,
Ty (x,a) = Ty (1,a) = a dir. Bu nedenle, x = 1 dir. Bu ise, [1]g, = {1} oldugunu ve
dolayisiyla O, # V; oldugunu gosterir. Simdi, kabul edelim ki x € L \ {1} ve y®,x olsun.
Bu taktirde, Ty (x,a) =Ty (y,a) =0 dir. Dolayisiyla, y € L\ {1} dir. Boylece,

0, # 4.,V oldugunu elde ederiz.

Teorem 2.2.9: L bir smurh kafes, T, L {izerinde bir t-norm ve x,y, L’nin T-dagilmali

elemanlar1 olsun. Bu taktirde,
i) @0 = VL'

i) 0, = A,.
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iii) Eger x V y, T-V-par¢alanabilir eleman ise, bu taktirde ©, N @, € 0., dir.

iv) Eger x ve y, T-idempotent elemanlar ve x V y, T-parcalanabilir eleman ise, bu taktirde

Oxvy € 0, N O, dir.

V) Eger x V y, T-V-parcalanabilir eleman ve x,y, T-idempotent elemanlar ise, bu taktirde

0, N O, = By, dir,
vi) Eger x ve y, T-idempotent elemanlar ise, bu taktirde ©, o ©,, = 0,, © 0, dr.
vii) Eger x ve y, T-idempotent elemanlar ise, bu taktirde 0, o 0, = Or(y,, dir.

viii) Eger x bir T-idempotent eleman ise, bu taktirde 0., (1,x) elemanini i¢eren en kiigiik

kongriianstir.
ixX) Eger x € L \ {0,1} T-idempotent eleman ise, bu taktirde ©, # V;,A; dir.
Ispat: i) ve ii) kolaylikla elde edilir.

iii) (c,d) € ©, N O, keyfi olsun. Bu taktirde, T(x,c) = T(x,d), T(y,c) =T(y,d) dir.

x V y eleman1 T-V-pargalanabilir oldugundan,
T(xVy,c)=Txc)VT(y,c)=T(x,d)VT(y,d) =T(xVy,d)

esitligi elde edilir. Bu ise, (¢, d) € By, oldugunu gosterir. O halde, 8, N 0, € O, dir.

iV) (c,d) € O,y olsun. Bu taktirde, T(x vV y,c) = T(x V y,d) dir. Buradan,

T(x, T(xVy, c)) = T(x, T(xVy, d))
T(T(x,xVy),c)=TT(x,xVy)d)
T(T(x,x)VT(x,y),c) =T(T(x,x)VT(x,y),d)
T(xVT(x,y),c)=TkxVT(xy)d)
T(x,c) =T(x,d)
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esitligi elde edilir. Bu ise, (c,d) € ©, oldugunu gosterir. Benzer sekilde, (c,d) € 0,,

oldugu gosterilebilir. Boylece, (¢, d) € ©, N ©,, dir. Dolayisiyla, 0, S 0, N 6, dir.
V) Kolaylikla elde edilir.

vi) (c,d) € 0, 0, olsun. Bu taktirde, (c,k) € 0, ve (k,d) € ©,, olacak sekilde bir
k € L mevcuttur. O zaman, T(x,c) =T(x,k) ve T(k,y)=T(d,y) dir. Simdi,
T(x,d) vV T(y,c) = mdiyelim. Bu taktirde,

T(x,m) = T(x,T(x,d) VT(y,c))
= T(x, T (x, d)) \Y T(x, T (y, c))
=T(T(x,x),d) VT(T(x,0),y)
=T(x,d) VT(T(x, k), y)
=T(x,d) v T(x,T(k,y))
=T(x,d)VT(x,T(dy))
=T(x,d)

esitligini elde ederiz. Bu ise, (m,d) € ©, oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
T(y,m) =T(y,c) yani, (c,m) € 0,, oldugu elde edilir. Bundan dolay1, (c,d) € ©,, 0 0,
dir. Dolayistyla, ©, 0 @, € 0,, 00, dir. Benzer sekilde, T(y,d) vV T(x,c) = m diyerek,
0, ° 0, S 0, 0 0,, oldugu gosterilebilir. O halde, O, o ©,, = 0, 0 O,.

vii) (c,d) € ©, 00, olsun. Bu taktirde, (c,q) € 0, ve (q,d) € 0, olacak sekilde bir
q € L mevcuttur. Boylece, T(x,c) = T(x,q) ve T(y,q) = T(y, d) dir. Bu durumda,

T(T(x,y),0) =T(y,T(x,0) =Ty Txq)=T(xTWq)=TxTy,d)
=T(T(x,y),d)

esitligini elde ederiz. Bu ise, (c,d) € Or(yy) oldugunu gosterir. Dolayisiyla,
Oy 00y € Or(y,) dir. Tersine, (c,d) € Or(yy oOlsun. Buradan, T(T(x,y),c)=
T(T(x,y),d) elde edilir. Simdi, T(x,c) V T(y,d) = q diyelim. Bu taktirde,
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T(x,q) = T(x,T(x, c)VT(y, d))
= T(x,T(x, c)) \% T(x,T(y, d))
=T(T(x,x),c) VT(T(x,y),d)
=T(x,c) VT(T(x,y),c)
=T(x,c)VT(x,T(y,c))
=T(x,c)

esitligini elde ederiz. Bu ise (c,q) € ©, oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
T(y,d) = T(y,q) yani, (q,d) € ©,, oldugu gosterilebilir. Boylece, (c,d) € O, ¢ 0,, dur.

Dolayisiyla, O7(y ) S 0y © 0, dir ki bu da ispat1 tamamlar.

viii) T(x,x) = x = T(x, 1) oldugundan, (x,1) € 0, oldugunu elde ederiz. Kabul edelim
Ki 9, (1,x) elemanini igeren O # 0, olacak sekilde herhangi bir kongriians olsun. Simdi,
(a,b) € 0, keyfi alalim. Buradan, T(a,x) = T(b,x) elde edilir. Ayrica, (1,x) €0
oldugundan x = 1 dir. Dolayisiyla, (a,T(a, x)) €O ve (b,T(b,x)) € O dir. Boylece,
(a,b) € O ve dolayisiyla 0O, < © elde edilir. O halde, 0,, (1,x) elemanini iceren en

kiiclik kongriianstir.

iX) a #1 ve (viii) ile, (a,1) € ©, # 4, dir. a elemam T-idempotent eleman ve a # 0
oldugundan T(a,a) =a #0 ve T(a,a) # T(a,0) dir. Bu ise, (a,0) ¢ 0, oldugunu
gosterir. Dolayisiyla, ©, # V dir.

Teorem 2.2.10: L bir smirlt kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde, T t-
normu T; ve T, t-normlarinin direkt ¢arpimidir ancak ve ancak b elemaninin bir
komplementi a ve aVv b eleman1 T-V-parcalanabilir eleman olacak sekilde a,b € L

elemanlar1 mevcuttur.

Ispat: T = T, x T, olsun. Burada, i € {1,2} igin T}, L; iizerinde bir t-normdur. Bu taktirde,
L = L, X L, dir. Dolayisiyla, a: L - L; X L, olacak sekilde bir izomorfi vardir. Oncelikle,
(1,0) ve (0,1) elemanlarmin T; X T,-dagilmali oldugunu gésterelim. Bunun igin,

(x,v),(z,t) € Ly X L, keyfi alahm. Bu taktirde,
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Ty X To((1,0), (x, y) V (z,t)) = Ty x T,((1,0), (x V 2,y V ©))
= (Ty(1,x vV 2),T,(0,y V)
=(xVvz0)=(x0V(z0)
=Ty x T,((1,0), (x,y)) VTy X T,((1,0), (z,1)).

Dolayistyla, (1,0) elemaninin T; X T,-dagilmali oldugu elde edilir. Benzer sekilde, (0,1)
elemaninin T; X T,-dagilmali oldugu gosterilebilir. @ 6rten oldugundan a(a) = (1,0) ve
a(b) = (0,1) olacak sekilde a,b € L elemanlart mevcuttur. Dolayisiyla, a bir izomorfi
oldugundan a ve b elemanlar1 da T-dagilmalidir. (0,1) elemanimnin komplementi (1,0)
oldugundan b elemanimnin bir komplementi a dir. (1,1) = (1,0) v (0,1) eleman
T; X T,-V-pargalanabilir ve a bir izomorfizm oldugundan aVb elemam

T-v-pargalanabilirdir.

Tersine, Teorem 2.2.9 (ii) and (iii) ile, ©, N 0, = O4yp = 0 = A, oldugunu elde
ederiz. Yine Teorem 2.2.9 (i), (vi) ve (vii) ile, ©, 00, =0, 00, = Orp) =0y =V,

oldugunu elde ederiz.

Uyan 2.2.11: Teorem 2.2.10’un ispatindan b elemaninin tek komplementinin a oldugu

aciktir.

Sonu¢ 2.2.12: i) T, L lizerinde V- ve A-dagilmali t-norm olsun. Bu taktirde, T direkt
parcalanabilirdir ancak ve ancak b elemaninin komplementi a olacak sekilde a,b € L

elemanlar1 mevcuttur.

i) L bir dagilmali, sinirl kafes olsun. Bu taktirde, L direkt par¢alanamazdir ancak ve ancak

b elemaninin komplemanti a olacak sekilde a, b € L{0,1} elemanlari mevcut degildir.

Sonu¢ 2.2.13: T, L iizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm olsun. Bu taktirde, asagidaki

iddialar saglanir:

i) i € {1,2} igin T}, L; tizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde, T = T; x T, ancak ve ancak
L =1L, XL,dir.
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ii) T direkt pargalanamaz t-normlarin direkt ¢arpimidir ancak ve ancak L direk olarak

pargalanamaz kafeslerin direkt ¢arpimidir.

Ornek 2.2.14: i) Sekil 2 ile verilen L = {0,a, b, k, 1,1} sinrli kafesini ve Tablo 1’de
gosterilen T: L X L — L t-normunu disiinelim. Bu 6rnekte, a ve b elemanlar1 T-dagilmali

elemanlar olmasina ragmen a V b eleman1 T-pargalanabilir degildir.

/\
S

Sekil 2. L’nin kafes diyagrami

Tablo 1. L tizerindeki T t-normu

T 0 a k b [ 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 a a 0 0 a
k 0 a 0 0 0 k
b 0 0 0 b b b
[ 0 0 0 b 1 1
1 0 a k b 1 1




i) L={0,a,b,x,y,k,[,m,n,1} Sekil 3 ile verilen bir sinirh kafes ve T, L iizerinde
Tablo 2°de gosterildigi gibi bir t-norm olsun. Bu o6rnek, bize Teorem 2.2.10’un bir
uygulamasini verir. Clnkii b ve x elemanlar1 T-dagilmali elemanlar, b elemaninin
komplementi x ve bV x eleman1 T-pargalanabilirdir. Ayrica bu 6rnekte, 1 = bV x
eleman1 T-pargalanabilir iken 1= xV k elemaninin T-parcalanabilir olmadigim1 da
gosterebiliriz. Gergekten, T(xVk,a) =a # 0=T(x,a) Vv T(k,a) oldugundan 1 = x Vv

k eleman1 T-parcgalanabilir degildir.

[

=

=]

e

]

3

VA7

Sekil 3. L’nin kafes diyagrami

Tablo 2. L tizerindeki T t-normu

T 0 X a v k [ m n b 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X
a 0 0 0 0 0 0 0 0 a a
y 0 X 0 X 0 X 0 X a y
k 0 0 0 0 0 0 0 0 k k
l 0 X 0 X 0 b 0 x k [
m 0 0 0 0 0 0 0 0 m m
n 0 X 0 X 0 X 0 X m n
0 0 a a k m m b
1 0 X a y k [ m n b
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Buna gore, 0, ve L/0, asagida verildigi gibi elde edilir.

0y = {(0,0), (@, @), (b, b), (x,x), (y, ), (k, k), (1, 1), (m, m), (n, n), (1,1), (0, x), (x, 0),
(a,y), (v, @), (k, 1), (L k), (m, ), (n, m), (b, 1), (1, b)}

L/6y = {[0]e, [Mmle,, [ale,, [K]e, [1]e,} dir. Burada,
[0]e, = {0,x}
lale, = {a,y}
[kle, = {k. 1}
[m]e, = {m,n}
[1le, = {b, 1}

dir. Buna gore L/0, ’nin kafes diyagrami Sekil 4’teki gibidir.

[1]66

PN

[m]e, [ae, [le,

~ 7

[0]66

Sekil 4. L/0, nin kafes diyagrami

Te, nin L/0,, izerinde Ty, ile cakistigr agiktir. Dahasi,

0, ={(0,0), (a,a), (b, b), (x,x), (y,y), (k, k), (L, ), (m,m), (n,n), (1,1), (0, a), (a, 0),
(0,k), (k,0),(0,m), (m,0),(0,b),(h,0), (a, k), (k,a), (a,m), (m, a), (a,b), (b,a),
(k,m), (m, k), (k, b), (b, k), (m, b), (b,m), (x,y), v, x), (v, D), (L, y), (L,n), (n, D),
(n,1),(1,n),(x, 1), ,x),(x,n),(n,x),(x,1),(1,x),(,1),(1,D}
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[0]e, = {0,a,k,m,b}

[1]®x = {n! X, lr 1}

olarak elde ederiz. L/0, = {[0]g_,[1]e,} lizerinde Tg, = T, oldugu agiktir. |[L/©} | =5
ve |L/O,|=2 asal sayr oldugundan Sonu¢ 2.2.13 ile, Ty, ve Tg_  t-normlarmin

parcalanamaz oldugu agiktir.

Onerme 2.2.15: L dagilmali bir kafes, a € L bir atom ve T, L tizerinde sifir bolensiz bir t-

norm olsun. Bu taktirde, a bir T-dagilmali elemandir.

Ispat: x,y € L keyfi olsun. a bir atom ve T(a,xVy) < a oldugundan T(a,xVy) = 0
veya T(a,xVy)=a dir. Eger T(a,xVy)=0 ise, T(a,x)=T(a,y)=0 dir.
Dolayisiyla, T(a,xVy) = T(a,x) VT(a,y) dir. T(a,x Vy) = a olsun. Simdi, T(a,x) =
a veya T(a,y) = a oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, T(a,x) = T(a,y) = 0 olsun. T
sifir bolensiz ve L dagilmal kafes oldugundan a = T(a,xVy) <aA(xVy)=(aAx)V
(any) =0V 0 =0 elde edilir. Boylece, a < 0 olup a = 0 dir. Fakat, a bir atom ve T
sifir bolensiz bir t-norm oldugundan bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, a elemani T-dagilmal

bir elemandir.

Sonu¢ 2.2.16: i) L bir dagilmali sinirli kafes, a € L bir atom, T, L tizerinde sifir bolensiz
bir t-norm, b € L bir coatom dyleki ©, € ConrL ve a||b olsun. Bu taktirde, T = T, X T,

dir. Burada, Ty, {0,1} tizerinde infimum t-normu ve Tg,, L/0,, {izerinde bir t-normdur.

ii) T, L tizerinde A- ve V-distributive bir t-norm, a bir atom ve b bir coatom Oyleki a||b
olsun. Bu taktirde, T = T, X Tg, dir. Burada, T,, {0,1} {izerinde bir t-norm ve Tg,, L/©,

tizerinde bir t-normdur.

iii) L dagilmal bir kafes, T = T,, a € L bir atom atom, b € L bir coatom Oyleki a||b ve
aV b elemani T-V-pargalanabilir olsun. Bu taktirde T = T, X Tg, dir. Burada, Tj, {0,1}

lizerinde bir t-norm ve Ty, , L/©,, iizerinde bir t-normdur.
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Ispat: i) a bir atom, b bir coatom ve a||b oldugundan a Ab = 0 ve a V b = 1 dir. Teorem
2.2.10 ve Onerme 2.2.15ile, T = To, X Tg, Ve her x € L i¢in T(x,a) < a dir. Bu taktirde
T(x,a) =0 veya T(x,a) =a dir. Buradan, x € [0], veya x € [1], elde edilir.
Dolayisiyla, L/©, = {0,1} ve Tg_ = T, dir. Benzer sekilde, ii) ve iii) Teorem 2.2.10 ve
Onerme 2.2.17 ile elde edilir.

Asagidaki teoremde, sonlu smirli bir kafes tizerindeki bir T t-normunun, direkt
par¢alanamaz t-normlarin direkt c¢arpimina izomorf oldugunu kanitlanmistir. Ancak
kardinalite degerlendirmeleriyle, sayilabilir sonsuz bir Boole cebirindeki T = Ty,
t-normunun direkt pargalanamaz t-normlarin direkt ¢arpimina izomorf olamayacagini
hatirlayarak, ¢arpim kafeslerindeki trivial komplementlerin asagidaki teoremde ihmal

edildigine dikkat edelim.

Teorem 2.2.17: (L,<) bir sonlu smirli kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. Bu

taktirde, T direkt par¢alanamaz t-normlarin direkt carpimina izomorftur.

Ispat: Eger L trivial ise, bu taktirde L’nin kardinalitesi iizerinden indiiksiyon ile T
pargalanamazdir. Simdi, Kabul edelim ki L non-trivial sonlu kafes dyleki |B| < |L| olan
her B igin B pargalanamaz t-normlarin ¢arpimina izomorf olsun. Eger T pargalanamaz ise,
iddia agiktir. Eger T pargalanamaz degil ise, |Lq|,|L,| > 1ile T = T, X T, dir. Bu taktirde,
|L,|,|L,| < |L|, indiiksiyon hipotezi ile,

T,=T x..xT',

T,=",x.xT",

Burada, T; ve T; par¢alanamazdir. Sonug olarak,

n

T=T,;X.XT, XT", X ..xT",.

Asagidaki 6nermeden, Ty, t-normunun herhangi bir L sinirhi kafesi tizerinde direkt

parcalanamaz oldugu elde edilir.



Onerme 2.2.18: (L,<) bir smirll kafes olsun. Bu taktirde, Ty, L iizerinde direkt

pargalanamazdir.

Ispat: Eger |L| < 2 ise, bu taktirde Ty, direkt parcalanamazdir. Simdi, |L| > 2 olsun.
Kabul edelim ki 04,0, € Conr, L ve ©; A®, =A,, 0,00, =V, olsun. a € L\ {0,1}
keyfi olsun. (a,1) € ©, 00, ile, (a,c) € O, ve (¢, 1) € ©, olacak sekilde bir ¢ € L

mevcuttur. Bu taktirde,

Egerc=1= (a,1) €0,
= (Tw(a, @), Tw(1,1)) € 0,
= (0,1) € 0,
=0, =V,,0,=A,.

Egerc #1 = (c,1) € 09,
= (Tw(c, ), Tw(1,1)) € O,
= (0,1) € 0,
=0,=4,0,=V,

Ornek 2.2.19: L = {0,a,b,c,d,e, f,g,l, m,n,p,r,s,t, 1} Sekil 5’teki Hasse diyagramu ile

karakterize edilen bir smirli kafes ve T, L iizerinde Tablo 3’te tanimlanan V- ve A-

dagilmali bir t-norm olsun.

Sekil 5. L’nin kafes diyagrami
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Tablo 3. L tizerindeki T t-norm

Tl 0 a b ¢ d e f g I m n p r s t 1
oo o 0 o o o o 0 O O OWOTW O O o0 o
a |0 a 0 0 a 0 0 a a 0 a 0 a a 0 a
bf0o o0 0 O O O O O O O O Db b O b b
c |0 0 0 ¢ 0O O ¢ O ¢ ¢ ¢ 0 0 ¢ c c
d |0 a 0 0 a 0 0 a a 0 a b d a b d
e |0 0 0 O O e 0 e 0 e 0 e e e e
f10 0 0 ¢ 0 O ¢ O ¢ ¢ ¢ b b ¢ f f
gl|l0 a 0 0 a e 0 g a e a e g g e g
Il 10 a 0 ¢ a 0 ¢ a I ¢ I 0 a I c [
m |0 0 0 ¢ 0 e ¢ e ¢ m ¢ e e mM m m
n|0 a 0 ¢ a 0 ¢ a | ¢ I b d 1 f n
p |0 0O b 0 b e b e 0 e b p p e p p
r 10 a b 0 d e b g a e d p v g p T
s/ 0 a 0 ¢ a e ¢ g I m I e g s m s
t |0 0 b ¢ b e f e ¢ m f p p m t t

110 a b ¢ d e f g I m n p r s t 1

Bu taktirde,

E)‘p = {(OJO)J (aJ a’)’ (bJ b)l (CJ C)J (d’ d)’ (e’ e)l (f’ f)’ (g’ g)’ (I’ ‘!)J’ (Tn, m)’ (nl n)l (p’ p)l

(r,7), (s,5), (¢, 1), (1,1), (0, ), (a,0),(0,c),(c, 0),(a,c), (c,a), (L, c), (c, D), (1, 0),
(0,0 a), (a,1), (b,n),(n,b), (b,d), (d,b),(f,d),(d, [),(f,b), (b, [), (e, g),
(g.e), (e,;m),(m, e), (s,m),(m, ), (m, g), (g, m), (s, ), (e,5), (p,7),(r,p), (t,p),
&), ), (1), (1,0), (£, 1), (1,p), (p, D}.
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0, = {(0,0), (a,a), (b, b), (¢, ¢), (d, d), (e, e), (f, ). (g, 9), (1, ), (m, m), (n, n), (p, ),
(r,7), (s,5), (¢, 1), (1,1),(0,b), (b, 0), (e, b), (b, e), (e,0), (0, ), (p, &), (e, p), (p, b),
(b, p), (»,0),(0,p), (a,d), (d, a),(g,d),(d, 9), (g, ), (a, ), (r,d), (d, 1), (c, f)
(f, 0, (f,m), (m, F).(t, ), (f, ©), (m, 1), (£, m), (1, 5), (5, 1), (n, 5), (s,m), (1, 5),
(s,9), (LD, (L, D}

olarak elde ederiz. ©, ve 0, € ConrlL igin 0,00, =V, 0, AO; = A, esitlikleri saglanir

ve ayrica, L/©, = {[0]e,, [Ple,, [S]e, [1]e,} Olarak elde edilir. Burada,

[O] 0p . {O, ac, l}'

[b]Gp = {b' d,f,'l’l},

[S]G)p = {S' e,m, g};

[1]o, = (r.p,t, 1}

dir. Buna gore L/0,, "nin kafes diyagrami Sekil 6’daki gibidir.

Sekil 6. L/6, nin kafes diyagrami



Dolayisiyla,

Te,([0]e,, [x]e,) = [0]e,. (her [x]o, € L/O) i¢in),
T, ([1o,, [¥lo,) = [xlo,, (her [x]o, € L/0, igin).
Te,([ble,. [ble,) = [T(b,b)]e, = [Ole,.

To, ([blo, [slo,) = [T(b,5)e, = [0l, = T([sle, [blo,),
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p

T, ([sle,. [s]o,) = [T(s,5)e, = [slo,

esitliklerini elde ederiz. Buna gore, L/6,, iizerindeki Ty t-normu Tablo 4’deki gibidir.
D 0p g

Tablo 4. L/0,, iizerindeki To,, t-normu

To, |[0lo, [blo, [slo, [llo,
[0],, | (0], [0lo, [0lo, [0ls,
[blo, | (016, [0lo, [016, [blo,
(1o, | [01o, [0l, I[sle, [sla,
o, | (016, [blo, [sle, [1lo,

L/6; = {[0]o, [ale, [c]e, [1]e,} Olarak elde edilir. Burada,

[0]e, = {0, b, p, e},

[a]é)l = {a, d, 9, r}a

[cle, = {c, f,m, t},

[1]e, = {l, 1,s,n}

dir.




37

Buna gore, L/0, ’nin kafes diyagrami Sekil 7°deki gibidir.

o,
RN ’
. | 7

0]e,

[a]ex i

Sekil 7. L /0, nin kafes diyagrami

Boylece, L/0©, ilizerinde Tg, = T, oldugu goriiliiyor. Teorem 2.2.10 ile, L {izerindeki T
t-normunun, L/©, iizerinde Te, Ve L/©; lizerinde Ty, t-normlarmin direkt carpimi

oldugunu elde ederiz.

Onerme 2.2.20: T, L iizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm, a, b € L \ {0} i¢in ©, and 0,
faktor kongriianlarinin bir ¢ifti olsun. Bu taktirde, a ve b elemanlar1 T-nilpotent elemanlar
degildir.

)

: =0ve

Ispat: Kabul edelim ki a elemam bir T-nilpotent eleman olsun. Bu taktirde, a
aﬁ”‘l) # 0 olacak sekilde bir n > 1 dogal sayis1 vardir. Bu taktirde, T(a,b) = 0 ile,
(aﬁ”‘”,o) €0, ve (aﬁ”‘”,o) €0, dir. ®,A0, =4, oldugundan a™ V=0
elde ederiz. Fakat bu bir celigskidir. Boylece, a elemani nilpotent bir eleman degildir.

Benzer sekilde b elemaninin nilpotent bir eleman olmadig: gosterilebilir.

Onerme 2.2.21: s,r € L ve T, L iizerinde V- ve A-dagilmal1 bir t-norm olsun. Bu taktirde,

asagidaki onermeler saglanir:
1) Eger O ve 0O, faktor kongriianslarinin bir ¢ifti ise, bu taktirde s Ar = 0 dur.

i) Eger O, A ©,, = 4, Ve s, r elemanlar1 T-idempotent ise, bu taktirde s v r = 1 dir.
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Ispat: i) (0,1) € V, = O, 0 0, oldugundan (0,t) € O, ve (t,1) € O, olacak sekilde bir
t € L mevcuttur. Dolayisiyla, T(0,s) =T(t,s), T(t,r) =r dir. Bundan dolayi,
r=T{trA1l)=TEr)At=rAt dir. Buradan, r <t elde ederiz. Boylece,
0=T(s,t)=T(s,rvt) =T(s,r)VT(s,t) =T(s,r) dir. Dolayisiyla, T(s,7) =0 =
T(s,0) dir. O halde, (0,7) € O dir. Buradan, (s, s) € ©, oldugundan (0,s A1) € O elde
ederiz. Benzer sekilde, (s,0) € 0,, (sA1,0) € 0, ve dolayisiyla (s A7,0) EO; A0, =

A; oldugunu elde ederiz. Buradan, s A r = 0 elde edilir.

i) T(s,s) =s=T(s,1) ve T(r,r) =r =T(r,1) oldugundan (s,1) € 65 ve (r,1) € O,
elde edilir. Dolaysiyla, (r,7) € O, ve (s,5) € 0, oldugundan (sVvr,1) € O, ve
(svr,1) € O, elde edilir. Buradan, (svr,1) € 0,A0, =A; oldugundan svr =1

oldugu elde edilir.

Sonug 2.2.22: Eger L bir siirli dagilmali kafes ve O, 0, faktdr kongriianlarinin bir ¢ifti

ise, bu taktirde r elemaninin bir komplementi s dir.

Sonug 2.2.23: Eger |L| asal say1, |CompL| > 2 ve L iizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm

yok ise, bu taktirde dagilmali bir kafes degildir.

Asagidaki sonug, Onerme 2.2.21, Teorem 2.2.9 (ix) ve Teorem 2.2.10 kullanilarak
elde edilir ve komplementlenebilir elemanlarin kiimesi CompL ile V- ve A-dagilimli bir t-

normun direkt parcalanabilirligi arasinda bir iligki verir.

Sonug 2.2.24: i) L bir sinirh kafes ve T, L iizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm olsun. Bu

taktirde, eger T direkt pargalanabilir ise, |CompL| > 2 dir.

i) L bir siirli dagilmali kafes olsun. Bu taktirde, eger L direkt parcalanabilir ise,

|CompL| > 2 dir.



Ornek 2.2.25: Sonu¢ 2.2.24’ii kullanarak, Sekil 8’de kafes diyagrami gosterilen
L={0,a,b,c,k,I 1} lizerinde V- ve A-dagilmali bir t-norm olmadiginmi sdyleyebiliriz.

Dolayisiyla, L dagilmali bir kafes degildir.

/
AN

b
|
a
|
0

N

Sekil 8. L’nin kafes diyagrami

Asagidaki ornekte, Teorem 2.2.10’u kullanarak L kafesi lizerindeki tim V- ve A-

dagilmali t-normlar belirlenmistir.

Ornek 2.2.26.: Sekil 9°da kafes diyagrami verilen L dagilmal kafesi iizerinde bir V- ve A-
dagilmali t-norm oldugunu bildigimiz i¢in, L kafesi iizerindeki tim V- ve A-dagilmali

t-normlari belirleyebiliriz.

N

NN

NN
N

Sekil 9. L’nin kafes diyagrami
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Gergekten, Eger T = T, alirsak, ©, ve 0, kongriianslari i¢in

L/0, ={[0]e, [clo, [1]e,}

ve

L/©y = {[0]e,,[cle, [1]e,}

olarak elde ederiz. Dolayisiyla, L = L/0, X L/®, dir. Buna gore, muhtemel v- ve A-
dagilmali t-normlar T, ve L/0O, ve L/0, iizerinde Ty, oldugundan L iizerindeki tim V- ve

A-dagilmali t-normlar asagida verilmistir. (Tablo 5-7):

Tl = T/\,

Tablo 5. Ty, X Ty, ya izomorf olan L {izerindeki V- ve A-dagilmali T, t-normu

T, 0 X y a c b l k 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X 0 0 0 X 0 0 0 X X
v 0 0 0 0 0 y y 0 y
a 0 X 0 a X 0 X a a
c 0 0 0 x 0 y y X c
b 0 0 y 0 y y b
l 0 0 y x y b b c l
k 0 X a x y c a k
1 0 X y a c l k 1
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Tablo 6. Ty, X T,’ya izomorf olan L iizerindeki V- ve A-dagilmali T3 t-normu

T 0 x y a c b l k 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x 0 0 0 x 0 0 0 x x
y 0 0 y y y y y y

0 X 0 a X 0 X a a
c 0 0 y X y y y c c
b 0 0 y 0 y b b y b
l 0 0 y x y b b c l
k 0 x y a c y c k k
1 0 x y a c b l k 1

Tablo 7. T, X Ty, ya izomorf olan L tizerindeki V- ve A-dagilmali T, t-normu

T, 0 x y a c b l k 1
0 0 0 0 0 0 0 0
x 0 X 0 X x 0 x x X
y 0 0 0 0 0 y y 0 y
a 0 X 0 a X 0 X a a
c 0 X 0 X X y c X c
b 0 0 y 0 y b b y b
l 0 X y x c b l c l
k 0 X 0 a x y c a k
1 0 X y a c b l k 1

Ty, T,, T3 ve T, t-normlarinin sirasiyla Ty X Tn, Ty X Ty, Ty X Ty Ve Ty X Ty,

t-normlarina izomorf olduguna dikkat edelim.



3. IRDELEME

Bir tiggensel normu dogrudan parcalanamayan iiggensel normlarin direkt ¢arpimi
olarak yazilabilmesi sadece matematik ve fizikte degil, bunun yanisira miihendislikte,
ekonomide ve diger bilimlerde kayda deger bir 6neme sahiptir. Bu sebeple, literatiirde bu
alanda pek ¢ok calisma mevcuttur. Esasen, licgensel normlar ilk olarak birim aralik
lizerinde tanimlanmis ve calisilmistir. Fakat uygulamada karsilagilan problemler 1s18inda
birim aralik disinda farkli sinirli kafesler lizerinde tiggensel normalara ihtiyag duyulmustur.
Boylece birim aralik {izerinde tanimli iggensel normalarin farkli tanim kiimeleri {izerinde
tamimlanmas1 problemi dogmustur.  Uggensel normlar incelenirken daha sonraki
calismalarda keyfi sinirli kafesler {izerinde incelenmeye baslanmistir. Bu durum {iggensel
normal i¢in yeni bir ¢alisma alani olusturmustur. Bu baglamda birgok ¢alisma yapilmis ve
ticgensel normlar i¢in sinirli kafesler tizerinde pek ¢ok insa elde edilmistir. Yapilan insalar
arasindaki iligkiler incelenmistir. Bdylece, bu alanin gelismesinde belli sathalar
kaydedilmistir. Uggensel normlarin keyfi smirli kafesler iizerinde tanimlanmasi
probleminin yami sira uygulamada ve teoride kullanilmak iizere 6zel tipte normlarin
tanimlanmast ve ilgili 6zelliklerinin incelenmesi oldukca fazla 6nem arz etmektedir. Bu
calismada ise dncelikle keyfi sinirli kafesler iizerinde liggensel norm kavrami tanitilmistir.
L =1[0,1] alinmasi durumunda literatiirde oldukc¢a fazla karsilasilan temel t-normlar
verilmistir. Bu ve bununla birlikte sunulan temel i1s18inda t-normlarin kongriianslar
aracihig ile direkt pargalanislar ele alinmistir. Uggensel normalrin direkt pargalanislari ile
ilgili ozellikler incelenmis ve elde edilen teoremler ispatlari ile birlikte verilmeye

caligilmistir.



3. SONUCLAR

Bu caligsmada, tiggensel normlarin kongriianslar araciligiyla direkt parcalaniglarini
elealdi. Bu baglamda, smirli kafesler tizerinde kongriianslar ve {iggensel normlar basta

olmak tizere ihtiyag duyulan temel tanim ve teoremler verildi. EK olarak, bu ¢alismada:

1. Smurh bir kafes tizerinde T-dagilmali eleman, faktor kongriiansi kavramlari

verildi.

2. Siurh bir kafes iizerinde basit iigensel norm ve parcalanamaz t-norm kavramlari

T-uyumlu kongriians yardimiyla tanitilarak ilgili ozellikleri incelendi.

3. Bir Boole cebiri tizerinde en kii¢iik t-normun basit oldugu gzlemlendi.

4. Uggensel normlar yardimryla bir kongriians tanimland.

5. Bu kongriiansin bazi cebirsel 6zellikleri incelendi ve ispatlariyla birlikte verildi.

6. Herhangi bir T t-normunun direkt olarak parcalanabilirligii ile supremumu

T-v parcalanabilir olan T-dagilmali elemanlar arasinda bir iligki elde edildi.

7. Herhangi bir v- ve A-dagilmali t-normun V- ve A-dagilmali t-normlarin direkt bir

carpimina izomorf olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar: verildi.

8. Sunulan bu teori gesitli 6rnekler yardimiyla desteklendi



4. ONERILER

Bu c¢alismada elde edilen sonuglara benzer sonuglarin diger birlestirme
fonksiyonlart (uninormlar, nullnormlar vs.) igin gegerli olup olmadiginin arastirilmasi bu
alanin gelismesine Katki saglayabilecek ve bu alana kazandirilabilecek arastirma konular

olacaktir.
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