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1. GIRIS

Diferensiyel denklemlerin genis uygulama alanina sahip oldugu bilinmektedir. Bu
nedenle her denklemin ¢6ziimiinii bilmek istememiz dogaldir. Ancak ¢ok az sayidaki
denklem tiplerinin elemanter ¢ozlimlerini elde edebilme gercegi arastirmacilari,
denklemin ¢oziimiinii elde etmeksizin verilen denklemden hareketle ¢6ziimlerin
Ozelliklerini arastirmaya yOneltmistir. Bu anlamda c¢oziimlerin salinimliligy,
salimimsizligi, sinirliligy, kararliligi ve uzun zaman davranisi gibi kalitatif incelemeler
literatiirde yer alan pek ¢ok calismanin konusu olmustur. Ikinci basamaktan
diferensiyel denklemlerin salinimlilik ve salinimsizlik problemi {izerine son yillarda
cok ilgi duyulmus ve bu konuda yapilan bilimsel yaymnlarla olduk¢a genis bir
literatiir meydana gelmistir. Ancak, liglincii basamaktan diferensiyel denklemlerin
salinimlilig1 ve salimimsizligina iliskin ¢aligsmalara bakildiginda ikinci basamaktaki

kadar genis bir literatiire sahip degildir. Ornegin;

(ly')" +$y'+(1—%2]‘y(t+sint)‘a_l y(t+sint)=0

seklindeki bir diferensiyel denklemin literatiirde yer alan bilinen kriterlerle
salmmmliligi ya da salmimsizligi test edilememektedir. Bu tip Orneklere cevap
verecek bigimde Ozellikle ikinci basamaktan denklemler igin bilinen integral
ortalama teknigini kullanarak {igiincli basamaktan fonksiyonel tipten denklemlerin

¢Ozlimlerinin davranisini incelemek 6nemlidir.

Calismaya esas olan orijinal sonuglarin alt yapisini olusturmak i¢in ikinci bdliimde,
amaca yonelik temel kavramlar verildikten sonra iigiincii basamaktan lineer ve lineer
olmayan belli tipten denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligma iliskin ortalama

teknigini iceren bir dizi 6nemli sonuglar, sistematik bi¢imde sunulacaktir.

Tamamen Ozgiin ve orijinal sonuglardan olusan tgiincli bolimde Once f

fonksiyonunun monoton olmamasi durumunda



!

(OG0 | 0+ a7 (1(20) =0

gecikmeli denkleminin ¢ézliimlerinin salinimliligina iliskin ortalama teknigini iceren

bir dizi sonucglara yer verilmistir. Daha sonra, f fonksiyonunun monoton olmasi

halinde

!

(rz(t)(n (t)y')'j +p()y +a)f (¥(g(1)))=0

gecikmeli ve ileri tipten denklem i¢in bazi sonuglar verilmistir. Son olarak da, 6zel

durumda
y"+p(t)y' +q@) f(»(2))=0
denklemi tizerinde durulmustur. Ayrica, bu boliimde elde edilen teoremlerin

uygulanabildigi fakat literatiirdeki diger sonuclarin uygulanamadigi Ornekler

verilerek yeni kriterlerin 6nemi vurgulanmustir.



2. UCUNCU BASAMAKTAN DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIGI

2.1. Temel Kavramlar

Diferensiyel denklemlerin c¢o6ziimlerinin salinimliligi, salinimsizligi, simrliligi,
kararlilig1 ve uzun zaman davranis1 gibi kalitatif incelemeler literatiirde yer alan pek
¢ok caligmanin konusu oldugu gibi halen de siiregelmektedir. Fonksiyonel
diferensiyel denklemlere iliskin salimmim teorisi adi diferensiyel denklemlerdeki

saliim teorisinin dogal bir genellemesidir. Bu anlamda, fonksiyonel diferensiyel

denklemlerinin bir y(t) ¢Ozlimiiniin, [7},©) aralifinda mevcut ve her 7, 27, i¢in

sup {‘ y(t)‘ > Tl} >0 ozelligine sahip oldugunu kabul edelim.

Tanim 2.1.

Bir y(t):[7,,o) >R ¢oziimii, ¢>7, i¢in keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara

sahip ise yani; lim ¢, = olacak sekilde ¢6ziimiin sifirlarmin bir {tn} dizisi mevcut
n—»0

ise ¢dziime salinimlidir denir. Ugiincii basamaktan bir diferensiyel denkleminin en az

bir ¢6ziimii salinimh ise denkleme salinimli denklem denir.

Tanim 2.2.

y(t) ¢bziimii, salmmli degilse salimmsizdir. Salimmsiz bir y(¢) ¢oziimiine, ¢> 7,

igin y(£)>0 ( y(t)< 0) olacak sekilde yeterince biiyiik bir reel 7, sayisi mevcut ise

pozitif ¢6ziim (negatif ¢dziim) denir.

Adi diferensiyel denklemlerle, degisen argiimentli diferensiyel denklemler arasindaki

iliskileri vurgulamak ag¢isindan, asagidaki 6rnekler lizerinde duralim:



denklemini goz Oniine alalim. y,(¢)=cost ve y,(f)=sins bu denklemin birer

salinimli ¢ézlimleri olmasina ragmen,
VFy=0
denklemi, saliniml1 bir ¢dziime sahip degildir.

Ornek 2.2.

y'(t)=y(t-7)=0

denklemi, y, (¢)=cost ve y,()=sin¢ seklinde salimmli ¢6ziimlere sahip olmasina

ragmen,
y'=y=0
denkleminin saliimli ¢6ziimii yoktur.

Ornek 2.3.

y"(t)+y(7r—t):0

denklemi, y, (z)=sin¢ seklinde bir salinimli ¢6ziime ve y,(¢#)=¢'—e"" seklinde bir

salinimsiz ¢dziime sahiptir.



Ornek 2.4.
y’” + y — 0

denklemini ele alalim. Bu denklemin yl(t)=e"’ ¢Ozliimii  salinimsizdir.

: 3 s ..
V, (t) =e? COSTZ‘ ve , (t) =e? smjt ¢oziimleri ise salinimlidir.

Ornek 2.5.
y'(6)+y(t—-7)=0 (z>0)

denklemini ele alalim. Bu denklemin tiim ¢éziimlerinin salinimli olmasi igin gerek ve

yeter sart 7e >3 olmasidir [1].

Bilindigi gibi, ikinci basamaktan

Y'+q(t)y=0

lineer diferensiyel denkleminin biitiin ¢6ziimleri, ya salinnmhidir ya da salinimsizdir
ve lglincli basamaktan lineer denklemler i¢in Sturm teorisi genel olarak gecerli
olmadigindan bdyle bir genelleme yapilamaz. Ornek 2.4 e bakildiginda denklemin

lineer bagimsiz iki ¢oziimii salinimli olmasina ragmen digeri salinimsizdir.

Ancak, yukaridaki O6rneklerden de goriildiigli gibi, degisen argiimentli denklemler

i¢in, durum bdyle degildir. Ornegin;
y'(6)+q(t) y(g(r))=0 @.1)

veya



y"(1)+4q(r)y(g(1)=0 (2.2)
denklemlerini g6z oniine alirsak asagidaki durumlardan biri s6z konusudur;

a) Biitlin ¢oztimleri salinimli olabilir.

b) Biitiin ¢ozlimleri salinimsiz olabilir.

¢) Denklem saliniml1 bir ¢dziime sahip olabilir.
¢) Denklem salinimsiz bir ¢dziime sahip olabilir.

d) Denklem hem salinimli hem de salinimsiz ¢éztimlere sahip olabilir.

Gerek elemanter diizeyde gerekse ileri diizeyde, diferensiyel denklemlerin
¢cozilimlerinin salinimliligina iliskin insa edilen kriterlerin pek ¢ogu limit ve integral
metodunu iceren testlerle ilgilidir. Bu boliimde {igiincii basamaktan lineer ve lineer
olmayan denklemler i¢in ortalama teknigini igeren bir dizi 6énemli sonug ve kriter

sistematik bir bicimde sunulacaktir.

Uciincii basamaktan lineer
y'+r(t)y"+p(t)y' +q@)y=0 (2.3)

denklemin ¢oziimlerinin salinimlilig1 lizerine ilk ¢alisma 1911 yilinda Birkhoff [2]

tarafindan yapildi. 1960 yilinda Villari [3], iiglincli basamaktan lineer
Y'+q(1)y=0 24

denklemi iizerine ¢alismalar yapti. Daha sonra Hanan [4], Lazer [5] ve Barrett [6] in

calismalar1 Es. 2.4 den daha genel olan

y'+p(t)y' +q()y=0 (2.5)



lineer denklemi ile devam etmistir. Yukarida belirtilen yazarlarin elde ettigi sonugclar,

salimimlilik konusunda birgok ilging 6zellige sahip olan

V" p() Y gy vy =0 (2.6)

denkleme Nelson [7], Elias [8], Soltes [9] ve Erbe [10] tarafindan genisletilmistir. Es.

2.5 den daha genel olan lineer olmayan

y'+p(1)y +q(0)y" =0 (2.7)
A\~
y'+p(t)y +q@) f(y)=0 (2.8)

denklemleri i¢in Waltman [11] tarafindan yapilan ¢alismalardan sonra Heidel [12],
Kura [13], Parhi [14] ve Tiryaki [15] de lineer olmayan denklemler i¢in bazi
salinimlilik sonuglari elde etmistir.

2.2. Lineer Denklemlere iliskin Baz1 Sonuclar

Lineer denklemlerin salmimliligi i¢in elde edilen bazi kriterler asagidaki gibi

siralanabilir:

Teorem 2.1.

n>0ve g(t)>0 olsun. Eger

[£7q(¢)de =0



ise Es. 2.4 iin bir salinimh ¢6ziimii vardir [3].
Tanim 2.3.

Es. 2.8 in her y ¢0ziimii ya salinimliyada i =0, 1, 2 i¢in

lim y'” (¢)=0

t—o

ve her 1 > 7] i¢in

(—1)i ¥y (1)sgny(1)>0
olacak sekilde bir 7, > T} var ise Es. 2.8 e 4 0zelligine sahiptir denir [16].

Es. 2.4 iin en az bir salimmli ¢6ziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4

ozelligine sahip olmasidir [17, Lemma 2.8’ ].

Teorem 2.2.

0<n<2ve q(t)=0 olsun. Eger
[£7q(¢)de =o

ise Es. 2.4 4 ozelligine sahiptir [17-19].
Teorem 2.3.

q(1)=0 olsun. Eger



0

liminf ¢ sq(s)ds > 2

t—o0 f 3\/5

ise Es. 2.4 4 ozelligine sahiptir [17, Teorem 2.12].
Teorem 2.4.

q(1)=0 olsun. Eger

° 1
liminf £ ds >——
imin .!q(s) s 5

—o

ise Es. 2.4 en az bir saliniml1 ¢6ziime sahiptir [20, Teorem 2.1].

Teorem 2.5.

p(1)20, ¢(1)20, ¢q(¢)-p'(t)20 ve z"+p(t)z=0 denklemi saliimsiz olsun,

Eger
folato)- )=

ise Es. 2.5 in en az bir saliniml1 ¢6ziimii vardir [4, Teorem 5.12].

Es. 2.8 in asikar olmayan bir y(¢) ¢6ziimii i¢in

Fly(t)] =25 (0)y"(6)= 57 (1) + p(£) 7 (1)
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bir sifira sahip ( y(t*)=0) herhangi bir ¢oziim icin

F(y(t*))SO dir.

Teorem 2.6.

p(1)20, q(t)=0, 2q(t)-p'(t)=0 ve m <% icin z"+(p(t)+mtq(t))z =0
denklemi salimiml ise Es. 2.5 salmmhdir. Yani; ¢, > 7, i¢in F[y(t,)]< 0 1 saglayan

Es. 2.5 in herhangi bir y(t) ¢Oziimii salinimhdir [5, Teorem 3.1].

Teorem 2.7.

p(1)=0, ()20, 2q(¢t)-p'(t)=0 veher > T, igin 1’ p(¢)<1/4 olsun. Eger

T tzq(t)+tp(t)—ﬁ(l—t2p(t))3/2 dt = o0 (2.9)

ise Es. 2.5 salimmhdir. Yani; #,>7, icin F[y(to)]éo 1 saglayan Es. 2.5 in

herhangi bir y(¢) ¢6ziimii salinimlidir [21].

Ornek 2.6.

2, >0, g, > 2 ve o >2 sabitler olmak iizere t > 0 i¢in

33

ym_i_%y!_’_%y:o (210)
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denklemini ele alalim. o =—-2 igin Es. 2.10 Euler denklemidir. Euler denkleminin

salinimli olmasi icin gerek ve yeter sart

2 3/2
+p, ———=(1- >0 2.11
qdo T Py 3\/5( po) ( )

olmasidir. Es. 2.10 un @ =-2 oldugunda salinimli olmasi i¢in gerekli olan Es. 2.11

in, Es. 2.9 a denk oldugu kolaylikla goriiliir. & =-2 oldugunda her 0< p, <% ve

g, >0 icin Es. 2.11 in, & > 2 oldugunda ise her p, >0 ve g, > icin Es. 2.9 un

2
33
saglandigi gortliir [21].

Teorem 2.8.

p(1)<0 ve g(7)=0 olsun. Eger

ise Es. 2.5 salinimli ¢oziimlere sahiptir [5, Teorem 1.3].

Teorem 2.9.

p(1)<0, g(t)=0 ve p'(¢)—q(¢)=0 olsun. Eger

ise Es. 2.5 bagimsiz iki salinimli ¢6zlime sahiptir [5, Teorem 2.6].
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Teorem 2.10.

p(1)<0 ve ¢(7)>0 olsun. Eger

j tzq(t)+tp(1)_ﬁ(l—12p(t))m di = oo

ise Es. 2.5 en az bir saliniml1 ¢6ziime sahiptir [22].

Teorem 2.11.

p(1)<0, ¢(¢)=0, r(t)=0 ve r'(¢) <0 olsun. Eger

ise Es. 2.3 en az bir saliniml1 ¢6ziime sahiptir [23].

Teorem 2.12.

r(t)=0, p()<0, ¢(t)=0 ve p(z)-r'(t)<0 olsun. Eger

ise Es. 2.3 en az bir saliniml1 ¢6ziime sahiptir [24].
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2.3. Lineer Olmayan Denklemlere Iliskin Baz1 Sonuclar

Bu kesimde {igiincii basamaktan lineer olmayan denklemlere iliskin pek cogu

ortalama teknigine dayali literatiirde yer alan bazi ¢alismalar tizerinde durulacaktir.

p ve q, [I,,) aralig1 lizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlar f, R de
stirekli ve her y#0 icin y f(y)>0 kosulunu saglayan bir fonksiyon olmak iizere

liclincii basamaktan lineer olmayan
Y+ p(t)y+a(0) f(»)=0 (2.8)

denklemini g6z Oniine alalim. Bu tip denklemlerin salinimlilig1 i¢in yapilan
calismalarda degisken katsayinin ortalama davranisini iceren kriterler elde edilmistir.
Bu kriterlerin, genellikle Wintner in ikinci basamaktan lineer denklem i¢in elde ettigi
klasik ortalama kriterinden ilham alinarak elde edildigi soylenebilir. Es. 2.8
bigimindeki lineer olmayan {iclincii basamaktan denklemlerin salinnmliligi ig¢in
ortalama teknigi kullanilan ¢aligmalar arasindan Erbe [10], Parhi [14], Skerlik [16]

ve Tiryaki [15, 25] nin ¢caligsmalar1 6rnek olarak gosterilebilir.

f(y)= | y|a_1 v, ¥y€R (a>0) alindiginda lineer olmayan Es. 2.8 in bir 6zel hali olan

V" p() Y +q@| T vy =0 (2.6)
denklemi elde edilir.
Tanim 2.4.

Es. 2.6 nin ¢ >1 yadaher ¢ >0 i¢in
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tdu

— <0
o

sartin1 saglamas1 durumunda, Es. 2.8 in ise her ¢ > 0 i¢in

& du

<oo (2.12)

e,

sartin1 saglamas1 durumunda, Es. 2.6 ya ve Es. 2.8 e list lineerdir denir [16].

Licko ve Svec [26] ve Mikusinski [27] Es. 2.6 nin 6zel hali olan

V" gy y=0

denkleminin st lineer olmasi halinde 4 o6zelligine sahip olmasi i¢in gerek yeter

sartin
Itzq(s)ds =0

kosullunu saglamak oldugunu gostermislerdir. Daha sonra Nelson [7], Elias [8],

Soltes [9] ve Erbe [10] & >1 tek tamsayilarin orani olmak iizere

V" p() Y +q@|y T vy =0 (2.6)

denklemi iizerine ¢aligmalar yapip Es. 2.6 nin 4 06zelligine sahip olmasi i¢in yeter

sartm p(¢)<0, p'(£)=0, ¢(¢)>0 ve

[a(r)de=o0



15

oldugunu gostermislerdir.

Lineer olmayan denklemlerin salinimlilig1 i¢in elde edilen bazi kriterler asagidaki

gibi verilebilir:
Teorem 2.13.

/()

n>0 ve q(t)ZO ve y#0 icin ——=> K >0 olsun. Eger
Y

th”q(t)dt =0
ise
y'+q@)f(y)=0

denklemi salinimli bir ¢6ziime sahiptir [28].

Teorem 2.14.

p(1)=0, ¢(1)>0 ve p'(t)<0 olsun. Eger A ve B herhangi reel sabitler olmak

lizere yeterince biiyiik ¢ ler igin

A+Bt—J: ﬁq(u)dujmo

T

ise Es. 2.7 nin bir sifira sahip herhangi bir ¢6ziimii salinimlidir [11].
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Teorem 2.15.

p(1)=0, ¢(¢)>0, y#0 igin M2K>0 ve Kq(t)-p'(t)=0 olsun. Eger
Y

[¢(Kq(r)-p' (1))t ==

ise Es. 2.8 in bir sifira sahip herhangi bir ¢oziimii salinimhidir [11].

Teorem 2.16.
s e f(y) ' 2 1
p(1)20, g(t)=0, y#0 igin ——~>K>0, 2Kq(1)-p'(1)=0 ve tp(t)sz
Y
olsun. Eger

N — ]

[Ktzq(t) +1p(t) —3%@(1 - tzp(t))m}dt =

ise Es. 2.8 salimmhdir. Yani; #,>7, icin F[y(to)]éo 1 saglayan Es. 2.8 in

herhangi bir y(¢) ¢6ziimii salmmhdir [15, Teorem 3.2].

Teorem 2.17.

z"+ p(t)z =0 denklemi salmmsiz, p(#)>0, ¢(¢)=0 ve y#0 igin M >K >0
Y

olsun. Eger
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{Ktzq(t) +1p(t) —%(1 - tzp(t))m}dt =

N — ]

ise Es. 2.8 salimimlidir. Yani; Es. 2.8 in bir sifira sahip her ¢oziimii salinimhidir [15,

Uyan 3.4].

Teorem 2.18.

O<m< % igin z"+ (p(t)+ Kmtq(t))z =0 denklemi salmmli, p(7)>0, ¢(¢)>0,

y=0 igin M2K>O ve 2Kq(t)-p'(1)=0 olsun. Boylece 1,>T, igin

y
F[y(to)]s 0 1 saglayan Es. 2.8 in herhangi bir y(t) ¢Oziimii salinimlidir. Yani; Es.

2.8 in bir sifira sahip herhangi bir ¢oziimii salinimlhidir [ 14, Teorem 3].

Teorem 2.19.

(r2 (t)z’), +p(t)z=0 denklemi salimmsiz, p(£)>0, p'(1)<0, ¢(7)=0,

0<g(r)<t, '(1)20, limg(r)=m0, [-2—=o ve
t—0 Tl”z(l‘)

[a(r)de=o0

T

olsun. Boylece y tek tamsayilarin orani olmak {izere

denkleminin her y ¢6ziimii ya salinimli ya da lim y(t) =0 dir [1, Teorem 3.2].

t—
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Teorem 2.20.

p(1)<0, g(£)=0 ve y#0 igin M2K>0 olsun. Eger
y

N — ]

[Ktzq(t) +1p(t) —3%@(1 - tzp(t))m}dt =

ise Es. 2.8 in bir sifira sahip her ¢oziimii salinimlidir [15, Teorem 2.3].

Teorem 2.21.

p(t)SO, q(t)ZO, r(t)ZO, r'(t)SO ve y # 0 igin M2K>O olsun. Eger
y

ise

y'"+r(t)y"+p(t)y'+q(t)f(y)=0 (2.13)

denkleminin bir sifira sahip her ¢éziimii salinimhidir [29, Teorem 2.12].

Teorem 2.22.

p(1)<0, q(1)20, r()<0, p(t)-r'(1)<0 ve y#0 igin f(y)/y=K >0 olsun,

Eger
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ise Es. 2.13 1in bir sifira sahip her ¢6ziimii salinimlidir [29, Teorem 3.6].
Teorem 2.23.

Es. 2.12 saglansm. p(¢)<0, ¢(¢)>=0 ve 0<7<2 igin ¢"p(t)>—-M >—o olmak

uzere
[rq(r)de=
olsun. Her |u| > |u0| >0 i¢in

f'(u)=K,, 2f’2(u)—f(u)f"(u)>0

Ve

olacak sekilde K, =K,(u,)>0 ve K,=K,(u,)>0 sabitleri varsa Es. 2.8 A

Ozelligine sahiptir [16].
Teorem 2.24.

Es. 2.12 saglansm. p(¢)<0, ¢(¢)>0, 0<7<2 ve her pozitif L sabiti i¢in
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Jo(a()=L(=p (1)) Jar =c=

olsun. Her |u| > |u0| >0 1¢in 0 <0 <2 bir sabit olmak iizere

Ve

olacak sekilde K, =K, (u,)>0, K, =K, (u,)>0 ve K, =K, (u,) >0 sabitleri varsa

Es. 2.8 A4 ozelligine sahiptir [16].

Teorem 2.25.
q(1)=0, y#0 icin f(y)2K>0, T dt =T d =0 ve
y Trl(t) Trz(t)
T ! j ! Tq(r)drduds:w
ri(s)n ()]
¢ ds
sartlar1 saglansin. Eger R, (¢,7) = I ve ¢ >0 olmak iizere
773 (s)
| (p'(s)) ri(s=¢)
limsup || Kp(s)q(s)— s =0 (2.14)
t—0 'T[ () () p(s)Rz(s—g,T)

olacak sekilde p e C' ([To,oo),(O,oo)) varsa
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!

(rz(t)(rl (t)y’)'j +q()f(y(t=¢))=0 (2.15)

gecikmeli denkleminin her y ¢6ziimii ya salinimh ya da ¢ — oo iken y(t) —0 dir

[30].
Tanim 2.5.

D, ={(t,s):t>s>T,} ve D={(t,5):t2s>T,} olsun.

(H,) t=T, i¢in H(t,t)=0; (t,5) € D, i¢in H(t,s5)>0;

(H,) Her (t,s) € D, igin —%=h(t,s)\/H(t,s);
s

H(t,s)

S

olacak sekilde ikinci degiskene gore tlirevlenebilen ve <0 sartin1 saglayan

H e C(D,R) fonksiyonuna 7/, simfindandir denir.

1

Uyan 2.1.

n>1 icin H (t,s) = (t—s)" secilirse Kamenev tipi salinimlilik kriterleri elde edilir.

Ayrica H fonksiyonu asagidaki fonksiyonlardan biri olabilir:

n
b

] e
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ve d bir sabit olmak iizere ((t—d )3 —(s—d )3)n veya daha genel olarak, n>1 ve

}1_{2 S % =oo saglayan 6 e C([];), ), R+) olmak tizere H (t,s) = (-!. ;(h;)} dir.

Teorem 2.26.

Teorem 2.25 in Es. 2.14 disindaki tiim sartlar1 saglansin. Es. 2.14 yerine Q(t,s) =

h(t,s)—H(t,s) p'(s) olmak iizere

p(s)

P (s-6)Q (1.5)

d =
4R, (s—¢.,T) e

olacak sekilde #, smifindan H ve peC' ([];),oo),(O,oo)) fonksiyonlar1 varsa Es.

1

2.15 gecikmeli denkleminin her y ¢o6ziimii ya salimimli ya da ¢ — o iken y(t) -0

dur [30].
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3. UCUNCU BASAMAKTAN BiR DIFERENSIYEL DENKLEM SINIFININ
COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde, ikinci bdliimde verilen bir kisim ¢alismalardan yararlanarak tgiincii
basamaktan 06zel tipten fonksiyonel denklemler icin elde edilen saliimlilik

sonuclarina yer verilecektir.

Ucgiincii basamaktan

!

(rz(z)(rl(t)y')’j (1) +a(0) £ (1(2(1))) =0 G.1)

fonksiyonel denklemini géz Oniine alalim. Burada 7, >0 olmak iizere #, r,, p, q,

ge([T,,©) ve feC (R,R) fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saglasin;

o tel=[T,,») i¢in 7 (t) >0, r, (t) >0, p(l) >0, q(l) >0,
e sonsuz komsulugunda ¢(¢)#0,

e t—>oo iken g(t) > ve u#0 i¢in uf (u)>0.
Ayrica, [T},0) araliginda Es. 3.1 in ¢6ziimlerinin varligini kabul edelim.

Onceki béliimde yer verilen ¢alismalardan agirlikli olarak Tiryaki ve Yaman [15],
Skerlik [16, 21], Saker [30] ve Philos [31] un ¢aligmalarindan esinlenerek bu
boliimde Es. 3.1 de f fonksiyonunun monoton olmamasi ve olmasi durumlarinda
insa edilen salinimlilik sonuglari {izerinde durulacaktir. Belirtelim ki elde edilen bu

sonuglar tamamen 6zgiin ve orijinaldir.
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Boliim boyunca kullanilacak olan bazi notasyonlar1 ve de ispatlarda esas olacak bazi

lemmalari ifade edelim. ¢ € [ i¢in
Loy(t):zy(t), Ll.y(t):zig.(t)(Li_]y(t)) ; i=1,2, L3y(t)::(L2y(t)) ,
o(t)= min{t,g(t)}

ve Ty <s <t <o i¢in

fonksiyonlarini tanimlayalim.

t — oo iken R, (#,T)) —> (3.2)
ve
t —> oo iken R, (1,T)) > (3.3)

oldugunu kabul edelim. Burada o fonksiyonu, gecikmeli ve ileri tipten denklemlerin

incelenmesinde kolaylik saglayan bir fonksiyon olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica

oldugu acikga goriiliir.
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Tanim 3.1.

Her ¢ €[T},x) i¢in

Ly(t)Ly(t)>0;k=0,1,2, y(t)Ly(t)<0

esitsizliklerini saglayan Es. 3.1 in salinimsiz bir y ¢6ziimiine, V, 6zelligine sahiptir

denir [32].
Simdi de ispatlar sirasinda bize yardimci olacak bazi lemmalar verelim.

Lemma 3.1.

(r2 (t)z')’+p(t)z=0 (3.4)

denkleminin salinimsiz oldugunu kabul edelim. Eger [T;,c0) aralifinda Es. 3.1 in
salinimsiz bir ¢oziimii y ise her 1>7, i¢in ya y(¢)L,y(t)>0 yada y(¢)Ly(¢)<0

olacak sekilde bir 7; > 7| vardir.
ispat

[7,,) araliginda Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢6ziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, igin y(¢)>0 ve y(g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. 7>¢, i¢in ikinci

basamaktan

(%) + 2 =) £ (v (2(1) 6.9
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homogen olmayan diferensiyel denklemin bir ¢oziimiiniin x(¢)=-Ly(¢) oldugu

aciktir. O halde Es. 3.5 in salinimsiz oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Tersine

Es. 3.5 in salimmli oldugunu kabul edelim. Yani; ¢, <b<c olmak iizere x'(5)>0
ve x'(c)SO olacak sekilde Es. 3.5 in ardisik iki sifirt & ve ¢ olsun. Ayrica,

genelligi bozmaksizin ¢ >, i¢in z(7)>0 oldugunu kabul edelim. Es. 3.4 ve Es. 3.5

den elde edilen

(7 (0)x'(1)2(e) =1 (1) x(1) 2 (1)) =2(1) g () £ ((2(2)))
esitliginin » den ¢ ye integrali alinirsa, ¢eliski elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.2.

Es. 3.3 saglansin. Eger ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in Es. 3.1 in y(¢)L,y(¢)>0
esitsizligini saglayan salinimsiz bir ¢6ziimii y ise her t>7, i¢cin y, V, ozelligine

sahip olacak sekilde bir 7] > 7| vardir.
fspat

[7,,) araliginda Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢6ziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t, 2T, igin y(1)>0 ve y(g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. Boylece her
t>t >t i¢in Ly(¢)>0 dir. Es. 3.1 den her ¢>¢, i¢in L,y(¢#)<0 oldugundan ya
Ly(t)>0 ya da L,y(1)<0 elde edilir. 7>t igin L,y(#)<0 olamayacagindan

L, y(t) >0 bulunur. Dolayisiyla y, V, 6zelligine sahiptir.
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Lemma 3.3.

limo. (t)=o0 veher 1 >T, i¢in o.(t)< o (r) (3.6)

t—>o

olacak sekilde o.(¢)e C[T},0) oldugunu kabul edelim. Eger [T;,c) araliginda Es.

3.11n V, o6zelligine sahip bir ¢oziimii y ise =7 igin

L(r(e@)2 R (e (0.0 () Ly ()
olacak sekilde bir 7 > 7| vardir.
jspat

[7;,) araliginda Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢oziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin

t>1, 2T, igin y(z)>0 ve y(g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. limo, (t)=o ve

t—

y, V, oeelligine sahip oldugundan, her 27 igin Lyy(o.(1))>0, Ly(1)>0,
L, y(t) >0 ve L, y(t) <0 olacak sekilde bir ¢ >¢, vardir. Diger taraftan, L,y nin

azalanhig1 kullanilirsa,

> Ly(o(0)) R (o (1), (1)

elde edilir. Boylece her ¢ >1, i¢in

L(y(c(1)))2 R, (o (1), 0.(1)) Ly ()
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elde edilir.

Eger y, Es. 3.1 in bir ¢oziimii ise /" (z)=—/(-z) ve z=0 igin zf"(z)>0 olmak

uzere z=-y

denkleminin bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla, Es. 3.1 in salimimsiz ¢ozlimleri ile

ilgilenirken sadece pozitif ¢oziimlerini incelemek yeterlidir.

3.1. f Fonksiyonunun Monoton Olmamasi Durumu

Ucgiincii basamaktan gecikmeli tipten

!

(OO ]+ 20 +a(0) 7 (5(e(0)) =0 6

denklemini géz oniine alahm. Burada 7, 7, p, qeC[T,,»), geC'[T,®) ve

feC (IR,]R) fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saglasin;

o teligin;(7)>0,r(1)>0, p(¢)20, ¢(1)=0,
* sonsuz komsulugunda ¢(¢)#0,

o g'(1)20, g(¢t)<t, t > iken g(t) > ve u#0igin f(u)/u>K>0.
Lemma 3.4.

Her 1> 7, igin Kq(t)—p'(t) >0 ve
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e (3.8)

0j(Kq(s)—p'(s))ds:oo (3.9)

olacak sekilde bir 7, > 7, oldugunu kabul edelim. Ayrica Es. 3.2 saglansin. Eger her
t>T, i¢in Es. 3.7 nin y(¢)L,y(¢)<0 esitsizligini saglayan salinimsiz bir ¢oziimii y

ise lim y(7)=0 dur.

—w
Ispat

[7;,) araliginda Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢éziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t21,>T, i¢in y(r)>0 ve y(g(¢))>0 oldugunu kabul edelim. Dolaysiyla,

t>1 >1t, i¢in Ly(1)<0 dir. limy(¢#)=24>0 oldugunu kabul edelim.

Ik olarak, Es. 3.8 saglansin. Bu durumda L,y(7) fonksiyonunun isaretini
inceleyelim. ¢>t,>¢ i¢in L,y(1)<0 oldugunda ¢>1¢, igin y'(¢)<Ly(,)/r(t)

esitsizliginin integrali alinirsa, ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in Es. 3.2 den

¥(¢)<0 elde edilirki y(7)>0 kabulii ile geliskidir.

t>t,>t i¢in y(¢1)>0, Ly(t)<0 ve L,y(¢#)>0 olsun. Es. 3.1 in s den ¢ ye

integrali alinirsa
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y(t)Sy(t3)+y(t3)j 1 jp(u)duds —zjrl j 1 I(Kq(r)—p'(r))drduds

elde edilir. Bu esitsizlikte, 7 nin yeterince biiyiik degerleri igin Es. 3.8 den y(¢)<0

elde edilirki y(7)> 0 kabulii ile geliskidir.

Son olarak, >¢, >¢ i¢in y(¢)>0, Ly(r)<0 ve L,y(t) isaret degistirsin. Bu
durumda n — oo iken 7, - olacak sekilde L,y () nin sifirlarimn bir {z,} dizisi

mevcuttur. Es. 3.1 in s den ¢, ye integrali alinirsa

y(tn)Sy(t4)+y(t4)I ! in[p(u)duds —ﬂif ! ] ! I(Kq(r)—p’(r))drduds
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elde edilir. Sonug olarak; ¢, — oo iken y(z,)<0 olur ki bu bir geliskidir. Boylece

lim y(¢)=0 elde edilir.

Ote yandan; Es. 3.9 saglansin. Es. 3.7 nin ¢, den ¢ ye integrali alinirsa C, bir sabit

olmak lizere

Ly(t)<C, j.y(s){f(L()s)))q(s)p'(s)}ds <C, —/Ij[Kq(s)—p'(s)]ds

4 ]

elde edilir. Es. 3.9 ve yukaridaki esitsizlikten ¢ nin yeterince biiylik degerleri i¢in

L,y(t)<0 oldugundan C, negatif bir sabit olmak iizere

y(t)<y()+CR (1,1))

elde edilir. Sonug olarak, ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in Es. 3.2 den y(t) <0

elde edilirki y(7)> 0 kabulii ile geliskidir. Boylece lim y () =0 elde edilir.

Uyar 3.1.

Eger her ¢>T, i¢in p'(¢)<0 olacak sekilde bir 7,>7, ve peC'[T,®) var ise

Lemma 3.4 de Es. 3.8 veya Es. 3.9 yerine sirastyla

! J.q(r)dz'duds =0

Ne—.3
]
~| —
o)
N—
o e
oY
—
<
N—

ve

2 ey 8
f—
o ey
<
—_
=
~
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alinir.

Teorem 3.1.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.8 (veya Es. 3.9) saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun.
Eger

limsup

t—©

j K p(5)q(s) ~ HEEOR ) = O PORNEE).0 N |1 31,

4p, ()R, (g(5),0.()g () (5)

olacak sekilde diferensiyellenebilir pozitif bir p, fonksiyonu varsa Es. 3.7 nin her y

¢Oziimii ya salimmli ya da ¢t — oo iken y(7) >0 dur.
jspat

[7;,) aralifinda Es. 3.7 nin salinimsiz bir ¢oziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, i¢in y(t)>0 ve y(g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 den
t>1 >1, igin Liy(t)>0 veya Ly(t)<O0 dir. Eger 1>¢, igin L y(¢)>0 ise Lemma

3.2 den ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in y, V, 6zelligine sahiptir. ¢ > ¢ icin
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fonksiyonunu  tammlayahm. Es. 3.7 ve Lemma 33 den A (¢)=

R,(g(t).0. (t))g (1) ve B.(1 =p1'(t)_ t R,(g(1).0.(1)) olmak izere

i (2(1)p (1) S0 00T "
o' <—Kp,(1)q(t)-[ (1) o(t)B.(1)] (3.11)
ve boylece

' <-Kp,(t)q(t)+ (3.12)

i <0(0)-0()20(0)

4A4(s)
elde edilir ki Es. 3.10 kabulii ile ¢eligkidir.

Diger yandan, 7>¢, igin y(7)>0 ve Ly(¢)<0 olsun. Lemma 3.4 den lim y(7)=0

t—o

dir.
Ornek 3.1.

t >1/2 i¢in ligiincii basamaktan

" | 1 3
v (t)+4—tzy(t)+[1—ﬁ)y(t—7j—0 (.13)

t
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gecikmeli denklemi ele alam. Burada K =1, r(¢)=r(t)=1, p(t)=— ve
q(t)=1—% dir. Es. 3.2, Es. 3.3 ve Es. 3.9 un saglandig1 kolaylikla gosterilir.

z +ﬁz =0 Euler denklemi salinimsizdir. Ayrica p, ( ) =1 ve o. (t) =t—-1

segersek

() ()pi(8) = p() P($)R, (g(5),0.(5)))’
4p,(5)R, (2(5), 0.()g' ()R (5)

limsup | {Kpl (5)4() -8

t—o

=limsupj[1—41 (=(1/45%))’ }d .

2
too % S 4

oldugundan Es. 3.10 saglanir. Boylece Teorem 3.1 geregince Es. 3.13 iin her y

¢ozlimili ya salimimli ya da ¢ — oo iken y(t) — 0 dir. Bu denklemin salinimli bir

¢cOziimii y(t) =—cost dir. Es. 3.8 in saglanmadigina dikkat edilmelidir.

Ornek 3.2.

t > 2 igin lgiincili basamaktan

" 1 ’ 1 1
V'(6)+=5y'(1)+| =+ |y(t—Inr)=0 (3.14)
gecikmeli denklemi ele alalim. p,(#)=1 ve o.(¢)=t—Int—1 segersek

r(g()(1()p!(5) = P (5) PR, (g(5), 0.(5)))"
4p,()R,(g(5), 0. () ()" (5)

limsup | {Kpl (5)g(s) -

t—x
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t
=limsupj 1+L4—+ ds =
s st 4s(s—1)

t—>©

oldugundan Es. 3.10 saglanir. Teorem 3.1 in diger tiim sartlar1 saglandigindan Es.

3.14 iin her y ¢Oziimii ya salinimli ya da ¢ — oo iken y(t) — 0 dir. limy(t) =0

olan bu denklemin bir ¢ziimii y(¢)=e™ dir. Es. 3.8 ve Es. 3.9 un her ikisi de

saglanmaktadir.

Simdi de Es. 3.7 i¢in, ikinci bdliimde tanimlanan H (t,s) fonksiyonu yardimiyla

Philos tipi salinimlilik kriterleri verelim.
Teorem 3.2.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.8 (veya Es. 3.9) saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun.

R, (g(0).0.())g'(0)
n(g(1) e (0)

Eger 4. (t) =

olmak lizere

)
P H (LT

J{Kpl (s)H (t,5)q(s)— Q*Z(I’S)}ds = (3.15)

olacak sekilde #, sinifindan H ve p, eCl([]}),oo),(O,oo)) fonksiyonlar1 varsa Es.

1

3.7 nin her y ¢dziimii ya salmmh ya da # — oo iken y(¢)— 0 dur.
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fspat

[7,,) aralifinda Es. 3.7 nin salinimsiz bir ¢6ziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, igin y(¢)>0 ve y(g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. Teorem 3.1 in
ispatinda izlenen yol takip edilirse Es. 3.11 elde edilir. Es. 3.111 H (t,s) ile garpip ¢,

pi (1) R,(g(1).0.(1))
pi(1) r ()

den ¢ ye integralini alirsak B. (¢)= olmak iizere

-p(7)

[KE (1,5) py(5)a (s)ds < [ H(1,5)[ -0 (5)+ B.(s)o(5)~ 4. (s) 0 (5) ] ds

4

= —H(t,s)a)(s)

; +j[6H(t,s) os)

0s

+H (1,5)(B.(s)o(5) - A.(s) @’ (s5)) ] ds

+o(5) (1 (1) (1.5) = H (1.5 B. () | ds (3.16)
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elde edilir ki Es. 3.15 ile geliskidir.

Diger yandan, 7>¢, igin y(7)>0 ve L y(¢)<0 olsun. Lemma 3.4 den lim y(7)=0

t—o©

dir.
Sonug 3.1.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.8 (veya Es. 3.9) saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun.

Eger
1 t
lirtnjnup H0T) lpl (s)H (t,5)q(s)ds =00
ve
. (0. (1)
lim sup <0
ST ()

olacak sekilde #, smifindan H ve p, eC' ([To,oo),(O,oo)) fonksiyonlar1 varsa Es.

1

3.7 nin her y ¢oziimii ya salimmli ya da ¢ — oo iken y(7) —> 0 dur.

Ornek 3.3.

t 21 igin li¢lincii basamaktan
y%0+amﬁqg+1y0—u@+y%p4»=o (3.17)
e

denklemini ele alahm. p, (¢)=1, H (t,s)=(t —5)2 ve o, (1) =1-2 segersek
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lirtris;oup H(t,T) 'ﬂ o) (S)H(t,s)q(s)— %Afz’:))}ds
:nrfljoup(t_T)2 ﬂ(t—s)zé— (2+(t_i)em)2 }ds — o

oldugundan Es. 3.15 saglanir. Teorem 3.2 nin diger sartlar1 da saglandigindan Es.

3.17 nin her y ¢6ziimii ya saliniml ya da # — o« iken y(t) — 0 dir. Bu denklemin

t — oo iken y(¢) — 0 olan bir ¢oziimii y(¢)=e"' dir.

Ornek 3.4.
¢t > 1 i¢in tigiincii basamaktan

(o' (1)) +%y’(r)+(1—tl2}y(t—l)(ﬂ+ey(t_l)) -0 (3.18)

denklemini ele alalim. f (u) = u( p +e“) olmak iizere K =/ alinabilir. Eger
p(t)=1, H(t,s)= (t—s)2 ve 0. (t)=1-2 segersek Teorem 3.2 geregince Es. 3.18

inher y ¢oziimii ya salimmli ya da ¢ — oo iken y(7) —> 0 dur.

Simdi de Teorem 3.2 ye alternatif olabilecek salinimlilik kriterleri verelim.
Teorem 3.3.

Teorem 3.2 nin Es. 3.15 digindaki tiim sartlar1 saglansin. Ayrica

0 <inf| liminf L5 | < o (3.19)
s>T t—w H(Z"T)
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Ve

lim sup

.
. H(t,T)l A.(s)

<o (3.20)

Il//f(s)A*(s)ds:oo (3.21)

Ve

0 (1.5)
A (S) ds > Stlzlzpl//(t) (3.22)

olacak sekilde bir y € C[7],) fonksiyonu varsa Es. 3.7 nin her y c¢oziimil ya

salimmli ya da 1 — oo iken y(¢)—0 dir.

fspat

Teorem 3.2 nin ispatindaki gibi gidilirse Es. 3.16 elde edilir. Bu esitsizligin tekrar

diizenlenmesi ile

[ K21 (1,5) o, (5)a(s)ds < H (1,8) (1)

4

—j H(t,s)A*(s)a)(s)Jr%Q*(t’s) ds+j—%*;fz;3)ds



esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki yan1 # — o i¢in limsup u alinirsa

Qf(t,s)}ds

limsup j{KH t,s)p (s)q(s)- 4 0)

t—

< a)(tl)—lirgionf H(or)?

elde edilir. Es. 3.22 den

o(t,)>w (1 )+1H£>1°°an(t,tl) |

olup buradan

0 < liminf

1
= H(t,1) :

a(z)zH(itl)jH(t,s)Ak(S)wz(S)ds
1
,B(t)z H(t,tl);[ H(t,S)Q (t s) (s)ds

40

(3.23)
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seklinde tanimlayalim. Es. 3.23 den
lirtriiwnf[a (t)+B(t)] <o

elde edilir. Simdi

TA* (s)a)2 (s)ds <o

4

oldugunu gosterelim. Tersine

TA(s)wz(s)ds =0 (3.24)

olsun. Es. 3.19 dan

inf| liminf L&) |5 (3.25)
s>T t—o H(l, T)

olacak sekilde bir pozitif & sayis1 vardir. g herhangi pozitif bir say1 olmak iizere Es.

3.24 den ¢t >1t, i¢in
J'A*(s)a)z(s)dszg

olacak sekilde bir ¢, > ¢ vardir ve ¢ >¢, i¢in

a(t):H(l )jH(t,s)%{jA*(u)wz(u)du}ds

4
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M1 f _aH(t,s) ds—ﬁH(t’tz)
T EH(1); Os & H(nt)
(1)

bulunur. Es. 3.25 den ¢ >¢, igin > & olacak sekilde bir ¢, > ¢, sayis1 vardir.

H(t,t)

O halde her 7>t i¢in a(r)>u dir. g keyfi sabit oldugundan limea (¢)=o0 elde

edilir. Bu durumda ispatin geri kalan kismi [33-38] de verilen benzer teoremlerin

ispatlarindaki gibidir.

Diger yandan, 7>¢, igin y(7)>0 ve Ly(¢)<0 olsun. Lemma 3.4 den lim y(7)=0

t—o

dir.
Teorem 3.3 {in ispatina benzer sekilde ispatlanabilecek agsagidaki sonucu verelim.
Teorem 3.4.

Teorem 3.3 {in Es. 3.20 disindaki tiim sartlar1 saglansin. Es. 3.20 yerine

t

J.,o1 (s)H (t,5)q(s)ds <o (3.26)

T

lim sup m

sart1 saglansin. Bu durumda Es. 3.7 nin her y ¢oziimii ya salinimli ya da ¢ — o iken

y(t)— 0 dr.
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Uyan 3.2.

Teorem 3.1-Teorem 3.4 de o.(t)=T, p(t)=0 ve ¢>0 bir sabit olmak
iizere g(1)=t—¢ olmasi durumunda Saker [30] in sirastyla Teorem 1-Teorem 4 ii

elde edilir. Ayrica, Teorem 3.1-Teorem 3.4 de o.(¢t)=T alindiginda Tiryaki ve

Aktas [39] 1n sirastyla Teorem 1-Teorem 4 ii elde edilir.

Ucgiincii basamaktan

Euler denklemi goz Oniine alindiginda Es. 3.8 (veya Es. 3.9) kosulu saglanmaz.
Dolayisiyla yukaridaki teoremlerin higbiri yukaridaki Euler denklemi igin
uygulanamaz. Bu tip denklemlerde uygulanabilir sonuglar elde etmek i¢in gerekli

olan asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.5.

Py, [T,,0) araliginda tanimhi yeterince diizgiin pozitif bir fonksiyon ve ¢

fonksiyonunu, ¢(7)=r, (t)(r2 (1) p5 (t))' +p,(t)p(t) seklinde tamimlayalim. Her

t>1T igin
P25 (1)=0, ¢(1)=0 ve Kp,(1)q(t)—¢'(¢)=0 (3.27)

olmak lizere

J (K0, (5)a() =4 (5))ds = 629
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olacak sekilde bir 7, 27, oldugunu kabul edelim. Ayrica Es. 3.2 saglansin. Eger
t > T igin Es. 3.7 nin y(7)L,y(1) <0 esitsizligini saglayan salmmsiz bir ¢oziimii y

ise lim y(7)=0 dur.

t—©
Ispat

[7;,)araliginda Es. 3.7 nin salinimsiz bir ¢6ziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin

t>t,>T, i¢in y(t)>0 ve y( g(t)) >0 oldugunu kabul edelim. Dolayistyla,

t>1 >1, i¢in y(¢)>0 ve Ly(t)<0 dir. limy(z)=2>0 oldugunu kabul edelim.
t—0

Es.3.71 p, (t) ile ¢arpip ¢, den ¢ ye integrali alinirsa C, sabit olmak iizere

(1) Loy (1)=Co 4 po (1)1 (1) Ly (1) = ¢(1) ¥(2)

‘jy(S)(Mpz (S)Q(S)—¢'(S)st

; y(s)

Ve

P () Ly (1)< C— 2] (K s () ()~ (5)) s

4

elde edilir. Bu esitsizlikte ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢cin Es. 3.28 den

L,y(t)<0 elde edilir. Bu ise ¢ nin yeterince biiyiik degerleri igin Es. 3.2 den
y(t)<0 elde edilir ki y(7)>0 kabulii ile geligkidir. Boylece limy(7)=0 elde

edilir.
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Uyan 3.3.

Eger her 1>7, i¢in ¢'(¢)<0 olacak sekilde bir 7, =T, ve ¢eC'[T,,) varsa

Lemma 3.5 de Es. 3.28 yerine
 ox(s)q(s)ds =0
7

alinir.

Teorem 3.1-Teorem 3.4 {in ispatlarinda yer alan Lemma 3.4 yerine Lemma 3.5

kullanildiginda kolaylikla elde edilebilen asagidaki sonuglar verilebilir.
Teorem 3.5.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.27, Es. 3.28 saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun. Eger
Es. 3.10 saglanacak sekilde diferensiyellenebilir pozitif bir p, fonksiyonu varsa Es.

3.7 nin her y ¢dziimii ya salmm ya da # — oo iken y(¢)— 0 dur.

Ornek 3.5.

a, B, p,» q, ve 0<A<1 sabitler olmak lizere ¢ > 1 igin {iglincii basamaktan
" & ' @ At)=0 3.29
P+ 2y o)+ ()= 3.29)

gecikmeli denklemi ele alahm. p (¢)=p,(t)=¢" ve m(t):% secersek

OSpOSi, q,>0, a=2, <3 olmak lizere
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(O E)P(9) =) PSR, (8(5),0: () |
4P, ()R, (g(5), 0. ()8 ()R (5)

lim supj Kp,(s)q(s) -

t—o©

¢ _ 2-a 2
zlirtnsupJ- qps” " —% ds =
o® T

oldugundan Es. 3.10 saglanir. Teorem 3.5 in diger tiim sartlar1 da saglandigindan Es.

3.29 un her y ¢6ziimii ya salimmli ya da ¢t — oo iken y(¢)— 0 dir. Diger yandan,

4-4p,)
eger =2 ve f=3 ise qo>(STfO) elde edilir. 1=1, pozi ve q():?

alirsak Es. 3.29 Euler diferensiyel denkleminin c¢oziimleri yl(t):l,
t

¥, (t)=1"cos (%lntj ve y,(1)=1"sin (%lntj dir.

Ornek 3.6.
¢t > 2 i¢in ligiincii basamaktan

y'"(t)+tl3y'(t)+tl3y(t—1)(4—cosy(t—1)) =0 (3.30)

gecikmeli denklemi ele alahm. p, (¢)= p, (1) =1* ve o.(t) :%—1 secersek Es. 3.10

ve Teorem 3.5 in diger tiim sartlar1 da saglandigindan Es. 3.30 un her y ¢oziimi ya

salimimli ya da 1 — oo iken y(¢)—0 dur.
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Teorem 3.6.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.27, Es. 3.28 saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun. Eger
Es. 3.15 saglanacak sekilde %

1

sinifindan H ve p, eCl([YB,oo),(O,oo))
fonksiyonlar1 varsa Es. 3.7 nin her y ¢O6ziimii ya salimimli ya da ¢ —> oo iken

y(t)—0 dur.

Ornek 3.7.

¢t >1 igin ligiincli basamaktan

1Y 1 ] ]
LA, » L4 _0 3.3]
(tyj 4t3y tzy( 1+y2j (3-31)

denklemini ele alalim. p, ()= p, (¢)=t, H(t,s)=(t~s)" ve o.(t) :%—1 segersek

limsup 7 ! ‘ﬂKpl (S)H(t,s)q(s)— %;f;;?}ds

't[ s(t—s)2 1 Q—(t—s)1/s—(1/4s)(s*/2)))’ s — o
T s 4(s*/2)s

oldugundan Es. 3.15 saglanir. Teorem 3.6 nin diger sartlar1 da saglandigindan Es.

3.31 inher y ¢dziimii ya sahmmh ya da ¢ — oo iken y(¢)— 0 dur.

Ornek 3.8.

t >1 igin liglincli basamaktan
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(1(%y'(¢)ﬂ +i9y’(t)+tl2y(\/;)coshy(\/;)=0 (3.32)

denklemini ele alalm. f(u)=wucoshu olmak tizere K =1 almabilir.

Gz'j +tlsz:0 denklemi salinimsizdir [19, sayfa 71]. Eger ,ol(t)zp2 (t)zt,

H(t,s)= (t—s)2 ve o.(t)=+t/2 segersek Teorem 3.6 geregince Es. 3.32 nin her

vy ¢0zlimil ya salinimli ya da ¢t — oo iken y(t) — 0 dir.

Teorem 3.7.

Teorem 3.6 nin Es. 3.15 disindaki tiim sartlar1 saglansin. Ayrica Es. 3.19 ve Es. 3.20
saglansin. Eger Es. 3.21 ve Es. 3.22 saglanacak sekilde bir y e C[T,) fonksiyonu

varsa Es. 3.7 nin her y ¢6ziimii ya sahmmli ya da # — o iken y(¢)— 0 dur.

Teorem 3.8.

Teorem 3.7 nin Es. 3.20 disindaki tiim sartlar1 saglansin ve Es. 3.20 yerine Es. 3.26
saglansin. Bu durumda Es. 3.7 nin her y ¢0ziimii ya salinimli ya da ¢t — o iken

y(t)— 0 dur.

3.2. f Fonksiyonunun Monoton Olmasi Durumu

Ucgiincii basamaktan

(000 | (050 (+((0) =0 o
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denklemini ele alahm. Burada r, 1, p, g, geC[T,©) ve f[eC(R,R)

fonksiyonlar1 agagidaki sartlar1 saglasin;

o teligin rl(t)>0, rz(t)>0, p(t)ZO, q(t)ZO,
* sonsuz komsulugunda ¢(¢)#0,

e t—>oo iken g(t) > ve u#0 igin uf (u)>0.
Ayrica, f asagidaki kosullar1 saglasin.
(i) u#0 igin f'(u)>0 olacak sekilde f € C'(-,0)C"(0,00);

(i) D >0 bir sabit olmak iizere |u|>D igin f'(u)> K, olacak sekilde bir K, >0

sabiti olsun.

V, ozelligine sahip her u(¢) fonksiyonu sinirsizdir ve sonug olarak, ¢ nin yeterince

biiyiik degerleri igin f” (u (t)) > K,>0 oldugu kolaylikla goriiliir.
Lemma 3.6.

Py, [T,,0) da tanimlh yeterince diizgiin pozitif bir fonksiyon ve ¢ fonksiyonunu,

#(1)=r(t)(r (¢) P} (t)), +p, (1) p(¢) seklinde tammlayalim. Her 7> 7] igin
25 ()=0, ¢(2)=0, ¢'(£)<0 (3.33)

ve

[ £, (s)q(s)ds =0 (3.34)
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olacak sekilde bir 7, 27, oldugunu kabul edelim. Ayrica Es. 3.2 saglansin. Eger
t>T i¢in Es. 3.1 in y(¢)L,y(¢)<0 esitsizligini saglayan salimimsiz bir ¢dziimii y

ise lim y(7)=0 dur.

t—®
Ispat

[7,,0) da Es. 3.1 in salmimsiz bir ¢éziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, i¢in y(¢)>0 ve y(g(t))>0 oldugunu kabul edelim. Bdylece >t >¢,

igin y(¢)>0 ve Ly(¢t)<0 dir. limy(z)=2>0 oldugunu kabul edelim. Boylece

t—o
y(t) >A/2 ve f  fonksiyonunun monotonlugundan her ¢>¢  i¢in
f(y(g(t)))zf(/i/2) dir. Es. 3.1 p, (¢) ile carpip ¢, den ¢ ye integral alinirsa C,

sabit olmak lizere

P (1) Loy (1) = Gyt P (1)1 (1) Loy (£) = 6(2) ¥ (1)

o) ] 2. (5)a() £ ()

4

ve boylece

P, (1) Ly(t)<C, —f(/1/2).|.p2 (s)g(s)ds
elde edilir. ¢ nin yeterince bilyilik degerleri i¢in Es. 3.34 den L, y(t) <0 elde edilir.
Bu ise ¢ nin yeterince biiyiik degerleri igin y(¢)<0 olmasidir ki y(¢)>0 kabulii ile

celiskidir. Boylece lim y(t) =0 dir.

t—o
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Teorem 3.9.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.33, Es. 3.34 saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun. Eger

HEONE)P) = AEOPOR(O$) 0 | ) (335,
4K, ()R, (0 (5).0-(5)g (7' (s)

t—o©

limsup [| p,(s)g(s) -

olacak sekilde diferensiyellenebilir pozitif bir p, fonksiyonu varsa Es. 3.1 nin her y

¢Ozlimii ya salimimli ya da ¢t — o iken y(t) — 0 dir.

fspat

[7,,0) da Es. 3.1 in salimsiz bir ¢oziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, i¢in y(t)>0 ve y(g(t))>0 oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 den
t>1 >1, igin Ly(t)>0 veya Ly(t)<0 dir. Eger 1>¢, igin L y(¢)>0 ise Lemma
3.2 den ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in V, Ozelligine sahiptir. Boylece y
siursiz oldugundan f'(y)>K, >0 olacak sekilde bir K, >0 sabiti vardir. ¢>¢,

igin

fonksiyonunu  tammlayahm. Es. 3.1 ve Lemma 33 den 4,(¢)=

KR, (o (1),0.(1))g (1) Al R,(o(t),0.(1))
a0
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ve boylece

o' <—p, (1)q(r)+ 2) (3.36)

elde edilir ki Es. 3.35 kabulii ile ¢eliskidir.

t>1 i¢in y(¢)>0 ve L y(¢)<0 olsun. Lemma 3.6 dan lim y(7)=0 dur.

t—©

Ornek 3.9.

a>1ve A>0 olmakiizere ¢ >1 i¢in tigiincii basamaktan

V() 4y (1) + =y () v (An) =0 (3.37)

denklemini ele alalim. 0 < A <1 oldugunda o. (t) = % , A>1 oldugunda o, (t) :é
ve p,(t)=p,(t)=1" segersek Teorem 3.9 un tim sartlar1 saglandigindan Es. 3.37

nin her y ¢oziimi ya salinimli ya da ¢ — oo iken y(t)—)O dir. Denklemin bir

¢Oziimii y(t):% dir. a=A1=1 oldugunda Euler olan Es. 3.37 nin ¢oziimleri

v ()= %, y,(t) =1 cos (%lntj ve y,(1)=1"sin (%lntj dir.
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Ornek 3.10.

Do> 4y, O, P ve A>0 sabitler olmak lizere ¢ >1 i¢in liglincii basamaktan

ylr((t)+p0 y’(t)+tq_£y(/1t):0 (338)

a
denklemini ele alalim.

0< /<1 oldugunda o;(t):%, 2>1 oldugunda o;(t):é
ve p(t)=p,(t)=1" segersek 0< p, Si, q,>0, a>2 ve <3 igin Teorem 3.9

dan Es. 3.38 in her y ¢Oziimii ya saliniml ya da ¢ — oo iken y(t) — 0 dir. Diger

yandan, eger a =2 ve =3 ise

(4—p0)2

84

(4—&p0)2

0<A<1igin g, > P ve A>1 i¢in g, >

elde edilir. Eger A=1, p, :i ve ¢, :? alirsak Es. 3.38 Euler diferensiyel

denkleminin ¢oziimleri y, (¢)= 1, ¥y, (t)=1"cos (%ln tj ve y,(1)=1"sin (%lntj dir.
t

Teorem 3.10.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.33, Es. 3.34 saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun. Eger

_KR(o(0).0.(0)£'(0)

A= a0




54

limsupH ! J.{pl (S)H(l,S)q(S)—QO (Z’S)}ds=oo (3.39)

olacak sekilde p, eC' ([To,oo),(O,oo)) ve H, smifindan H fonksiyonlar1 varsa Es.

1

3.1in her y ¢Oziimii ya salinimli ya da 1 — o« iken y(t) — 0 dir.

Sonug 3.2.

Es. 3.2, Es. 3.3, Es. 3.6, Es. 3.33, Es. 3.34 saglansin ve Es. 3.4 salinimsiz olsun. Eger

t

liriiup 7T lpl (s)H (t,5)q(s)ds=o0

Ve

lim sup

.
T 40

olacak sekilde 7, sinifindan H ve p, eCl([TO,oo),(O,oo)) fonksiyonlar1 varsa Es.

1

3.1 in her y ¢Ozlimii ya salinimli ya da ¢ — oo iken y(t) — 0 dir.

Ornek 3.11.

t >1 igin liglincli basamaktan
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1, 1 1
I + — '+— :O 3.40
(t)/j 4t3y tz)/ ( )

denklemini ele alalm. p,(¢)=p,(t)=t, H(t,s)=(t—s) ve o.(7) :é segersek

Teorem 3.10 geregince Es. 3.40 1in her y ¢oziimii ya salinimli ya da ¢ — o iken

y(t)— 0 dur.

Simdi de Teorem 3.10 a alternatif olabilecek salinimlilik kriterleri verelim.
Teorem 3.11.

Teorem 3.10 un Es. 3.39 disindaki tiim sartlar1 saglansin. Ayrica

0 <inf| liminf 25 | < o (3.19)
s>T t—0 H(t’T)

ve

ds < oo (3.41)

Ve
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limsup H(t T)

| 611510002 s

olacak sekilde bir y € C[7,,0) fonksiyonu varsa Es. 3.1 in her y ¢6ziimi ya

salimimli ya da  — o iken y(t) — 0 dir.

Teorem 3.12.

Teorem 3.11 in Es. 3.41 disindaki tiim sartlar1 saglansin ve Es. 3.41 yerine

t

lirtnjnup H0T) lpl (s)H (t,5)q(s)ds <o

sart1 saglansin. Bu durumda Es. 3.1 in her y ¢6ziimii ya salinimli ya da ¢ — o iken

y(t)—0 dur.

Teorem 3.10-Teorem 3.12 nin ispatlart Teorem 3.2-Teorem 3.4 iin ispatlarina

benzerdir.

G(l‘) fonksiyonu ve (ii) sarti olmaksizin, Es. 3.1 fonksiyonel denklemi igin

asagidaki teoremi ifade edelim.
Teorem 3.13.

Es. 3.2, Es. 3.3 saglansin ve Es. 3.4 salimimsiz olsun. Ayrica, her t>T7T igin
p'(t)SO olacak sekilde bir T > T, ve p e C'[T,,») olsun. Eger

[a(s)ds=o0 (3.42)

T
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ise Es. 3.1 in her y ¢oziimii ya salimimli ya da ¢ — oo iken y(7) — 0 dur.

fspat

[7,,0) da Es. 3.1 in saliimsiz bir ¢oziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, i¢in y(z)>0 ve y(g(t))>0 oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 den
t>1 >1, igin Ly(¢t)>0 veya Ly(t)<0 dir. Eger 1>¢, igin L y(¢)>0 ise Lemma
3.2 den ¢ nin yeterince biiyiik degerleri igin V, 6zelliine sahiptir. # > ¢, icin

()= (3.43)

fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 3.1 den C, bir sabit olmak tizere

Ly (1) <C, —jq(s)ds

f(r(e() 3

elde edilir. Bu esitsizlikte, ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in Es. 3.42 den

L,y(t)<0 bulunur ki L,y(¢)>0 olmasi ile gelisir.

Diger yandan, 7>t i¢in y(¢)>0 ve Ly(r)<0 olsun. limy(z)=0 oldugunu

—w

gosterelim. limy(¢7)=24>0 oldugunu kabul edelim. Béylece y(¢)>1/2 ve f in

t—o
monotonlugundan her ¢ >¢, igin f(y(g(t)))zf(/l/Z) dir. Es. 3.1 in ¢, den ¢ ye

integrali almirsa C; sabit olmak tizere

Ly()<C,— £ (412) [a(s)ds

]
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elde edilir. Yukaridaki esitsizlik ve Eg. 3.42 den ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in

L,y(t)<0 ve bdylece

yv(t)<y()+Ly(t,)R (t.1)

elde edilir. Sonug olarak, ¢ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in Es. 3.2 den y(t) <0

elde edilirki y(¢)> 0 kabulii ile geligkidir. Boylece lim y(z)=0.
t—

Ornek 3.12.

a >0 olmak iizere ¢ >1 i¢in {ligiincii basamaktan
(') +—y'+(1—ti2j‘y(t+sint)rl y(t+sint)=0 (3.44)

fonksiyonel denklemi ele alalim. Dolayisiyla, Teorem 3.13 geregince Es. 3.44 {in her

y ¢oziimii ya salimmhi ya da ¢ — o iken y(¢)— 0 dur.

Belirtelim ki Es. 3.44 i¢in Teorem 3.1-Teorem 3.9 dan hig¢biri uygulanamaz.

Simdi de E.s. 3.1 denkleminin bir 6zel durumu olan
y"’+p(t)y'+q(t)f(y(t)):0 (3.45)

denklemini gz oniine alam. Burada p, ¢ eC[T,©) ve [eC(R,R)

fonksiyonlart asagidaki sartlari saglasin;

e teligin p(t)ZO, q(t)ZO,

* sonsuz komsulugunda ¢(¢)#0,
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o u#0 igin uf (u)>0.

Ayrica f fonksiyonu, (i) sartini saglasin.

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2, Es. 3.1 in 6zel hali olan Es. 3.45 i¢inde gegerlidir.

Tanim 2.5 de tanimlanan #, smifindan fonksiyonlar ilaveten agagidaki kosullar1 saglasin:

(Hy) t=T i(;inM =0;
os o,
L OH(5)
H,) limsu = ;
(H,) timsup—rp =

2
(Hs) t=s>T igin %20.
N

Tiim bu kosullar saglayan H € C(D,R) fonksiyonlar sifin1 da %, ile gbsterelim.
1(t)=r,(¢)=1 oldugunda Lemma 3.6 asagidaki gibi ifade edilir.
Lemma 3.7.

Py, [I;,0) da taniml yeterince diizgiin pozitif bir fonksiyon ve ¢ fonksiyonunu

@ (t) = p;’(t) +p0, (t) p(t) seklinde tanimlayalim. Her ¢t > 7' igin

P25 (1)20, ¢ ()20, ¢ (1)<0 (3.46)
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Ve

jpz (s)q(s)ds:oo (3.47)
T

olacak sekilde bir 7' >7, oldugunu kabul edelim. Ayrica Es. 3.2 saglansin. Eger
t 2T icin Es. 3.45 in y(t)L1 y(t) <0 esitsizligini saglayan salinimsiz bir ¢éziimii y

ise lim y(7)=0 dur.

[—w

Teorem 3.14.

0<&<1 ve D>0 sabitler olmak iizere |u|>D igin 25" (u)—f(u) f"(u)=K,
olacak sekilde bir K, >0 olsun. Es. 3.46, Es. 3.47, z"+p(t)z=0 denklemi

salimmsiz ve ¢t >s>T 27, igin

A(z,s);z[@f(s)]z[ ! j_p{’(S)_2p{(s) & ()20

4p, (s)

oldugunu kabul edelim. Eger

t—

limsup H(:‘,T) j.pl (S)H(t,s){q(s) \/2—1 (%A(t’s)]z}ds = (3.48)

olacak sekilde p, € C* ([To,oo),(O,oo)) ve A, smifindan bir H fonksiyonu varsa Es.

3.45in her y ¢dziimii ya sahmmli ya da # — oo iken y(¢)— 0 dur.
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fspat

[7,,0) da Es. 3.45 in salmimsiz bir ¢oéziimii y olsun. Genelligi bozmaksizin
t>t,>T, i¢in y(7)>0 oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 den 7>¢ >7, igin
y'(t)>0 veya )'(¢1)<0 dir. Eger t>1¢ igin )'(¢)>0 ise Lemma 3.2 den ¢ nin

yeterince biiyiik degerleri i¢in V, 6zelligine sahiptir. # > ¢, icin

_%/:21’1((?) f'(y(f))wz(f){p(’)* e J”(f)wl(t)Q(t)}- (3.49)

i H(r,s{w'(m

4

N | W
S
—
~
N

-] £ )LL)

4
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elde edilir. ¢ nin yeterince biiyilk degerleri icin y smnirsiz oldugundan
261" (u)—f(u)f"(u)= K, olacak sekilde bir K, >0 sabiti vardir. Ik integrale

kismi integrasyon uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa C, sabit olmak tizere

110 3% CH a5 (60)- ) 6D () 2 ()

4

bulunur ki Es. 3.48 ile ¢eliskidir.

Diger yandan, 7 >¢, i¢in y(7) ve y'(¢)<0 olsun. Lemma 3.7 den lim y(¢)=0 dur.

—o

Sonug 3.3.

Teorem 3.14 iin Es. 3.48 disindaki tiim kosullar1 saglansin. Es. 3.48 yerine

limsup pl(s)H(t,s)q(s)ds:oo

e H(1,T))

,_.
SNe—
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Ve

3

t
timsup———— [ py (5) H (t.5) 42 (t,5) ds <o
TO

olsun. Béylece Es. 3.45 in her y ¢oziimii ya salmimli ya da ¢ — oo iken y()— 0

dir.
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