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UCUNCU MERTEBEYE GORE HOMOJEN DENKLEM ICIN CAUCHY
PROBLEMININ COZUMU

Ikinci mertebeden dalga denkleminin ¢oziimii igin {inlii D’Alembert formiiliiniin
dalgalarin dinamigini incelemek icin ¢ok 6nemli bir enstruman oldugu herkes tarafindan
bilinmektedir. Yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in D’Alambert
tirlii ¢ozlimlerin elde edilmesi biiylik 6nem tasidigi agikca goriilmektedir. Bu nedenle,
tezde lciincli mertebeye gore homojen sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel

denklem i¢in D’ Alembert tiirlii ¢oziimler elde edilmistir.

Tezin ilk boliimiinde sabit katsayili lineer kismi tlirevli diferansiyel denklemler
teorisinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Elde edilen sonuglar kullanilarak g6z 6niine

aldigimiz problemin genel ¢dziimlerinin bulunmasi i¢in ifadeler elde edilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde {iglincli mertebeye gdre homojen sabit katsayili lineer kismi
tirevli diferansiyel denklem ig¢in yazilmis Cauchy probleminin ¢oziimii elde edilmistir.
Kismi tiirevli diferansiyel denkleme karsilik gelen karakteristik denklemin koklerinin sade
ve katli olan durumlar1 irdelenmis ve her bir durum i¢in ayr1 ayri ¢éztiim ifadeleri elde

edilmistir.

Nihayet tezin ii¢lincii boliimiinde elde edilen ¢oziimler kullanilarak, bazi bilgisayar
testleri yapilmistir. Bulunan sonuglar bazi baslangi¢ profile sahip dalgalarin dagilim

dinamigini agikca ifade etmistir.
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ABSTRACT

SPLITTING OVER PHYSICAL PARAMETERS OF THE DRIVEN THIN
FILM EQUATION AND ITS NUMERICAL SOLUTION

In this thesis, an original method having some advantages over the main problem
has been proposed for the numerical solution of fourth dimensional degenerate parabolic

equation with Cauchy condition, describing thin film equation.

At first the thin film equation is split over physical parameters. To find the
numerical solution for the equations, a special auxiliary problem with some advantages
over the main problem has been introduced and algorithms that describe all of the physical

properties of the problem were created by using this auxiliary problem.

Finally, in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method, some
computer tests are conducted for the equations obtained in the second chapter with

convective and diffusion terms.



ICINDEKILER

Sayfa No.
OZ ettt ettt ettt ettt et et ettt et et et et et e eaes 1
ABSTRACT ....coooooeeeeeeeeeee ettt s e sessnaes i
SEKILLER LISTESI ......ooiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt es e s e senens iv
Lo GERIS .o 1
1.1 Sabit Katsayili Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler ...........cccceeevveennnennnee. 1
1.2 Indirgenebilit DEnKIEMIET.............c.coovoveieiiieeeeieeeieeeeeeeeee et enesennas 3

2. UCUNCU MERTEBEYE GORE HOMOJEN HIPERBOLIK DENKLEM iCiN
CAUCHY PROBLEMININ D’ALEMBERT TURLU COZUMU .........ccccccovveiennn.. 11
2.1 Koklerin Reel Ve Birbirinden Farkli Olmast Hali......ccocovvvvveiiiiiiiiiiiiiiieeieeieeiee, 12
2.2Kéklerin Ug Defa Katlt OIdugu DUIUM ......c.vvvvieeeeeeeececceceeeeeeee e 20
2311 #F A2 = A3 0Imast Hall.........oooooiuviiiiiiiiceeee e 24
3. BILGISAYAR TESTLERI ...........cooooiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e 29
3.1. Sade KOKIEr DUIUIMU ....oooiiiiiiiiiiiiiee ettt e e e e e e eenaaaree e e e e e 29
3.2. Katlt KOKIETr DUIUIMU ....ooooiiiiiiiiiiiiccceeeeeeeeee ettt e e e 36
SONUGLAR...........ooiiiiiioeeeeee oot s e n s s 39
KAYNAKLAR .......oooooiiiiieieeeeeeeee e s 40
OZIGECMIS ...ttt ees e 41



SEKILLER LISTESI

Sayfa No.
Sekil 1.1 (1.15) ¢OZUMUNTN rafiFi....cccueeriieiiiieiieiiierie e 10
Sekil 1.2 (1.15) ¢OzUMUNTN rafiFi....cccueevieeiiieiiiiiieie e 10
Sekil 2.1¢0x fonksiyonunun @rafifi.........cccecceevieiiieniiiiiienieeieecie e 29
Sekil 2.2¢1x fonksiyonunun @rafifi.........ccceccvevieiiiiiniiiiieieeeeee e 30
Sekil 2.3¢1x fonksiyonunun integralinin grafigi ..........cccceevveeriieeniieeniieeeeeee, 31
Sekil 2.4t = 2 icin ¢p0x + kt fonksiyonlarinin grafikleri .........coceeveiniinicnnennen. 32
Sekil 2.5 (2.16) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢p1lx = Pp2x = 0) cccevevvvereenennnen. 32
Sekil 2.5(2.16) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢p2x = 0 durumu) ........cocveennenee. 33
Sekil 2.6(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p2x = ¢ < 0 durumu)................. 33
Sekil 2.7(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p2x = ¢ > 0 durumu)................. 34
Sekil 2.8¢0x = sinx fonksiyonunun grafigi .........ccceeceeevienieeiiieniieiienieeieeeee e 34
Sekil 2.9¢1x = cosx fonksiyonunun grafigi.........ccceeeeevierieeiiieniiieniienieeieeeee e 35
Sekil 2.10(2.16) formiilii ile elde edilen ¢o6ziim (¢p2x = 0 durumu) ....................... 35
Sekil 2.11(2.16) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢p2x = ¢ < 0 durumu) ................ 36
Sekil 2.12(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢2x = ¢ > 0 durumu)............... 36
Sekil 2.13 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢plx = p2x = 0) ceeeevvenvrennnnneen. 37
Sekil 2.14 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢2x = 0 durumu) ..................... 37
Sekil 2.15 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p2x = ¢ < 0 durumu)............... 38
Sekil 2.16 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p2x = ¢ > 0 durumu)............... 38



1. GIRIS

Miihendislik problemlerinin teorik incelenmesinde kismi tlirevli diferansiyel
denklemler i¢in Cauchy problemine ¢ok sik¢a rastlanmaktadir. Bu nedenle kismi tiirevli
diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin elde edilmesi hem teorik,
hem de pratik agidan 6nemli olmaktadir.

S6z konusu problemlerin ¢oziimii literatiirde iyice arastirilmis ve 6grenilmistir. Bu
kaynaklarda genelde fonksiyonel analiz yontemleriyle ¢ozlimiin varlik ve teklik
problemleri incelenir [4],[5],[8],[12]. Courant, Petrovski, Tikhonov, Samarski gibi
yazarlarin eserlerinde yliksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in
Cauchy probleminin ¢éziimii Fuorier doniisiimii yardimiyla elde edilmistir [1],[9],[13].
Fakat bu ifadelerdeki 6zel integrallerin hesaplanmasi zorluk ¢ikartmaktadir. Bu nedenle
yiilksek mertebeden olan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in pratik
acidan kolayca kullanilabilen ¢oziimlerin elde edilmesine ihtiya¢ vardir. Literatiirde
sabit katsayili kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in ciddi teorinin oldugu da
bilinmektedir [2],[3],[6],[9],[11].

Bu tezde tiglincii mertebeden sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in D’ Alambert tiirlii ¢oziim elde edilmistir.
Bulunana ¢oziimler pratik agidan kolay kullanimli ifadeler olmanin yani1 sira problemin
¢Oziimiinlin varlik-tekligini ve ¢O6ziimiin baslangic verilerinden bagimsizligini ispat

etmeye imkan saglamaktadir.

1.1 Sabit Katsayih Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde bazi sinif lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini inceleyecegiz.

a 9
L(Z 2 )u=f(xy) (1.1)
denklemini g6z Ontine alalim. Burada £ notasyonu
a 0 at (a/
L(a,a)u=2i2jcij@(m)u (1.2)

seklinde yazilmis lineer operatdr, ¢;; ler ise bilinen sabitler olmaktadir. (1.1) e karsilik

gelen homojen denklemin, yani

L(:—x,:—y)u=0 (1.3)



denkleminin herhangi keyfi elemanlar iceren ¢oziimiine, adi diferansiyel denklemlerde
oldugu gibi genel ¢oziim veya tamamlayict fonksiyon diyecegiz. Benzer olarak, (1.1)
denkleminin herhangi bir ¢6zlimiine de 6zel integrali adini verecegiz.

Teorem 1.1u(x,y) ve z,(x,y) sirasiyla tamamlayict fonksiyon ve 6zel integral olsun.
Bu durumda u + z; denklemin genel ¢6ziimii olmaktadir.

Ispat. (1.1) ve (1.3) denklemleri ayni cinsten oldugundan u + z; genel ¢ziim olur.

Ayrica,
,C(aa—x,%)u =0 ve L(;—x,%)Zl =fxy)

ifadelerinden

£(5r) et m) = £ )

olur, yani u + z; (1.1) denkleminin ¢éztimiidiir.

Teorem 1.2 Eger uy, u,, ..., u, homojen denklemin ¢oziimleri ise

n
§ Ciu;

i=1
de homojen denklemin ¢6ziimii olur.

Ispat. Teoremin ispat1 asagidaki

£ (aa aa)(cu) (aa aay) =ak (aa aay)

ic <6x ay) =0

i=1

M=
=

~—
Il
[

esitliginden elde edilir.

Sonraki islerimizde kolaylik saglamak i¢in

0 _, 0
ox ' 0y

ile gosterelim.L(D, D") lineer operatorlerini agagidaki gibi siniflandiralim:

=D’

a) Eger a ve b sabitler olmak kosuluyla £(D,D") operatorii D + aD’ + b gibi lineer
operatorlerin ¢arpimu seklinde gosterilebilirse, bu taktirde £ ye indirgenebilir operator
denir.

b) L(D, D") operatorii D + aD’ + b gibi operatérlerin garpimu (faktorizasyonu) seklinde
ifade edilemezse, boyle operatdrlere indirgenemeyen operator denir.

Ornek 1.1D2 — D'? indirgenebilirdir. Ciinki,

2



D?-D'"*=(D+D")(D —D")
seklinde yazilabilir. Fakat, D> — D’ operatérii indirgenemeyendir.
1.2 indirgenebilir Denklemler
Teorem 1.3 Eger L(D,D") indirgenebilirse, bu taktirde lineer ¢arpimlarin siralamasi

onemli degildir.

Ispat. Eger
(oD + BrD" + v, )(asD + BsD" +v5)
= (asD + BsD" + ys)(axD + D" + vi) (1.4)
oldugunu gosterebilirsek, bu durumda herhangi bir indirgenebilir operator
L(D,D") =Ilr=1(arD + B D" + 1) (1.5)

seklinde gosterilebilir. (1.4) {in ispat1 ise (1.4) esitliginin her iki tarafinin da
(a,D + B,.D' + v, )(asD + BsD' + y5) = a,a;D? + (a,Bs + Brag) DD’
+BrBsD"” + (@r¥s + ¥r @)D + (Brvs + VeB)D' + vrs
ifadesine esit oldugunu gdstermek yeterlidir.
Teorem 1.4 Eger a,.D + 5,D' + v, ifadesi L(D, D") operatoriiniin faktorlerinden birisi
ve herhangi bir ¢,.(§) fonksiyonu ve a, # 0 i¢in

_vr,
U, =e 9 qbr(ﬁrx - ary)

ifadesi L(D, D")u = 0 denkleminin ¢6ziimiidur.

Ispat.n = 1 durumu igin
(arD +B:D" +y)u=0
denklemini acik sekilde yazarsak

Jdu Jdu
ara'i'ﬁr@-l'yru =0

olur. Karakteristik denklemi

dx dy du

ar Br —VYr
olarak yazabiliriz. Buradan

C1=Brx—ayy

Yr

Cob=u—e ar
aralik integrallerini buluruz. Genel ¢6ziim
F (Cl; CZ) =0

veya



_yr,
u=e a ¢(frx — ayy)
olur.
Ispat1 gergeklestirmek i¢in u, i¢in yazilmis olan ifadeye sirasiyla D ve D’ tiirev

isleclerini uygularsak

0 Ve Yy Yy o,
Du, = a_ur =—-——e 9% d)r(ﬁrx - ary) +e o ¢, (.Brx - ary)ﬁr
x a,
)Z _Ir ’
= __Tur + Bre arxqbr (ﬁrx - ary)
ay
ve
0 Yr, o,
D’ur = @ur = —are arxd)r (ﬁrx - ary)

elde ederiz. Bulunan bu degerler (a,.D + B,D’ + y,-)u ifadesinde yerine konulursa
(a,D+ B D' +y)u=0 (1.6)
bulunur. Teorem 1.3 ii kullanarak
L(D,D") = {[ls=1(asD + BsD" + ys)}(a,;D + D" + v, )uy (1.7)
elde ederiz. (1.6) ve (1.7) den
L(D,Du, =0
oldugunu goriiriiz.
Benzer yolla asagidaki teoremi de ispatlayabiliriz

Teorem 1.5 Eger (3,.D' + y, ifadesi L(D, D") operatdriiniin herhangi bir faktorii ve ¢,-(§)
herhangi bir fonksiyon, 8, # 0 i¢in

_Y_ry
u'l" =e BT ¢T(ﬁ1’x)
ifadesi L(D, D")u = 0 denkleminin ¢6ztiimiidiir.
Not 1.1 Asagidaki denklemi

(:BT'D, + yr)u =0

g0z Oniine alalim.



Jdu
ﬁr@‘l'yru =0

denklemini degiskenlerine ayirirsak,

Ju Yr
—=-"d
[

olur. Buradan
Yr
u=e b p.(fx)
bulunur.
Bazi durumlarda £(D, D") operatoriiniin katli faktorleri de olabilir, yani faktorler
(arD + B, D" +¥.)"

seklinde olabilir. Bu sekilde faktorleri olan denklemlerin ¢éziimleri Teorem 1.4 ve Teorem

1.5 in uygulanmasi ile bulunur.
Ozel durumu inceleyelim. k = 2 olsun. Bu durumda denklemi
(a;D + B.D' +vy,.)*u=0 (1.8)
seklinde yazariz.
(a;D + B D" +y)u=U(x,y)
ile gosterirsek (1.8) ifadesi
(arD+B.D"+y)U=0

olur. Teorem 1.4 e gore

_¥r
U(x'y) =e arxd)r(ﬁrx - ary)a a- +0

seklinde yazilir. Aradigimiz u(x, y) fonksiyonunu bulmak i¢in

(arD + .BTD, + yr)u = e_z_:x(br(.grx - ary) (19)

kismi tiirevli denklemi ¢6zmemiz gerekmektedir. (1.9) denklemini agik bir sekilde

yazarsak



u ou

_¥r
ar a + ﬁr @ tyru=e arx(pr(ﬁrx - ary)

olur. Karakteristik denklemi ise

dx dy du

ar .87'

_rr
—Vu-te arxd)r (Brx — ary)
olmaktadir. Ilk birinci aralik integrali

dx dy

aT B BT
denkleminden ¢; = f,x — a,y olur. Simdi
dx du

vr,
—Yute o qbr(cl)

ar

denklemini ¢ozelim.

Sonuncu denklemi u ya gore diizenlersek,
@y ¥y = L g (c) (1.10)
dx  a ar il )

seklinde adi lineer diferansiyel denklem oldugu goriiliir. Bu denklemi ¢6zmek icin dnce

du
—+ﬁu=0

seklinde yazip, degiskenlerine ayristirma yontemini uygularsak, ¢oziimii

_rr
u=ce 9

seklinde buluruz. Buradaki integrasyon sabitini gosterenc yi x in bilinmeyen fonksiyonu

olarak diisilinlip, homojen olmayan denklemin genel ¢éziimiinii

_yr,
u=c(x)e @« (1.11)

6



seklinde arayalim. (1.11) den tiirev alirsak,

du ' _Yry Yr _Yry,
—=c (x)e or —a—rc(x)e ar (1.12)

elde ederiz. (1.11) ve (1.12) ifadeleri (1.10) denkleminde yerine yazilirsa
') = — ()
c'(x) = a o (cq
bulunur ve buradan c(x)bilinmeyen fonksiyonu

1 X
o) = | 6O + ¢,
0

olarak belirlenir. Burada c, integrasyon sabiti olmaktadir. ¢(x) fonksiyonu (1.11) de yerine

konursa, homojen olmayan (1.10) denkleminin genel ¢6ziimii

il _Z;_Tx 1 [ d
W 4 arﬁroj@(a £+,

olur.
Teorem 1.6(a,D + (D' +y, )" carpimi  L(D,D") operatétiiniin faktori  ve
Or,) Pr,» - Pr, herhangi bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

n

Y; -
exp (= 20x) Y x5 g, (Brx - @,9)
T

s=1
ifadesi L(D, D") = 0 denkleminin ¢dziimii olmaktadir.

Bu teorem 1.5 teoremin genellestilmisi oldugundan onu ispatlamaga gerek kalmiyor.

Teorem 1.7 (D' +y,)™ carpmm L(D,D") operatétiiniin faktdrli ve @y, @r,, ..., @r,

herhangi bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

m

exp (= 77) ) %7 01, (B,)

s=1

ifadesi L(D, D) = 0 denkleminin ¢dziimi olmaktadir.



Bu soylediklerimizi genellestirmis olursak asagidaki genel teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 1.8. Eger a, lerin hig biri sifir degilse ve

n
0,07 = | @D +p0 +pm
r=1

operatorii doniistiiriile bilense,
u(x,y) = iy exp (- Lx) B0 x5 0 (B — @) (1.13)
L(D,D") = 0 denkleminin ¢6ziimii olmaktadir.

Ornek 1.1 Asagidaki denklemin

04u+64u 5 0%u £
ax*  dy* " ox2dy?

¢Oziimiinii bulalim.
Bunun i¢in denklemi
(D+D)*(D—-D"Y? =0
gibi yazalim. (1.13) formiiliine gore ¢oziimii
u(x,y) = xp1(x —y) + @2(x —y) + xtp1(x + y) + o (x + y)
kolayca buluruz. Burada ¢, ¢,, ¥, ¥, herhangi bir fonksiyonlardir.

(1) denklemin tamamlayic1 fonksiyonunu bulduktan sonra, ¢6ziimii tamamlamak ig¢in
yalnizca 6zel bir integral bulmamiz gerekir. Bu 6. teoremin kanitinda kullanilan benzer bir

sekilde bulunabilir.

Gergekten de, eger

n
U, = n(arD + ,BrD, + yr)u
r=2

olarak gostersek u, fonksiyonunu asagidaki denklemden

aul aul

a1g+ﬁ1g+)’1u1=f(x:30 (1.14)



bulmamiz gerekecektir.
Ornek 1.2

0°u  d%u
s r Y

denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

Denklemi (D — D')(D + D")u = x — y seklinde yazalim. (D + D")u = u; olsun.

Bu durumda (D — D")u; = x — y olur. Sonuncu denklemi

Ju;  Oup

% oy XY

gibi yazip 6zel ¢o6ziimii bulalim. Karakteristik denklem

dx dy du

olur. Buradan ¢c; = x —y, ve ¢, = uy — % (x — y)? elde ederiz. Denklemin genel ¢dziimii

1
W = =)+ fx =)

olmaktadir. f = 0 alirsak 6zel ¢oziimii bulmus oluruz. Homojen denklemin de genel

¢OzUmiini

u=-@—y)2+flx—y) +g9(x+y) (1.15)
seklinde buluruz.

Baslangi¢ profilini ve hizini

0 x < -2

J— 2 < 4 )
boC0 = {1 x'ﬁﬂ;}¢ﬂm={z ~25x52

' x 0, x> 2

olarak alirsak (1.15) ¢6zlimiiniin grafigi i¢in Sekil 1.1 1,
0, x < —2m, 0, x < —2m,
qbo(x):{ sin x, —2n£x£2n,¢1(x)={ cosx, —2m <x < 2m,
0, x> 27 0, x> 21

seklinde alirsak Sekil 1.2 yi elde ederiz.



A0

400

Sekil 1.1 (1.15) ¢ozlimiiniin grafigi

"m0

Sekil 1.2 (1.15) ¢ozlimiiniin grafigi
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2. UCUNCU MERTEBEYE GORE HOMOJEN HIiPERBOLIK DENKLEM iCiN
CAUCHY PROBLEMININ D’ALEMBERT TURLU COZUMU

Uciincii mertebeye gdre homojen olan asagidaki

03u
dx3

a3u a3u a3
ay,— +a a
0 5¢3 T 18t26x+ 29

u
+a
tox? 3

=0 2.1

denklemini goz oniine alalim. Buradaa;, (i = 0,1,2)ler bilinen reel sabitleri

gostermektedir. (2.1) denklemini

aku(x,t)

otk |,y = Px(0, (k=012) (2.2)

baslangi¢ kosullari ¢ergcevesinde inceleyelim. (2.1),(2.2) probleminin ¢éztiimiinii
u(x, t) = p(x + At) (2.3)

cinsinden arayalim. Burada,@ fonksiyonu 1ii¢ kez siirekli diferansiyellenebilen

fonksiyondur.A ise bilinmeyen ve bulunmasi gereken sabiti gostermektedir.

(2.3) ifadesini (2.1) de yerine yazmak i¢in denklemin talep ettigi tiirevleri

ou 0%u o 03u B
P oz ¢ o3 P
a_u— ’ 62_u_ " a3u_ 12z
ax T axz '6x3_<0 ’
azu _/1 124 a3u _/12 " a3u _/’{ nr
atox P azax " Graxe MY

olarak elde eder, (2.1) de yerine yazarsak
apP@" + a1 129" + ayAp" + azp" =0
veya
@""[agA® + a1 22 + a,A + az] = 02.4)
buluruz.Buradan

@""(x+t) =0 (2.5)

11



ve
a0/13 + allz + azl + a3 == 0 (26)
denklemlerini elde ederiz.

(2.5) denklemindex + At = & dersek,¢'"’ (§) = 0 olarak yazabiliriz. Buradan ti¢ ke

& ye gore integralleme yoluyla,
¢ =0
@' =it
(&) =18+ ¢ +cs
@(x +At) = ¢ (x + )% + c,(x + At) + 5
0zel ¢oziimlerini elde ederiz.

(2.6) denklemi tg¢iincli dereceden cebirsel denklemdir. Bu denklemi karakteristik
denklem olarak adlandiracagiz.Cebirin esas teoremine gore ii¢lincli dereceden denklemin

koklerinin sayisi tigten fazla olamaz.

Asagidaki durumlar olabilir:

1%, A, # A, # A3, yani kokler reel ve birbirinden farkli olabilir.

20. 1, = A, = A3, yani A = A;iickath k&k olabilir.

3%, # A, = A3, yani A = A;sade kok, A5 ise iki katli kok olabilir.
Bu durumlari ayr1 ayri inceleyelim.

2.1 Koklerin Reel Ve Birbirinden Farklh Olmasi1 Hali

(2.6) denkleminin A4, A, ve A3 ile gosterilen birbirinden farkli ii¢ tane sade reel kokii

oldugunu varsayalim. Bu taktirde,

@1 (x + A1t), o (x + A,t), 3 (x + A3t)

fonksiyonlarmin (2.1) denklemini korudugu kolayca gosterilebilir.Ger¢ektende,u; =

o;(x + A;t), (i = 1,2,3)fonksiyonlari i¢in

12



ag3 Q""" (x + i) + a1 229" (x + A;t) + azd;@"" (x + A;t) + az@"" (x + A;t) =
=" (x + Lit)[apl? + a1 A% + azA; + az] =0
oldugunu yani ¢;, (i = 1,2,3) fonksiyonlarinin (2.1) denklemini korudugunu gorebiliriz.
Denklem lineer oldugu i¢in,
u(x, t) = e(x + A1) + @, (x + A,t) + o3(x + 15t)(2.7)
fonksiyonunun da (2.1) denklemini korudugu kolayca gosterilebilir.

Simdi ¢4, @,ve @zfonksiyonlarim1 (2.7) ifadesinin (2.2)baslangic kosullarini
koruyacak sekilde segelim. Bunun igin (2.7) ifadesini (2.2) de yerine yazalim. Once (2.2)
baslangi¢ kosullarini ac¢ik sekilde yazalim:

k = 0,u(x,0) = ¢o(x),

i 1, 6u(x0)

= ¢1(x),

d%u (x,0)

k=2,—5—= ().

Bu ifadeler (2.7) ifadesinde dikkate alinirsa
01(x) + @2(x) + @3(x) = Po(x),
A191(x) + 2202 (x) + A303(x) = ¢ (x), (2.8)
2 17 2 2 2 _
@1 () + 22795 (x) + 237 03" (x) = ¢,(x)

cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. (2.8) denklemler sisteminin ikinci denklemini bir

defa, ticlincli denklemini iki defa xe gore integrallersek
P1(x) + @2 (x) + @3(x) = Po(x),

191 (%) + A202(x) + A393(x) = fox $1(§)dE + Cyo,

201 (x) + 2590, (x) + 303(x) = f dff $2(8)dE + C30x + C34

13



aliriz. Burada C,g, C35 ve C3; herhangi bir sabitlerdir.Cauchy formiiliinii

fo g fo pa(©)dE = fo - OO

Cauchy formiiliinii de dikkate alirsak¢g, ¢, ve @3bilinmeyen fonksiyonlari i¢in asagidaki

cebirsel denklemler sistemini

( 01(x) + @2(x) + @3(x) = ¢o(x),

A191(x) + 2,0, (%) + A395(x) = f $1(8)dE + Cy,
0

1 () + B0,(0) + 235 = [ G = D9a(E)dE + Coox + Gy
0

elde ederiz. Bu denklemler sisteminin tek bir ¢Oziimiiniin varligi i¢in bilinmeyen

fonksiyonlarin katsayilarindan olusan asagidaki determinantin

1 1 1
A=A Ay Azl #0 (2.9)
VERRVY SV E:

olmasi1 gerekli ve yeterli kosuldur.Bu determinant Vandermond determinanti olarak

adlandirilmaktadir ve
A= (11 - /12)(11 - /13)(/13 - /12)

dir. A;,(i = 1,2,3) ler birbirinden farkli oldugu i¢inA sifirdan farklidir. Dolayisiyla,

sisteminin tek bir ¢6ziimii vardir. S6z konusu ¢oziimleri Cramer yontemiyle bulalim.

$o(x) 1 1
01(x) =5 Jy $1(E)dE + Cs L A=
Sy e = &) 4o ()dE + Caox + C31 A3 23

$o(x) 11 0 1 1

:% foxqbl(f)df VPR +% C20 Ay A3 (2.10)
= ¢9)ds 23 43| [Coox+Cay 23 A3

14



1 $o(x) 1
i =L | 60z + cag 2
A f (x — &) o(E)dé + C30x + C34 A3
0
1 x¢o(x) 1 1 0 1
=1k Jy :1(O)dS 23| + <[4 Ca0 A3 @2.11)

B[S ¢.(O)dg 3| A Caox G A3

1 1 ¢Po(x)
o =L 2 || 81+ cag
B2 [ - 86 + Caox + G
0
1 1 $o(x) 1 1 0
= & [[eu®dE (4l 2 G (2.12)
B3 [x-9¢.Oa| A A2 Caox +Ca

Simdi, (2.10)-(2.12) formiillerindeki ikinci determinantlar igin

0 1 1 1 0 1 1 1 0
Cyo Ay As|+ |4 Cyo A+ A Cyo =0

olmaktadir. Bu durum asagidaki lemmadan da goriilebilir.

Lemma 2.1.f;;(y) = fl-j(yl’yz), (i,j = 1,2) fonksiyonlar1 tanim bolgesi D olan tek

degerli fonksiyonlar olsun. A4; ve A, parametreler olmak {izere, herhangi bir y € D i¢in

0 1
f2000) A2

1 0

T £l

A2:

| =0 (2.13)

dir.

n = 3 oldugunda Lemma 1 agagidaki sekilde genellestirilebilir:

15



0 1 1
f20(¥) Ay A3
oA + f3:(y) 25 A3

1 0 1
A f20(¥) A3
A oA+ f5:1(0) A3

+ +

1 1 0
A Ay f20()
A o+ f:(0)

+ (2.14)

=0 jlé jé —fzo(y);% /11% + [f30() 1 + f3:(¥)] |/112 /113|
o] R DY A R TN Aol
+0 :11% jé — f20(y) /11% /11:2; + [f500) + f5:(0)] |/111 /112|
:fzo(J’)[_ ,11% /11:?; + /11§ /11;2; B /11§ /11%]
+[f30(Y)/11+f31(3’)]{Alz ,113 - /111 /113 T /111 /112}

= foo[-23 + 23 + 23 — 21 — 43 + ] + [f30(0 A4 + f31(0)]
[13 _AZ _13 +Al+ﬂ.2 _AI] =0.

Bu durumda (2.1), (2.2) probleminin ¢oziimii i¢in (2.7) ifadesinden

( Go(x + A,t) 1 1
x+A.t
ety = ! [REAGT I A E
x+A.t
| f e+ Ayt — Py ()dE 2B A2
0
1 bo(x + A1) 1
+ A [, (9)de 23 (2.15)
2R 4 At — )¢ (O)dE 23

16



1 1 Po(x + A3t) \

x+Azt
PRY f $1(E)dE
0

x+Azt
2 f G+ A5t — E)(E)dE
0

elde ederiz. (2.15) ifadesi (2.1),(2.2) probleminin D’Alembert formiiliiniin genisletilmesi

olmaktadir.

Denkleme karsilik gelen karakteristik denklemin koklerinin reel ve birbirinden
farkli oldugu durum i¢in asagidaki 6rnekleri goz oniine alalim.
Ornek 2.1. Asagidaki mertebeye gére homojen olan
23z _, 93z _ 23z - 03z
ot3 o0t?0x 0tox? 0x3

=0,

hiperbolik denklemi

z(x,0) = ¢o(x),
dz(x, 0)

ot = ¢1(x),
0%z(x,0)
iz = ¢ (%),

baslangi¢ kosullariyla verilsin. Yukarida bahsedildigi gibi, A bir sabit ve ¢ise lgiincii
mertebeden siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak iizere, bu problemin
¢Oziimiinliz = @ (x + At)bicimindeolsun. z fonksiyonun tiirevleri denklemde yerine
konulursa
B —212¢" — 29" + 29" =0
veya
@"'[A3—22%2-21+2]=0
alinir. Buradan da goriildiigii lizere, denkleme karsilik gelen karakteristik denklem
AB—=22%2-21+42=0
dir. Karakteristik denklemin kokleri reel ve birbirinden farkli olup, 4, = 1,4, = 2 ve A3 =
—1 dir. O halde, ¢(x +1t),p,(x+ 2t),p3(x —t) fonksiyonlar1 homojen denklemin
fundamental ¢oziimler sistemini olusturur. Kolayca goriildiigii iizere,
z(x,t) = @1(x + 1) + @, (x + 2t) + @3(x — 1)
fonksiyonu da homojen denklemin ¢dziimii olur.

@1, Pave psfonksiyonlarmint = 0 degerinde baslangic kosullarini saglamasi i¢in
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P1(x) + @2(x) + @3(x) = Ppo(x),
P1(x) + 2¢5(x) — 1e3(x) = ¢1(x),

@1 (%) + 497 (x) + 93 (x) = ¢ (x)
olmalidir. Bu sistemin ikinci denklemini bir defa, tigiincii denklemini ise iki defa

integrallersek,

)

01(x) + @2(x) + @3(x) = ¢o(x),

A191(x) + 2¢0,(x) — p3(x) = f $1(8)dE + Cy,
0

0100 + 40,0+ 9300 = [ = DB + Coox + Cay
0

sistemini elde ederiz. Burada C,(, C3y ve C3qler keyfiintegrasyon sabitleri olmaktadir. Bu

sistemin katsayilar determinanti

1 1 1
A=11 2 —-1|=6%0
1 4 1
dir. Cramer kuralina gére
$o(x) 1 1
X
. [ e + oo 2 -1
‘P1(X)=Z y 0
[a-0ouds+ s+ 4 1
0

x¢o(x) 1 1 0 11

= _1 fO ¢1(€)d€ 2 _1 + l CZO 2 _1
6 6

[{G=O¢:(Ods 4 1 Coof+Ca 4 1

b

1 Po(x) 1
®2(x) =§ 1 f0x¢1(f)df + C20o -1|=
1 [F(x=)py(O)dE + Cood +C5y 1

18



1 Po(x) 1 1 0 1
“H1 o Fa®de -1t g, -1
1 [J(x—py(O)dE 1 1 Cy§+Ca 1

b

11 $o(x)

i =17 | 6@z + cay

1 4 f(x_s;)d)z(f)df"‘csof"‘cm
0

11 $o(x) 1 1 0
X
:% 1 2 fo $1(§)dé + Cyp +% 1 2 Cyo
1 4 C30&+Csq

1 4 [J(x—Opy(8)dE

olur. ¢4 (x), ¢, (x) ve @3(x) in agilimlarindaki ikinci determinantlar1 hesaplarsak,

0 1 1
Czo 2 —1| = - C20 -1 N Cyo 2|
C30¢ +C31 4 1 C30¢ + C34 1 Cs0é +C3y 4
= 3CZO -3 C30€ — 3C31,
1 C20 1] = C20 -1 + |1 Cao
1 G+ 1 Caof +Co 1 1 Go§+C3

= 2(3¢¢ + 2C34,

3 2 Cyo
4 G308 + G5y

1 G
1 G508 + G54

[S=Y

BN -
5
o

= (308 + C31— 3Cy
bu ifadelerin toplamlarimin sifir oldugunu goriiriiz. O halde homojen denklemin genel

cozimi z(x,t) = @ (x +t) + @,(x + 2t) + @3(x — t) ifadesinden

Po(x +1t) 1 1 1 ¢o(x + 2t) 1
x+t

2(x,0) =1 L7 r(8)de 2 -1 41 S a9 de -1
Fra+t-9¢,ds 4 1] |1 [ +2t—)¢,(O)de 1
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11 $o(x —t) \
1 2 L(&)d
L $1()dE L

14_[4@—PfMA@%J

olarak elde edilir. Bu ¢6ziimdeki determinantlar1 hesaplarsak, a¢ik bicimde

x+t

2(x,t) = 2 {6 (x + £) — 20 (x + 28) + 209 (x — OO} +2{3 [ ().

—3fx_t ()d}+l{—3fx+t( +t—8)p,(6)d
. $1($)ds 6 . ve $)pL(§)ds

x+2t

+2 [ G+ 26 = Do (DdE + [ (e — £ = Hpo(D)dE}2.16)

olarak buluruz.

2.2Koklerin Ug Defa Kath Oldugu Durum
Bu bolimde (2.1) denklemine karsilik gelen karakteristik denklemin koklerinin katlt
oldugunu varsayalim. Yani, A4; in (2.6) karakteristik denkleminin {i¢ deta kath kokii
oldugunu kabul edelim. Bu durumda ¢;(x + At), t@,(x + A;t),t2@3(x + A1)
fonksiyonlarmin (2.1) denklemini sagladiklari kolayca gosterilebilir. Bunlar1 ispatlamadan
once,liclincii dereceden polinom olan (2.6) karakteristik denklemini tekrar g6z Oniine
alalim. Agikca goriilecegi lizere, A,
P3(/1) = a0/13 + a1/12 + azl + a3 = 0

denkleminin g katli kokii ise P3(4;) = 0, P3(4;) = 0 ve P;'(4;) = 0 olacaktir. Boylece

P3 = aoli + all’{% + azll + as = 0, (217)

P:): = 3a0/1% + Zalll + az = 0(218)
olur. Ayrica buradan

Pé, = 6a0/11 + 2a1 = 0

oldugu da goriiliir.

Oncelikle, u; = ¢@,(x+ A;t) fonksiyonun (2.1) denklemini korudugunu
ispatlayalim. u; fonksiyonundan hesaplanan

ou, 0%u, 03u,

— ! 2. .11
R G T A T

3 .11

=19,
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2 3
ou,y , aul_ . Oul_ .

Y Gt g e

2 3 3
a Uy " a Uy 2 011 a Uy "

— =1 , =—— =241 , —— =41
atax 11 grzax T P17 Graxz T %1
tiirevleri (2.1) denkleminde yerine konursa,

nr nr

ao3 @y’ + a; 250y + a A1 + azpy’ =0
veya
nr

(pl [aoli + all% + azll + a3] = 0

oldugu goriiliir. (2.17) ifadesinin yardimiyla u; fonksiyonunun (2.1) denklemini korudugu
kanitlanmis olur.Benzer yolla,

uz == t(pz(x + Alt)

fonksiyonunun da (2.1) denklemini korudugunu gosterebiliriz. Bunun igin gereken
tiirevleri hesaplarsak,

2 3
ou, _ d“u, g d°u, "

ax D0 g T G T

ou, 0%u, 3u

! ! n 2 11 nr
or - P2 + A1tg;, FI 2195 + Aitey, FrEe 305 + Aitey”,
azuz ! n a3u2 n 2 n asuz n n
Stox P2 + A1tg7, 3 20x 20,17 + A7te;", Ftox2 P2 + A1tg;

ifadelerini buluruz. u,; fonksiyonunun bu tiirevleri (2.1) denkleminde yerine konursa
ao[3A19; + Atey 1+ai[24,97 + Aftey 1+ azley + Aites'] + asltey’] = 0
veya
0y [30%aq + 21 a,+a,] + tey'[apA3 + a;A2+ayA; + az] =0

oldugu (2.17), (2.18) ifadeleri yardimiyla goriiliir. Bu durumda, u, = t@,(x + A;t)
fonksiyonu da (2.1) denklemini saglar.

Son olarak,
Uz = t2@,(x + A4t)

fonksiyonun (2.1) denklemini korudugunu gosterelim. u; fonksiyonundan gereken
tiirevleri hesaplarsak,
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ous . 0%ug , 0%uz ., Oug ,
i t? @3, 9xZ t?p3, axd t? g3’ B 2tes + it @3,
azu3 14 242 .11 63u3 /4 2 14 3.2, 111
atz = 2(p3 + 4111:(,03 + Alt (p3 y at3 = 611(pg + 611t(p3 + Alt (pg )
62“’3 ’ 2,11 a3u3 / " 242 111
atax = Zt(p3 + /11t (p3 ) m = 2(p3 + 4‘2,1t(p3 + Alt (p3 ’
3
u3 — " 2 .01
W = 2t<p3 + /11t (8

aliriz. uz fonksiyonunun bu tiirevleri (2.1) denkleminde yerine konursa
aol62,95 + 623tey + At 05 14a, [205 + 4A1tef + Aftey’]
+a,[2tpy + 2,t2@%'] + ast?@y’ =0
veya
(plzl [3/1%0,0 + 2/’{1a1+a2] + t(péll[ao){i + all’{%'i‘azll + a3] = 0
oldugu (2.15), (2.17) ifadeleri yardimiyla goriilir. Bu durumda, us; = t2¢,(x + A;t)
fonksiyonu da (2.1) denklemini saglar.
Boylece (2.1), (2.2) probleminin ¢oziimii
u(x, t) = @1(x + A;t) + t,(x + ;) + t2@3(x + A4t) (2.19)
olacaktir. (2.19) ifadesindeki ¢q,¢, ve ¢z fonksiyonlarini (2.2) baslangi¢ kosullarini
koruyacak sekilde arayalim. t = 0 i¢in
u(x,0) = ¢o(x) = ¢1(x) (2.20)

olur. (2.19) ifadesinin ¢ ye gore birinci mertebeden kismi tiirevi

ou(x,t)
at

dir. Bu tiirevint = 0 i¢in degeri

ou(x,0)

— = $1(%) = L191(x) + @ (%) (2.22)
bulunur. (2.21) ifadesinden ¢ ye gore bir kez daha tiirev alirsak
0%u(x,t)
= Aol + 24,05 + tA2@Y + 205 + 2tA @5 + 2tA @5 + t2 A5 Y
elde ederiz. Yine t = 0 degerini kullanirsak
TLED = hy (x) = Ay (x) + 22195 (x) + 2905(x) (2.23)
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aliriz. ¢4, @, ve @3 fonksiyonlarmi bulabilmek i¢in (2.20), (2.22) ve (2.23) ifadelerini

kullanirsak

( P1(x) = po(x),
A101(x) + @2 (x) = ¢4 (x), (2.24)

o1 (x) + 2205 (x) + 2¢3(x) = ¢,(x)

cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. Bu sistemden

( 1(x) = Po(x),
4 ®2(x) = P1(x) — A10(x), (2.25)

s = 2200 — 2210} () + B35 ()]
alinir.¢4, @, ve @3 fonksiyonlari i¢in bulunan (2.25) ifadesindeki degerler, (2.19) da yerine
konulursa ¢oziim
u(x, t) = ¢o(x + A1t) + t[p; (x + A1) — 1o (x + A1)]

tz
= [ha(x + 448) = 22,1 (x + A18) + 2504 (x + A41)]

veya
t222
u(x, t) = ¢po(x + A1t) — tA1i(x + A1t) + > o (x + 2,0)
+ty (x + A4t) — 22,1 (x + A18) + gq,')z (x + Aqt) (2.26)

olarak elde edilir.

Ornek 2.2. Asagidaki mertebeye gore homojen olan

03z 93z 93z

at3 at20x dtox?

~22 =002
denklemini Ornek 2.1 deki baslangig kosullariyla goz 6niine alalim.

YineAy1 bir sabit ve ¢yi ise liclincli mertebeden siirekli diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olarak varsayip, bu problemin ¢ozliimiiniiz = ¢@(x + At)bigimindeararsak,
denkleme karsilik gelen karakteristik denklemi

AB=32+31-1=1A-1)3=0
olarak elde ederiz. Gorildigl iizere, A, = lkarakteristik denklemin ii¢ katl koki
olup,homojen denklemin fundamental ¢dziimler sistemi ¢, (x + t), tg,(x + t), t2¢p3(x —
t) fonksiyonlarindan olusur.Bu durumda denklemin genel ¢6ziimii
z(x,t) = @ (x +t) + to,(x + t) + t?@3(x + t)

olur.
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Simdi, bu ¢oziimii teskil eden ¢@;,¢@, ve @3 fonksiyonlarmi Ornek 2.1 deki
baslangi¢ kosullarin1 koruyacak sekilde arayalim. Bunun igin (2.20), (2.21) ve (2.22)
ifadelerine benzer sekilde islemler yaparak
( U,(x, 0) = d)O (x) = <P1(x),
0z(x,0)
9 at
0%z(x,0)
. Jt?

aliniz. Diger bir deyisle, bilinmeyen ¢4, ¢, ve @5 fonksiyonlari

( P1(x) = ¢o(x),

= ¢1(x) = @1(x) + (%),

= ¢, (x) = @7 (x) + 205 (x) + 2¢03(x)

) 02(x) = Pp1(x) — Po(x),

1
(0300 = 5 [9:(0) = 261(0) + 5/ ()]

olarak bulunur. Bulunan bu ifadeler genel ¢6ziimde yerine yazilirsa
£2
z(x,t) = po(x +t) —to(x +t) + ?¢(’)’(x +t)

+tp (x +t) —t*Ppi(x + 1) + ?d)z(x +1) (2.28)
elde edilir.
2.314 # A, = A3 Olmas1 Hali
Bu boliimde (2.1) denklemine karsilik gelen karakteristik denklemin kdklerinin ikisinin
katli oldugunu varsayalim. Yani, A,nin (2.6) karakteristik denkleminin iki deta katli kokii
oldugunu kabul edelim. Bu durumda u; = @q1(x + A;t),u; = @1 (x + A,t)ve ug =
tg,,(x + A,t) fonksiyonlarmin (2.1) denkleminin ¢6ziimleri olur. Gergekten de, u; =

@11(x + A, t) fonksiyonunun

! — 2,11 13 .11
ot 1911, EYD 1911, 53 T MPn
ou; 0°u; 0Py "

Ox P11, 9x2 110 5.3 11
3 3

a ul — 2 24 a ul _A nr

9t20x 1911, 9toxZ 1911

tirevleri (2.1) denkleminde yerine konursa, A; karakteristik denklemin sade kokii
oldugundan (2.17) den
3 nr

a3 011 + a1 Afer + ax i + azei] =0

veya
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P11laol} + a145 + axA; +az] = 0
aliir. Benzer yolla,

Uy = @p1(x + A,t)

fonksiyonunun da (2.1) denklemini korudugunu gosterebiliriz. Bunun ic¢in gereken
tiirevleri hesaplarsak,

ou; _ up _ -, Pup _
ax P21, 9x2 P21, 9x3 P21,

2 3
ou, , 6u2_2” 6u2_3m

W:AZ(PZP 9tz 2P21, FIE 2¥21,

3u, d3u,

2 .01

Fezax = 2021 a0 = A9
ifadelerini buluruz. u, fonksiyonunun bu tiirevleri (2.1) denkleminde yerine konursa

n

a3 051 +a A305 1 +a, 051 + azpyi = 0
veya
Py1[apd; + a;A5+azA, +az] =0

oldugu (2.17) ifadesi yardimiyla goriiliir. Bu durumda, u, = ¢,1(x + A,t) fonksiyonu da
(2.1) denklemini saglar.
Simdi, u3 = t@,,(x + A,t) fonksiyonunun (2.1) denklemini korudugunu

gosterelim.Bunun i¢in gereken tiirevleri asagidaki gibi hesaplar

2 3

dus 0°us . d*uz

i tP22, Tz =P 3 = ten

au3 ! azu?’ ! YA a3u2 2 .11 3. .11
ot = P22 + tA03; 9tz = 22,03, + tA305;, 963 = 34507, + tA3 35,

3 3
a uz 2 .11 a u nr

1 2 n
i 20x 22207, + tA503, Fto2 P2t tA29022
ve bu tiirevleri (2.1) denkleminde yerine koyarsak
ao[3393, + tA39551+ a1 22,03, + tA3 0351+ az[p3, + th935] + asltes;] = 0
veya

95,1305 + 2a1A,+a,] + teilagds + ayAi+ayd, + as] =0
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oldugu (2.17) ve(2.18) ifadeleri yardimiyla goriliir.
Bu durumda (2.1) denkleminin genel ¢6ziimii
u(x, t) = @11(x + 218) + @21 (x + A58) + t@,o(x + 1,t)(2.29)
seklinde olacaktir. (2.29) ifadesindeki ¢4, @21 ve @,, fonksiyonlarini (2.2) baslangic
kosullarini koruyacak sekilde arayalim. t = 0 i¢in
u(x,0) = Po(x) = @11(x) + @21 (x)(2.30)

olur. (2.29) ifadesinin ¢ ye gore birinci mertebeden kismi tiirevi

du(x,t)
at

= M@11 + 051 + @2 + tA05,(2.31)

dir. Birinci mertebeden tiirevin t = 0 i¢in degeri

d g , ,
RO = () = Ml (0) + A0, () + 922 (1)(2.32)

olarak bulunur. ikinci mertebeden olan

d%u(x,t)
ot?

tirevinde t = 0 koyarsak,

= /1%401’1"‘/1%902’1 + 2225, + M%(Plzlz

9%u(x,0) 2 2 ’
3c2 h2(x) = A1@11(x) + +A5031(X) + 24,05, (x)(2.33)

aliriz. (2.30), (2.32) ve (2.33) ifadelerini dikkate alirsak,
P11(x) + @21 (x) = Po(x),

1911 () + 2,051 (%) + @22(x) = P1(x), (2.34)

W20, () + 203, () + 22,05,(x) = $,(x)
cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. (2.34) sistemindeki birinci denklemin tiirevini,

ticlincii denklemini ise integralini alirsak

( ®11(x) + @21(x) = Po(x),
19011 (%) + 22021 (x) + @22(x) = ¢1(x), (2.35)

\ 201, () + 23051 (x) + 242055 (x) = f;c $2(§)ds + Cso

sistemini elde ederiz. BuradakiCzgkeyfiintegrasyon sabitidir. Bu sistemin katsayilar

determinantini hesaplarsak

1 1 0
A=A A 1=, —-2)% (2.36)
2222 24,
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buluruz. A; # A, oldugundan A+ 0 dir. Yine Cramer kuralin1 kullanirsak,¢1,(x), @5, (x)

ve ¢, (x) fonksiyonlari i¢in
b0 (x) 1 0
$1(x) 1, 1

1
‘P’ (x):_ x
B Aj\m@xﬁ+cm 2 24
0

S0 10

0 1 0
f%@&A%Zb Co 2 22,
0

1 X
[¢o( [ aal 0@l o |+ [ ea@az]y, ]+ cal; 1”
Zl[)l%(po(x) 22,6, (x) + f P, ()dE + C30] (2.37)
1 b (x) 0
’ 114 qbl(x) 1
§021(X) = Z x
| 05+ Co 22,
0
1 $o(x) 0
w1 1|t 00
= Z x -|- Z Al O 1
B[ eaod 2m) Ol e 2,
0
1 x
:Kl_d)(’) x 21, + ¢1(x) Al% 232 —fo d)z(f)dful —Cao |, 1”
= %[(23112 — 15) o (x) + 22,0, (x) — fox P, (6)dé — C30], (2.38)
1 1 e
_ Ll 2, $1(x)
P22(x) =

Y s [ e+
0

1 1 P (x) 1 1 0
:%hﬂz $1(x) [+2[2 A, 0|39
23 [FeOdE|l | A Cao
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1

- ¢1(x) /111 /12

|

1 X
iy [11/12(12 — )P (x) = (A5 = 2ADp1(x) + (A, — /11)f P (E)dE+ (A, — /11)6301
0

_ 1, A A 1 1 x 1 1
_Kld)o(x) /1% ﬂ% ﬂ% ﬂ% +L P, (&)d¢ A /12“"630

alinz. (2.37) ve (2.38) ifadelerinin bir kez integrallenmesiyleg@,;(x) ve ¢@;(x)

fonksiyonlarin1 da

1 [ X X
P11(x) = A 5¢0(x) — Zﬂzf $,1(5)d¢ + f (x = &) (E)dE + C3ox + C11l
I 0 0

1 [ X X
0200 = 3 0 = 20200000 + 22 [ 9162~ [ = 0920006 — Guox + G|
L 0 0

olarak elde ederiz. @1, ;1 Ve @,, fonksiyonlari i¢cin bulunan degerler(2.29) da yerine

yazilirsa, ¢6zlim

x+llt x+11t

1
w0 = (Bt + w0 =20 [ @k [ Gk he- 090
0

0

x+).2t

1
+C30x + Cq1 + A [(Ai — 224 25) o (x + A,t) + 24, J P1(&)dé
0

x+A,t
[ = 06200 = o o]+ 5 ol — 2000+ 220
0

—(23 = D1 (x + A5t) + (A — A1) f0x+/12t¢2 (§)ds + (4, — /11)C3o] (2.40)

seklinde elde edilir.
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3. BILGISAYAR TESTLERI
Ikinci béliimde elde edilen ¢oziimleri kullanarak bazi bilgisayar testleri yapalim.
3.1. Sade Kokler Durumu

Simdi (2.1), (2.2) probleminin D’Alembert formiiliiniin genisletilmesi olan (2.15) deki
¢Ozlimiiniin grafigini elde edelim. Bunun i¢in (2.1) denklemini asagidaki kosullar

cercevesinde ¢ozelim:

Baslangig profili, grafigi Sekil 2.1 de gosterilen

(0, x < =2,
xT+2, —2<x<0,
$o(x) =4 x—2 (3.1)
L_—Z, OSXSZ,
0, x> 2

fonksiyonu olarak g6z oniine alalim.

g, 'K
09+
08k
0.7+
06+
05
0.4+
03t
02f

01k

a5

0
-15 -10 ] 1} 5 10

5 x
Sekil 2.1¢,(x) fonksiyonunun grafigi
Baslangic hiz da, grafigi Sekil 2.2 de verilen
0, x < =2,
P1(x) =42, —2<x<2 (3.2)
0, x>2

fonksiyonu ile ele alinsin.
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IR:R

06k

04

02

=
_D‘_
ml
ol
ml
a_
X

=

Sekil 2.2¢; (x) fonksiyonunun grafigi

Baslangictaki ivme olarak
$(x) =0 (3.3)
alalim.

¢ (x) in integralini alirsak,

~ C1, x < =2,
f¢>1(5)d5={ZX+cz, -2<x<2,

olur. Siireklilik kosuluna gore,
x = —2 degeri i¢in 2. (—2) + ¢, = ¢; veyac; = —4 + ¢, ve
x = 2 degerii¢in 2.(2) + ¢, = c3 veya c3 =4 + ¢,

olmalidir. Bu durumda,

p _4+C2I X<—2,
J¢1(f)d5={ZX+cz, -2<x<2,
olur ve c; = 0 i¢in
£ —4, x <=2,
J¢1(E)d5={2x, —-2<x<2,
0 4, x> 2
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elde edilir.

IS
U
Y

o
=
[ay]
)
[aa]
2
m
-

Sekil 2.3¢, (x) fonksiyonunun integralinin grafigi

(2.16) ifadesindeki ¢o(x + kt), (k = —1,1,2) fonksiyonlarmin asagidaki sekilde

tanimlacagi ve grafiklerinin Sekil 2.4 deki gibi olacag asikardir.

0, x<_2_tl
x+t+2

bo(x +1) = x+t—2

—2—-t<x<—t,

—t<x<2-t,

_2 ’
k 0, x>2—t
( 0, x < =2 -2t
x+2t+2
iT —2-2t<x < -2t
Po(x +20 =13 42t 2
— —2t<x<2-12t
0, x>2—2t
( 0, x < -2+t
x—t+2
L_—Z, t<x<2+4t,
0, x>2+4+t



IR=N

natr G421 ety
0.7f
061
05t
041
03f

02f

01k

o
S
(i)
o
ol
oF
=N

Sekil 2.4t = 2 i¢in ¢ (x + kt) fonksiyonlarinin grafikleri

Oncelikle (2.16) ifadesinin saga ve sola giden dalgalardan olustugunu gorebilmek igin

¢1(x) vep,(x) fonksiyonlarini sifira 6zdes olarak alalim.

054

Sekil 2.5 (2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p;(x) = ¢,(x) = 0)
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=10
358k

w
T

251

(=]
T

0af

05 I 1 1 1 1
-15 -10 5 0 5 10

oy

Sekil 2.5(2.16) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢, (x) = 0 durumu)

Baslangigtaki ivme fonksiyonunun

$(x) =c

oldugu durumu go6z o6niine alirsak, ¢ < 0 i¢in Sekil 2.6 y1, ¢ > 0 i¢in Sekil 2.7 yi elde
ederiz.

454
4_
asf
3_
251
2_
151
1_
osf
ol
25 0 : 0 : 10 =

Sekil 2.6(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p,(x) = ¢ < 0 durumu)
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t=10
35f
t=2
3 -
25F
2 -
15F
05|
I
05|
1 1 1 1 e
-5 [ 5 10 [

1
-15 -10

Sekil 2.7(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢p,(x) = ¢ > 0 durumu)

Simdi, baslangi¢ profilini Sekil 2.8 de grafigi verildigi sekliyle

0, x < —2m,
Po(x) =1 sinx, —2m <x <2m, (3.4)
0, x> 27

olarak g6z oniine alalim.

08
06
04

02F

=]

N2k

04k

L6

081

Sekil 2.8¢,(x) = sinx fonksiyonunun grafigi
Baslangic hizi i¢in ise
0, x < —2m,
¢,(x) =4 cosx, —2m <x <2m, (3.5)

0, x> 27
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oldugunu varsayalim (Sekil2.9).

021 -

04 -

06 _

081 b

Sekil 2.9¢; (x) = cosx fonksiyonunun grafigi

Baslangictaki ivme fonksiyonunun

—-0.5, x<0,
$(x)=10, x=0, (3.6)
05 x>0

tanimlanmas1 durumunda genel ¢oziimiin grafikleri Sekil 2.10-2.12 de gosterilmistir.

Sekil 2.10(2.16) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢, (x) = 0 durumu)
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=10

ra
i
m
E_
ol
ol
nl
E_
oW

Sekil 2.12(2.16) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢, (x) = ¢ > 0 durumu)

3.2. Kath Kokler Durumu

Ornek 2.2 de ele aldigimiz (2.27) denklemine karsilik gelen karakteristik denklemin
koklerinin 4; = 4, = A3 = 1seklinde {i¢ kathi oldugunu gostermistik. Bu denklemin (2.28)
ifadesindeki ¢oziimiinlin grafigini (3.4), (3.5) ve (3.6) baslangi¢ kosullar1 dahilinde ele

alalim.
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B0,

40

20

=20

-0

20 F

A0k

_ED 1 1 1 1 |

B0k

40F t=10

20F

t=2

2 4

—!
[Ag}

-15 -10 5 1] 5 10

Sekil 2.13 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢, (x) = ¢,(x) = 0)

x5

=
&
o
n
=
o

Sekil 2.14 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢6ziim (¢, (x) = 0 durumu)
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Bl

40+

20+~

ool

a0

0

S04

B0~

40

20+~

ool

-

Sekil 2.15 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢éziim (¢, (x) = ¢ < 0 durumu)

N

=
o
o
]
=
2

Sekil 2.16 (2.28) formiilii ile elde edilen ¢oziim (¢, (x) = ¢ > 0 durumu)
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SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglar asagida siralanmistir:

1. Ugiincii mertebeye gore homojen denkleme karsilik gelen karakteristik denklemin
kokleri irdelenmistir.

2. Karakteristik denklemin koklerinin sade olusu ve katlilik derecesi dikkate alinarak
denklem i¢in yazilmis Cauchy probleminin analitik ¢éziimleri elde edilmistir.

3. Bazi sif baslangi¢ profillere sahip dalgalarin dinamigi incelenmistir.
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