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Bu calismada, sinirli kafesler iizerinde uni-nullnormlardan elde edilen bir siralama
tanimlandi ve 6zellikleri incelendi. Tanimlanan siralama ile diger mantik operatorlerinden elde
edilen siralamalar arasindaki iliskiler incelendi. Ayrica, sinirh kafesler iizerindeki uni-

nullnormlardan elde edilen siralamanin olusturdugu cebirsel yapilar ele alindi.
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In this study, an order obtained from uni-null norms on bounded lattices was defined and its
properties were examined. The relationships between the defined order and the orders obtained
from the other logical operators were investigated. In addition, the algebraic structures formed by

the order obtained from uni-null norms on bounded lattices were discussed.
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1. GENEL BiLGILER

Bu béliimdeki bilgiler Kafes Teorisi (Lattice Theory) [4] ve Uggensel Normlar

(Triangular Norms) [6] kaynaklarindan alinmistir.

1.1. Giris

Ucgensel normlar ile ilgili calismalar Karl Menger tarafindan 1942°de ‘Istatiksel
Metrik’ isimli ¢alisma ile baglamigtir. 1958-1964 yillar1 arasinda Sklar, Schweizer ve
Serstnew tarafindan bu alana katki saglanmistir. Daha sonra Klement ve arkadaslar1 [6]

t-normlar ve genel olarak bulanik akil yiirlitme literatiiriine degerli bir katki saglamistir.

Uninormlar, tiggensel norm ve tiggensel konormlarin 6zel bir genellestirmesidir.
Uninormlar ilk kez Yager ve Rybalov [17] tarafindan 1996’da ortaya ¢ikmistir. Daha
sonra Yager ve Kreinovich [18] 2003’teki ¢alismalarinda sinirli kafesler iizerinde bir
birime ve sifirlayana sahip uninormlar1 karakterize eden bir metot bulmuslar ve bu
sekildeki uninormlarin bazi temel Ozellikleri arastirmislardir. Karagal ve Mesiar [9],

sinirlt kafesler lizerinde uninormlarin varligini ortaya koymuslardir.

Bunun yani sira, 1999 yilinda Mas, Mayor ve Torrens [21] calismalarinda t-operator
diye adlandirilan operator sinifin1 ve uninormlara benzer sekilde [0, 1] iizerinde bir t-
norm ve bir t-konormun 6zel bir kombinasyonu olarak karakterize etmislerdir. 2001
yilinda Calvo, De Baets ve Fodor [19] calismasinda degismeli, birlesmeli ve artan ikili
operatorlerin iki sinifi i¢in Frank ve Alsina'nin fonksiyonel denklemlerini inceleyerek

uninormlar ve nullnormlar ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmislerdir.

Karagal ve Khadjiev [10] 2005 yilinda yaptiklar ¢alismada tam kafes iizerindeki t-
normlarin i¢ direkt carpim kavrami ile dis direkt c¢arpim arasindaki iliskiyi
arastirmiglardir. Karagal [20] 2006’daki ¢alismasinda direkt ¢carpim seklinde olmayan ve
carpim kafesleri iizerinde tanimlanan t-normlar1 belirtmek i¢in bagka yontemlerin var

oldugunu gostermistir.

Karagal ve Kesicioglu [7] 2011°deki ¢aligmada smirli bir L kafesi iizerinde t-
1



normlar yardimu ile

x<ry< IL€ELoylekiT(#,y)=x
seklinde bir siralama tanimlamis ve bu bagintinin bir siralama bagimntisi oldugunu
gostermiglerdir. Kafes iizerindeki siralama ile T-kismen siralama arasindaki bagmtilar

incelenmistir.

Kesicioglu, Karacal ve Mesiar [11] 2015°deki ¢alismada, T- kismen siralama
tarafindan tiretilen t-normlarin smiflar1 iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlamis ve bu
denklik bagintisina gore denklik siniflar1 aragtirilmistir. Bazi 6zel t- normlara karsilik
gelen denklik smiflart karakterize edilmis ve denklik bagintisinda korunan 6zellikler
incelenmistir. T- kismen siralamaya gore kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi

tanimlanarak, bu kiime detayl1 bir sekilde ele alinmistir.

Ertugrul, Kesicioglu ve Karagal [1] 2016°daki ¢aligmada, sinirl kafesler tizerindeki
uninormlar yardimiyla iiretilen bir kismen siralama bagmtisi tanimlanmis ve kafes
tizerindeki siralama ile iligkisi incelenmistir. Boylece, T- kismen siralama daha genel bir
forma genisletilmistir. Uninormun t- norm ve t- konorm kisimlarindan elde edilen
siralamalar ile uninormun kendisinden elde edilen siralama arasindaki iligkiler ortaya

konulmustur.

Kesicioglu, Ertugrul ve Karagal [3] 2017°deki ¢alismada, U- kismen siralama ile
tiretilen uninormlarin sinifi tizerinde bir denklik bagintisi tanimlanmis ve 6zellikleri
tartistlmistir. U- kismen siralamaya gore kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi,
ayrintili sekilde incelenmistir. Ayrica, tek bir elemanla kiyaslanamayan elemanlarin

kiimesi tanimlanarak 6zellikleri ele alinmustir.

Jayaram [21] 2016’daki c¢alismada fuzzy gerektirmeleri ile iretilen siralama
tamimlanmis ve Ozelliklerini incelenmistir. Daha sonra Kesicioglu ve Cogalmis [23]
2019°daki ¢alismada uninormlarin rezidual gerektirmelerinden elde edilen siralamalar

incelenmis ve cebirsel yapilari ele alinmigtir.

Bu c¢alismada uninorm ve nullnormlarin genellestirilmis hali olan wuni-

nullnormlardan {iretilen bir siralama bagintis1 tanimlanarak ve cebirsel yapist

2



incelenmistir. Uni-nullnormlardan elde edilen siralamanin dogal siralama ile iligkisi
gosterilmistir. Bir t-norm ve bu t-normun ¢@-esleniginden elde edilen kismen sirali
kiimelerin cebirsel yapilar1 incelenmistir. Ayrica, bir t-norm ve onun N-dual t-
konormundan elde edilen siralamalar incelenmis ve bu sekildeki siralamalardan elde

edilen kismen sirali kiimelerin cebirsel yapilar arasindaki iligkiler ele alinmigtir.

1.2. Kafes [4]

1.2.1. Siralama (Kismen Siralama Bagintisi)

Tanim 1.2.1.1. P bir kiime ve <, P kiimesi tizerinde

(i) Her a € P igin a < a ( Yansima Ozelligi )

(iia,b € Picina <bveb < a= a = b ( Ters Simetri Ozelligi )

(iiiya,b,c e Pigina <bveb < c = a < ¢ ( Gegisme Ozelligi )

Ozelliklerini saglayan bir baginti olsun. < bagintisina siralama bagintis1 ve P ye de sirali

kiime (kismen sirali kiime, poset) denir.

x,y € Pigin x < y ise budurum “x,y den kiiclik veya esittir.” seklinde okunur. x <

y durumu “x < yvex # y” olarak tanimlanir.

Tamim 1.2.1.2. (P, <) bir sirali kiime olsun. x,y € Pi¢inx < yveyay < xisex ve
y elemanlara kiyaslanabilir elemanlar denir. Aksi halde bu elemanlara kiyaslanamaz

elemanlar denir ve bu durum x||y ile gosterilir.

Tamm 1.2.1.3. (P, <) bir sirali kiime olsun. Eger her x,y € Picinx < yveyay < x

ise (P, <) sirali kiimesine tam siral1 kiime (lineer sirali kiime veya zincir) denir.

Ornek 1.2.14. X bir kiime P(X), X in gii¢ kiimesi olsun. 4,B € P(X) igin
A < B & A < B bagmtisi tanimlaniyor. (P (X), <) bir sirali kiimedir fakat tam sirali
kiime degildir. Gergekten,

(i) Yansima: Her A € P(X)icin A € A oldugundan 4 < A dir.

(if) Ters Simetri: A,B € P(X) i¢gin A < Bve B < Aolsun. AC BveBC A
oldugundan A = B dir.



(iii) Gegisme: A,B,C € P(X)i¢cin A < B ve B < C olsun. A€ B ve BcC
oldugundan
A < C dir. Boylece A < C dir.

< bagmtis1 yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagladigindan (P, <) sirali

kiimedir.

Simdi P(X) in tam sirali olmadigin1 asagidaki o6rnekle gosterelim: X = {1, 2, 3}
kiimesini alalim. A = {1},B = {2} € P(X) olup A £ B ve B £ A oldugundan
(P(X), <) tam siral1 degildir.

Ornek 1.2.1.5. N\{0} kiimesi iizerinde "<” bagmntmtisi a,b €N igin
a <b e alb(3Fk € N : b = a.k) seklinde tanimlansin. Bu durumda (N\{0}, <)
bir sirali kiimedir fakat tam sirali degildir. Gergekten,

(1) Yansima: Her a € N\{0} i¢cina = a.1 oldugundan a < a dur.

(if) Ters Simetri: a,b € N\ {0} i¢cin a < b ve b < a olsun. Bu durumda 3k,c €
N\ {0} 6ylekib = a.kn ve b = a.kc dir. a = b.kc = a.kn.kc ve buradan 1 =
kn.kcolup kn = kc = 1 elde edilir. Boylece b = a dir.

(i) Gegisme: a,b,c € N\ {0}icina < bve b < colsun. 3kn,kc € N\ {0} dyle ki
b =a.knvec = b.kcdir.c = b.kc = a.kn.kc oldugundant = kn.kc € N\ {0}
vet € N\ {0} oldugundan ¢ = a.t dir. Boylece a < c dir.

2 ve 5 elemanlar1 < bagintisina gore kiyaslanamaz oldugundan (N\{0}, <) tam

siral1 degildir.

Ornek 1.2.1.6. (X, <) sirali bir kiime ve Y € X olsun. Bu taktirde, (Y, <) sirali bir

kiimedir.

Tamm 1.2.1.7. (P, <) siral bir kiime olsun.

(i) Bira € Pelemanther x € Pigin x < a olacak sekilde mevcutsa bu elemana P nin
en biiyilik elemani1 denir ve en biiyiik eleman mevcutsa 1 ile gosterilir.

(i) Birb € Pelemantherx € Piginb < x olacak sekilde mevcutsa bu elemana P nin

en kiiciik elemani denir ve en kiigiik eleman mevcutsa 0 ile gosterilir.
4



En biiyiik ve en kiigiik eleman1 mevcut olan sirali kiimelere sinirli sirali kiimeler

denir.

Onerme 1.2.1.8. Bir sirali kiimede en biiyiik ve en kiigiik eleman mevcutsa tektir.

Ispat: (P, <) siral1 bir kiime olsun. Farz edelim ki a ve b en biiyiik elemanlar olsun. a en
biiylik eleman oldugundan b < a ve b en biiylik eleman oldugunda a < b olmaldir.
(P, <) sirali kiime oldugunda ters simetri 6zelligi saglanir. Boylece a = b dir. En kiiglik

eleman mevcutsa tek oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

Tamm 1.2.1.9. (X, <) bir sirali kiime olsun. a,b € X i¢in a kover b denir: © b <a

ve b < x < aolacak sekilde bir x € P mevcut degildir.

Bu bagint1 yardimiyla sonlu kismen sirali bir kiimenin Hasse diyagrami su sekilde
cizilir: (X, <) sirali kiimesinde a kover b ise a, b den daha yukariya yazilir ve aralarinda

kiigiik bir ¢izgi ¢izilir. Her bir elemanin ¢evresine de kiigiik bir yuvarlak ¢izilir.

Sekil 1. Hasse diyagrami

Kolaylik acisindan genel olarak iki eleman arasinda ok isareti kullanilmayabilir.

Bunun yerine diiz bir ¢izgi ¢izilir. Bu durum oklarin yukar1 dogru oldugu anlamindadir.

Ornek 1.2.1.10. A = {1,2,3,4,6,8,15} kiimesi verilsin. x,y € A igin
x <y e 3k € N : x = y.k bagmtis1 tamimlansin. (4, <) sirali kiimesinin Hasse

diyagrami asagidaki gibidir.



Sekil 2. (A={1,2,3,4,6,8, 15}, <)

Tanmim 1.2.1.11. (P, <) siral1 bir kiime olsun.

(i) Bira € P clemanina P sirali kiimesinin maksimal eleman1 denir: & a < x olacak
sekilde x € P mevcutsax = a dir. P nin tiim maksimal elemanlarinin kiimesi MaxP ile
gosterilir.

(ii) Bir b € P elemanina P sirali kiimesinin minimal eleman denir: & x < b olacak

sekilde x € P mevcutsa x = b dir. P nin tiim minimal elemanlarinin kiimesi MinP ile

gosterilir.

Ornek 1.2.1.12. 4 = {a,b,c,d,e, f,g}ve B = {c,d,e}kiimeleri i¢in Hasse diyagrami

asagidaki gibi verilsin.
g f
e
d c
a b
Sekil 3. Hasse Diyagrami

(i) EbeA = Mevcut degildir. (V) EbeB = e
(if) EkeA = Mevcut degildir. (vi) EkeB = Mevcut degildir.
(iii) MinA = {a, b} (vii) MinB = {c,d}
(iv) MaxA = {f, g} (viii) MaxB = {e}
6



Ornek 1.2.1.13. (N\{0,1},<) ve a,b € N\{0,1} icina < b & alb(3k € N:b =
a. k) bagintis1 tanimlaniyor. Bu taktirde, Min(N\ {0,1}) = P,Max(N\{0,1}) = @ ve

en biiyiik ve en kiiciik eleman1 mevcut degildir.

* Min(N\{0,1}) = P oldugunu gosterelim: a € Min(N\{0,1}) olsun. Her x €
N\{0,1} i¢cin x < aise x = a dir. Burada, x|a ise x = a dir. Dolayisiyla, a € P dir.
Tersine x € P olsun. Hera € N\{0,1} i¢in x|aisex = adir.a < xisea = x dir.
x € Min(N\{0,1}) olur. Boylece, Min(N\{0,1}) = P dir.

* Max(N\{0,1}) = 0 oldugunu gdsterelim.
Max(N\{0,1}) # @ olsun. En az birb € Max(N\{0,1}) eleman1 mevcuttur. b < 2b
ve b # 2b oldugundan ¢eliski elde edilir. Boylece Max(N\{0,1}) = o dir.

*b < 2b £ 4b < ...oldugundan Ebe(N\{0,1}) mevcut degildir.

*a = Eke(N\{0,1}) olsun. Her x € N\{0,1} i¢in a < x dir. Buradan her x €
N i¢in a|x dir. Buradan a = 1 olup a ¢ N\{0,1} dir. Boylece Eke(N\{0,1}) mevcut
degildir.

Lemma 1.2.1.14. (X, <)swrali kiime ve x4, x5, ..., Xk, k = 2 olsun. Eger x; < x, <.... <

X < xq IS€
dir.

Ispat: k iizerinden tiimevarim ile gosterelim. k = 2 igin x; < x, < x; olsun. < ters
simetri Ozelligini sagladigindan x; = x, dir. k i¢in iddia dogru olsun. Yani x; < x, <
S xS xq IS X =Xy =l = x;, olsun. Iddianin k + 1 icin dogru oldugunu
gosterelim. x; < x, <....< X < Xpyq <X olsun. x < xp41 ve X1 < Xq

oldugundan gecisme ozelligi ile x;, < x; dir. Boylece x; < x, <....< x, < x; iddia

k i¢in dogru oldugundan x; = x, =....... = X oldugu elde edilir. x; = x;, < X411 < X3
oldugundan gecisme ozelligi ile x;, 1 = x4 elde edilir. Boylece x; = x, =....... =X =
xk+1 dlr.



Onerme 1.2.1.15. (P, <) bir zincir A € P olsun. Bu taktirde (4, <) bir zincirdir.

Ispat: (P, <) bir zincir, A € P ve a,b € Aolsun. A S P oldugundan a,b € P dir.

(P, <) bir zincir oldugundan a < bveya b < a dir. Boylece (4, <) bir zincirdir.

Tamm 1.2.1.16. (X, <) ve (Y, <,) sirali kiime ve f: X — Y bir doniisiim olsun.

(i) f e artan (izoton) fonksiyon denir : & Her x,y € X i¢in x <; y isef(x) <, f(¥)

dir.

(i) f e izomorfi denir : & f birebir, orten ve izoton fonksiyondur. Yani f birebir,

ortendir ve her x,y € Xicinx <; y © f(x) <, f(y) saglanir.

(iii) f e otomorfi denir: & f: X — X izomorfidir.

(iv) f e ters sira korur doniisiim(antiton) denir : & Herx,y € X igin x <; y ise

f(x) <2 f(y) dur.

(v) f e dual- izomorfi denir : & f:X — X birebir, orten ve her x,y € X igin
x<1ye f(x) < f(y)

saglanir. f e self-dual izomorfi denir : & f: X — X dual izomorfidir.

(vi) f self-dual izomorfi ve her x € X icinf?(x) = f(f(x)) = x = id(x) ise f ye

involiisyon denir.

Ornek 1.21.17. X = {a,b} ve a # b olsun. R; = {(a,a),(b,b),(a,b)}ve
R, ={(a,a),(b,b),(b,a)} bagintilarin1 alalm. Asagidaki gibi tanimlanan g4
fonksiyonu izomorfi ve g, fonksiyonu involiisyondur.

(X,Ry) = (X,R;)
/ | a
8 b
Sekil 4. Hasse Diyagrami

°g.: (X,Ry) » (X,R;) g:(a) = b ve g,(b) = a olarak tanimlanan fonksiyon birebir ve

ortendir. aR;a i¢in g,(a) = aRya = g,(b).bR,b i¢in g,(b) = aR,a = g,(b) ve aR,b
8



icin g,(a) = bR,a = g,(b) oldugundan g, sira korur bir doniigiimdiir. Boylece g,
izomorfidir.

*g.: (X,R;) = (X,R,), g,(a) = b, g,(b) = a olarak tanimlanan fonksiyonu birebir ve
ortendir. aR,b ise g,(b) = aR,b = g,(a) ters sira korur. g,(g,(a)) = g,(b) = a ve
92(92(b)) = g,(a) = b oldugundan g, involiisyondur,

Tamm 1.2.1.18. (P, <) siral1 bir kiime olsun. P nin elemanlari ile tanimlanan (P, <) yine

kismen siral1 bir kiimedir. Bu sirali kiimeye P nin duali denir.

a/l\b /0\
\ S N

Sekil 5. P ve P nin Duali

Tanim 1.2.1.19. (P, <) sirali bir kiime ve X S P olsun.

(i) m € P elemanmna X in bir tst smur1 denir: & Her x € X i¢in x < mdir. X

kiimesinin tiim tist strlarinin kiimesi X ile gosterilir.
(i) n € P elemanina X in bir alt sinir1 denir: © Herx € Xi¢inn < x dir. X kiimesinin

tiim alt stnirlarinin kiimesi X ile gosterilir.

Ornek 1.2.1.20. A = {a,b,c,d,e,f}ve B = {c,d, e} alalm.



\
/
.

ANVZN

AN

Sekil 6. Hasse Diyagrami
B ={e, g, f} ve B = {a} oldugu agiktur.

Tanim 1.2.1.21. (P, <) sirali bir kiime ve X S P olsun.

(i) X alt kiimesinin tist sinirlarinin en kiigtigii (varsa) bu elemana X kiimesinin supremumu
denir ve SupX ile gosterilir.

(i) X alt kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigi (varsa) bu elemana X kiimesinin infimumu

denir ve InfX ile gosterilir.

Ornek 1.2.1.22. Ornek 1.2.1.20 de
SupX = ekeB = eke{e,g,f} = e ve InfX = ebeB = ebe{a} = a

Genel olarak; X = {a, b} igin
* SupX = sup{a,b} = aVvb
*InfX = inf{a,b} = anb

ile gosterilir.

Tamm 1.2.1.23. (L, <) sirali bir kiime olsun. L ye kafes denir. & Her x,y € L igin

xVy, x Ay € Ldir.

Tanim 1.2.1.24. Bir L kafesine tam kafes denir: © Her X € Li¢cinv X, AX € L dir.

10



Uyan 1.2.1.25.

(i) Her tam kafes sinirhidir. Yani 0 en kiigiik ve 1 en biiyiik elemana sahiptir. Gergekten;
L bir tam kafesve L = H < L oldugundan AH, VH € Ldir. AL = fveVL =k
olsun. x € L keyfi olsun. AL = ¢ oldugundan ¥ < x oldugu ac¢iktir. Boylece, £ =
ekel dir. Benzer sekilde k = ebelL oldugu gosterilebilir.

(ii) Bir kafesin duali yine bir kafestir. Herhangi bir tam kafesin duali yine bir tam kafestir.
Gergekten;

(L, <) birkafesolsun. x,y € Licinx <" y & y < x olarak tanimlansin. Bu taktirde,
(L,<") kismen sirali bir kiime oldugu agiktir. Simdi x A" y = xVy oldugunu
gosterelim:

ex < xVyvey < x V yoldugundanx Vy <" xvex V y <’ ydir. Boylece x V
y € {x,y}o dir.

**k €{x,y}o keyfieleman alahm. k <' x vek <’ y oldugundan x < k ve y < k dir.

Béylece k € {x,y}_ dir. x V y < k oldugundan k <'xVy dir. Bdylece, xVy =
x Ay dir.

Benzer sekilde x Ay = x V' y oldugu gosterilebilir.

Bir tam kafesin dualinin yine bir tam kafes oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
(ii1) Her zincir bir kafestir. Gergekten;
(L, <) bir zincir olsun. Bu taktirde, her x,y € Licinx A y = eke{x,y} € LvexV

y = ebe{x,y} € Ldir.

Simdi x V y = ebe{x,y} oldugunu gosterelim.

*x < ebe{x,y}vey < ebe{x,y} oldugundan ebe{x,y} € {x,y }dir.

ek € {x,y} keyfialahm. x < kvey < koldugundan ebe{x,y} < k dir. Boylece
x Vy = ebe{x,y}dir.
Benzer sekilde x A y = eke{x, y} oldugu gosterilebilir.

Ornek 1.2.1.26. X # 0,(P(X),<)ve A,B € P(X) icin
A<B&S ACB
olarak tanimlanan (P (X), <) in bir sirali kiime oldugu agiktir.

AB € P(X)igmAANB =ANBe€PX)veAV B =AUB € P(X)oldugunu
11



gosterelim: A,B € P(X)iginA N B € XveA U B C X dir. Béylece A N B,A U
B € P(X) dir.

SimdiA A B = A N B oldugunu gdsterelim:

*‘ANB S AveANB S Boldugundan A N B < Ave A N B < B dir. Boylece
A NB € {4 B}dir.

*+K € {A,B}olsun. Buradan, K € Ave K € Bdir. Boylece K € A N BolupK <

A N Belde edilir. Boylece, A A B = A n Bdir.
Benzer sekildle A V B = A U B oldugu gosterilebilir. Boylece (P (X), <) bir kafestir.

Ornek 1.2.1.27. (L = {0,a,b,c,d,1}, <) sirali kiimesinin Hasse diyagrami asagidaki

gibi verilsin.

1
RN
C d
| |
a b
~N 7

0

Sekil 7. (L = {0,a,b,¢,d, 1}, <)

c Nd = ebe{c,d} = ebe{a,b,0} mevcut olmadigindan (L, <) bir kafes degildir.

Tamm 1.2.1.28. (i) L sinirh bir kafes olsun. Bir x elemanina L kafesinin atomu denir <

x eleman1 L \ {0} in bir minimal elemanidir.

(i1) L sinirh bir kafes olsun. Bir y elemanina L kafesinin koatomu denir & y elemani L \

{1} in bir maksimal elemanidir.

Tanim 1.2.1.29. L sonlu uzunluklu bir kafes ve a, b, c € L olsun.
(i) a # b ve a ve b kover c oldugunda a V b kover a ve a vV b kover b ise L kafesine iist

yar1-modiiler kafes denir.



(if) a # b ve c kover a ve b oldugunda a ve b kover a A b ise L kafesine alt yari-modiiler

kafes denir.

Tamm1.2.1.30. Bir L kafesinin bostan farkli bir J alt kiimesine L kafesinin ideali denir
s

(la€e),xe€L, x<aisex €],

(ila,b €JiginaVvhbeE],

kosullar1 saglanir.

Tanim 1.2.1.30.’ye benzer sekilde dual ideal tanimi verilebilir.

Tammm 1.2.1.31. (L,<,0,1) siirh bir kafes olsun. Bir a € L elemanina join (V)-

indirgenemez denir &< x,y € Liginx Vy = a ise x = a veya y = a kosulu saglanir.

Dual olarak, (L, <,0,1) smnirli kafesinde bir b € L elemanina meet (A)-

indirgenemez denir &< x,y € Liginx Ay = b ise x = b veya y = b kosulu saglanir.

1.2.2. Kafes Cebiri

Lemma 1.2.2.1. (P, <) siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri asagidaki
ozelliklere sahiptir.

(L)x Ax = xvex Vx = x (Idempotent)
L2)x Ny =y AxvexVy=yVx (Degisme)
L (xAy)yhAz=xANyAz)ve(x VY)Vz=xV(yV z)(Birlesme)
L)x A(xVy =xvexV (xAy =x (Yok Etme Kuralr)

L)) x <y xANy=xvexVy=y

Lemma 1.2.2.2. (P, <, 0) siral1 bir kiime olsun. Her x € P i¢in
OANx =0ve0 VX =x

dir. Dual olarak, (P, <, 1) siral1 bir kiime olsun. Her x € P i¢in
I1Ax =xvelvx =1

dir.
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Lemma 1.2.2.3. Herhangi bir kafeste supremum ve infimum islemleri izotondur. Yani,
(1) y<z=2xVy<xVzvexANy<xAz

saglanir.

Lemma 1.2.24. (L, <, A, V) kafesve x,y,z € L igin,

(2) XN Vz)=xANy)V(xA2)
(2" xXVANZ) VY AKXV 2
seklindedir.

Lemma 1.2.2.5. Herhangi bir kafesin elemanlari modiiler esitlitsizligi saglar. Yani her
x,y,Z € L igin,
3) x<z=2>xVyAz) S xVYy Az

saglanir.

Tamim 1.2.2.6. Yalnizca idempotent, degisme ve birlesme 6zelliklerine sahip olan bir

ikili islemli cebirsel yapiya yari-kafes denir.

Ornek 1.2.2.7. (P(X), <) siral1 bir kimeve A © B = A n B olsun.

*A0 A =AnNA = Aoldugundan idempotenttir.

*AOB =ANB=BnNA =B 0 Aoldugundan degismelidir.
cPAo(BoC)=AnBnNC)=AnNB)NnC = (Ao B) o (Coldugundan
birlesmelidir.

Boylece (P (X), <) yari-kafestir.

Lemma 1.2.2.8.
X Syexoy=x
ile tanimlanan bagint1 altinda " © " iglemle herhangi bir yar1 kafes
xOoy =A{xy}=xAy

olan bir siral1 kiimedir.
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1.2.3. Dagilmahhk

Teorem 1.2.3.1. (L, <, A, V) bir kafes olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(L6")Herx,y eLicinx A (y Vz) = (xANy)V (x A 2)

(L6"™)Herx,yeLicinx V (y ANz) = (x Vy) A (xV 2)

Ispat: (L6") = (L6") oldugunu gosterelim: x A (y V z) = (x A y) V (x A z)olsun.
xVY)AEVZ)=(xVY)Ax)V((xVYy) A2
=xV ((xVy Az
=xV(xAz)V(AZz))
=xVxAz)VHYAZ2
=xV (y Az
dir. Benzer sekilde (L6") ise (L6") oldugu gosterilebilir.

Tamim 1.2.3.2. Bir L kafesine dagilmali kafes denir : < (L6') (denk olarak (L6") ) 6zelligi

saglanir.

/\\Z . \
N
0/(a) \/

Ms Ng
Sekil 8. M5 ve Ny

Sekil 8 ile (a) ve (b) de verilen kafesler dagilma 6zelligini saglamaz. Ms igin,
xVAz)=xVvV0=x ve xVYyYyYAXxVz)=1A1=1 dir. x #1

oldugundan x V (y A z) # (x V y) A (x V z) dir. Boylece M5 dagilma kuralim
15



saglamaz.

Simdi N5 in dagilma kuralini saglamadigini gésterelim.y vV (x A z) = y vV 0 =
yve(yVx)A(Vz)=xA1l=zolupx # ydir. Boylece y V (x A z) #
(y V x) A (y V z) oldugundan N5 dagilma kuralini1 saglamaz.

1.2.4. Modiilerlik
(L6) dagilma kuralinda x < z alinirsa, z = x V z olup modiiler 6zdeslik elde edilir.

(L7) x<z=>xVHAz)=xVYy Az

Boylece keyfi dagilmali kafes (L7) i saglar. Ger¢ekten; L dagilmali kafes olsun. x,y,z €
Liginx < zolsun.

xV@AzZ)=xVyY)YA(xVz)=xVy Az

oldugundan (L7) 6zelligi saglanir.

Tanmm 1.2.4.1. (L7) modiiler 6zdesligini saglayan bir kafese modiiler kafes denir. Her
kafesin modiiler kafes olmas1 gerekmez. 5 — elemanli N5 kafesi modiiler kafes degildir.

Gergekten,

N
’ AN
N\,

b<ciginbV(aAnc)=bVvO0O=bve(bVa)Ac=1Ac = coldugundan

Sekil 9. N;

bv(aAc)=b=#c=(bV a)Ac dir. Yani modiiler 6zdeslik saglanmaz. Her

dagilmali kafes modiiler olmasina ragmen her modiiler kafes dagilmali degildir. Ornegin,
16



5 — elemanli Mg kafesi modiilerdir fakat dagilmali degildir.

Teorem 1.2.4.2. Herhangi bir G grubunun normal alt gruplar1 bir modiiler kafestir.
Ispat: G nin normal alt gruplarn bir kafes olusturur. H AN = HN NveH VN =
H.N (# H n N) dir. Bu kafesin modiiler oldugunu géstermek i¢in L € N ise (L V
M) AN € L V(M A N) oldugunu ispatlamak yeterlidir.

a € (LVM)ANolsun. a € (L V M) ve a € N dir. a € LM ve a € N dir.
Buradan en az bir b € L,c € M mevcuttur 6yle ki a = b.c dir. L.M = M.L
oldugundan a = c.bdir.a = b.c = c.b oldugundan ¢ = b~1.a € N dir. Buradan,
c EM ve ¢ € N oldugundan ¢ € M N N dir. a = b.c e L(M N N) =LV
(M A N) dir. Boylece, (L VM) AN € L V (M A N) oldugu elde edilir.

1.3. T- normlar ve T- konormlar

Tamm 1.3.1. ([7], [8]) L bir kafes olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan T:L? — L

fonksiyonuna bir liggensel norm denir.

(i) Herx,y € L i¢inT(x,y) = T(y, x). (Degisme)
(ii) Her x,y,z € Li¢in T(x,T(y,2)) = T(T(x,y), 2). (Birlesme)
(iii)x <y iseherz € LicinT(x,z) < T(y,z). (Monotonluk)
(iv)Herx € Ligin T(x,1) = x. (Sinir sarti)

Ty, Tp, Ty, ve Tp temel t-normlar asagidaki gibi tanimlanir.

Ty (x,y) = min (x,y) To(x,y) = X.y
2

Tamm 1.3.2. ([7], [8]) L sinirli bir kafes olsun. Asagidaki dzellikleri saglayan S: L? — L

fonksiyonuna bir liggensel konorm denir.

(i) Her x,y € L igin S(x,y) = S(y, x). (Degisme)
(ii) Her x,y,z € L igin S(x,S(y, z)) =S(S(x,y),2). (Birlesme)
(iii)x <y isez € Ligin S(x,z) < S(y,z). (Monotonluk)
(iv) Her x € L i¢in S(x, 0) = x. (Sinir sart1)
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Su, Sp, S;, ve Sp temel t-konormlar asagidaki gibi tanimlanir.

Sy (x,y) = max (x,y) Sp(x,y) = x+y—xy
B ] _ 1 , (X,y) € [0'1)2
Sp(x,y) = min(x + y,1) So(x,y) = {max (x,y), A.T.

Tamm 1.3.3. ([10]) L bir smurh kafes olsun. x < y olan her x,y € Ligin x = T(y,z) (
y = S(x, z) ) olacak sekilde bir z € L eleman1 mevcutsa T: L? — L t-normuna ( S: L? —

L) t-konormuna boliinebilirdir denir.

Uyan 1.3.4. [10] (i) T; ve T, smrh bir L kafesi {izerinde iki t-norm olsun. Eger her
(x,y) € L? i¢in Ty (x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglamyor ise Ty, T, t-normundan daha
zayiftir veya denk olarak T,, T; t-normundan daha giicliidiir denir ve bu durum T; < T,
ile gosterilir.

(i) T, <T, ve T, # T, ise yani T; < T, ve bir (x9,y,) € L? elemam igin

Tl (xo, Yo ) < TZ (XO, Yo ) ISB, bU durum Tl < TZ ile gOSterlllr

X , y=1
Twl,y) =143y x=1
0 , A.T.

olsun. O halde Ty, L tizerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0, 1] oldugunda Ty, T

ile gosterilir. L tzerindeki keyfi t-norm T icin Ty, < T oldugundan bu t-norm,

L tizerindeki en kiigiik t-normdur.
Sinirli bir L kafesi lizerindeki en biiyiik t-norm T, (x,y) = x A y ile verilir.
T-konormlar {lizerinde siralama benzer sekilde tanimlanir.

Sv (x,y) = x V y, L iizerindeki herhangi t-konorm § i¢in S, < S dir. Boylece, Sy en
kiiglik t-konormdur.
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X , y=0
SW(xry)z y ) x=0
1 , AT.

L tizerindeki herhangi t-konorm S i¢in § < Sy, dir. Boylece, Sy, en biiyiik t-konormdur.
Tamm 1.3.5. [10] (i) Sinirh bir L kafesi iizerindeki bir t-norm T ye (bir t-konorm S ye)
V- dagilmalidir denir ancak ve ancak her a,b;,b, € L ig¢in T(a,by V b,) =
T(a,by) V T(a,by) (S(a,by V by) = S(a,b;) V S(a,b,)) esitligi saglanir.

(if) Smurh bir L kafesi tlizerindeki bir t-norm T ye (bir t-konorm S ye) sonsuz V-
dagilmalidir denir ancak ve ancak her a € L ve L nin {bi : i € I} alt kiimesi igin
T(a,Vigthi) = VieiT(a,by) (S(a,Vierhi) = Vier S(a, by) ) esitligi saglanir.

(iii) (Sonsuz) A-dagilmali t-norm (t-konorm) benzer sekilde tanimlanur.

Tamm 1.3.6. [15] L sinirh bir kafes ve T: L? — L bir t-norm olsun. x € L eleman1 i¢in
x Ay # 0veT(x,y) = 0olacak sekilde y € L mevcutsa x elemanina T t-normunun sifir
(0) boleni denir.

Bir S-konormun bir (1) béleni Tanim 1.3.6.”ya dual olarak asagidaki gibi tanimlanr.
Tamm 1.3.7. [15] L siirh bir kafes ve S: L? — L bir t-konorm olsun. x € L eleman: i¢in
xVy #1ve S(x,y) =1 olacak sekilde bir y € L mevcutsa x elemanma S’nin bir (1)
boleni denir.

Tamm 1.3.8. [12] (L, <, 0, 1) sinurh bir kafes olsun. N: L — L azalan fonksiyonu
() N(0) =1,

(i) N(1) = 0,

sartlarin1 saglhiyorsa N fonksiyonuna L kafesi lizerinde negasyon denir.
Bir N negasyonuna giigliidiir denir < Her x € L igin N(N(x)) = x saglanur.

Tamm 1.3.9. [12] L smurh bir kafes, T: L? — L bir t-norm ve N giiclii bir negasyon olsun.

X,y € Ligin
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SC,y) = N(T(N(), N(»))
seklinde tanimlanan S t-konormuna t-norm T nin N-dual t-konormu denir.
1.4. Nullnormlar

Tamm 1.4.1. [13] (L, <,0,1) sinirli bir kafes olsun.

(i) Her x,y,z € L igin V(x, V(y, Z)) =VWV(x,y),2),

(if) Her x,y € L igin V(x,y) = V(y, x),

(i) x <yiseher z€ LiginV(x,z) < V(y,z),

(iv) Bir a € L yutan (sifir) elemanina sahiptir dyle ki her x < a igin V(x,0) = x ve her
x=>aic¢inV(x,1) = x,

sartlarin1 saglayan V: L? — L déniisiimiine L sinirli kafesi {izerinde bir nullnorm denir.

Bu calismada V(a) notasyonu a € L sifir elemanina sahip L {izerindeki tiim

nullnormlarin kiimesi i¢in kullanilacaktir.
1.5. Uninormlar

Tanmm 1.5.1. [9] (L, <, 0, 1) siurl bir kafes olsun.
()Vx,y€LicinU(x,y) =U(y, x),

(i) Vx,y,z €L igin U(x, U(y, z)) =U(U(x,y),2),

(iii) x < yiseherz € Li¢inU(x,z) < U(y, 2),

(iv) Bir e € L eleman1 mevcuttur 6yle ki her x € L igin U(x, e) = x,

sartlar1 saglayan U: L?> — L déniisiimiine L siirh kafesi iizerinde bir uninorm denir.

Bu calismada U(e) notasyonu e € L nétral elemanina sahip L tiizerindeki tim

uninormlarin kiimesi i¢in kullanilacaktir.
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1.6. Uni-nullnormlar

Tamm 1.6.1. [14] (L, <,0,1) smirh bir kafes olsun. F:L? — L fonksiyonuna L
tizerindeki bir uni-nullnorm denir.

(i) Herx,y € Licin F(x,y) = F(y, x).

(i) Herx,y,z € Ligin F(x,F(y,2)) = F(F(x,y), 2).

(iii) x < yiseherz € Li¢in F(x,z) < F(y, z).

(iv) e,a € L elemanlar1 0 < e < a < 1 olacak sekilde mevcuttur 6yle ki her x € [0, a]

icin F(e,x) = x ve her x € [a, 1] i¢in F(x,1) = x.

Acikca, e elemani [0, a] araliginda F nin bir nétral elemanidir. Uni-nullnormun
tanimindan her x € [e, 1] i¢in F(x, a) = a oldugu kolaylikla elde edilir. Gergekten, a =
F(e,a) < F(x,a) < F(1,a) = aolup [e, 1] araliginda a eleman1 F nin sifir elemanidir.
Yani e elemani F nin kismen nétral elemani ve a elemani F nin kismen sifir elemanidir.
Bu ¢alismada e eleman1 F nin notral elemani, a eleman1 da F nin sifir eleman1 olarak

adlandirilir.
1.7. Mantiksal Operatorlerden Elde edilen Siralamalar
Tamm 1.7.1. [7] L siurh bir kafes ve T: L? — L bir t-norm olsun. x,y € L igin

x<py<3AleLoylekiT(,y) =x

olarak tanimlanan <; bagintis1 bir siralama bagintist olup bu bagintiya T- kismen

siralama (liggensel siralama) denir.
S-kismen siralama benzer sekilde asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 1.7.2. [1] L sinirh bir kafes ve S: L? — L bir t-konorm olsun. x,y € L igin

x<sgye 3AleLoylekiS(L,x) =y

olarak tanimlanan <g bagintisina S-kismen siralama denir.
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Onerme 1.7.3. [2] (L, <,0,1) smirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T:[a, b]?> —
[a, b] bir t-norm ve ¢: [c,d] — [a, b] sira-koruyan birebir érten bir déniisiim olsun. Bu
taktirde ([a, b], <r) bir infimum (supremum) yar1 kafestir ancak ve ancak ([c, d], ST¢)

bir infimum (supremum) yar1 kafestir.

Tamm 1.7.4. [16] (L, < ,0,1) sinirli bir kafes ve V € V(a) olsun. x,y € L igin

x,y € [0, a] igin k € [0, a] mevcuttur dyle ki V(k,x) = y veya,
x<yy ©1<xy€lal]icinl € [a, 1] mevcuttur dyle ki V(I,y) = x veya,
(x,y) EL* vex <y,

olarak tanimlanan <y bagintisina V-kismen siralama denir.

Burada I, ={x € L|x ll a} ve L* = [0,a] X [a,1] U [0,a] X I, U [a,1] X [0,a] U

[a,1] X [0,a] U [a,1] X1, Ul, X [0,a]UI, X [a, 1] UI, X I, d.
Tamm 1.7.5. [1] (L, <, 0, 1) sinirhi bir kafes ve U € U(e) olsun. x,y € L igin

x,y € [0,e] i¢in k € [0, e] mevcuttur dyle ki U(k,y) = x veya,
x<yy &1 x,vE€][e1]iginl € [e, 1] mevcuttur dyle ki U(x, ) = y veya,
(x,y) € L*vex <y,

olarak tanimlanan <; bagntisina U-kismen siralama denir.

Burada I, ={x € L|x lle} ve L* =[0,e] X [e,1]U [0,e] X I, U [e, 1] X [0,e] U
[e,1] x [0,e]U [e,1] x I, UI, X [0,e]UI, X [e,1] U I, X I, seklindedir.

Uyar 1.7.6. L sinirhi bir kafes ve M, L kafesi iizerinde bir islem olsun. M ile elde edilen

kismen siralama bagintis1 <, olsun. X € L i¢in, <, e gore X in iist (alt) smirlarinin
kiimesini X <y (X<,,) ile gosterecegiz. x,y € L elemanlarmin supremumu (infimumu)

varsa x Vy v (x Ay y) ile gosterilir.

Onerme 1.7.7. [1] L bir kafes, U € U(e) ve e € L\{0,1} elemani L nin tiim elemanlari

ile kiyaslanabilir olsun. Bu taktirde, ([0, e], <7+) ve ([e, 1], <s+) kafestir ancak ve ancak
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(L, <y) bir kafestir.

Onerme 1.7.8. [1] L smirl1 bir kafes, T:L? — L bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu
olsun. Bu taktirde, (L, <7) bir meet (join) yari-kafestir ancak ve ancak (L, <) bir join

(meet) yari-kafestir.

Sonu¢ 1.7.9. [1] L bir zincir, U € U(e), e € L\{0,1} ve S*, T*nin N-dual t-konormu

olsun. ([0, e], <¢~) bir kafestir ancak ve ancak (L, <) bir kafestir.

Lemma 1.7.10. [3] L smurlt bir kafes, T bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu olsun.
Her x,y € L igin

x <ry e N(y) <s N(x)
dir.

Onerme 1.7.11. [5] L sirh bir kafes, T bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu olsun.

Her x,y € L i¢cin

(4) Nx)Ar N(y) = k™ & xVsy = N(k")
() Nx)Vr N(y) = k™ & xAs y = N(k")

denklikleri saglanir.

Uyar11.7.12. [5] L, sinirh kafesi iizerinde bir uninorm olsun. <; siralamasina gore x,y €
[0, e] elemanlarmin supremumu mevcuttur ancak ve ancak <r , siralamasina gore x,y €

[0, e] elemanlarinin supremumu mevcuttur. Bu durumda,
(6) xVUy:xVTUy
esitligi saglanir.

Onerme 1.7.13. [2] L bir kafes ve V € V(a) ve I, = @ olsun. Bu taktirde, ([0, a], <s,)

ve ([a, 1], <r,) bir kafestir ancak ve ancak (L, <y ) bir kafestir.
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Sonu¢ 1.7.14. [5] (L, <,0,1) smirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T:[a, b]* -
[a, b] bir t-norm ve ¢: [c,d] — [a, b] sira-koruyan, birebir ve orten bir déniisiim olsun.

Bu taktirde, ([a, b], <r) bir kafestir ancak ve ancak ([c, d], <r,) bir kafestir.

Onerme 1.7.15. [5] (L, <,0,1) smirli bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T:[a, b]? -

[a, b] bir t-norm ve ¢: [c,d] - [a, b] sira-koruyan, birebir ve 6rten bir doniisiim olsun.
(7) o) Ar () =k & x A,y =~ (k)

denkligi saglanir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu ¢alismada elde edilen sonuclar “Uni-nullnormlar tizerinde siralama” [22] isimli

makalede yayimlanmistir.

2.1. <p Siralamasi

Bu béliimde, smirl bir kafesteki uni-nullnormlardan elde edilen <, ile gosterilen
siralamay1 tanitip 6zelliklerini inceleyecegiz. Kafeslerdeki dogal siralama ve bir uni-
nullnormdan elde edilen siralama arasindaki iligkiyi verecegiz. Uni-nullnormlardan elde
edilen siralamanin literatiirdeki t-normlar, t-konormlar, uninormlar ve nullnormlardan
elde edilen siralamalarin bir genellestirilmesi olduguna dikkat ¢ekecegiz. < siralamasina
gore en kiigiik ve en biiylik elemanlarin mevcut oldugunu gosterecegiz. < siralamasina
gore L kafesindeki diger elemanlar ile herhangi bir uni-nullnormun sifir elemani a ve
nétral eleman1 e arasindaki iliskiden bahsedecegiz. Uni-nullnormlardan elde edilen
siralamalar ve temel t-norm ve t-konormlardan elde edilen siralamalar arasindaki bazi

iliskileri gosterecegiz.

Ayrica, bir kafesin < siralamasina gore tekrar sinirlt bir kafes olmasi i¢in gerekli
ve yeterli sart1 verecegiz. Uni-nullnormun t-norm ve t-konorm kisimlari tizerindeki bazi
kisitlamalar altinda bir L kafesinin < ye gore bir kafes olmasini saglayan bazi denk

sartlar belirleyecegiz.

Tanim 2.1.1.’de sinirh bir kafesteki uni-nullnormlar yardimiyla asagidaki bagintiy1

tanimlayalim.

Tamm 2.1.1. (L, <, 0, 1) smurli bir kafes, F de L kafesi tizerinde notral elemani e ve sifir

elemani a olan bir uni-nullnorm olsun. Asagidaki bagintiy1 tanimlayalim. x,y € L igin

x,y €[0,e]icinl < eveyax,y € [a,1] icin | = a mevcuttur 6yle ki F(l,y) = x,
(8) x <r y & {x,y € [e,al igin k € [e,a] mevcuttur dyle ki F(k,x) =,
(x,y) € {[0,e]? [e,al? [a, 1]*} ve x < y.

Simdi, L kafesindeki dogal siralama ile L sinirli kafesi tizerindeki bir uni-nullnormla
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elde edilen < bagntis1 arasindaki iliskiyi verelim.

Onerme 2.1.2. (L, <,0,1) smurh bir kafes, F L kafesi lizerinde sifir eleman1 a ve notral

elemani e olan bir uni-nullnorm olsun. x, y € L igin

x<pyisex <y
dir.

Ispat: x,y € L i¢in x < y olsun.
(x,y) € [0, e]? olsun. Bu durumda [ < e mevcuttur dyle ki F(I,y) = x dir.
x=F({y)<F(ey)=y
oldugundan x < y dir.
(x,y) € [e,a]? olsun. Bu durumda k € [e, a] mevcuttur dyle ki F(k, x) = y dir.
y=F(k,x)=>F(e,x)=x
oldugundan x < y dir.
(x,y) € [a,1]? olsun. Bu durumda [ > a mevcuttur dyle ki F(l,y) = x dir.
x=F(ly) <F(Ly) =y
oldugundan x < y dir.

(x,v) ¢ {[0,e]?, [e,al? [a, 1]? } olsun. < nin tanimi ile x < y oldugu agiktur.

Onerme 2.1.3. (8)’de verilen <y bagintis1 L kafesi iizerinde bir siralama bagintisidir.

Ispat: (i) x € [0,e] veya x € [e, a] ise F(e, x) = x oldugundan x < x dir.

x € [a,1] ise F(1,x) = x oldugundan x <j x dir.

x € {[0,e],[e,al,[a, 1]} i¢in x < x oldugundan x <p x elde edilir. Boylece, <
bagintis1 yansima 6zelligini saglar.

(i) x,y € Liginx <p y ve y <p x olsun.

Onerme 2.1.1.’den x <y ve y < x olur. (L, <) bir sirama bagmtis1 oldugundan x = y
olur. <g bagmtisi ters simetri 6zelligini saglar.

(i) x,y,z € L igin x <p y ve y < z olsun.

1.x €[0,e],

1.1.y € [0,€],
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1.1.1. z € [0, e] olsun.
x <p yVvey <p z oldugundan ¢4, £, € [0, e] elemanlar1 mevcuttur dyle ki
F(f1,y) =xVve F(£5,2) =y
dir.
x =F(f,y) =F(£,F(£3,2))
=F(F({1,%2),2)
F(#1,%,) = kolsun. k = F(4,¢;) < F(e,e) = e olup k < e dir. Buradan x = F(k, z)
oldugundan x < z dir.
1.1.2. z ¢ [0, e] olsun.
x <py Ve y < z oldugundan Onerme 2.1.2.’den x <y ve y < z dir. Buradan
dax < zolup (x,2) € {[0,e]? [e,al? [a,1]?} oldugundan x < z dir.
1.2. y € [0, e] olsun.
y <r z oldugundan Onerme 2.1.2.’den y < z dir.z € [0,e]0lsa0 <y <z <e
olup y € [0, e] geliskisi elde edilir. Buradan z € [0, e] dir.
1.2.1. z ¢ [0, e] olsun.
x<py Ve y <pz oldugundan Onerme 2.1.2°den x <y vey < z dir.
Buradan x < z dir. x < z ve (x,2) € {[0,¢e]? [e, al]? [a, 1]?} oldugundan x <j z
elde edilir.
2. x € [e,a] olsun.
x <p y oldugundan Onerme 2.1.2.’den x < y dir. Varsayalm ki y € [0, e] olsun.
x <y <eolupx € [0,e] geliskisi elde edilir. Bu durumda y & [0, e] dur.
2.1.y € [e,a] olsun.
2.1.1. z € [e,a] olsun.
x <p y Ve y <p z oldugundan ¢4, ¢, € [e, a] mevcuttur dyle ki
F(fy,x) =yveF(f3y) =z
dir. Buradan,
z=F(f3,y) = F(£3, F(£1,%))
= F((£2,41),%) .
elde edilir. F(£,,4,) = k diyelim. Buradan,
e=F(e,e) < F({,,¢;) =k <F(a,a)<F(a,1)=a
olupk € [e,a] dir. z = F(k,x) ve k € [e, a] oldugundan x < z dir.
2.1.2.z & [e, a] olsun.

27



x <p y Ve y < z oldugundan Onerme 2.1.2.’den x < y vey < z dir. (L, <) sirali
kiime oldugundan x < z oldugu aciktir.
x € [e,a] ve z & [e,a] oldugundan (x, z) & {[0, e]?, [e,al]? [a, 1]?} ve x < z olup
x <p z dir.
2.2.y & [e,a] olsun.
2.2.1. z € [e,a] olsun.
x <py Ve y<pz oldugundan Onerme 2.1.2.’den x <y ve y < z dir. (L, <)
siralt kiime oldugundan x < z oldugu elde edilir. Bu durumda,
e<x<y<z<a olup y€lea] geliskisi elde edilir. Boylece, z € [e,a]
durumu s6z konusu olamaz.
22.2.z & [e,a] olsun.
X <py Ve y<pz oldugundan Onerme 2.1.2.’den x < z dir. x € [e,a] ve
z & [e, a] oldugundan (x, z) & {[0, e]?, [e,al?, [a, 1]?} olup x < z dir..
3.x €[a,1]
31 y¢[al]

x <r y oldugundan Onerme 2.1.2.°den x <y dir. Bu durumda, a <x <y <1
oldugundan y € [a, 1] celiskisi elde edilir. Boylece, y € [a,1] durumu s6z konusu
degildir.

3.2.y € [a, 1] olsun.
y <r z oldugundan Onerme 2.1.2.’den y < z dir. a <y < z < 1 oldugundan z €
[a, 1] olmalidur.
3.2.1. z € [a, 1] olsun.
x <p y Ve y <p z oldugundan ¢, ¢, € [a, 1] elemanlart mevcuttur dyle ki
F(ty,y)=yveF({3,2z) =y
dir. Boylece,
x =F(f,y) =F(¢,F({;,2))
= F(F(£1,%2), 2).
F(#1,%,) = k diyelim. Bu durumda, a = F(a,e) < F(¥1,%,) =k olup x = F(k,2)
oldugundan x <g z dir.
4. x ¢ {[0,¢e],[e, al,[a, 1]} olsun.
x <p y Ve y <p z oldugundan Onerme 2.1.2.’den x < y ve y < z olup x < z dir.

(x,z) & {[0,e]? [e, a]? [a, 1]*} ve x < z oldugundan x <j z oldugu agiktir.
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Boylece <p gecisme 6zelligini saglar.

Ornek 2.1.4. (L, <,0,1) kafes diyagranm Sekil 10°daki gibi bir kafes olsun.

1

N

Xe

X5

" \

Sekil 10. (L, <,0,1)

[14]°de verilen F, uni-nullnormunu alalim. S, [e, a] iizerinde bir t-konorm ve T, [a, 1]

uzerinde bir t-norm olmak tizere

(SC,y) , (xy) €leal?
! T(xy) , ) €la1]?
Fo=]XAY , (x,y)e[0,e)x[0,a)U[e,a)x[0,e)uU[0,e)xI,Ul,x[0,e)Ul, XI,
"y , (wy) Ele,a) x1,
lx , (x,y) €l, x[e,a)
a , AT.
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olarak tanmimlansin. Burada S = S, ve T = T}, alinirsa L tizerindeki F, uni-nullnormuna

gore L kafesinin elemanlari arasindaki iliskiler asagidaki gibidir:

Fr(xz,%1) = x3 Axy = x4
Fr(x3,%4) = Sp(x3,%4) = a
Fr(x2,%3) = Sp(x2,%3) = a
Fr(x4,%1) = x4 Axy = x4
Fr(x3,x6) = aFp(xs5, %) = a
Fr(x3,x7) = a

Fr(x2,x6) = a

Fr(x2,x7) = a

Fy(xg,x1) =xgAx; =0
F\(x3,1) =a

Fr(x2,x9) = xg

Fy(x4,x6) = a

Fr(x4, xg) = xg

Fy(x4,1) =a

Fr(xs5,x7) = a

Fr(xs,x9) = a

Fr(x6,x7) = a

Fr(xg,x9) = a

Fr(x7,xg) = aFp(x7,%9) = a
Fr(xg,X9) = xg AXg =0
Fy(x9,1) =a

Fr(x,,0) =x, A0O=0
Fr(x4,0) =2, A0=0
Fy(x5,0) =a

Fr(x7,0) = a

Fr(x9,0) =29 A0 =0

Fr(x2,x3) = Sp(x2,x2) = a
Fp(x3, %) = x3 Axy = x4
Fr(x3,x5) = a
Fr(x2,%4) = Sp(x2,x4) = a
Fr(x2,x5) = a
Fr(x6,%1) = a
Fr(x3,x5) = xg
Fr(x3,%9) = X9
Fr(x2,xg) = xg
Fr(xg,%1) =XgAXx; =0
Fr(x4,x5) = a
Fr(x4,x7) = a
Fr(x4,x9) = Xg
Fr(x5,%6) = Tp(Xs5,%6) =
Fr(xs,x8) = a
Fa(xs,1) = Tp(xs,1) = x5
Fr(x6,xg) = a
Fr(x6,1) = Tp(x6,1) = x4
F\(x;,1) =a
F\(xg,1) =a
Fr(x,0) =x;A0=0
Fr(x3,0) =x3A0=0

F\(a,0) =a

Fr(xs,0) =a
Fr(x5,0) =xgA0=0
F(1,1) =1

Bu elemanlar arasindaki iliskiyi asagidaki tabloda verelim.
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Tablo 1. L tizerinde F, uni-nullnormu

Burada x, < x5 tiir, ancak F,(#,x3) = x, olacak sekilde bir £ € [0,e] mevcut

degildir. Boylece x, ve x3 <p, siralamasina gore kiyaslanamaz elemanlardir.
Burada x5 < x¢ dir, ancak F,(¥,xg) = x5 olacak sekilde bir £ € [0, e] mevcut

degildir. x¢ Ve x5 <p, siralamasina gore kiyaslanamaz elemanlardir. Tim elemanlari

kontrol ettikten sonra (L, <r, ) kismen sirali kiimesinin diyagrami asagidaki gibi olur:
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- N,
/x\

Sekil 11. (L, <p,,0,1)

Uyan 2.1.5. (L, <, 0, 1) smirli kafes ve F sifir elemant a ve nétral elemani e olan bir uni-
nullnorm olsun.

(i) <p siralamasi a = 1 (e = 1) iken <, (<y) siralamasi ile ¢akigiktir.

(if) Eger e = 1(yada a = 0) ise <p siralamasi ile < siralamasi ¢akigiktir. Ayrica e = 0
ve a = 1 oldugunda < siralamasi ile <g siralamasinin ¢akisik oldugu kolayca goriiliir.
(iii) T-normlar ve t-konormlar, uninormlar ve nullnormlardan elde edilen siralamalar, uni-

nullnormlardan elde edilen siralamalar tanimlanarak daha genel bir forma genisletilebilir.

Simdi, < siralamasina gore en biiyiik ve en kii¢lik elemanlarin varligini gosterelim.

Onerme 2.1.6. (L, <,0,1) smurli kafes ve F sifir eleman1 a ve nétral elemani e olan bir

uni-nullnorm olsun. Bu durumda (L, <) sinirli bir kismen sirali bir kiimedir.

Ispat: x € [0,e] olsun. Bu durumda F(0,x) < F(0,e) = 0 oldugundan F(0,x) =0
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olur. Buradan 0 < x dur.
x & [0,e] olsun. (0,x) ¢ {[0,e]% [e,a]® [a,1]?} ve 0 <x oldugundan < nin
tanimindan 0 <p x olur. O halde (L, <p) posetinin en kiigiik elemani 0 dir.

Simdi (L, <p) posetinin en biiylik elemaninin 1 oldugunu gosterelim.
x € [a,1] olsun. £ = x = a i¢in

F({,1) =F(x,1) =x

oldugundan x <p 1 dir.
x & [a,1] olsun. (x,1) & {[0,e]? [e,a]? [a,1]?} ve x <1 oldugundan <p nin

tanimindan x <y 1 olur. O halde (L, <r) nin en biiyiik eleman1 1 dir.

Onerme 2.1.7. [14] (L, <, 0, 1) smirli bir kafes, e,a € L \ {0,1} ve F sifir elemani a ve
nétral elemani e olan bir uni-nullnorm olsun. Bu taktirde,

(1) U" = Fljg,qp: [0, a]®> — [0,a], [0, a] iizerinde bir uninormdur.

(i) V" = Flqp2: [e 1]> — [e, 1], [e, 1] iizerinde bir nullnormdur.

(i) T," = Fljop2: [0,€]> — [0, €] , [0, e] tizerinde bir t-normdur.

(iv) S* = Flieqp: [e,a]l* — [e,a] , [e, a] tizerinde bir t-konormdur.

(V) T;* = Fligq2: [a,1]* — [a,1] , [a, 1] Gizerinde bir t-normdur.

Onerme 2.1.8. (L,<,0,1) smurh bir kafes ve F, L tizerinde notral eleman1 e ve sifir
elemani a olan bir uni-nullnorm olsun.
T{, S*, T; bolinebilirdir & <p=<j+=<Sp+=<Sp=<;=<p=<.

Simdi, herhangi bir uni-nullnormun sifir elemani a ve nétral elemani e ile L

kafesindeki <j siralamasina gore diger elemanlar1 arasindaki bagintiy1 gosterelim.

Lemma 2.1.9. L sinirh bir kafes ve F nétral elemant e ve sifir elemant a olan bir uni-
nullnorm olsun. Bu taktirde,

(i) Her x € [0, e] i¢in x < e dir.

(i) Her x € [e,a] igin e <p x <p a dir.

(iii) Her x € [a, 1] i¢in a < x dir.
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Ispat: (i) x < e olsun. F(x, e) = x oldugundan x <y e’dir.
(ii) x € [e,a] olsun. F(e,x) = x oldugundan e < x olur. Ayrica, F(a,x) = a
oldugundan x <y a olur. Boylece e <p x <p a dur.

(iii) x € [a, 1] olsun. F(a,x) = a oldugundan a <g x dir.

Onerme 2.1.10. L smurlt bir kafes ve F notral elemani e, sifir elemant a olan bir
uni-nullnorm olsun. Bu durumda

() Herx,y € [0,e]i¢cinx <py & x <r; y.

(i) Her x,y € [e,a] icinx <p y & x <g- Y.

(i) Her x,y € [a, 1] i¢ginx <p y & x <g; y.

ispat: (i) x,y € [0,e] i¢inx <p y & 3L €[0,e] 6yleki F(£,y) = x
<= 3L e[0,e]oylekiTy(f,y) =F{,y) =x
Sx=ry.
(i) x,y € [e,a]icinx <py <= AL € [e,a] oyleki F(£,x) =y
& 3L €lealoylekiS*(L,x) =F(,x)=y
S X Sg+ Y
(i) x,y € [a,1] iginx <py < 3L € [a,1] oyleki F(¥,y) = x
&3¢ €[al]oylekiT,(4,y) =F({,y) =x
SXx=ry.
Bir L kafesinin < siralamasina gore yine bir kafes olmasi igin gerek ve yeter sarti

belirleyelim.

Onerme 2.1.11. L smurl bir kafes, F nétral elemani e ve sifir elemant a olan bir
uni-nullnorm ve I, = I, = @ olsun. Bu taktirde,

([0, al, <y~) ve ([e, 1], <y+) kafestir & (L, <p) kafestir.

Ispat: ([0,a], <y+) ve ([e, 1], <y+) kafes olsun. Onerme12 [1] ve Onerme8 [2]’den

([0, e], STl*), ([e, al, <s-) ve ([a, 1], STz*) kafes oldugu agiktr. ([0, e], STI*) bir kafes
oldugundan her x,y €[0,e] igin xVz:y supremumu ve x Az y infimumu
mevcuttur. x V- y = k € [0,e] ve xAp;y =me€ [0,e] olarak tanimlayalim. Bu

durumda x <r: k ve y <g: k olur. Onerme 2.1.10. (i)’den x <j k ve y <y k oldugu
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aciktir. Bu durumda, k € {x, y}<, dur.

t € {x,y}<, keyfi bir eleman alalim. Bu durumda,
X SF tve y SF t

dir. I, = @ oldugundan e < t yada t < e oldugu agiktir.

t < e olsun. Onerme 2.1.10. (i)’den x <r; t vey <r; t’dir. Béylece, t € {x, y}ST*
1

dir.

xVr;y =k oldugundan k <7y t dir. k,t € [0,e] oldugundan Onerme 2.1.10.

(i)’den k <g t elde edilir.

e < t olsun. Bu durumda k < e < t dir. <p nin tamimindan k < t olur. Boylece

X Vpy=kdir.

Benzer sekilde, x,y € [0, e] i¢in x Ap ¥y = m oldugu gosterilebilir.
X,y € [e,a] olsun. ([e,a], <s+) bir kafes oldugundan <g- siralamasina gore x ve y
elemanlarinin supremumu ve infimumu mevcuttur.
xVsgy =k €le,alvex A+ y =m € [e,a]
olsun. Bu durumda, x < k ve y <g-k dir. Onerme 2.1.10. (ii)’den x <p k ve y <y k
oldugu aciktir. Boylece k € {Ty}sp olur.
t € {x,y}<, keyfi olsun. Bu durumda, x < t ve y <p t dir. I, = @ oldugundan t < a

yadaa <t olmalidir.
t<a olsun. x <pt ve y <pt oldugundan x <t oldugu aciktir. Boylece
e<x<t<aolu x,y,at€ [ea] ve x <ptVey <p t oldugundan Onerme 2.1.10.

(i1)’den x <gs+ t ve y <g- t elde edilir.

Boylece, t € {x,y}<,. olur. x Vg- y = k oldugundan k <g- t dir. Onerme 2.1.10.

(i1)’den k <p t elde edilir.
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t > aolsun. k < a < t olup <g nin tanimindan k < t dir. Budurumda, her x,y €

[e,a] icin x Vi y = k dir.

Benzer sekilde, x,y € [e, a] i¢in x Ap y = m oldugu gosterilebilir.
x,y € [a,1] olsun. ([a, 1], <r,*) bir kafes oldugundan her x,y € [a, 1] elemanlarmmn
<r,* siralamasina gore supremumu ve infimumu mevcuttur.
xVy; ¥y =k €[a,1] ve x Ay y = m € [a, 1] olsun. Benzer yontem ile x Vpy y = k Ve

x Ary; y = m oldugu gosterilebilir.

Simdi (x,y) € {[0,e]?, [e,a]? [a,1]?} ve I, =1, = @ olsun. Bu durumda, her
eleman e ve a ile kiyaslanabilir oldugunu gosterelim.
x < e olsun. (x,v) & {[0,e]% [e,al? [a,1]?} oldugundan y > e olmalidir. O halde
x < e <y dir. <g nin tanimindan x <p y olur. Budurumda x Vp y =y Ve x A y = x
olur.
x € [e,a] olsun. O halde y < eveyay > a dir. Eger y > e ise y < e < x olup <g nin
tanimindan y <p x dir. Boylece, y Ar x = y ve y Vg x = x olur.
y >a olsun. x < a <y oldugundan <y nin tanimindan x <p y dir. Bu durumda,
YApXx=XxVeyVgx =yolur.
x € [a,1] olsun. Bu durumda, (x,y) € {[0,e]? [e,a]? [a, 1]?} oldugundan y < a
olmalidir. Boylece y A x = yve y Vi x = x oldugu agiktir. O halde, (L, <) bir kafestir.

Tersine olarak, (L, <r) bir kafes olsun.
x,y € [0,e] y elemanlarmin infimumu ve supremumu (L,<p) kafes oldugundan
mevcuttur. x Vpy = k ve x Apy =t olsun. Her x,y € [0,e] i¢in x <p e ve y<pe
oldugundan e € WSF oldugu agiktir. Bu yiizden x Vp y = k <g e olur. Buradan, k <
e dir. x Vi y = k oldugundan
x<pkvey<pk

dir. Boylece, Onerme 2.1.10. (i) ile x <7+ k ve y <7+ k dir. Bu durumda, k €

{x, y}ST,i dir.

m € {x, y}ST,i olsun. x <+ m ve y <z+ m oldugu agiktir. Onerme 2.1.10. (i) ile
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x <pmve y < molur. Boylece, m € WSF dir. x Vg y = k oldugundan k < m
dir. k,m € [0, e] ve k <p m oldugundan Onerme 2.1.10. (i) ile

k <pxrm
oldugu agiktir. Boylece, xVpy;y =k dir. Benzer sekilde x Az y =t oldugu
gosterilebilir. Benzer modelleme ile ([e, a], <s+) Ve ([a, 1], <g;) nin kafes olduklari

ispatlanabilir. Onerme 12 [1] ve Onerme 8 [2] ile ([0, a], <y+) ve ([e, 1], <,+) kafestir.

Teorem 2.1.12. (L, <, 0, 1) sinirh bir kafes, F nétral elemant e ve sifir elemani a olan bir
uni-nullnorm ve ¢: [0, e] = [a, 1] sira-koruyan, birebir ve 6rten bir fonksiyon dyle ki
Ty = (T3), olsun.

(i) I, = @ olsun. ([0, a], <y-) kafes ise ([e, 1], <y+) kafestir.

(if) I, = @ olsun. ([e, 1], <y+) kafes ise ([0, a], <y) kafestir.

Ispat: (i) I, = @ ve ([0,a],<y+) bir kafes olsun. Onerme 12 [1] ile ([0, e], <r;) Ve
([e, a], <s+) bir kafestir. T{ = (T3), ve Onerme 1 [2] ile ([a, 1], <1 +) in kafestir. I,

@, ([a,1],<r;) ve ([e,a], <s+) swrah kiime oldugundan kafestirler. Onerme 8 [2] ile
([e, 1], <y+) bir kafestir.

(ii) I, = @ ve ([e, 1], <y+) bir kafes olsun. O halde Onerme 12 [1] ile ([e,a], <s+) Ve
([a, 1], <gy) bir kafestir. T; = (T,),, oldugundan Onerme 1 [2] ile ([0, e], <r;) in kafes

oldugu agiktir. I, = @, ([0, e], <7;) ve ([e, a], <s+) kafes olduklarindan Onerme 8 [2] ile
([0, a], <y~) bir kafestir.

Sonu¢ 2.1.13. (L, <, 0, 1) sinirh bir kafes, F notral elemani e ve sifir elemant a olan bir
uni-nullnorm, I, =1, =@ ve ¢:[0,e] = [a,1] sira-koruyan, birebir ve Orten bir
fonksiyon Oyle ki Ty = (T;), olsun. Bu durumda, ([0, a], <y~) kafestir & (L, <f)
kafestir < ([e, 1], <y+) kafestir.

Asagidaki teoremde (L, <p) nin bir kafes olmasina denk olan durumlar

belirlenecektir.

Teorem 2.1.14. (L, <, 0, 1) sinirh bir kafes, F notral elemant e ve sifir elemani a olan bir
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uni-nullnorm, 1, =1, = @ olsun. N:[e,a] — [e, a] bir negasyon, ¢:[0,e] = [a, 1] ve
Y:[0,e] - [e,a] doniisimleri T; = (T3), Ve Ty = (Sy)y esitliklerini saglayan sira-

koruyan, birebir ve 6rten fonksiyonlar olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler denktir:

(i) (L, <p) bir kafestir.

(ii) ([0, e], <7;) bir kafestir.
(ii1) ([e, a], <s+) bir kafestir.
(iv) ([a, 1], <g;) bir kafestir.
(V) ([0, a], <y+) bir kafestir.
(vi) ([e, 1], <y~) bir kafestir.

Ispat: Sonug 2.1.13. ile
(L, <p) bir kafestir < ([0, a], <y+) bir kafestir,
< ([e, 1], <y~) bir kafestir,
denkliklerinin saglandigi agiktir. Ty = (S ) oldugundan ve Onerme 10 [1] ile
([0, e], <7y) bir kafestir < ([e, a], <g) bir kafestir,
< ([e, a], <s+) bir kafestir,
denklikleri elde edilir. Ty = (T3),, oldugundan Sonug 11 [2] ile
([0, e], <g;) bir kafestir < ([a, 1], <7;) bir kafestir
denkligi elde edilir. Ayrica, Sonug 13 [1] ile
([0, a], <y+) bir kafestirs ([0, e], <r;) ve ([e, a], <s-) kafestir
< ([0, e], ;) bir kafestir.

2.2. Siralamalar Arasindaki Iliskiler

Bu boliim iki kistmdan olusmaktadir.

2.2.1. N-Duallik Durumu

Bu bolumde, bir t-norm ve onun N-dual t-konormundan elde edilen siralamalar
tizerinde calisacagiz. Bu sekildeki siralamalardan elde edilen kismen sirali kiimelerin

cebirsel yapilar arasindaki iligkileri inceleyecegiz. Bu siralamalarla elde edilen kismen
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siralt kiimelerin elemanlarmin 0 veya 1-bdlen, atom veya Koatom olma ozellikleri
arasindaki iliskileri inceleyecegiz. Ayrica, T (S) kismen sirali kiimeler tarafindan tiretilen
alt (iist) kiimeyi inceleyecegiz. Bu siralamalarla elde edilen kismen sirali kiimelerin alt
(tist) yar1 modiilerlikleri arasindaki iligkileri aragtiracagiz. Bu siralamalardan elde edilen

kafeslerin ideal ve dual idealleri arasindaki iliskileri ortaya koyacagiz.

Asagidaki onermede bir t-norm ve onun N-dual t-konormundan elde edilen kismen

sirali kiimelerin cebirsel yapilar1 arasindaki iligskiyi verecegiz.

Onerme 2.2.1.1. T:L? - L , L tam kafesi {izerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-

konormu olsun. Bu durumda, (L, <;) tam kafestir < (L, <s) tam kafestir.

Ispat: (L, <7) bir tam kafes olsun. Bu durumda her {x;|i € I} € L ailesi igin A7 N(x;) =
k € L mevcuttur. Simdi {x;|i € I} € L ailesinin <g siralamasma gore supremumunun

mevcut oldugunu gosterelim.

Ar N(x;) = k € L oldugundan her i € I i¢in k < N(x;) dir. Lemma 2 [3] ile her

i €ligin
N(N(x;)) <s N(k)
oldugu agiktir. N giiclii oldugundan her i € I i¢in
x; <s N(k)
dir. Boylece, N(k) € {x,[t € I} dur. t € {x,]t € [}<, keyfi olsun. Bu durumda her i € 1
i¢in
x;i <gst
dir. Lemma 2 [3] ile,
N(t) <r N(x;)
elde edilir. Boylece N(t) € {N(x;)|i € I}, dir. Az N(x;) = k oldugundan N(t) <r k
oldugu agiktir. Lemma 2 [3] kullanilirsa
N(k) <s N(N(@®) = ¢

elde edilir. Buradan Vg x; = N(k) € L oldugu goriilir. Her x € L igin S(x,0) = x
oldugundan 0 <g x dir. Buradan, (L,<s) sirali kiimesinin en kii¢iik eleman1 0 dir.

Boylece Teorem 6 [4] ile (L, <g) bir tam kafestir.
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Tersine olarak, (L, <y) bir tam kafes olsun. Bu durumda, her {x;|i € I} € L ailesi
icin Vg N(x;) =u € L supremumu mevcuttur. Simdi, Ar x; = N(u) € L oldugunu
gosterelim.

Vg N(x;) = u oldugundan her i € I igin N(x;) <g u dir. Lemma 2 [3] ile her i € I igin,
N@w) <7 N(N(x)) = x;
oldugu agiktir. Buradan, N(u) € {x;|i € I}, dir.
m € {x;|i € I}, keyfi olsun. Bu durumda, her i € I i¢in

m <r Xx;

dir. Lemma 2 [3] kullanilirsa her i € I i¢in
N(x;) <s N(m)
elde edilir. Buradan, N(m) € {N(x)[t € I}<, dir. Vg N(x;) = u oldugundan
u <g N(m)

elde edilir. Budurumda, m = N(N(m)) <; N(u) dir. Buradan, N(u) =Ar x; elde edilir.

Her x € L i¢in x <7 1 oldugundan (L, <) sirali kiimesinin en biiyiik elemani 1 dir.

Teorem 6 [4] ile (L, <r) bir tam kafestir.

Uyar1 2.2.1.2. Onerme 2.2.1.1.’in ispati ile

9) Ar N(x;) =k & Vs x; = N(k)
(10) Vr N(x;)) =m & Ag x; = N(m)
denklikleri kolayca goriilebilir.

Onerme 2.2.1.3. T, sinirli bir L kafesi iizerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu
olsun. Bu taktirde, a € L eleman1 V (Ag)-indirgenemezdir ancak ve ancak N(a) € L

eleman1 Ag (Vg)-indirgenemezdir.

Ispat: a € L bir v (Ar)-indirgenemez eleman ve b, ¢ € L igin N(a) = b As c olsun. Bu
durumda, x,y € L igin [5]
(11) N(@x) vy N(y) = k™ @ x Asy = N(k")
denkligi ile
a=N(N(a)) = N(bAsc) = N(b) V; N(c)
ve buradan, a = N(b) V; N(c) dir.
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a, Vr-indirgenemez oldugundan a = N(b) veya a = N(c¢) dir. Buradan, N(a) =
N(N(b)) = b veya N(a) = N(N(c)) = c elde edilir. Bdylece N(a), As-indirgenemez
elemandir.
Tersine olarak, N(a) Ag-indirgenemez ve b,c € L i¢in a = bV c olsun. N giigli
oldugundan,

b=N(b*)vec=N(c)
olacak sekilde b*, c* € L elemanlar1 mevcuttur. Bu durumda,

a=N(b")Vy N(c)
dir. (10) [5] denkligini kullanirsak,
b* Ng c* = N(a)

oldugu goriiliir. N(a) Ag-indirgenemez oldugundan N(a) = b* veya N(a) =c*
esitlikleri saglanir. Buradan, a = N(b*) = b veya a = N(c*) = c dir. Boylece, a

eleman1 Vp-indirgenemezdir.

Ornek 2.2.1.4. T smrh bir L kafesi iizerinde bir t-norm olsun. (L, <;) kismen siral

kiimesinin diyagrami Sekil 3’deki gibi olsun.

1
e

7\
N/
|

0

Sekil 12. (L, <;)
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L kafesi tizerinde N fonksiyonu,

(f, x=e
e, =f
d, X =
a, x=d
N(x)_<b, x=Dhb
c, xX=c
1, x=0
\0, x=1

seklinde tanimlansin. N nin L kafesi tizerinde gii¢lii negasyon oldugu agiktir. Buradan
Vr-indirgenemez elemanlar1 kiimesi,
{a,f,b,c,e 0,1}
dir. Onerme 2.2.1.3. ile Ag-indirgenemez elemanlar1 kiimesi,
{d,e,b,c,f,01}
dir.

T bir t-norm ve S, N-dual t-konormu olmak iizere (L, <7) ve (L, <g) kismen sirali

kiimelerinin elemanlar1 i¢in asagidaki iliski elde edilir.

Onerme 2.2.1.5. T sinirh bir L kafesi iizerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu
olsun. Bu taktirde, a elemani (L, <7) nin bir 0-bdlen elemanidir ancak ve ancak N(a)

eleman1 (L, <) nin 1-bdlen elemanidir.

Ispat: a elemani (L, <;) nin 0-boleni olsun. Bu durumda, bir b € L mevcuttur dyle ki
aAp b #0veT(a,b) =0 dir. N giiglii oldugundan x,y € L elemanlar1 mevcuttur dyle
Ki
N(x) =aveN(y) =b.
Boylece, 0 # a Ar b = N(x) Ay N(y) dir. Varsayalim ki x Vg y = 1 olsun. Buradan,
xVsy =1= N(0) oldugundan (9) [5] ile
aNb=NxX)Ar N(y)=N(xVsy)=N(1)=0
elde edilir ki bu bir geliskidir. Buradan, x Vg y # 1 dir. Boylece,
1#xVsy=N(a)VsN(b)

dir. Simdi, S (N (a),N (b)) = 1 oldugunu gosterelim. T (a, b) = 0 oldugundan,

N(1) =0=T(a,b) =T(N(x),N(y))
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elde edilir. N giiglii oldugundan,
1=N(0)=N (T(N(x),N(y)))

=Ty (x,y)

=5(x%y)

= S(N(a),N(b))
esitlikleri saglanir. Boylece, N (a) elemani igin bir N(b) € L eleman1 mevcuttur dyle ki

N(a) Vs N(b) # 1ve S(N(a),N(b)) =1

dir. Bu ise N(a) nin (L, <g) sirali kiimesinin 1-bélen eleman1 oldugunu gosterir.

Tersinin saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.

Onerme 2.2.1.6. T sinirh bir L kafesi tizerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu
olsun. a eleman1 (L, <) nin bir atomudur (koatomudur) ancak ve ancak N(a) elemani

(L, <s) nin bir koatomudur (atomudur).

Ispat: a eleman1 (L, <7) nin atomu olsun. Bir y € L eleman1 N(a) <; y < 1 olacak
sekilde mevcut olsun. N giiglii oldugundan x € L elemani mevcuttur dyle ki N(x) =y
dir. Bu durumda,
N(a) <s N(x) <1 =N(0)
dir. Lemma 2 [3] ile
0<;rx<ra

oldugu agiktir. a bir atom oldugundan x = 0 veya x = a olmalidir. Buradan, y = N(x) =
N(0)=1 veya y=N(x) =N(a) dir. O halde, N(a) elemant (L,<g) nin bir

koatomudur.

Tersi benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi, T (S) kismen siralamasindan elde edilen alt (iist) kiimeleri arastiralim.
Onerme 2.2.1.7. (L, <,0,1) bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. x € L i¢in

lrx={yelly<rx}

kiimesi tanimlansin. Bu taktirde,
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(i) T sonsuz A-dagilmali t-norm ise ({1 x, <) bir tam kafestir.

(i) T sonsuz V-dagilmali t-norm ise (1 x, <) bir tam kafestir.

Ispat: (i) T sonsuz A-dagilmali t-norm olsun. I bir indeks kiimesi olmak iizere
{a;| i € I} €l x olsun. Bu durumda, her i € 1 i¢in a; €l x dir. Buradan, her i € I igin
a; <r x dir. Her i € li¢in ¢; € L elemanlar1 mevcuttur dyle ki
T(¢;,x) =a;
dir. T sonsuz A-dagilmali oldugundan,
TN 21, x) =N T(E;,x) =NA; q;

elde edilir. Buradan, A; a; < x dir. A; a; €l x dir.

x <7 x oldugundan x €l; x oldugu agiktir. Her a €l; x i¢in a <; x oldugundan

x en biiyiik elemandir. Teorem 6 [4] ile (1 x, <) bir tam kafestir.

(if) Benzer sekilde ispatlanabilir.

Ornek 2.2.1.8. L simirh bir kafes ve Tp, L kafesi iizerinde drastik ¢arpim t-norm olsun.
x #y olan her x,y € L\{0,1} i¢in x <7, y olsun. Bu taktirde, bir £ € L elemam
mevcuttur 6yle ki T (£,y) = x dir. Eger £ = 1 ise x = y olur. Bu bir geligkidir. O halde
2,y # 1 dir. x = Tp(£,y) = 0 olur ki bu yine bir geliskidir. Bu durumda, L kafesinde
birbirinden farkli herhangi iki eleman <7 siralamasina gore kiyaslanamazdir. Buna gore,

(L, <r,,) kismen sirali kiimesinin diyagrami asagidaki gibidir:

Sekil 13. (L, <r,,0,1)
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Buradan, x # 1 olmak tizere ! x = {0, x} oldugu agiktur.

Onerme 2.2.1.9. (L, <, 0, 1) bir tam kafes ve S, L iizerinde bir t-konorm olsun. Her x € L
igin,
xTs={y €Ll x <s y}
kiimesi tanimlansin. Buradan,
(1) S, sonsuz A-dagilmali ise (x Tg, <) bir tam kafestir.

(i) S, sonsuz v-dagilmali ise (x Tg, <) bir tam kafestir.
Ispat: Onerme 2.2.1.7.’nin ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

Uyar1 2.2.1.10. L simurl bir kafes ve N, L tizerinde giiglii bir negasyon olsun. Bu durumda,
her a, b € L i¢in
(12) N(aV b) = N(a) A N(b)

olur.

Simdi (5) denkliginin saglandigini gésterelim. a < aV bve b < a V b oldugundan,

N(avb) <N(a)veN(aVb) < N(b) oldugu agiktir. Buradan,
N(aVvb) < N(a) AN(b)
oldugu elde edilir.
N(a) A N(b) = y olsun. Bu durumda, y < N(a) ve y < N(b) dir. N gii¢lii oldugundan,
a<N(y)veb<N(y)
dir. Bu durumda, a vV b < N(y) dir. Buradan, N gii¢lii negasyon oldugundan,
N(@AN() =y=N(N®))<N(aVb)

oldugu elde edilir. Béylece, N(a V b) = N(a) A N(b) dir.

Onerme 2.2.1.11. T, sinirh bir L kafesi tizerinde bir t-norm ve S, Tnin N-dual t-konormu
olsun. x € L igin, (N(x) Ts, <) bir infimum (supremum) alt kafestir ancak ve ancak

(I x, <) bir supremum (infimum) alt kafestir.

Ispat: (N(x) 1, <) bir infimum alt kafes ve a, b €l; x olsun. Bu durumda, a <; x ve

b <; x dir. Buradan, Lemma 2 [3] ile
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N(x) <s¢ N(a) ve N(x) <5 N(b)
oldugu agiktir. Buradan, N(a), N(b) € N(x) Tg dir. (N(x) Ts ,<) bir infimum alt kafes
oldugundan,
N(a) AN(b) € N(x) 15
dir. Bu durumda, N(x) <g N(a) A N(b) dir. Lemma 2 [3] ve 1.4.1.2.Uyar1 ile
aVvb=N(N(a)VN(N(Db))
= N(N(a) AN(b)) ((12)ile)
< N(N(x)) =x

elde edilir. Buradan, a v b €l x dir. O halde, ({1 x, <) bir supremum alt kafestir.
Ispatin tersi benzer sekilde yapilir.

Onerme 2.2.1.12. T, smurh bir L kafesi iizerinde bir t-norm ve S, Tnin N-dual t-konormu
olsun. Bu durumda, T t-normu V; (Ar)-dagilmalidir ancak ve ancak S t-konormu

As (Vg)-dagilmalidir.

Ispat: T, Vp-dagilmali olsun. Her x,y, z € L igin
S(x,yNsz) = N(T(N(x), N(y As Z)))

=N (T(NG).NO) Ve N@))  ((20) il
=N (T(N(x), N(G)) Vs N (T(N(x), N(z))))

= N (T(NG, NGO As NT (NG, N ()
= S5(x,y) N\s S(x, 2).

Boylece, S t-konormu Ag-dagilmalidir.

Ispatin tersi benzer sekilde yapilabilir.

Simdi, bir t-norm ve bu t-normun N-dual t-konormundan elde edilen siralamalardan
tiretilen kismen sirali kiimelerin alt (list) yari-modiilerlikleri arasindaki iliskiyi

belirleyelim.

Onerme 2.2.1.13. T, sonlu uzunluklu bir L kafesi iizerinde bir t-norm ve S, Tnin N-dual
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t-konormu olsun. (L, <) bir alt (iist) yari-modiiler V (Ar)-alt kafestir ancak ve ancak

(L, <g) bir st (alt) yari-modiiler Ag (Vs)-alt kafestir.

Ispat: Onerme 10 [1] ile (L, <p) bir vy (Ar)-alt kafestir ancak ve ancak (L, <g) bir
As (Vg)-alt kafestir oldugu biliniyor. Simdi, (L, <y) alt yari-modiiler olsun. a # b olan
her a,b € L igin ¢, < siralamasina gore kover a ve b olsun. a ve b kover a Ag b

oldugunu gosterelim. Farz edelim ki x € L i¢in a A¢ b <g x < a olsun. Bu durumda,

(13) N(a) <y N(x) < N(a Ag b) = N(a) Vr N(b)

oldugu agiktir. < siralamasina gore ¢ kover a ve b oldugundan a <g c ve b < c dir.
Bu taktirde,

N(c) <y N(a)ve N(c) <r N(b)
dir. Farz edelim ki, bir y € L elemanu,

N(c) <ry <r N(a)
olacak sekilde mevcut olsun. N orten oldugundan, bir x € L eleman1 N(x) = y olacak
sekilde mevcuttur. Bu durumda,
N(c) <y N(x) <r N(a)

elde edilir. Buradan, a <g x <g c dir. Bu durum <g siralamasina gore ¢ kover a olmasi
ile geligir. Bu durumda, <; siralamasina gére N (a) kover N(c) dir. Benzer sekilde, <r
siralamasina gore N (b) kover N(c) oldugu gosterilebilir. (L, <) bir {ist yari-modiiler ve
<r siralamasma gore N(a) ve N(b) kover N(c) oldugundan, <; siralamasina gore
N(a) vy N(b) kover N(a) ve N(a) Vy N(b) kover N(b) dir.
(2) ile,

N(a) <y N(x) <y N(a) vy N(b) ve N(a)VvrN(b) kover N(a) ve N(b)
oldugundan,

N(a) = N(x) veya N(x) = N(a) Vr N(b) = N(a Ag b) elde edilir. N, birebir ve
orten oldugundan x = a veya x = a Ag b dir. Bu durum, < siralamasina gore a kover
a Ag b oldugu anlamima gelir. Benzer sekilde, < siralamasina gore b kover a Ag b

oldugu gosterilebilir. O halde, (L, <g) alt yari-modiilerdir.
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Ispatin tersi benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi, bir t-norm ve onun N-dual t-konormundan elde edilen siralamalardan

iiretilen kafeslerin idealleri ve dual idealleri arasindaki iliskiyi verecegiz.

Onerme 2.2.1.14. T, sinirh bir L kafesi tizerinde bir t-norm ve S, Tnin N-dual t-konormu
ve J, L kafesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu taktirde, J, (L, <) kafesinin bir
idealidir (veya dual idealidir) ancak ve ancak N(J), (L, <g) kafesinin bir dual idealidir

(veya idealidir).

Ispat: J, (L, <) kafesinin bir ideali ve a € N(J), x € L olmak iizere a < x olsun. Bu
taktirde, bir j € J eleman1 mevcuttur 6yle ki a = N(j) dir. N 6rten oldugundan, biry € L
elemani mevcuttur 6yle ki N(y) = x dir. Buradan,

N() = a <sx =N(y).
Lemma 2 [3] ile y < j dir. J, (L, <7) kafesinin bir ideali oldugundan y € J oldugu
aciktir. Boylece, x = N(y) € N(J) dir.

Simdi, a € N(J) ve b € N(J) olsun. Bu durumda, j;, j, € J elemanlar1 a = N(j;)
ve b = N(j,) olacak sekilde mevcuttur. J, (L, <7) kafesinin bir ideali oldugundan
Jji Vr jo € J dir. Bu durumda,

aAsb = N(j1) As N(j2)
= N(j, Vr j2) € N(J). ((13) ile)
Buradan, N(J), (L, <s) kafesinin bir dual idealidir.

Tersinin ispat1 benzer sekilde gosterilebilir.

2.2.2. ¢-Eslenik Durumu

Bu boliimde, bir t-norm ve bu t-normun ¢-esleniginden iiretilen siralamalardan
bahsedecegiz. Boyle siralamalardan elde edilen kismen sirali kiimelerin cebirsel yapilari
arasindaki iligkileri inceleyecegiz. Boyle siralamalar ile tanimlanan kismen sirali kiimeler

icin 0-bdlen veya 1-bdlen elemanlar, indirgenemez elemanlar, atom veya koatomlar gibi
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elemanlarin arasindaki iliskileri aragtiracagiz. Ayrica, bdyle siralamalardan elde edilen
kismen siralamalarin alt (iist) yari-modiilerlikleri arasindaki iliskileri verecegiz. Boyle
siralamalardan tiretilen kafeslerin idealleri (dual idealleri) arasindaki iliskileri tizerinde

calisacagiz.

Asagidaki O6nermede bir t-norm ve onun ¢-eslenik t-normu ile {iretilen
siralamalardan elde edilen kismen sirali kiimelerin cebirsel yapilar1 arasindaki iliskiyi

verecegiz.

Onerme 2.2.2.1. (L, <,0,1) bir tam kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T:[a, b]?> - [a, b]
bir t-norm ve ¢:[c,d] - [a,b] bir sira-koruyan, bire-bir ve orten doniisim olsun.

([a, b], <7) bir tam kafestir & ([c, d], <r,) bir tam kafestir.

Ispat: ([a,b],<;) bir tam kafes ve {x;|i €1} S [c,d] olsun. Bu durumda,
{o(x)|i €1} S [a,b] dir. ([a, b],<r) bir tam kafes oldugundan A; @(x;) = k € [a, b]
mevcuttur. Buradan, her i € I i¢in

k <r ¢(x;).

@, orten oldugundan bir £ € [c, d] eleman1 mevcuttur dyle ki

p(£) =k

dir. Bu durumda, ¢ () = k <; ¢(x;) dir. <; siralamasinin tanimim kullanirsak bir
m € [a, b] eleman1 mevcuttur dyle ki T(m,<p(xi)) = ¢@(¥) dir. Bu taktirde, t* € [c,d]
eleman1 mevcuttur 6yle ki ¢ (t*) = m dir. Buradan,
T(pt"), 9(x) = o(£)
olup
=7 (T(p(t"), 0(x))) = Ty (t", 1)
elde edilir. Boylece, her i € ligin € € {x;| i € I}Srq, dir.
u € {x;l|i € I}ST(p keyfi olsun. Bu durumda, her i €I i¢in u <r, Xi dir. Buradan, bir
n € [c, d] eleman1 vardir dyle ki
T,(n,x;) =u
dir. Boylece,
T,(nx) = = (T(p(m), (x) ) = u
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oldugundan T(p(n), (x))) = @(w) dir. Buradan, ¢(u) <; ¢(x;) elde edilir. Bu
durumda, @(u) € {x;|i € I}, dir. Ar ¢(x;) = k € [a, b] oldugundan,
o) <r k = ¢(£)

oldugu aciktir. <7 siralamasinin tanimindan, bir v € [a, b] eleman1 mevcuttur dyle ki
T(v,0(0)) = p(w).
@ nin ortenliginden, bir s € [c, d] eleman1 mevcuttur dyle ki v = ¢(s) dir. Buradan,
@) =T(¢(s), ()
dir. u =07 (T((s), ¢())) =T,(s.€) olup u<r, £=p (k) elde edilir. Bu
durum, Az, x; = ¢~ (k) € [c, d] oldugunu gosterir.
Ayrnica, Ty, [c, d] iizerinde bir t-norm oldugundan her x € [c, d] igin
Ty(x,d) = x
oldugu agiktir. Bu durumda, x <r, d dir. Bdylece, d cleman: ([c, d], <r,) kafesinin en

biiyiik elemanidir. Buradan, Teorem 6 [4] ile ([c, d], <r,) bir tam kafestir.

Tersi benzer sekilde ispat edilebilir.

Simdi, bir t-norm ve bu t-normun ¢-esleniginden elde edilen siralamalardan iiretilen

kismen sirali kiimelerin elemanlari i¢in asagidaki iliskiyi verelim.

Onerme 2.2.2.2. L, siirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T: [a, b]?> - [a, b] bir t-
normve ¢: [c,d] — [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve 6rten bir doniisiim olsun. Bu taktirde,

u elemam Vg (Ar)-indirgenemezdir ancak ve ancak ¢~1(u) elemam Vr, (Ar,)-

indirgenemezdir.

Ispat: u, vp-indirgenemez ve x,y € [c,d] i¢in x Vr,y = @~ 1(u) olsun. (10) [5]
denkligi ile

p(x) Vr 9(y) = u
oldugu aciktir. u, Vy-indirgenemez oldugundan u = ¢(x) veya u = ¢(y) olmalidir. Bu
durumda, x = ¢~*(u) veya y = ¢~ '(u) elde edilir. Boylece, ¢~'(u) elemant Vg, -

indirgenemezdir.
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Ispatin tersi benzer sekilde yapilabilir.

Onerme 2.2.2.3. L, sinirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T: [a, b]? = [a, b] bir t-
normve ¢: [c,d] = [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve 6rten bir doniisiim olsun. Bu taktirde,
u eleman1 ([a, b], <;) kafesinin bir sifir elemanidir ancak ve ancak ¢~1(u) elemam

([c, d], <r,) kafesinin bir sifir elemanidir.

Ispat: u, ([a,b],<;) kafesinin bir sifir elemani olsun. Bu durumda, bir v € [a, b]
eleman1 mevcuttur dyle ki
uNrv#aveT(u,v)=a
dir. ¢ orten oldugundan, x,y € [c, d] elemanlari mevcuttur 6yle ki
p(x) =uvep(y) =v
dir. () Ar @(y) # ave T(p(x), p(y)) = a = @(c) elde edilir.

Varsayalim ki x Az, y = c olsun. Budurumda, x Az, y = ¢ = ¢~'(a) dir. (11) [5]
denkligi ile
P Are(y) =a
dir. Bu bir ¢eliskidir. O halde, x Ar,y # ¢ dir. Yani,
07 Ar, 97M@) # €
dir. T(p(x), 9(¥)) = a = ¢(c) oldugundan,
c =97 (T(p(x), 03))) = Tp(x,9)
=Ty(p™ (W), 7' (V)

elde edilir. Buradan, ¢ ~1(u) elemani i¢in ¢~ (v) elemani mevcuttur yle ki
o 1(u) Ar,, o 1(v) #cve T(p(go‘l(u),go‘l(v)) =c

dir. Bu durum, ([c, d], <r,) kafesinin sifir bdlen elemaninin ¢~ 1(u) oldugunu gosterir.

Tersi benzer sekilde ispatlanabilir.

Ornek 2.2.2.4. L, stirh kafesinin diyagrami Sekil 14°deki gibi olsun.
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a
/ C
0
Sekil 14. (L, <7,0,1)
Tablo 2’de tanimlanan T fonksiyonunu alalim.
T a Xq X, X3 b
a a a a a a
X1 a a a a X1
Xy a a X1 a Xy
X3 a a a X1 X3
b a X1 Xy X3 b

Tablo 2. T fonksiyonu

T nin [a, b] tizerinde bir t-norm oldugu agiktir. Ayrica, ([a, b], <) kismen sirali

kiimesinin diyagrami asagidaki gibidir:
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b

/N

3

Sekil 15. (L, <7,0,1)

Xy A X3 = X1 # a Ve T(x,,x3) = a oldugundan x, ve x5 elemanlar1 ([a, b], <7) nin

sifir bolen elemanlaridir.

Asagidaki gibi tanimlanan ¢: [c, d] — [a, b] sira-koruyan doniigiimiinii ele alalim.

a , X=cC
x1 ) x=y

x =
¢(x) X3 ) X=Y
X3 ) X=Y3

Onerme 2.22.3. ile y, = ¢7'(x;) Ve y3 = ¢ '(x3) elemanlan ([c,d],<r,) siralt

kiimesinin sifir bolen elemanlaridir.

Lemma 2.2.2.5. (L, < ,0,1) sinirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T: [a, b]? - [a, b]
bir t-norm ve ¢: [c,d] — [a, b] bir sira-koruyan, bire-bir ve 6rten doniisiim olsun. Her

X,y € [c,d] i¢in

X <1,y = ¢() <7 ¢(¥)
dir.

Ispat: X <r,y olsun. Bu durumda, bir € € [c,d] eleman1 mevcuttur Oyle ki

53



T,(¢,y) = x dir.
x=T,(t,y) =¢7" (T(w(f),w(y)))

olup ¢(x) = T(e(£), p()) dir. Bdylece, ¢(x) < ¢(y) elde edilir.

Onerme 2.2.2.6. (L, <, 0, 1) smirli bir kafes ve [a,b],[c,d] € L olsun. T:[a, b]? >
[a, b] bir t-norm ve @: [c,d] — [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve orten bir déntisiim olsun.
u elemani ([a, b], <7) sirali kiimesinin bir atomudur (veya koatomudur) ancak ve ancak

@~ 1(w) elemam ([c, d], ST(p) stral1 kiimesinin bir atomudur (veya koatomudur).

Ispat: u, ([a, b], <) nin bir atomu ve x € [c,d] igin ¢ <r, X <r, @~ 1(w) olsun. Lemma
2.2.2.5ile
a=¢(c) <r o) <7 p(p7 (W) =u

oldugu agiktir. u, ([a, b], <) nin bir atomu oldugundan @(x) = a veya ¢(x) = u dur.
Buradan, x = ¢~ 1(a) = c veya x = ¢~ 1(u) dur. Béylece, ¢~ 1(u) ([c,d], <r,) siralt

kiimesinin bir atomudur.
Tersi benzer sekilde ispatlanabilir.

Uyan 2.2.2.7. (L, <,0,1) smirh bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T: [a, b]?> - [a, b]
bir t-norm ve ¢:[c,d] = [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve 6rten bir doniisiim olsun.

Onerme 10 [1]’in ispatindan, her x,y € [c,d] igin

(14) ¢ (x vz, y) =) Vr o).

Onerme 2.2.2.8. (L, <, 0, 1) smirli bir kafes ve [a, b], [c,d] € L olsun. T: [a, b]?> - [a, b]
bir t-norm ve ¢: [c,d] — [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve 6rten bir doniisiim olsun. Bu
taktirde, T t-normu Vg (Ar)-dagilmahdir ancak ve ancak T, t-normu Vr, (Ar,)-

dagilmalidir.

Ispat: T, Vy-dagilmali bir t-norm olsun. Her x,y, z € L igin

Ty (%, Ve, 2) = o~ <T (<p(x), o (yvr, z)))
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o7 (T(p(®), ) V1 9(2)))

= 07 (T(0(0), 0 ) V1 T(0 (), 0(2)))

= o7 (0T T 0@, 00N Vr 907 (T(0), 0(2)))
= 0 T (@), 0NN Ve, 07 (T(9(x), 9(2)))

=Ty(x,y) Vr, Ty (x,z)

elde edilir.
Ispatin tersi benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi, bir t-norm ve bu t-normun ¢@-eslenik t-normundan elde edilen siralamalardan

tiretilen kismen sirali kiimelerin alt (iist) yari-modiilerlikleri arasindaki iligkiyi verecegiz.

Onerme 2.2.2.9. (L, <, 0, 1) smirli bir kafes ve [a, b], [c, d] € L olsun. T: [a, b]?> - [a, b]
bir t-norm ve ¢:[c,d] = [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve orten bir doniisiim olsun.
([a, b], <) bir alt (iist) yar-modiiler vV (Ar)-alt kafestir ancak ve ancak ([c,d], <r,)

bir alt (list) yari-modiiler Vr, (/\T(p)-alt kafestir.

Ispat: Onerme 10 [2] ile ([a, b], <1) bir V1 (Ar)-alt kafestir ancak ve ancak ([c, d], <r,)
bir v, -alt kafestir. $imdi ([a, b], <7) bir alt yari-modiiler V (A7)-alt kafes olsun. x #
y olan her x,y € [c,d] igin <r, siralamasina gore z kover x ve y olsun. x ve y kover
X Ar,y oldugunu gosterelim. Varsayalim ki x Ar, Y <1, U =r, X olsun.
Lemma 2.2.2.5. ile,

¢(x A1, y) <r @) <r ¢(x)
oldugu goriiliir. Bu durumda,
(15) P Ar () = @(x Az, y) <, p(u) <r, @(x)
elde edilir. <r, siralamasina gore z kover x ve y oldugundan, x <r,Z Vey<r, z dir.
Buradan,

o(x) <r ¢(2) ve p(¥) <1 ¢(2)
dir. Simdi, < siralamasina gore ¢(z) kover ¢(x) oldugunu gosterelim. Varsayalim ki

bir v € [a, b] eleman1 mevcuttur dyle ki
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p(x) <r v <r ¢(2)
olsun. ¢, orten oldugundan ¢@(¥) = v olacak sekilde bir € € [c,d] mevcuttur. Bu

durumda,

p(x) <r @) <r ¢(2)
dir. Lemma 2.2.2.5. ile x <r,¥<r,z elde edilir. Bu ise, <r, siralamasina gore z kover

x olmast ile gelisir. O halde < siralamasina gore ¢ (z) kover ¢ (x) dir.

Benzer sekilde, <, siralamasina gore ¢@(z) kover ¢(y) oldugu gosterilebilir.

([a, b], <7) bir alt yari-modiiler V-alt kafes ve <; siralamasina gore ¢ (z) kover ¢(x)

ve @(y) oldugundan ¢@(x) ve ¢@(y) kover @(x)Ar@(y) dir. (17) ile,

() Ar () <7 () <1 @(x) ve < siralamasina gore @(x) kover ¢(x) Ar ¢ (y)
oldugundan,

pW) = o) Ar (¥) = @(x A, y) veya p(u) = ¢(x)
elde edilir. ¢, birebir ve orten oldugundan x Ar,y =uveyau =x dir. Bu durum, <;
siralamasma gore x kover x Ar, Y oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde, <r

siralamasina gore y kover x Ar, y oldugu gosterilebilir.
Béylece, ([c,d], <r,) bir alt yari-modiiler V7, -alt kafestir.

Ispatin tersi benzer sekilde yapilabilir.

Simdi, bir t-norm ve onun ¢@-eslenik t-normundan iiretilen kafeslerin idealleri ve

dual idealleri arasindaki iliskiyi gosterelim.

Onerme 2.2.2.10. (L,<,0,1) smirh bir kafes ve [a, b],[c,d] € L olsun. T:[a,b]? -
[a, b] bir t-norm ve ¢: [c,d] - [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve orten bir doniisiim olsun.
Bu taktirde, J, ([a,b], <r) kafesinin bir idealidir (dual idealidir) ancak ve ancak

o (D), ([c, d], <r,) kafesinin bir idealidir (dual idealidir).

Ispat: 7, ([a, b], <) kafesinin bir ideali ve x € [c,d] , u € ¢~1(J) icin x <r, uolsun.

Lemma 2.2.25. ile ¢(x) <7 o(u) veJ ([a,b], <) kafesinin bir ideali oldugundan
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@(x) € J dir. Buradan, x € ¢~1(J) elde edilir.

Simdi, u,v € ¢~ 1(J) olsun. Bu durumda, ¢(u),@(v) € J dir. J, ([a, bl,<r)
Kafesinin bir ideali oldugundan, @(u)Vy@(v)€J dir. Buradan, ¢ (u Vg, v)=

(W) Vr ¢(v) € J oldugundan u vy, v € @~ 1(J) dir. Boylece, o 1(J) ([c,d], <r,)

kafesinin bir idealidir.
Dual ideallikleri arasindaki iligski benzer sekilde gosterilebilir.
Ispatin tersi benzer sekilde elde edilir.

Onerme 2.2.2.11. (L,<,0,1) smirh bir kafes ve [a, b],[c,d] € L, L nin alt kafesleri
olsun. T: [a, b]? — [a, b] bir t-norm ve @: [c,d] — [a, b] sira-koruyan, bire-bir ve 6rten
bir déntisim olsun. Her x € [a, b] i¢in ((qu) 0 1(x), <), ([c,d],<) kafesinin bir
infimum (supremum) alt kafesidir ancak ve ancak (I x, <), ([a, b], <) kafesinin bir

infimum (supremum) alt kafesidir.

Ispat: ((r, © 1(x), <), ([¢, d], <) kafesinin bir infimum alt kafesi ve u, v €l x olsun.
Bu durumda, u <; x ve v < x dir. Lemma 2.2.2.5. ile,
¢ W <1, 97 () Ve T (V) <p, 97H(X)

oldugu agiktir. Buradan, ¢~ (w), ¢~ *(v) €lg, ¢~ (x) dir.
(r, @ 1(x),<), ([c,d],<) kafesinin bir infimum alt kafesi oldugundan ¢~1(u) A
¢~ (v) €lr, ¢~ *(x) dir. Bu durumda,

T W AT (W) <p, 71 (X)
dir. Lemma 2.2.2.5. ile (@~ (W) A @71 (v)) <7 @(p~1(x)) = x elde edilir.
Simdi, (@ t(u) A @~ 1(v)) = u Av oldugunu gosterelim. (@ (W) A (V) =y
olsun. Bu durumda, ¢~ 1(y) = ¢ 1(u) A ¢~ 1(v) dir. Boylece,

M < Wve e () <07 (W)
dir. Buradan, y < uvey <wvolupy < u A v elde edilir.

Diger taraftan, @ *(uAv) <@ 1(u) ve ¢ '(uAv)< ¢ 1(v) oldugundan
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P (uAv) < 9 (W) ApH(v) olup

uAv =@ wAv)) (et WA (W)) =y
dir. Buradan, y = u A v elde edilir. Béylece, u Av = @(@ () A 1 (v)) <7 x olup
uAv €ly x dir. Buise (I x, <) kiimesinin ([a, b], <) kafesinin bir infimum alt kafesi

oldugu anlamina gelir.
Ispatin tersi benzer sekilde yapilabilir.

Uyan 2.2.2.1. Benzer sonuglar t-konormlar ve bunlarin ¢-eslenik t-konormlarindan

iiretilen siralamalardan elde edilen kismen sirali kiimeler i¢in de dual sekilde verilebilir.
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3. BULGULAR

Karagal ve Kesicioglu’nun Kybernetika, 2011 “A t- partial order obtanied from

tnorms” adli ¢aligmasinda sinirli bir L kafesi {izerinde t-normlar yardimu ile
x<ry< IPL€LoylekiT({,y)=x

seklinde bir siralama tanimlamistir ve bu bagintinin bir siralama bagintis1 oldugu
gosterilmistir. Kafes iizerindeki siralama ile T-kismen siralama arasindaki bagintilar
incelenmistir. Kesicioglu, Karagal ve Mesiar’in Fuzzy Sets and Systems, 2015’deki
“Order-equivalent triangular norms” ¢alismasinda T'- kismen siralama tarafindan iiretilen
t-normlarin smiflar1 iizerinde bir denklik baginti tanimlamis ve bu denklik bagintisi
tartisilmistir. Bazi 6zel t- normlara karsilik gelen denklik siiflar1 karakterize edilmis ve
denklik bagintisinda korunan ozellikleri incelenmistir. T- kismen siralamaya gore
kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi tanimlanarak, bu kiime detayli bir sekilde

incelenmistir.

Ertugrul, Kesicioglu ve Karagal’mn Information Sciences’de 2016’daki “Ordering
based on uninorms” calismasinda, sinirh kafesler {izerindeki uninormlar yardimiyla
iretilen bir kismen siralama bagintisi tanimlanmis ve kafes tizerindeki siralama ile iliskisi
incelenmigtir. BOylece, T- kismen siralama daha genel bir forma genigletilmistir.
Uninormun t- norm ve t- konorm kisimlarindan elde edilen siralamalar ile uninormun

kendisinden elde edilen siralama arasindaki iliskiler ortaya konulmustur.

Kesicioglu, Ertugrul ve Karacal’in Information Sciences’de 2017°deki “An
Equivalence relation based on U-partial order” ¢alismasinda, U- kismen siralama ile
dretilen uninormlarin sinifi iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlanmis ve ozellikleri
tartistlmistir. U- kismen siralamaya gore kiyaslanamayan tim elemanlarin kiimesi,
ayrintili sekilde incelenmistir. Ayrica, tek bir elemanla kiyaslanamayan elemanlarin

kiimesi tanimlanarak ayrintili sekilde incelenmistir.

Ertugrul, Kesicioglu ve Karagal 2019’daki “Some notes on the partial orders
induced by a uninorm and a nullnorm in a bounded lattice” adl1 ¢alismalarinda sinirl bir

kafes {izerinde bir uninormun elde etme yontemlerini ortaya koymuslardir.
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Bu c¢alismada uninorm ve nullnormlarin genellestirilmis hali olan uni-
nullnormlardan iiretilen bir siralama bagintisinin tanimi ve cebirsel yapisi incelenmistir.
Uni-nullnormlardan elde edilen siralamanin dogal siralama ile iliskisi gosterilmistir. Daha
sonra bir t-norm ve bu t-normun ¢-esleniginden kismen sirali kiimelerin cebirsel yapilari

incelenmistir.

Bu c¢alismada elde edilen sonuglar Journal of Intelligent & Fuzzy Systems isimli

dergide “Ordering based on uni-nullnorms” [22] basligiyla yayimlanmustir.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. Sinirh bir kafes {izerinde bir uni-nullnormdan iiretilen <y notasyonu ile gosterilen bir

siralama bagintisi tanimlandi ve bu siralamanin cebirsel yapist incelendi.

2. Uni-nullnormlardan elde edilen siralamanin dogal siralama ile iliskisi incelendi.

3. Bir t-norm ve onun N-dual t-konormundan elde edilen siralamalar ve bu siralamalari

cebirsel yapilart incelendi.

4. Bir t-norm ve onun ¢-esleniginden elde edilen siralamalardan elde edilen kismen sirali

kiimelerin cebirsel yapilar1 incelendi.
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5. ONERILER

1. Uni-nullnormlardan e¢lde edilen siralamalar kullanilarak bir denklik bagmtisi

tanimlanabilir ve bu bagintiya gore uni-nullnormlardan denklik siniflar1 arastirilabilir.

2. Kiyaslanamaz elemanlarin kiimesi detayli olarak incelenebilir.
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