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OZET

Hermite polinomlarinin olduk¢a 6nemli ve bilinen uygulamalarindan biri kuantum mekaniginin basit
harmonik osilatoriiniin ¢6ziimlerini olusturmasidir. Uygulamalardan elde edilen problemleri ¢6zmek
icin 6nemli bir yontem, iirete¢ fonksiyonlarinin kullanimini icerir. Ayrica, Fredholm integral denk-
lemlerinin bir¢ok farkli bilim dalinda ortaya c¢iktigi da bilinmektedir. Fredholm integral denklem-
lerinin analitik veya sayisal olarak ¢ozmeye olan ilgi son zamanlarda artmaktadir. Bu calismada,
cekirdegi Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu igeren, genellikle iyi tanimli olmayan bir
problem olarak kabul edilen bir dizi tekil integral denklemi ¢6zmek i¢in bir yontem tanitmayi amagliyo-
ruz.
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It is well-known that one of the important applications of the Hermite polynomials is that they cons-
titute solutions of the simple harmonic oscillator of quantum mechanics. An important method for
solving problems from applications involve the use of the generating functions. It is also known that
Fredholm integral equations arise in many different branches of sciences. Interest in solving them
analytically or numerically has been growing recently. In this study, we aim to introduce a method to
solve a set of singular integral equations, usually considered as an ill-posed problem, whose kernel
involve the generating function for Hermite polynomials.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

P, n. Legendre polinomu
L, n. Laguerre polinomu
I n. Hermite polinomu
G (x,1) Ureteg fonksiyonu

=
—

~
N—

Agirlik fonksiyonu



1. GIRIS

Ortogonal polinomlar, matematik, fizik, istatistik ve olasilik gibi bir¢ok uygulamali bilimde
kullanigh araclar olarak bilimin klasik konular1 arasinda yerini almaktadir. Ortogonal po-
linomlar konusu 19. yiizyilin sonlarina dogru gelismis olup, Legendre, Laguerre ve Her-
mite polinomlar1 gibi bir¢cok klasik ortogonal polinomlar ailesi belirli fiziksel problemlerin
coziimlerinde ortaya cikmistir. Yaklasim teorisi ve yontemlerinin 6zellikle son zamanlarda
yogun bir ilgiyle arastirmacilarin calisma konular1 arasinda yerini almasi, ortogonal poli-
nomlara olan ilgiyi tekrar artirmistir. Daha detayli bilgi edinmek i¢in (Chihara, 1978) ve
(Rainville, 1960) kaynaklar1 incelenebilir. Bu tezde 6zel olarak Hermite polinomlan tize-

rinde durulacaktir.

Hermite polinomlar1 ve onlarin iirete¢ fonksiyonu farkli bilim dallarinda bir¢ok uygulama
alani bulmugtur. Hermite polinomlarin1 6nemli kilan olgulardan biri, kuantum mekaniginin
basit harmonik osilatoriiniin ¢oziimlerinde ortaya ¢ikmalaridir. Bunlari tanimlamaya ve 6zel-
liklerini gelistirmeye yonelik bir yaklasim olarak bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonu islevsel
araclar olarak kullanilmaktadir. Hermite polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu asagi sekilde tanim-

lanir.

G(x1) =" =) %;’;—fx)t” (1.1)
n=0 :

Burada ¢ (x,t) iirete¢ fonksiyonunu ve .7, (x) Hermite polinomlarini ifade etmektedir. Uy-

gun referans icin yineleme iligkisini ve ilk birka¢ Hermite polinomunu asagida listeliyoruz.
Hy1(x) = 2x9,(x) = 2n,—1(x), n=1,2,... (1.2)

HH(x) = 1 ve 4 (x) = 2x. Daha fazla bilgi ve bunlarin nasil elde edildigine iliskin alternatif
yaklagimlar i¢in (Weber ve Arfgen, 2003) ve (Rainville, 1960) kaynaklar1 incelenebilir.

(Thakere ve Madhekar, 1982) birlestirici bir ilke kullanarak klasik ortogonal polinomlarin
her biri i¢in iirete¢ fonksiyonu elde etmek i¢in dikkate deger bir yaklasim olan Hermite
yontemi uygulanir. (Babusci, Datolli ve Quattromini, 2012) iirete¢ fonksiyon yonteminin ve
cok degiskenli Hermite polinomlarinin birlikte kullanilmasiyla, Gauss fonksiyonlarinin ve
birden fazla Hermite polinomlarinin ¢arpimlarinin integrallerini alabilmek i¢in nasil uygun
oldugunu gostermislerdir. (Kim ve digerleri, 2012) Hermite polinomlarinin diklik 6zellikle-
rini kullanarak onemli 6zdeslikler gelistirmis ve tiiretmiglerdir. (Belethal ve digerleri, 2020)
fizikte karsilagilan Hermite polinomlarinin integralini iceren bir¢ok problem i¢in formiiller

tiiretmiglerdir.



(Savchenko, 2014) bu ¢aligmasinda sayilabilir coklukta A,, seklinde eleman iceren fonksiyon
kiimelerinin 6zelliklerini incelemistir. Burada, her A,, fonksiyonu »’den kiiciik dereceli tiim
polinomlara ortogonal olacak sekilde kisitlanmistir. Buna ek olarak, cekirdekleri bu fonk-
siyon kiimeleri i¢in lirete¢ fonksiyonu olan birinci tiirden Fredholm integral denklemleri
¢ozmek icin etkili bir yontem onermistir. Bu fonksiyonlar L;[a, b]’deki birim agirlik fonk-
siyonu ile i¢ ¢arpima gore ortogonal olarak ele alinmistir. Buna dayanarak, bazi eksenel

simetrik fiziksel problemler ¢oziilmiistiir.

Bu caligmanin ortaya ¢ikmasindaki temel motivasyonumuz Savchenko’nun elde ettigi sonug-
larin birimden farkli bir agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan Hermite polinomlar: igin
incelemektir. Buna ek olarak, ¢ekirdegi Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu iceren
singiiler Fredholm integral denklemlerin ¢oziimleri i¢in etkili algoritmalar elde etmek ve bazi

alternatif kanitlar vermektir (Wazwaz, 2011).

Bu calismamiz 6 boliimden olugsmaktadir. Bu boliimde ortogonal polinomlar ve literatiir ta-
ramas1 yapilarak tez calismamiza giris yapilmistir. Ikinci boliimde daha sonraki boliimlerde
ihtyac duyacagimiz temel kavramlar tamtilmistir. Ugiincii boliimde iireteg fonksiyonlar1 ve
klasik ortogonal polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Dordiincii bolim-
de integral denklemlerin siniflandirilmasi ve tiirleri ifade edildi. Besinci boliim ise calismamizin
temel sonuglarini icermekle beraber 6rnekler yardimi ile teorik sonuclar test edilmistir. Son

boliimde ¢alismamiz boyunca elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ortogonal polinomlar ile ilgili baz1 temel kavramlar iizerinde durulacaktir. Ozel-
likle tezde kullanilan temel kavramlar lizerinde durulacaktir. Burada verilen kavramlar ve
daha fazlasi hakkinda detayli ¢aligmalar icin Andrews, Askey ve Roy (1999) ve Rainville
(1960) kaynaklarina bakilabilir.

2.1.  Ortogonal Polinomlar ve Ozellikleri

2.1 Tanim Bir P polinomu, t noktasindaki degeri
P(t) = apt" +a, "V ait+ag

olan bir fonksiyon olarak tanimlanir. Burada 0 < i <nicin a; sabit katsayilar1 polinomun kat-
sayilar1 ve n > 0 i¢in a, # 0. Polinomda mevcut olan #’nin en yiiksek kuvvetine, polinomun

derecesi denir.

2.2 Tanim Q,, derecesi n olan bir polinom ise {Q,(¢)},n =0, 1,... polinomlar ailesine basit

(simple) kiime denir.

2.3 Tamim Bir [a, b] aralhiginda tanimli P;(¢) polinomlar ve agirlik fonksiyonu w(t) verilsin.

Eger
b
/a W(O)P(OP;(1)dt =0, i

esitligi saglanirsa, P;(¢) polinomlari (a,b) araliginda w(r) agirlik fonksiyonuna gore ortogo-

naldir denir.

2.4 Tamim Eger P;(¢) polinomlar1 (a,b) arahiginda w(t) agirlik fonksiyonuna gére ortogonal

ve b
/ w()PX(0)dt =1, i=j
a

esitligi saglanirsa, P;(r) polinomlari (a,b) araliginda w(¢) agirlik fonksiyonuna gore ortonor-

maldir denir.
Ortogonallik sartina alternatif yeter bir sart agagidaki teoremde verilmistir.

2.1 Teorem Derecesi n olan Q, () polinomlarinin [a, b] araliginda w(z) agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal olmasi icin yeter sart

b
/ w(t)Qn(t)t*dt =0, 0<k<n—1
a



esitliginin saglanmasidir (Askey, 1999).

Uyart Derecesi n olan P, polinomlarinin bir sonsuz dizisi { P, } olsun. Bu sekilde olusturulan
sonsuz { P, } dizisi tiim polinomlar ailesinin sonsuz boyutlu vektor uzayi igin bir taban olugturur.
Bu taban Gram-Schmit ortogonallestirme yontemiyle kolaylikla ortogonal bir tabana doniistiirii-
lebilir. Gram- Schmidt ortogonallestirme yontemi i¢in (Leon ve Pillis, 2019) ve (Anton, 2013

) kaynaklar1 incelenebilir.

2.2 Teorem {Q,(t)} polinomlarin bir basit kiimesi ve P(t) derecesi m olan bir polinom ise

m
P(t) =Y cxOn(t)
k=1
olacak sekilde c; sabitleri mevcuttur (Rainville 1960).

Daha basit bir ifadeyle; derecesi m olan her polinom, {Qo, Q1,... O} seklindeki polinom-

lardan olusan basit kiimenin elemanlarinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.

2.2. Klasik Ortogonal Polinomlar

Bu boliimde ortogonal polinomlar i¢in 6rnekler verecegiz. Bu drnekler Klasik ortogonal po-
linomlar olan Legendre, Laguerre ve Hermite polinomlarini i¢erecektir. Bu konularda daha
detayl bilgiye ulagsmak icin (Bilgin, 2010) ve (Onbasi, 2017) kaynaklarina bakilabilir.

2.2.1. Legendre polinomlari

Legendre polinomlar1 diger klasik ortogonal polinom ailelerinde oldugu gibi bir¢ok farkli
matematiksel ve fiziksel olgularda ortaya cikar. Bu polinomlar bir¢ok farkli yontemle edi-
lebilirler. Burada en 6nemli birka¢ yontemden bahsedecegiz. Kisaca ifade edecek olursak,
Legendre polinomlari [—1, 1] araliginda ortogonal polinomlardir. Asagida verilen diferansi-
yel denklemin ¢oziimleri olarak ortaya cikarlar:

P, polinomu n. Legendre polinomu olmak iizere
(1—x?)P!(x) — 2xP.(x) +n(n+1)P,(x) = 0

veya

I _xz)dgfix)} Fn(n+1)By(x) =0

denklemleri Legendre adi diferansiyel denklemi olarak bilinirler.

Ayrica, asagida verilen Bonnet tekrarlama bagintisi

(n+1)P11(x) = 2n+ 1)xP,(x) —nP,—1(x) n=1,2,....



ve Py =1, P, = x ile tiim P,(x)’lerin niimerik degerlerine ulagilabilir.

Alternatif bir formiilde Rodrigess formiilii olarak bilinen

1 ,d

Bx) = 5 ()62 = 1)"

esitligidir. Ortogonallik basta olmak iizere Legendre polinomlar: ile ilgili birgok 6zelligin
ispatlanmasinda kullanilan bir formiildiir.

2.2.2. Laguerre polinomlari

Laguerre polinomlar1 agagida verilen diferansiyel denklemin ¢oziimleri olarak ortaya ¢ikarlar:
L, polinomu n. Laguerre polinomu olmak tizere

xL)) (x) + (1 —x)L,,(x) +nL,(x) = 0

denklemleri Laguerre adi diferansiyel denklemi olarak bilinirler.

Ayrica, asagida verilen tekrarlama bagintisi

(n+1)Lyr1(x) =2n+1—x)Ly(x) —nL,—1(x) n=1,2,....
ve Lo =1,L; = 1 —xile tiim L,(x)’lerin niimerik degerlerine ulagilabilir.
Alternatif bir formiilde Rodrigess formiilii olarak bilinen

et d"
L) = i (G

)(xe™)

esitligidir. Bu formiil Laguerre polinomlar ile ilgili bircok 6zelligin ispatlanmasinda kul-
lanilan bir formiildiir. Laguerre polinomlari [0,e0) aralifinda w(x) = e~ agirlik fonksiyo-

nuna gore ortogonaldir. Daha agik bir ifadeyle,
/ e LW dx =4 L "
0 e 0 m%#n

2.2.3. Hermite polinomlari

Hermite polinomlari agsagida verilen diferansiyel denklemin ¢oziimleri olarak ortaya cikarlar:

, polinomu n. Hermite polinomu olmak iizere

' (x) = 259, (x) + n Aty (x) = 0



denklemleri Hermite adi diferansiyel denklemi olarak bilinirler.

Ayrica, asagida verilen tekrarlama bagintisi

Hnr1(x) = 2x9,(x) —2n_1(x) n=1,2,....
ve 0 = 1, 74 = 2x ile tiim 77, (x)’lerin niimerik degerlerine ulagilabilir.
Alternatif bir formiilde Rodrigess formiilii olarak bilinen

Hafx) = (1) () (™)

esitligidir. Bu formiil Hermite polinomlari ile ilgili bircok 6zelligin ispatlanmasinda kul-

X

lanilan bir formiildiir. Hermite polinomlari (—oo,00) araliginda w(x) = e~ ’ agirlik fonksiyo-

nuna gore ortogonaldir. Daha acik bir ifadeyle,
/ e*xzji’jn(x)%,(x) dx=0, m#n

esitli§i mevcuttur.



3. URETEC FONKSIYONLARI

Ureteg fonksiyonlar 6zellikle ayrik matematikte kombinatorik problemlerin ¢6ziimiinde kul-
lanilan oldukca 6nemli ve islevsel araglardir. Kabaca, dizilerin uyarlanarak 6zel fonksiyonlar
olarak ifade edilmesi olarakta goriilebilir. Bu konuda daha detayl bilgiye ulagsmak i¢in (Le-
vin, 2021) ve (Wilf, 1993) kaynaklar1 kullanilabilir.

3.1. Adi Uretec Fonksiyonu

3.1 Tamim ag,ay,as,... bir reel say1 dizisi olsun. Bu {a, } dizisinin adi iirete¢ fonksiyonu
A(x) =ap +ax+ax’+...= Z apx"’
n=0
seklinde bi¢cimsel bir kuvvet serisidir.
Omek {a,} = (1,1,1,1,...)

dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu

Ornek Fibonacci dizisini ele alalim.
Fn+1:Fn+Fn717 n217F0:O7F1:1
olmak lizere

F(x)=Y Fx"=Fy+Fx+Fx + ..
n>0

ve buradan

F(x)—x

X

Z F,H_]Xn = F2x+F3x2 —|—F4x3 +...=
n>1

yazilir. Buna gore gerekli cebirsel iglemler yapilirsa,



Y F' =) F_1x" = F(x)+xF(x)

n>1 n>1

seklinde olacagindan

yazilir ve
X X

F(x) = P (1 —X(IJFT\B)) (1 —X(%ﬁw

elde edilir. Son ifadede x,, li terimin katsayis1

Vv (1-v3
nz%(l%—z 5) _(1 . 3

bicimindedir. Buradan iirete¢ fonksiyonlarinin 6nemli bir 6zelligine vurgu yapilabilir.

)", n=0,1,2,..

n biiyiidiikce

(1+2\/§>n > 1, (1_2\@)" <1

oldugundan (3) denklemindeki (15/%)"terimi ihmal edilebilir. Yani

F, ~

N
#(57)

olur.

n
Burada (%ﬁ) degerini ihmal etmenin maliyeti 0.5 ten biiyiik degildir. Fibonacci terimleri

tam say1 oldugundan sonu¢ degerimize en yakin tam say1 degeri gercek degeri verecektir.

3.2. Ustel Uretec Fonksiyonu

3.2 Tanim ag,ay,ay, ... bir reel say1 dizisi olsun. Bu {a,} dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu

2 oo

arx apx"
G(x) :a0+a1x+7—|—... = ZE) -
n=

seklinde bicimsel bir kuvvet serisidir.



Ornek {a,} = (1,1,1,1,...)

dizisi i¢in lirete¢ fonksiyonu

3.3. Klasik Ortogonal Polinomlarin Uretec Fonksiyonlar:

Bir onceki boliimde klasik ortogonal polinomlarin tanimlari ve 6zelliklerinin elde edilisleri
hakkinda bir ka¢ yontemden bahsettik. Bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlart kullanilarak ta
bircok 6zelliklerinin elde edilebilecegini biliyoruz. Bu boliimde kisaca Legendre, Laguerre
ve Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar: tamtilacaktir. Konuyu daha genel bir bakis
acistyla incelemek icin Andrews, Askey ve Roy (1999) ve Rainville (1960) kaynaklari ince-
lebilir.

3.3.1. Legendre iirete¢ fonksiyonu

Legendre polinomlarmin bircok 6zelligi Legendre Urete¢ Fonksiyonundan elde edilebilir.

Legendre polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

1
V1 —=2xt+12

seklinde tanimlanir. P, n. Legendre polinomu olmak iizere

G(x,1) =

! WAL

Glxf)= —— =
(1) V1-2xt+12 =

esitligi yeterince kiiciik || degerleri igin saglanir.

3.3.2. Laguerre iirete¢ fonksiyonu

Laguerre polinomlarinin bir¢ok 6zelligi Laguerre iirete¢ fonksiyonundan elde edilebilir. La-

guerre polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

e—xl/l—t

-1t

L(x,t) =

seklinde tanimlanir. L, n. Laguerre polinomu olmak iizere

e Xt/1—t oo

L(x,t) = T = Y L(x)"

esitligi |¢| < 1 degerleri i¢in saglanir.
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3.3.3. Hermite iirete¢ fonksiyonu

Hermite polinomlarinin bir¢ok 6zelligi Hermite iirete¢ fonksiyonundan elde edilebilir. Her-

mite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu
_2xt—1?
G(x,t)=e

seklinde tanimlanir. 7, n. Hermite polinomu olmak iizere

Hal)
!

n

G (x,1) = 2 — Z
n=0

esitlidi |¢| < oo degerleri i¢in saglanur.
Bu tez ¢alismasinda Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarini iceren bazi integral denk-
lemlerin ¢oziimleri tizerinde duracagiz. Bir sonraki boliimde Hermite polinomlarinin iirete¢

fonksiyonu ve uygulamalari izerinde daha detayh bilgi verilecektir.
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4. INTEGRAL DENKLEMLER

Integral denklemleri istenen (bilinmeyen) fonksiyonun integral sembolii altinda oldugu denk-
lemler olarak tanimlanabilir. Bu basit agiklama integral denklemler i¢in belirleyici olsa da
bu denklemlerin tiim tiirleri i¢in kapsayict degildir. Bu sebepten farkl: tiir ve nitelikteki in-
tegral denklemleri i¢in ayr1 ayri inceleme ihtiyact olusmustur. Bu konuda ilk ¢aligmalara
19. yiizyilin birinci yarisinda daginik sekilde rastlanirken ikinci yarisinda belirli bir zemine
oturan belli bash sonuglarin elde edildigi sonuclar olarak 6ne ¢ikmustir. integral denklemin
ilk ortaya cikti§1 ¢alismanin 1823 yilinda Abel tarafindan calisilan mekanik bir problem
oldugu bilinmektedir. ~Integral denklem” ifadesini Du Bois Reymond’un yine ayn1 yiizyilda
yayinlanmis bir calismasinda onerdigi de bilinmektedir (Cosgun 2015, Bocher 1913).
Integral denklemin basit bir 6rnegi asagidaki sekilde verilebilir:

y bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere

dy

E :f(x,y),y(xo) =0

baslangic deger ¢oziimii

X
y=yo+ /f(t,y)df
X0
biciminde ifade edilir.

4.1. Integral Denklemlerin Siiflandiriimasi

Bilinmeyen fonksiyonun denklemdeki yeri, ¢cekirdek fonksiyonun 6zellikleri ve integral sinirlarina
gore integral denklemler simiflandirilir. Iginde u(x) fonksiyonu bulunan standart bigimde ve-

rilen bir integral denklem

u(x) = F(x) + / K(x, 1)u(r)dr @.1)

seklindedir. ?? denkleminde K (x,) ¢ekirdek fonksiyon, a ve x integral sinirlari, u(x) bilin-

meyen fonksiyondur.

4.2. Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemler lineer olan ve lineer olmayan olmak iizere iki sinifa ayrilr.

u(x) = £(x) + / K(x,1)u(r)dr 4.2)
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bicimindeki integral denkleminde u(x) bilinmeyen fonksiyonun lineer olmast durumunda

integral denkleme lineer integral denklem denir. Diger taraftan
X
u(x) = £(x) + / K, (1)dt 4.3)
a

bi¢cimindeki bir integral denklemde u(x) bilinmeyen fonksiyonun n. derece oldugundan bu

integral denkleme lineer olmayan integral denklem denir.

4.3. Tekil (Singiiler) Integral Denklemler

Integral denklemlerde bulunan K(x,t) iki degiskenli bilinen fonksiyonun siirekliligi veya

stireksizligi bagka sinmiflandirmalar yapilmasint miimkiin kilar.

K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu tanimlanan aralikta siirekli degilse integral denklem tekil integ-
ral denklem olarak adlandirilir. Integral simirlarinin en az birinin sonsuz olmasi durumunda

da integral denklemi tekil denklem olarak adlandirilir.

X

£) = O/ ﬁu(r)dt, 0<a<l 4.4)

veE
X

u(x) = f(x) +/ (x_lt)a”(t)dt’ 0<a<l 4.5)
0

denklemleri tekil integral denklemlerdir. Bir bagka 6rnek olarak ise
fx) = / e u(t)dt 4.6)
0

olarak verilebilir.

4.4. Tekil (Singiiler) Olmayan integral Denklemler ve Simiflandirilmasi

K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu tanimlanan aralikta siirekli ise integral denklem tekil olmayan

integral denklem olarak adlandirilir.

¢ (x) fonksiyonu, K (x,7) iki degiskenli fonksiyonu ve f(x) fonksiyonu bilinen fonksiyonlar,

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve &, 3 sabitler olmak tizere
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veya
B
00) = S()+ [ Klx.pu(o)a

seklinde verilen denklemler 1. tiir integral denklemlerdendir. Bagka bir ifadeyle, bilinmeyen
fonksiyonunun sadece integral icinde yer aldig1 denklemlere 1. tiir integral denklem denir.

Bir diger 6rnek olarak ise
1
2= / (x— 1)u(t)dt
0

denklemi verilebilir.

Bilinmeyen fonksiyonun integralin hem i¢inde hem diginda yer aldig1

B
u(x) = () + /a K(x,)u(t)dt

bicimindeki denklemlere 2. tiir integral denklemler denir. Bunlara 6rnek olarak ise
2
u(x) = 14x+ / sin (x -+ 1)u(t)dt 4.7
0

denklemi verilebilir.

B
O(xulx) = F()+ | Klxou(r)dr
[0
seklindeki denklemlere 2. tiir integral denklemler denir.
4.5. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

Ierisinde f(x) gibi bilinen bir fonksiyon bulundurmayan integral denklemlere homojen in-
tegral denklem, f(x) gibi bilinen bir fonksiyon bulunduran integral denklemlere ise homojen

olmayan integral denklem denir.

B
) = [ Kxu(e)d .8)
homojen integral denkleme,
B
u(x) = £(x) + / K(x,t)u(t)dt 4.9)
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denklemi ise homojen olmayan integral denkleme Ornektir.

4.6. Fredholm ve Volterra Integral Denklemleri

B
OLulx) = 100+ [ K(x0yu(o)a (4.10)

biciminde integral sinirlar1 sabit olan denklemlere Fredholm integral denklemi denir.

o (ulx) = F(x)+ /a " K (e, t)u(t)de @.11)

biciminde integral sinirlar1 degisken olan denklemlere ise Volterra integral denklemi denir.
?? ve ?? denklemlerinde ¢ (x) = 0 ise 1. tiir, ¢ (x) = 1 ise 2. tiir, farkli durumlarda ise 3. tiir

integral denklem olarak isimlendirilir.

Fredholm integral denklemlerinde de f(x) ve K(x,¢) ¢ekirdek fonksiyonu bilinen, u(x) bi-

linmeyen bir fonksiyonu «, B sabitleri integral sinirlarini ifade eder.

Flx) = /a P Ketyult)dr, xeD 4.12)

bicimindeki denklemlere 1. tiir Fredholm integral denklemi denir. Burada D kiimesi R de ka-

pal1 ve sinirli bir kiimedir. Burada x icin verilen tanim aralig1 integrasyon araligiyla cakismaz
(Delves, 1974).

1. tiir Fredholm integral denklemleri genel olarak iyi tamimli olmayan problemler olarak
kabul goriir. Bu tiir problemlerin iyi tanimli olup olmamasi (Hadamard, 1923)’a gore bazi
ozelliklerin saglanmasina baglidir. Bunlar ¢6ziimiin varligi, ¢6zlimiin tekligi ve ?? denkle-
minde verilen u(x) bilinmeyen fonksiyonu, f(x) bilinen fonksiyonunun verilerine siirekli
olarak bagimliligini ve f(x) bilinen fonksiyonun ¢oziimiinde kii¢iik hatalarin u(x) verilerin-

deki kiiciik hatalara baglh oldugunu gosterir (Kress, 1999).

Bu ozellikler saglaniyorsa problem iyi tanimli problem olarak adlandirilir. Iyi tanimli ol-
mayan problemlerde ¢oziim varsa bu ¢oziim tek degildir. Elde edilen ¢oziim gozlenen ve-
riye siirekli bagli kalmayabilir. Bu sebeplerden dolay1 1. Tip Fredholm integral denklemi iyi

tanimli olmayan problemlerdir.

Diger taraftan u(x) fonksiyonu integral denklemde hem i¢inde hem de diginda varsa bu denk-

lemlere 2. tiir Fredholm denklemi denir.
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5. HERMITE POLINOMLARININ URETEC FONKSIYONUN BiR UY-
GULAMASI

Bu béliim ¢alismamzda elde edilen sonuglar1 icermektedir. Oncelikle, cekirdegi Hermite
polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu iceren bazi singiiler Fredholm integral denklemlerinin
¢cOzlimii icin gerekli sonuclar elde edilecektir. Daha sonra bu denklemlerin ¢oziimleri icin
islevsel bir yontem ve algoritma verilecektir. Orneklerle elde edilen teorik sonuglar destek-

lenecektir.

X

(—o0,00) aralif1 iizerinde w(x) = e~ ’ agirlik fonksiyonuna gore indisinden diisiik dereceli

polinomlara ortogonal olan Hermite polinomlar .7, kiimesini ele aliyoruz. Yani,
/ w(x) 7, (x)xkdx=0, 0<k<n—1 (5.1)
Calismamizin bundan sonraki kisminda, aksi belirtilmedikce,
—x? 2xt—t2
wx)=e " veY(x,t)=e
olarak ele alinacaktir.
5.1 Teorem Asagidaki esitlik, negatif olmayan her k tam sayis1 i¢in gecerlidir.
/ W) (x, )5 dx = Py (1), (5.2)

burada P;(t) keyfi bir k. derece polinomudur.

Kanit Burada

o _ v X)) ,
G(x,t)=¢e —nélo - ",
oldugundan,
(o) e n oo
/ w(x)9 (x,t)x*dx =) t—'/ e*szn(x)xkdx (5.3)
—00 n:() n. —00

seklinde ifade edilebilir. (??) esitligi kullanilarak, denklem

k t}’l o] )
Z E/ e Hy(x)x* dx. (5.4)
n=0"" 77
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formuna getirilir. Asagidaki esitlik kolaylikla dogrulanabilir.

® 2 X 0 Lk <n,
/ e Hy(x)x"dx= (5.5)
—eo JTK L k=n

Denklemi daha sade bir sekilde ifade etmek i¢in k > n olmak iizere
= —x? k
e Hy(x)x"dx=C,

bicimindedir. Boylece, (??) denklemi asagidaki denkleme doniisiir:

/ w(x)¥( xtxkdx—ZC—
Burada n = k i¢in C,, # 0. Boylece ispat tamamlanmisg olur. 0

Sonu¢ Asagidaki 6zdeslik, her A ve B sabiti i¢in gecerlidir.
= 9
/ w(x)(A + Bx) kadx = P(1).

Burada & sayis1 negatif olmayan herhangi bir say1y1 temsil etmektedir.

Kanit Oncelikle k = 0 durumunu ele alalim. Islem kolaylig1 agisindan, integrali parcalarsak

/:ow( )aa—gdx—O
/oo w(x)xaa—f dx =/,

sonugclari elde edilir. O halde bu integrallerin keyfi lineer kombinasyonlar1 da sabittir. Diger

taraftan, (??) esitliginde her iki tarafin r degiskenine gore tiirevi alinirsa

a [* = 299
5 /_ww(x)%(x,t)xkdx = /_ww(x) 5 Kdx =P (1).
esitligi her pozitif k tamsayist icin saglanir.

Esitligin son kismi1 asagidaki sekilde ifade edilebilir.

/m w(x) (xaa—gf)xkl dx = P,_1(t), k pozitif tamsay1.

Sonug ispat1 tamamlanmig olur. ]
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Sonu¢ Q(x) polinomunun derecesinin alabilecegi en biiyiik deger k ise

esitligi saglanir.
Kanit Bir 6nceki ispattaki adimlar takip edilerek sonuc kolaylikla ispatlanabilir. ]

G . . :
Uyart (A+ Bx)——fonksiyonu da bir iirete¢ fonksiyonudur.

ot
G = Hy(x)
(A+Bx)§—(A+Bx)n§1(n_l)!t !
:(A—l—Bx)iHn_H(X)tn

3

Il

=
=

H" (x) = (A+ Bx)Hy41(x)

G
Boylece (A + Bx) i fonksiyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu

(A +Bx i

seklinde yazilabilir.

5.2 Teorem Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu ¥ (x,7), agirlik fonksiyonu w(x) ve

f(¢t) sirasiyla asagidaki sekilde

:iH a "w(x):efx ve f (1) ant
n=0

ise
/ W) (x, 1)u(x) dx = £(1) (5.6)
N
integral denkleminin ¢6ziimii de u(x) = Z cixk seklinde bir polinom olur. Bu polinomun
k=0

katsayilar1 Fe = b esitligini saglar. Burada

Cc= [Co,C],...CN]T,b: [bo,b],...bN]T



ve F matrisinin girdileri

1 o5}
Fnk:m/_an_l(x)w(x)xkldx, nk=12,...N+1.

Kanit

N
f(t) =) ahilo).
k=0

Burada P, derecesi k olan bir polinomdur ve bu gosterim tektir.

(??) esitligi kullanilarak

N oo

=) c w(x)¥4 (x,1)x* dx
Yo wwg

%}

= [ wx)%(x1) (éckxkdx).

Elde edilen son esitlik
N
u(x) = Z ek
k=0

fonksiyonu (??) esitligini saglar. Diger taraftan,

3
Il
=

I I
1= LD7e
@A -~
S =
1=
a
bl
I
3 8
/i .
&
<[
=
=
-
=
N——

3
Il
=

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

N

o0 H

bn:ZCk/ w(x)#xkdx, n=0,1,...,N.
k=0 /e :

Bu esitlik aslinda Fc = b nin girdilerini olusturan esitliktir.

F ile ilgili onemli bir ka¢ sonug agagida verilmistir.

Sonu¢ F matrisinin kosegen girdileri esittir.

18

5.7
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?? ve ?7? esitliklerinden kolaylikla goriilebilir. Aslinda bu girdi de /7 dir.
Sonu¢ F matrisi list ticgenseldir.
?? ve ?? esitliklerinden kolaylikla elde edilebilir.

Sonug¢ F matrisinin tek sayilardaki kosegen girdileri sifirdir. Bagka bir deyisle, n -+ k toplami
tek ise £, = 0.

Rodrigues formiiliinden Hermite polinomlarinin simetri 6zelligini kullaniyoruz. Bu formiiller

n degerine bagh ¢ift veya tek fonksiyonlar oldugu formiillerdir. Daha acik bir ifadeyle,
H(—x) = (=1)" 70 (x)

Bu 6zellik ve n + k toplaminin tek olmasi sart1 ile birlikte ?? esitligindeki integralin tek ol-

masini saglar.

Teorem ?? kullanilarak ¢oziimler elde edildikten sonra, bu ¢oziimlerin Hermite polinom-
lar1 veya bunlarin bir kombinasyonu cinsinden ifade edilmesi miimkiinken, bu iglem direkt
olarakta Teorem ?? yeniden ifade edilerek yapilabilir. Temel olarak Hermite polinomlarinin
ortogonallik 6zelligi kullanilarak ¢6ziim Hermite polinomlarinin kombinasyonu seklinde de
ifade edilebilir.

5.3 Teorem Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu ¥ (x,7), agirlik fonksiyonu w(x) ve

f(¢) sirasiyla agsagidaki sekilde

G (x,1) = io

H,(x ) N
':1(' )t" ve wx)=e* ve f(t) :r;)bnt”,
ise
/ W) (x, 1)u(x) dx = £(1) (5.8)
integral denkleminin ¢6ziimii

N
u(x) =) cxH(x)
k=0

seklindedir. Burada
1

=——b k=0,1,2,...N.
Ck Zkﬁ ks s Ly 2y
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Kanit

Yukardaki son iki adim i¢in agagidaki bagint1 kullanildi.

oo 0 Jn #n,
/ () Hoy () Hp () ot = (5.9)
== 2"/wn! m=n
Buradan ;
n
Ccp = N n=0,1,...,N.

oldugu agiktir.

Ornek Asagidaki singiiler integral denklemi inceleyelim.
/:ow(x)%(x,t)u(x) dx=1+t.

Burada ¥ (x,t) = e> - ve w(x) = ¢~ olarak alinacakur.

¢ vektoriinii elde etmek i¢in Fe = b matris esitliginde degerler yerine yazildiginda

2 w(x)Ho(x)dx  [7 w(x)Hy(x)xdx NZ A
F = = ve

[ owx)H (x)dx [T w(x)H;(x)xdx 0 V&
b=[1,1]"

Buradan
V&3 T
T

[1,1] = u(x)=

2%

c= (1+x)
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elde edilir.

Alternatif olarak Teorem ?? kullanilirsa

veE

! 1 1 VT
u(x) = ];)Cka(x) = /= + mzx: 7(1 +x),

elde edilir. Boylece, her iki yontemin ayni sonucu verdigi goriiliir.

Ornek Asagida verilen 1. tip Fredholm integral denklemini inceleyelim.

[ v ey =14142,

Burada & (x,1) = 2" ve w(x) = ¢ .

Oncelikle F matrisi girdileri hesaplanir ve b vektorii olusturulur. Daha sonra Fe = b matris

esitliginde yerine yazilirsa

Vi 0
F=|0 vz 0| veb=[11,1]"
0 0 V7
Buradan Uz .
n T
= Y2(1/2,1,1 =Yz 2
c n[/,,]=>u(x) n(2+x+x)

1 1 1
=z “am i
ve
M(X)ZiCka(x)I—l + : 2x+ ! (4x* —2)
= NEAVAVE 4w
1
:g(i—}_x—*_xz)?

elde edilir. Ayn1 sonucun elde edildigi goriiliir.



Ornek Asagida verilen denklemi inceleyelim.
/ w(X)Y (x,)u(x)dx = 1+1+1>+7°,
2

Burada ¢ (x,1) = 211" ve w(x) =e".

Yukardaki 6rneklerde takip edilen adimlar tekrarlanirsa,

vz 0 E 0
0 0 3=
F= VT 2 lveb=[1,1,1,1)7
0 0 Vo 0
0 0 0 Vm
olur. Buradan
c= ﬁ[l,—l,Z,Z] — u(x) = Ve 1—x+2x% 4223
27 27
elde edilir. Alternatif olarak, Teorem ?? kullanmilirsa
1 1 1 1
co— ——, Cl1 = 9 C) = ) €3 =
0=/ "oy P aym U sym

veE

> 1 1 1 1
u(x) = kZZ)Cka(X) = NG + 2\/E2x+ 4\/ﬁ(4)62 -2)+ m(8x3 —12x)

= ﬁ(l —x—|—2x2+2x3)
2

elde edilir. Sonuglarin ayni oldugu goriiliir.

Ornek Asagidaki integral denklemini inceleyelim.
/ w(x)G(x,t)u(x)dx=141/2,

Burada ¥ (x,1) = 21 e w(x) = e

Benzer sekilde Fe = b esitliginden

_|vE 0 _ r
F-[O ﬁ]veb—[l,l/Z]



elde edilir. Buradan

oldugu asikardr.

C =

VT

¥/

[1,1/2] = u(x) = \2/—5(24—)6)

23
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismamizin temel amaci cekirdegi Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu da
iceren bazi singiiler formdaki Fredholm integral denklemlerinin ¢6ziimleri i¢in bir yontem
veya algoritma tanitmak olarak hedeflenmistir. Bu konuda yapilan en 6nemli arastirmalardan
ve bu tez ¢calismamizin temel dayanagi olan ¢alisma (Savchenko, 2014) tarafindan yapilmustir.
Ilgili makalede sayilabilir coklukta A, fonksiyonu iceren fonksiyonlar kiimesinin 6zellikleri
incelenmistir. Ilgili calismada 6zel olarak, A, fonksiyonlar1 derecesi n’den kiigiik tiim poli-
nomlara ortogonal olan fonksiyonlar olarak olusturulmustur. Burada ortogonallik L;[a,b] i¢
carpim uzayinda birim agirlik fonksiyonuna gore tanimlanmugtir. Cekirdekleri bu fonksiyon
kiimelerinin iirete¢ fonksiyonlarini i¢ceren Fredholm integral denklemlerin ¢oziimleri i¢in et-
kili bir yontem Onerilmistir. Bu yontem Fizikte bazi eksenel simetrik problemleri ¢6zmek

icin kullanilmistir.

Bu calismamizda Hermite polinomlar1 ve onlarin iirete¢ fonksiyonu iizerinde durulmustur.
Calismamzi 6nemli kilan unsurlardan bazilar1 soyle 6zetlenebilir. Inceledigimiz integral
denklemleri singiiler ve ortogonallik i¢in w(x) = e agirlik fonksiyonu kullanilmigtir. Bu
agirlik fonksiyonu Hermite polinomlarinin ortogonalligi i¢in gereklidir. Calismamizin temel
sonuclarindan biri Teorem ?? de verilmistir. Bu teoremde data fonksiyonu polinom olan ve
cekirdegi Hermite polinomunun iirete¢ fonksiyonunu iceren singiiler integral denkleminin
¢Ozilimii verilmistir. Bunun yani sira Teorem ??’te ¢oziimiin direkt Hermite polinomlari cin-
sinden ifade edilmesi icin bir algoritma verilmistir. Bu teoremlerin bazi 6nemli sonuglar da
ayrica not edilmistir. Yeterli sayida orneklerle sonuclar test edilmistir. Bu sonuglarla lite-

ratiire katki sundugumuz diisiiniilmektedir.
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