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1. GIRIS

Mihendislik bilimleri, fizik, kimya ve biyoloji gibi birgok alanda eldeki problemin
Ozelliklerini agiklayan matematiksel modellerin kurulmasi olduk¢a Onemlidir. Bu
modellemelerde ortaya konulan problemlerin c¢ozllebilmesi ihtiyaci karsimiza
diferansiyel denklemleri ¢ikartmaktadir. Dogada var olan problemlerin modellemesinde
tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemler ile fiziksel olaylar1 agiklamadaki eksiklikleri
giderebilmesi ve bu problemlerin daha iyi modellenebilmesi icin kesirli mertebeli

diferensiyel denklemler kulanilmaktadir.

Kesir mertebeli diferensiyel denklemleri ve sistemleri analitik olarak ¢ozmek
zordur. Bu zorluklar1 giderebilmek igin sayisal (niimerik) ve yar1 sayisal yéntemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilar1 Varyasyonel Iterasyon, Homotopy
Perturbasyon, Adomian Ayrisma metodu ve Diferensiyel Doniisiim metodudur. Ayrica
Laplace transform, Fractional Green’s function, ve Mellin transform yontemi de bu

yontemlerden bazilaridir (Podlubny, 1999).

Kesirli tirevin klasik tirevden énemli bir farki, kesirli tiirevin tek bir taniminin
olmayisidir. Kesirli analizde birden fazla tiirev taniminin varligi problemin tiiriine en
uygun olaninin kullanilmasi firsatini verir. Kesirli tiirev tanimlarindan bazilar
Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald
ve Letnikov gibi tanimlaridir. Bu tanimlarin en popiler olanlar1 Riemann - Liouville,
Grinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tirevleridir. Riemann-Liouville, Caputo ve diger
kesirli tlirev tanimlar1 i¢in Miller (1993) ,Podlubny (1999) ve Kilbas ve ark. (2006)
referanslarina bakilabilir. Litaretiirde olan bu tanimlar birbirleri arasinda gegisler

saglamasina ragmen fiziksel yorumlari agisindan farkliliklar gosterirler.

Son zamanlarda Khalil ve arkadaglar1 kesirli turev ve kesirli integralin yeni bir
tanimin1 sundular. Bu yeni tanimin Klasik analizde verilen klasik tirevin ozeliklerini
sagladigimi ve Kklasik tlrev tanimindaki gibi bir limit formundan yararlandigini
gostermislerdir. Calismalarinda, bu yeni kesirli tiirev tanimai i¢in ¢arpim kuralini, boliim
kuralini, zincir kuralini, kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama deger teoremlerini

sundular (Khalil, 2014).



Bu yeni alana katkida bulunan bagka bir ¢calisma Abdeljawad tarafindan yapildu.
Abdeljawad bu yeni teoriyi gelistirdi. Sol ve sag uyumlu kesirli tiirev tanimlarini, a >1
igin yiiksek mertebeden kesirli integral tanimini, kesirsel Gronwall esitsizligini, uyumlu
kesirli tiirevler i¢in zincir kuralin1 ve kismi integrasyon formiillerini, kesirsel kuvvet seri

acilimini ve laplace doniisiimiinii verdi (Abdeljawad, 2014).

Kisa siirede ilgi ¢eken yeni kesirli tiirev tanimi ile alakali birgok ¢alisma yapildi.
Kesirsel fourier serileri (Khalil, 2014), uyumlu Kkesirli Legendre diferensiyel denklemi
ve Kkesirsel Legender polinomlar1 (Abu Hammad ve Khalil 2014), uyumlu Kkesir
mertebeden dizisel lineer diferensiyel denklemlerin varlik ve teklik teoremleri
(Gokdogan ve ark., 2016), uyumlu kesir merteben Bessel denklemi ve kesirsel Bessel
polinomlar1 (Gokdogan ve ark., 2015), uyumlu kesirli adi diferensiyel denklemlerin
diferensiyel doniisim yontemi ile ¢dziimii (Unal ve ark., 2016), uyumlu varyasyonel

iterasyon metodu (Acan ve ark, 2016) bu ¢alismalardan bazilaridir.

Siirekli kesirler ve Euclid algoritmasi temel alinarak gelistirilen Padé
yaklasimlar1 Fransiz matematik¢i Henri Eugéne Padé’nin  ¢alismasiyla literatire
kazandirilmigtir. Padé yaklasimlar1 Euler, C.G.J. Jacobi, Michell Rolle, George
Ferdinand Frobenius, Jean Darboux ve Daniel Bernoulli gibi bir ¢cok Unli matematikgi
tarafindan matematigin farkli alanlarinda kullanildi  (Brezinski, 1991). Padé
yaklasimlar1 diger niimerik yaklasimlara gore daha iyi sonuglar verir. Bundan dolay1 bu

yaklasima olan ilgi diger nlimerik yaklagimlara gore daha fazladir.

Bu ¢aligmada litaretiire yeni giren uyumlu kesirli diferensiyel denklemlerin kesin
¢cozimleri, uyumlu diferensiyel doniisiim metoduyla elde edilen seri ¢6ziimler ve bu seri
cozlmlerin Padé yaklasimlar1 Kkarsilagtirilmistir.  Yapilan Kkarsilastirmada Padé
yaklasiminin, uyumlu kesirli diferensiyel denklemlerin kesin ¢oziimleriyle daha uyumlu

olan nlimerik ¢6ziimleri hedeflenmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu bolumde, ¢alismamizda kullanilan tanim ve teoremler verilecektir. Burada
ele alinacak teoremlerin ispatlari, literatiirde ayrintili bir sekilde verildigi i¢in ayrica

yapilmamustir.
2.1 On Bilgiler
Tamim 2.1: Eger f(x) fonksiyonunun x =c de her mertebeden tlrevi varsa
_ : f*c) f"(c) n
f(x)="f(c)+f (c)(x—c)+T(x—c)+...+T(x—c) +... 2.1)

serisine f (x) fonksiyonunun x =c deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0 alinirsa bu seriye

f (x) fonksiyonunun Maclauren serisi ad1 verilir.

Tamim 2.2: X bir degisken ve ¢ bir sabit olmak Uizere

D a,(x—c)" =, +a,(x—c)+a,(x—c)’ +..+a,(x—c)" +... (2.2)
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tanimda ¢ = 0 alinirsa

D a,(x)" =g, +ax+a,X +.+aX" +..
n=0

elde edilir. Ayrica X =C olmasi durumunda Z a,(x—c)" =a, olur.
n=0

Tamim 2.3: f fonksiyonu reel degerli bir fonksiyon olsun;

) a noktasini igeren herhangi bir acgik aralikta, f fonksiyonunun @ noktasinda

tlrevi varsa



(a) = lim @+ = T(2) 2.3)
h—0 h

seklinde ifade edilir ve f, a noktasinda diferensiyellenebilirdir denir.

i) f fonksiyonunun agik araliktaki herhangi bir noktada tiirevi varsa, f fonksiyonu

diferensiyellenebilirdir denir (Wade, 2000).

Tanm 2.4: Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini iceren denklemlere kesirli
diferensiyel denklem denir. Yani, Kesirli diferensiyel denklemler, tam say1 tiirevleri

yerine, kesirli turevlere sahip olan diferensiyel denklemlerdir (Benghorbal, 2004).

Ornek 2.1: Asagidaki gibi verilen,
xD¥2y(x) — D*3y(x) — y(x) =sin(x) (2.4)

(2.4) denklemi bir kesirli diferensiyel denklemdir. Kesirli diferensiyel denklemler

asagidaki gibi siniflandirilabilir.

a) Adi kesirli diferensiyel denklemler. Ornegin,

D¥*y(x)+5y?(x) =3 (2.5)
DY2y(t) + D¥?x(t) =t (2.6)
D**y(x) + D**y(x) - 2y(x) =0 (2.7)

denklemleri adi kesirli diferensiyel denklemlerdir (Podlubny, 1999).

b) Kismi kesirli diferensiyel denklemler. Ornegin,
2
DY2u(x,t) = 2 ‘;(f't) 2.8)
X

denklemi bir kismi kesirli diferensiyel denklemdir (Podlubny, 1999).



Bagka bir siniflandirma ise, lineerlilige ya da non-lineerlilige gore yapilan

siiflandirma tiridir.

Tamim 2.5: X bagimsiz degiskenine gore bir kesirli diferensiyel denklem eger;
a,()D™y(x) +a,,(x)D*y(X) +...+ & (x)D'y(x) +a,(x)D°y(x) = f (x) (2.9)
biciminde ise lineer kesirli diferensiyel denklem olarak adlandirilir. (2.9) denkleminde;

D*, (i=1,2,...,n) kesirli diferensiyel operatoriidiir ve lineerdir. Dikkat edilirse, lineer

kesirli diferensiyel denklemlerin iki 6zelligi géze ¢arpmaktadir:

) Bagimli degisken y ve y’nin kesirli tirevleri birinci derecedendir. Yani, y

bagimli degiskenini iceren her terimin kuvveti 1°dir.

i) Her terimin katsayis1 yalniz X bagimsiz degiskenine baglidir (Benghorbal, 2004).

Buna gore, lineer olmayan bir kesirli diferensiyel denklem non-lineer Kkesirli

diferensiyel denklem olarak adlandirilir. Yukaridaki tanimlardan hareketle

x*D¥2y(x) + y(x) = e* (2.10)
D*y(x)+ Dy (x) - y(x) =0 (211)
denklemleri lineerdir. Fakat;

Dy (x) = y*(x) (2.12)
y(x)D¥?y(x) + D¥y(x) = x° (2.13)

denklemleri nonlineerdir (Benghorbal, 2004).



Tamm 2.6: Kesirli diferensiyel denklemdeki en ylksek mertebedeki tireve denklemin

mertebesi denir. Ornegin,

y()D™*y(x) +(D¥*y(x))* = (x+1)° (2.14)

denklemi bir %.mertebeden nonlineer adi diferensiyel denklemdir (Benghorbal, 2004).

2.2 Kesirli Tirevler ve Kesirli Integraller

Bu bdliimde litaretiirde ¢ok kullanilan bazi1 6zel fonksiyonlar verilecektir.

2.2.1 Gama Fonksiyonu

Tamm 2.7: x>0 igin,
I'(X)= j e 't It (2.15)
0

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Bell, 1968). (2.15) ifadesi

sadece X > 0igin tanimlidir.

Teorem 2.1: T'(1) =1(Bell, 1968).
Teorem 2.2: x> 0olmak uzere, T'(x+1) = xI'(x) olur. (Bell, 1968).
Teorem 2.3: x> 0tam say1 olmak tizere, I'(x+1) = x! olur.

Gamma fonksiyonunun diger ozellikleri asagidaki gibidir: (Andrews, Askey ve Roy,
2000):

a) r(%) .- (2.16)

b) I'(p)T'(1- p)=$, (0<p<l) (2.17)

¢) I(n) = F(nn+ 1)

, (N<0) (2.18)



Kesirli tiirevin literatiirde birgok farkli tanimi vardir. Bu alandaki en popiler
tanimlar Riemann-Liouville, Caputo tanimlaridir. Bu tanimlar sirasiyla asagida

verilecektir.

2.2.2 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri ve Kesirli Integralleri

Bu bélumde, Kilbas ve arkadaslar1 tarafindan ele alinan Riemann-Liouville
integral ve tlrev tamimlari verilmistir. Litaretirdeki c¢alismalardan yararlanarak
asagidaki tanim ve teoremler verilecektir (Kilbas, vd., 2006; Oldham, vd., 1974; Ross
ve Miller, 1993).

Tamim 2.8: o> 0 icin, o. mertebeden (o >0) Riemann-Liouville integral operatord,
t

o I S P
(Jaf)(t)_r(a) j t—1)" f(r)dr, t>a (2.19)

(J2 O =T () (2.20)

biciminde tanimlanir. fe€C,, «, >0, a>0ve y>-lolmak Uzere, Riemann-

Liouville integral operatoriniin baz: 6zellikleri asagidaki gibidir.

a) (237 HO) =" ) (2.21)

b) (32O =73 H)® (2.22)

0 3 =—LUFD e (2.23)
I'la+y+1)

Tanim 2.9: neN, n-l<a<n olmak lzere a>0, aeR, igin reel bir

fonksiyonunun o. mertebeden Riemann-Liouville kesirli turevi,

. 1 (dYr fM
(D f)(t)——r(n_a)(dtj | ety dx (2.24)

a

bigiminde tanimlanir.



2.2.3 Caputo Kesirli Turevleri

Caputo tiirev tanimi detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve litaretlirde

ayrintili bir sekilde verilmistir. Bu tanimlar kisaca asagida verilecektir.

Tammm 2.10: n-l<oa<nigin, neN, t>0,fec” olmak uzere, f(t)

fonksiyonunun a. mertebeden (a >0) Caputo tiirev tanimi,

1t fx)
T(n—a); (t—x)* "™

(D; £)(t) = (2.25)

biciminde tanimlanir. Ayrica n-1<a<n, neN ve feC?, a>-lolmak Uzere,

Caputo tiirev tanimina ait,

a) (DI F)() = f(t) (2.26)

(t-a)"
k!

b (D)) =f(1)- F (@) >0 (2.27)

ozellikleri de verilebilir(Caputo, 1967; Kilbas, vd., 2006).

Tamm 2.11: t degiskeni zamani gostermek iizere ve n tamsayist o ’dan blylk en kiguk

tamsay1 yada a’ya esit olacak sekilde, o mertebeden (o >0) Caputo zaman-kesirli

tiirev operatorti,

t n
L I(t—r)”_“_lwdr , icin n-1l<a<n
U I'h—a)s ot
DtaU(X,t) :at—a’z (228)
Ut icin a=meN
ot

bi¢iminde tanimlanir (Caputo, 1967; Kilbas, vd., 2006).



3. BIR BOYUTLU DIiFERENSIYEL DONUSUM YONTEMIi

Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniistimii asagidaki sekilde tanimlanir;

3o

(3.1) denkleminde y(x) orijinal fonksiyon, Y(k) ‘da T — fonksiyonu olarak adlandirilan
doniisiim fonksiyonudur (Ayaz, 2004).

Y (k) 'nin diferensiyel ters doniisiimii,

V(9 =1 () 32

olarak tanimlanir.(3.1) ve (3.2) denklemlerinden,

Yo=Y

krww} 3

dx*

elde edilir. (3.3) denklemi diferensiyel doniisiimiin(transformun) Taylor seriSi
acilimindan tiiretildigi fikrini akla getirmektedir. Ancak bu metot sembolik olarak
tirevleri hesaplamamaktadir. Bununla birlikte, orijinal fonksiyonlarin doéniisiim

denklemleri asagidaki Cizelge 3.1 de verilmistir. (Ayaz, 2004).
Yukaridaki (3.1) ve (3.2) denklemlerinin tanimlarindan, Cizelge 3.1 deki temel
matematiksel islemlerin doniistim fonksiyonlariyla uyustugu kolaylikla goriilebilir ve

kanitlanabilir.

Uygulamalarda, y(x) fonksiyonu sonlu bir seriyle ifade edilir ve (3.2) denklemi,
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y(x) = er: x¥Y (k) (3.4)

olarak yazilabilir. (3.4) denklemiile ) " x“Y (k)ifadesinin ihmal edilebilecek kadar

kiigiik oldugu agik¢a goriilmektedir.(Ayaz, 2004).

Cizelge 3.1. Bir boyutlu diferensiyel doniisiim (transform) metodunun temel iglemleri

As1l(Orijinal) fonksiyon Doniistim(Transform) fonksiyonu

() =000 £v(x) V() =UK) £V (K

Y0 = ew(x) Y (k) = oW (K)

y(x) = dw/dx Y (K) = (k+DW (k +1)

y(x) = d w/dx’ Y (k) = (K +1)(K +2)...(k + W (K + )
Y ~u()V(x) V0 =X UV K-T)

Y0) = Y(k)z&k—j)z{t’, o
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4. TEK DEGISKENLI PADE YAKLASIMI

f fonksiyonu f(x)=c,+c,Xx+C,X+... yani,

f)=>cx, (c#0) (4.1)
i=0

seklinde bir kuvvet serisiyle temsil edilsin. Bu durumda bu kuvvet serisinin Padé

yaklagimi,

[m/n]:a0+alx+...amx 4.2)

b, +b,x+..b, X"

seklinde bir rasyonel fonksiyondur (polinomlarin orani). Payin derecesi m , paydanin

derecesi ndir. (4.2) de m+1 tane payin katsayisi ve n+1 tane de paydanin katsayisi

vardir. Burada (4.2)’nin paydasinin tanimsiz olmamast igin b, =1 alinmahdir. Bu

secimle (4.2)’nin paymin m+1tane bagimsiz katsayisi ve paydasinin n tane
bagimsiz katsayisi olur. Tiim yaklasimda m+ n+1tane bilinmeyen katsay1 vardir.

[m/n] ,(4.1)’deki kuvvet serisinin ilk m+ n+1terimine karsilik gelir (Celik, 2002).

(4.1)°deki 1, X, X*,....X™™, m+n dereceli kuvvet serisine karsilik gelen Padé

yaklagimint,
S gy taXx+..a X" manil

CX = m— +O(X 4.3
;‘ ' b, +bx+..b X" ( ) 43)

seklinde yazabiliriz. (4.3) denkleminden,

(by + X +...+b X")(C, +C,X+...) = @y + A, X +...+a X" + O(x™") (4.4)

elde edilir. (4.4) denklemindeki x™",x™*?,..., x™" katsayilarinin esitliginden
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bnCm—n+1 + bn—lCm—n+2 ot bOCm+l = O
bncm—n+2 + bn—lcm—n+3 ot bOCm+2 = O (45)
bnCm + bn—lCerl tot bOcm+n = O

sistemi elde edilir. by =1 oldugu i¢in, (4.5) denklemi n tane lineer denklemden olusur.

Yani;
Cm—n+l Cm—n+2 Cm—n+3 o Cm bn Cm+l
Cm—n+2 Cm—n+3 Cm—n+4 o Cm+1 n-1 Cm+2
Cm—n+3 Cm—n+4 Cm—n+5 Cm+2 h—2 | =~ Cm+3 (46)
L Cm Cm+1 Cm+2 Cm+n—l_ L bl _ _Cm+n_
olur. Buradan b katsayilari bulunur. Diger yandan (4.6) denkleminden payim
katsayilari olan a,,a,,...,a, katsayilar 1, X, X?,...X™" terimlerin katsayilarinin
esitliginden
a, =G,
a=C+ blco
a, =C, +bC, +b,c, (4.7)
min(m,n)
am = Cm + Z bicm—i

i=1

olarak bulunur. Boylece (4.6) ve (4.7) denklemleri Pad¢ yaklasiminin pay ve paydasi
olarak tanimlanir.Dolayisiyla bu denklemlere Padé denklemleri denir (Celik,2002).Buna

gore,
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m i m-1 X m-—n i
dext xdex e X"y ex 1 X e X"
i=0 i=0 i=0 c c c
P(X) =] Cpny Co = Coan | 9= "7 T e (4.8)
Coin Coina C
Cm+n Cm+n—1 Cm e e "

Pade denklemleri katsayilar hesaplanmadan seklinde de ifade edilebilir(Turut, 2010).

Bu denklemler yardimiyla x™"inci dereceden Z:cixi kuvvet serisine karsilik gelen
i=0

[m/n] Padé yaklasimi olusturulur. Yani verilen f(x)=> c,x'kuvvet serisini keyfi
i—0
dereceden Maclaurin serisine doniistiirerek, bu serinin keyfi Padé yaklasimi (serisi)

olusturulur (Turut, 2010).

Bir f (x) fonksiyonu igin [m/n], (x) Padé yaklasimi problemi; Padé yaklasiminda pay

ve payda polinomlar1 olan,
p(x)=> ax ve q(x)=> bx (4.9)
i=0 i=0

polinomlarini bulmayi igerir. Yani,

m(x) :iaixi
[m/n], (x) = (4.10)
q(x) = Zbixl

olur.( p ve g’nun kesin polinomsal dereceleri o0 ile ve seri igerisindeki dereceleri «w ile
gosterilecektir) (Turut, 2010).

(4.3) ifadesinde, yapilan igler dislar ¢arpimiyla elde edilen (4.5) ve (4.7) denklemlerinde

[m/n], (x) bulunurken,
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a(p)<m
o(q)<n (4.11)
o(fg—p)>m+n+1

durumu s6z konusudur (Turut, 2010).

Teorem 4.1: r (x) rasyonel fonksiyonu bir f fonksiyonuna ait (m,n) dereceli Padé

yaklagimi olmak {izere; her negatif olmayan m, n sayisi i¢in f fonksiyonuna ait tek bir

(m,n) dereceli, r,  (x) Padé yaklagimi vardir(Turut, 2010).

4.1 Padé Yaklasiminin Hesaplanmasi

Padé yaklagiminin hesaplanmasinda literatiirde farkli algoritmalar kullaniimaktadir.
Bu ¢alismada yaygin ve kullanigh olan determinant formiilleri kullanilmistir. Bu yontem

su sekilde ifade edilebilir:

f(x) = icixi (4.12)

serisiyle temsil edilen fonksiyonun (m,n) dereceli Padé yaklasimi

Mo (X) = Po (%) (4.13)
’ 0y (X)

olarak tanimlanirsa,

. >ax
f(x) = Zcixi _P(¥) _ 0 (4.14)

%o () b.x'
i=0 I
ifadesinin igler diglar ¢arpimiyla olusan denklem sistemi ve bu sistemdeki katsayilar

determinant yontemiyle bulunabilir.

f0) =D e igin (4.15)
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Kk
FO)=>cx , k=0 (4.16)
i=0
F.(x) =0, k<0 (4.17)
yazilabilir(Turut, 2010).
4.2 Padé Tablosu

Genel anlamda bir f (x) fonksiyonunun Padé yaklagimi

[m/n]=[m/n] =[m/n](x)=[m,n]. (X)=T,,

seklinde degisik formlarda ifade edilebir (Celik,2002).

Yaklasimlara ait tablo sistematik olarak Henri Eugeéne Padé¢ tarafindan verildigi
icin hem yaklasima, hem de tabloya Padé’nin ismi verilmistir. Genel anlamda bir

fonksiyona ait Padé¢ tablosu asagidaki gibidir.

Cizelge 4.1. Padé tablosu

n m 0 1 2

0 [0/0] [1/0] [2/0]
1 [0/1] [1/1] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]

Asagida, Padé yaklasiminin nasil bulunacagini bir 6érnek (izerinde bakalim.
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Ornek 4.1 : f (x) =~/2x+1 fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun bes terimli seri

agilimi,

P5(x):1+x—£x2 PESCRRIN
2 2 8

(4.18)

seklindedir. (4.18) kuvvet serisinin [3,1] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

denklemleri yardimiyla,

9x 3x* x°
)
rsyl(x) = B (4.19)
1+—
4

olarak hesaplanir. f(x)=+/2x+1fonksiyonu , P,(X) kuvvet serisi (3,1) dereceli Padé

yaklasimina ait grafik sekil 4.1 de gosterilmistir.

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

----- - kuwvet seris
f(x)
— = [3, 1] Pade Yaklagm

Sekil 4.1 (X) =~/2x+1 fonksiyonu, P,(X) Kuvvet serisi ve I;;(X) Padé yaklasimi
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5. UYUMLU KESIiRLi HESAP

Bu boliim, ¢calismamizin esasini olusturan tanim ve teoremleri icermektedir.

Tamm 5.1: Bir f :[0,00) > R fonksiyonu verilsin. Burada bitin t >0 ve ae(0,1]

icin f fonksiyonunun o mertebeden uyumlu kesirli tiirevi,

f(t+et™™)— f(t)
- (5.1)

T,(£)(t) = lim

olarak tanimlanir (Khalil, 2014).

Burada a>0 olmak Uzere (0,a)araligindaki bazi degerler icin f fonksiyonu, a-

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve lim () mevcut ise
t—>0"

(a) e H (a)
f (O)‘t'fﬂf (1) (5.2)

oldugu goriiliir.

Bazen, T,( f)(t)yerine f{“)(t) yazarak, a mertebeden f fonksiyonun, uyumlu kesirli

tiirevleri gosterilebilir. Buna ek olarak, a mertebeden f * nin uyumlu Kkesirli tirevi varsa,

0 zaman f, a-tlrevlenebilirdir denir (Khalil, 2014).

Tanim 5.1’in bir sonucu olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.1: Eger f :[0,00) — R fonksiyonu o e (0,1] araliginda tamimli ve t,>0 da a-

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise f fonksiyonu {, da stireklidir (Khalil, 2014).

Teorem 5.2: a.€(0,1] ve f,g bir t >0 noktasinda a-diferensiyellenebilen iki fonksiyon

olsun. O zaman T, asagida verilen biitiin 6zellikleri saglar (Khalil, 2014).



a) T (af +bg)=aT (f)+bT (f), va,beR
b) T, (t°)=pt"™*, her p e Rigin,
c) Buttin sabit f (t) = A igin, T (A) =0dr.

d) T, (fg) = fT,(f) +qT,(F)

gT, (f)— fT.(f)
gZ

9 T(H-=
g

. . . . Lo df
f) Eger f diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise, T (f)(t) :tl*“a(t) dir.
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Ispat 5.2 : (a) ve (c) dogrudan tanimdan ¢ikar. (d) ve (f) kritik olduklarindan ispatlar

asagida verilmistir. (b) ‘nin ispat1 da asagidaki ispatlara benzer sekilde yapilabilir.

d) Simdi, sabit t >0 degerleri i¢in,

f(t+et™)g(t+st"™)—f(t)g(t)

T,(fg)(t) =lim
£—0 IS

_lim ft+et™)gt+et"™)— f(t)gt+et™)+ f(t)g(t+et'™)— f(H)g(t)

£—0 e

- Iim( fleret™) - fO) g(t+gt1“)j+ f(t)nm(g(t“tm)‘g(tq
€ e—0 e

g0

=T.(F)®limg(t +et™ )+ fF (DT, g(t)
Burada g fonksiyonu t ‘de siirekli oldugu igin,
limg(t +et™)=g(t)

Boylece (d)’nin ispat1 tamamlanir (Khalil, 2014).

(5.3)

(5.4)
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(e) benzer bir sekilde ispatlanabilir (Khalil, 2014).

()’ yi kanitlamak igin, Tanim 5.1 de h=et" yazarsak, buradan e=t“"h elde edilir.

Bu nedenle,

Ta(f)(t)zlimf(t+st1*“‘)—f(t)
e—>0 €

i =1

h—0 ht!

v lim f(t+hr)]— f(t)

_ o %(t) (Khalil, 2014). (5.5)

Tammm 5.2: f :[a,o0) — R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun bitin t>0 ve

a € (0,1] icin oo mertebeden (sol) uyumlu kesirli tiirevi,

ft+et—a) ™) f(t)
€

(T, F)(®) =lim (5.6)

olarak tanimlanir. Burada a=0oldugu zaman notasyon T, seklinde yazilir. Eger
(T2f)(), (a,b) arahiginda olusursa o zaman (T f)(a)=lim(T*)(t) dir (Abdeljawad,
toa’

2014).

Ayrica Teorem 5.2 de verilen bitiin 6zellikler t yerine (t —a) yazilirsa Tanim 5.2 i¢in de

saglanir. Tanim 5.2 i¢in bazi fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevi asagidaki gibidir

(Unal ve Gokdogan, 2016).

a) T2((t-a)")= p(t-a)"* biitin p e Rigin,

()" NE
b) T e @« |=x ¢

c) Taa(sin[mﬂ+cn=mcos(mﬂ+c}m,ce]R

o o
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f) T;((t_a)aj:l

Tammm 5.3: f :(o,b] > R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun bitin t<b ve

a € (0,1] icin o mertebeden (sag) uyumlu kesirli turevi,

n f(t+e(b—t)"")— f(t)

CTH(E) =i (5.7)
g0 €

olarak tanimlanir. Eger (°Tf)(t) (a,b) araliginda olusursa o zaman,

(Tf)(b) = |iT(2Tf )(®) (5.8)
t—>b~

biciminde elde edilir (Abdeljawad, 2014).

Yiksek mertebeden uyumlu kesirli diferansiyel denklemler igin asagidaki genelleme

yapilabilir.

Tanim 5.4 : o (n,n+1] ve p=a—n olsun. Bir f :[a,)— R fonksiyonunun a'dan

baslayarak o- mertebeden (sol) kesirli tiirevi, ™ (t)vardir ve asagidaki sekilde

tanimlanir.

(T2 6)() = (T2 F ™))
(5.9)

Burada a =0 oldugu zaman notasyon T_seklinde yazilir.

f ' nin b'de sona eren sirali a- mertebeden (sag) kesirli tiirevi, (ETf )(t) = (-D)"* (ETf )(t)
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seklinde olur.

a=n-+1ise #=1 ve fnin kesirli tirevi f ™ (t) olur. Ayrica n = 0 oldugunda ( veya
a € (0,1)) p=a olur ve Tanim 5.2 ' dekiyle ayn1 durum olusur (Abdeljawad, 2014).

Baz1 fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri asagida verilmistir (Khalil, 2014).

a) T, (t?)=pt"“, bitin p e R igin.
b) T.(1)=0.
c) T (e%)=cx"e™, ceR.
d) T_(sinbx) =bx"“coshx, beR.
e) T (cosbx) =-bx'"“sinbx, beR.
f) Ty =1,
o

Q) T (sin 1t“) = coslt“.

o o
g) Tu(coslt“) =—sin lt“ .

a o

Lo L

h) T, (e* )=e* .

Teorem 5.3: f, bir t;komsulugunda baz1 0 <a < 1 i¢in, sonsuz a-tlrevlenebilir bir

fonksiyon oldugunu varsayalim. f fonksiyonunun kesirli kuvvet serisi agilima,

o (Tl £ PRV 1
f(t)=Z(T“ D) (:‘;()|(t ) ,t,<t<t,+R*, R>0. (5.10)
k=0 oK.

seklinde olur. Burada (T" f)(k)(to) ifadesi kesirli turevin k kez uygulanmasi anlamina

gelir (Unal ve Gékdogan, 2016).



22

Ornek 5.1: f(t)=t> fonksiyonunun « :%. mertebeden kesirli trevini uyumlu kesirli

tiirev yardimryla hesaplayalim.

i f(t+8t1_%)—f(t)
(D =i -

lim f(t+er2)— £(f)

e—0 e

1 1
Burada ¢t? = h dersek, ¢ = ht ? seklinde elde edilir.

- f(t+h)l— f(t)

h—0 =
ht 2

:tinmw

_ s
dt

1

=122t

= 2t2 (5.11)

Tanimin Analizi

Son yillarda, arastirmacilar ger¢ek diinya problemlerini modellemek i¢in ¢ok
sayida kesirli tiirev tanimi Onermislerdir. . Bilinen kesirli tiirevlerden biri Riemann-
Liouville kesirli mertebeden tiirevdir. Bu tanim ger¢cek diinya problemlerini
modellemek icin her zaman uygun degildir. Bir baska tanim ise Caputo tiirevidir.
Caputo tanimi, fiziksel alan problemlerini modellemekte ve ¢ozmekte oldukca
avantajlidir fakat yeterli degildir.Bununla birlikte, kompleks sistemlerin dinamiklerini
daha iyi ele modelleyebilmek i¢in kisa bir siire dnce Khalil ve arkadaslari onerdikleri

yeni tiirev taniminin klasik tlirevin 6zeliklerini sagladigini1 gostermislerdir.

Khalil ve arkadaslari uyumlu kesirli tlirev taniminin, diger kesirli tiirev
tanimlarinin aksine Carpim kuralini, Bolim kuralini, Zincir kuralin1i sagladigini

gostermislerdir. Buna ek olarak uyumlu kesirli fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve
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Ortalama Deger Teoremi gibi temel analiz teoremlerinin kanitin1 vermislerdir. Klasik
tirevin sagladigi bu ozelliklerin, onerilen yeni kesirli tiirevin de saglamasi bu yeni
tanimin bilinen kesirli tiirev tanimlarina goére c¢ok daha avantajli oldugunu

gostermektedir.

5.1 Uyumlu Kesirli Fonksiyonlar i¢cin Rolle Teoremi

Teorem 5.4: f fonksiyonu a> 0 ve f: [a, b]—)R bir fonksiyon olsun.

(i) f, [a, b] uzerinde sireklidir,
(i) f bazi ae(O, l) icin a- diferensiyellenebilirdir.
(iii) f(a)=f(b).

durumlan saglanirsa, () =0 olacak sekilde bir ¢ e (a,b) vardir (Khalil, 2014).

Ispat 5.4: f, [a, b] uzerinde surekli ve f (a) =f (b) oldugu i¢in yerel bir ekstremum

noktasi olan C e (a, b) vardir.

Genellik kayb1 olmaksizin, c'nin yerel minimum bir nokta oldugunu varsayalim. Yani,

f(c)=lim fc+ec™)-f(0) _ lim f €+ - f(©)

e—>0" e £>0" €

(5.12)

Buradan, f“(c) =0 olur (Khalil, 2014).
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5.2 Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi

Teorem 5.5: f fonksiyonu a> 0 ve f: [a, b] >R saglayan belirli bir fonksiyon

olsun.

(i) f, [a, b] tzerinde sureklidir.

(if) f, bazia € (0, 1) degerleri i¢in a- diferensiyellenebilirdir.

f(b)— f(a)

Sonug olarak, f©(c)= (5.13)
1., 1,
—b*-=a
a a
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir (Khalil, 2014).
ispat 5.5: g(x) = f (x)— f(a)—M(l X" —iaaj (5.14)
lba _laa o o
a a

fonksiyonunu diisiinelim.

Buradan g fonksiyonu, Rolle teoremi kosullarini yerine getirir. Dolayisiyla g(“) (c)=0
olacak sekilde bir c e (a,b)vardir. T, (lt“) =1 oldugunu kullanarak sonuca ulasilmisg
a

olur (Khalil, 2014).

Temel analizle ayn1 dogrultuda, uyumlu kesirli diferansiyel denklemler icin ortalama

deger teoremi kullanilarak asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme5.1: f: [a, b] > R, bazi ae(0,1) igin a- diferensiyellenebilir olsun.

(@ f, a>0 oldugu yerde [a, b] iizerinde sinirlandinlmissa, f, [a, b] Uzerinde

diizgiin siireklidir ve dolayisiyla f sinirlandirilmistir.
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(b) Eger f, [a, b]'de smirlandirilmus ve a’da siirekli iken f, [a, b] Uzerinde diizgiin

stireklidir ve dolayisiyla f sinirlandirilmistir (Khalil, 2014).

5.3 Uyumlu Kesirli integral
t t
Tamm 5.5 (131)(t) = [ f (x)da(x,a) =[ (x—a)*" f (x)dx (5.15)

a=0 oldugunda da ( X) yazariz. Benzer sekilde,

("1, 1)) = [ £ ()da(d,x) =] (b—x)"" f (x)dx (5.16)

yazabiliriz. Burada 0<a <1 olmak uzere 17ve bIai’fadelerine sirastyla o mertebeden

uyumlu sol ve sag kesirli integralleri denir (Abdeljawad, 2014).

Teorem 5.6: f fonksiyonu, t>a icin degerleri |, 'min ¢evresindeki herhangi siirekli bir

fonksiyon olmak uUzere,

TI2(F)(E) = f(t) (5.17)

bi¢iminde ifade yazilabilir (Khalil, 2014).
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5.4 Uyumlu Kesirli Diferansiyel Doniisiim Metodu (UKDDM)

Tamm 5.6: f (t) fonksiyonu bazi o e (0,1] degerleri icin sonsuz o-ttirevlenebilir bir

fonksiyon oldugunu varsayalim. f (t) fonksiyonunun uyumlu kesirli diferansiyel

doniisiim metodu (UKDDM) ile ¢6zimd,

_ 1 ANO)
R =——[TrHY O], (5.18)
seklinde tammlanir. Burada (T° f)® kesirli tiirevin k kez uygulanmasimi gosterir (Unal

ve Gokdogan, 2016).

Tamm 5.7 : F, (k) , f(t) 'nin uyumlu kesirli diferansiyel doniisiimii olsun. F, (k) nin

uyumlu Kesirli ters diferansiyel doniigiim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

> @ nne], -0, 5.19

~ o k!

f(t)=iFa(k)(t—tO)“"

Tamsayili mertebeli tlirevlerin baslangi¢ kosullari,

akeZ”, -
F (k)= (ak)!| dt® o
akegZ", 0

ak
7+, 1t {d f(t)} ,k=O,1,2,...,(ﬂ—1jigin
(5.20)

olarak tanimlanir. Burada n, uyumlu kesirli adi diferansiyel denklem (UKADD)’ in
mertebesidir (Unal ve Gokdogan, 2016).

Teorem 5.7: Eger f(t)=u(t)xv(t)oldugu zaman
F.(k)=U,(k)£V, (k) (5.21)
olur (Unal ve Gokdogan, 2016).
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Teorem 5.8: ¢ bir sabit deger olmak iizere, eger f (t)=cu(t) ise

F,(k)=cU, (k) (5.22)
olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

Teorem 5.9: Eger f (t)=u(t)v(t) ise

F ()=S0, (), (k-1)

(5.23)
olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

Teorem 5.10: f (t)=T.; (u(t)) oldugu zaman
F.(K)=a(k + DU, (k+1) (5.24)
olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

Teorem 5.11: f (t) =T (u(t)), m<p<m+1 igin

I'(ka+pB+1)
['(ka+pB—m)

olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

F,(k)=U,(k+%) (5.25)

Teorem 5.12: Eger f(x)=(Tgu,)(®)(T,eu,)(®)...(T,u, ) (), sonra i=12,...,n icin

m<p,<m +1 ve %e Z" oldugu yerde,

W & & Tko+B +D) T(k,—k)a+B,+1)  T((k—k, Ja+p,+1)
Fa (k) - kéo Kn_2 mkzZ;BklZ;) F(kloH- Bl - ml) F((kz - kl)a+ Bz - mz) F((k - kn—l)a+Bn o mn)

U, (k +B,/0)(U,), (K, =k +B, /a)...U,), (k=K +B, /a) (5.26)
olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

(t-tp)*
Teorem 5.13: f(t)=e * ise, Asabit bir say1 olmak iizere,
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}\,k
a'k!

olur (Unal ve Gokdogan, 2016).

F, (k)= (5.27)
Teorem 5.14: f(t)=(t—-t,)" gfonksiyonu icin F, (k)= 8(k —B) oldugunda
o

1 k=0
8(k)={o 0 (5.28)

olur(Unal ve Gékdogan, 2016).

Simdi, bazi1 uyumlu kesirli adi diferensiyel denklemlerin UKDDM yardimi ile

cozimleri verilecektir.
Ornek 5.2: e (0,1] icin Y +y=0 (5.29)

diferensiyel denklemi y(0) =1 baslangi¢ sartiyla verilsin. Bu denklemin kesin ¢ozimdi

l(l

y(t)=e (5.30)
seklindedir (Unal ve Gokdogan, 2016).

Teorem 5.10 kullanilarak UKDDM (5.29) diferensiyel denklemine uygulanirsa
asagidaki gibi yazilabilir.

a(k +1)Y, (k+1)+Y,(k) =0, Y,(0) =1. (5.31)

Bu nedenle, tekrarlama iligkisi agagidaki gibi elde edilir.

1
ak +1)

k=0,12,...,n igin,

Y, (k+1)=- Y, (k), Y,(0)=1.

V=Y, 0=
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1 1
Y(2)=——Y 1) =-
.(2) 20, e 2102

1 1
YR =——Y (2)=-
.3 3 .(2) TP

v, (=Y

nlo

elde edilir. Dolayisiyla seri ¢ozum

y(t) = Z( D e g (5.32)

nlo"

seklindedir. Gériildiigii gibi, bu ¢dziim kesin ¢oziim ile aymdir (Unal ve Gokdogan,
2016).

Ornek 5.3: y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen
(o) _ 2
yr =1+2y+y (5.33)

kesirli Riccati diferensiyel denklemini alalim. Bu denklemin kesin ¢6zimd,

o

y(t)=—— dir.
o—t

Teorem 5.8, Teorem 5.9, Teorem 5.10 ve Teorem 5.12 yardimiyla UKDDM (5.33)

diferensiyel denklemine uygulanirsa asagidaki gibi yazilabilir.
k

a(k+ DY, (k+1)=8(k)= > Y, (DY, (k-1 (5.34)
1=0

Boylece,

k
Y (k+1) = a(k1+ 5 (S(k) - ZYQ(I)Ya(k - |)j (5.35)
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ifadesi elde edilir. Daha sonra (5.33) denkleminin k =0,1,2,..., degerleri icin seri
¢Ozuma,

t(l tzu t}(l t4(l tSu t6(1 t7(l t8t1 t()(l th(l
O T T

S

_t 1ta: v (5.36)
o v o—t
o

biciminde elde edilir. Bu seri ¢oziim, kesin ¢dziim ile aymdir (Unal ve Gékdogan,2016).

Ornek 5.4: y(0) =0 baslangi¢ kosulu ile verilen

Y@ =1-y? (5.37)
gt“

kesirli Riccati denklemini alalim. Bu denklemin kesin (;('jzumUy(t):e2 —1
fant )
er +1

seklindedir(Unal ve Gokdogan,2016).

Teorem 5.9, Teorem 5.10 ve Teorem 5.12 yardimiyla UKDDM (5.37) denklemine

uygulanirsa dontisim fonksiyonu,

a(k +1)Ya(k+l):S(k)—Zk:Ya(l)Ya(k—l) (5.38)
1=0

seklinde elde edilir. Dolayisiyla,

Y (k+1) = a(k1+ 5 (S(k) R ANA (= |)j (5.39)

elde edilir. k=0,1,2,...,icin (5.37) diferensiyel denkleminin seri ¢oziimleri asagidaki

gibi elde edilir.
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t¢ £ 2t 17t 62t

)= 4 _ + —. 5.40
ye) o 30° 150° 3150 2835¢° (540)
Bu seri ¢oziim kesin ¢oziim ile aynidir(Unal ve Gékdogan, 2016).
3 1
. . : " d?2y d?y
Ornek 5.5: y(0) =0ve y'(0) =1olmak tzere, —-——-=0, (5.41)
dtz  dt?

uyumlu kesirli adi diferensiyel denklemi verilsin.

a=0.5 igin Teorem 5.12 kullanilarak, bu denklemin uyumlu kesirli diferensiyel

dontisiimii,

Y,(k+3)=elk+D

‘ ~ (0.5k +1.5) (5.42)

k =1,2,...i¢in, baslangi¢ doniistim katsayilar1 ,

v, = Y2

1
2
Y.(3)
5
.4 _1

3 23
Y, (5)

35

Y (5) = =0

N

Y,(6)=

Y (7) = =0

biciminde elde edildi. Dolayisiyla, seri ¢6ziim asagidaki sekilde bulunur.

PN TR
y(t)_t+zt +at +...

=y —t-1

=1
koo k!

—e' -1 (6.43)

Elde edilen bu ifade o.=0.5 degeri igin kesin ¢dziimiin aymisidir (Unal ve Gokdogan,
2016).
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6. UYGULAMALAR

Bu boéllimde besinci boliimde UKDDM yardimiyla elde edilen diferansiyel
denklemlerin seri ¢cozimleri ve bu seri ¢oziimlerin Padé yaklasimlar1 hesaplanacaktir.
Ayrica Padé yaklagimlarina ait sonuglarin, uyumlu kesirli diferensiyel denklemlerin

kesin ¢ozumlerinin niimerik sonuglariyla daha uyumlu oldugu gosterilecektir.

6.1 Uyumlu Kesirli Diferensiyel Doniisiim Metodu (UKDDM) ve Padé Yaklasimi

Uygulama 6.1:
ae(0,1] icin Y +y=0 (6.1)

diferensiyel denkleminin, y(0) =1 baslangi¢ sartiyla, kesin ¢ozimi

l(l

yt)=e (6.2)

seklinde verilmistir (Unal ve Gékdogan, 2016).

Burada (6.1) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniistim metodu yardimiyla elde

edilen seri ¢ozimdi

L _ L 4+ ! t*e — ! ... (6.3)

2a
2!a2t 310® 419* 510°

y(t) :1—1t“ +
a

bigiminde buluruz.

Simdi (6.2) denkleminde
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a =% degeri icin, y(t) = et (6.4)
elde ederiz.

Ayrica (6.3) denkleminde de o =% degeri yerine yazilirsa seri ¢oziim,

5 7
2 2 3 3 3 . :
U(t)=1—2x/f+2t_4%+2L_4t S S S

g (6.5)
5 2
S Lot
14175 155925
seklinde elde edilir. Buradan seri ¢6ziimiin bes terimli kuvvet serisini,
3
2 2
I:>5(t):1—2\ﬁ+2t—4%+ZL (6.6)

3
biciminde buluruz.

Daha sonra Padé¢ yaklasimini hesaplamak icin tam sayili kuvvet serisi elde edebilmek

1
amaciyla t2 = x degisken doniistimii yapilirsa

u(x) =1-2x+ 2x? —£x3+gx4 —ix5 +ix6 —ix7
3 3 15 45 315
2 8 4 9 4 10 8

+——X — X + X" —
315 2835 14175 155925

(6.7)
Xt +0(x*)

seklinde kuvvet serisi elde ederiz.
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Buradan, bes terimli kuvvet serisinin [2,2] dereceli Padé yaklagimi (4.8) determinant

1
denklemlerinden hesaplayip ve daha sonra yine t? = x doéniisiimii yaparsak,

t
1-Jt+—-
vt 3
t

1+t +—-
vt 3

olarak buluruz.

r,(t) = (6.8)

Daha sonra y(t), P(t) ve r,,(t) denklemlerinin niimerik degerlerini asagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralim (Cizelge 6.1 ve Sekil 6.1).

la
Cizelge 6.1 y(t) =€ « Kesin ¢6ztmiin o = 0.5 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢ozimii Ps(t)

ve Padé Yaklagimi rzyz (t) olan denklemin niimerik degerlerinin kargilastirilmasi

a=0.5
t R(t) y(t) I, (1) ly(t)-r, 0 | |y(t)-Ro)
0.1 0.5320474326 |0.5312856092 | 0.5313620612 | 0.0000764520 | 0.0007618234
0.2 0.4129825169 [0.4088417198 | 0.4091823418 | 0.0003406220 | 0.0041407971
0.3 0.3454658621 |0.3343907315 | 0.3351762345 | 0.0007855030 | 0.0110751306
0.4 0.3044459856 |0.2822643985 | 0.2836566768 | 0.0013922783 | 0.0221815871
0.5 0.2810485839 |0.2431167345 | 0.2452590445 | 0.0021423100 | 0.0379318494
0.6 0.2711293267 |0.2124192553 | 0.2154380879 | 0.0030188326 | 0.0587100714
0.7 0.2724639224 |0.1876231118 | 0.1916302316 | 0.0040071198 | 0.0848408106
0.8 0.2837566143 [0.1671515518 | 0.1722458626 | 0.0050943108 | 0.1166050625
0.9 0.3042134460 |0.1499630129 | 0.1562321836 | 0.0062691707 | 0.1542504331
1.0 0.3333333333 [0.1353352832 | 0.1428571429 | 0.0075218597 | 0.1979980501
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----- - Ry(h=1-2VTs2t- 42, 28

— yy=et
1Tk

—— gz ——2
(221 1“/1_%

Sekil 6.1 Y(t) Kesin cozimi, Py (t) Kuvvet serisi ve T, ,(t) Padé yaklasim

Elde edilen nlmerik sonuclar ve grafikte goriildiigii gibi Padé yaklasimi kuvvet

serisinden ¢ok daha iyi bir yaklasim sergilemektedir.

la
Simdi de y(t) = e« kesin ¢Oztmiinde

1

a =% degeri yerine yazilirsa y(t) = e (6.9)

biciminde elde edilir. Buradan (6.1) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim

metodu yardimiyla elde edilen (6.3) seri ¢cozimiinde o =% degerini yerine yazarsak

3 5 3 7
2 4 4 2 4
U(t) —1_dtt gy 2L, 32t 1281t 256t 1024t
3 3 15 45 315 (6.10)
9 5 11 .

512t° 2048t* 4096t* 16384t‘

+ + o(t®)
315 2835 14175 155925
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seklinde seri ¢6zim elde ederiz. Elde edilen seri ¢ozimun ilk on terimi,

3 5 3 7 9
32t 32t 128t' 256t 1024t 512" 2048t
3 3 15 45 315 315 2835

1
P, (t) =1—4t* +8t - (6.11)

oldugu goriiliir.

Daha sonra Padé yaklagimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet serisi elde edebilmek

1
amaciyla (6.11) seri ¢gbzimunde t* = x dersek,

32 4 128 ; 256 o 1024, 512, 2048 ; .,

u(x)=1—4x+8x2—gx3+—x )
3 3 15 45 315 315 2835

seklinde kuvvet serisi elde ederiz.

Buradan on terimli kuvvet serisinin [5,4] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

1
denklemlerinden hesaplayip ve daha sonra tekrar t* = x doniisiimii yaparsak,

1 1 3 5
20t4 20tz 80t* 80t 64t*
19 "9 "3 T189 045
I () = - . (6.13)

16t4 4t2 32t* 16t
1+ +—+ +—
9 3 63 189

biciminde Padé denklemi elde edilir.

Daha sonra y(t), P,(t) ve I;.4(t) denklemlerinin niimerik degerlerini agagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralim (Cizelge 6.2. ve Sekil 6.2).
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Cizelge 6.2. y(t) = ejt kesin ¢ozimiin a = 0.25 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢ozimii

PlO (t) ve Padé Yaklagimu [, (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastiriimast

o=0.25
t Po(t) y(t) 4 (1) |y (t)- 1., (0) |y (t)- Py (®)
0.1 0.1047094162 0.1054661426 0.1054650528 0.10898x10°° 0.0007567264
0.2 0.06476555881 0.06890950065 0.06890507343 0.981520x10™° 0.00414394184
0.3 0.04062262436 0.05180175666 0.05179194146 0.981520x10™° 0.01117913230
0.4 | 0.01896036232 0.04154064577 0.04152357410 | 0.00001707167 0.02258028345
0.5 | -0.0043178985 0.03461093311 0.03458488674 | 0.00002604637 0.03892883161
0.6 | -0.0311363685 0.02958620875 0.02954959397 0.00003661478 0.06072257725
0.7 -0.0626370982 0.02576431518 0.02571564365 0.00004867153 0.08840141338
0.8 -0.0996070886 0.02275508969 0.02269296436 0.00006212533 0.1223621783
0.9 -0.1426454091 0.02032273668 0.02024583943 0.00007689725 0.1629681458
1.0 -0.1922398589 0.01831563889 0.01822272216 0.00009291673 0.2105554978

~0.05/

-0.10
00 02

0.15
0.10"

0.05/

0.00-

34 54 32 74 2 94
..... - Plo(t)=1—4ﬂ+8ﬁ—32‘7+¥t_123t L 26192 10at7% | 51212 oosst

3 15 45

— y(t)=¢;-44’T
200t 204t g0i¥4 ot ear¥4
9 180 o5

— — [54=—2

Sekil 6.2. Y(t) Kesin ¢ozum, P, (t) Seri cozim ve Iy ,(t) Padé yaklasimu

I——

3

34
1637 +4JT+32t Lot

189

315 315 2835
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la
y(t)=e @ kesin ¢ozimiinde

3

a:% icin ; y(t)ze{ J (6.14)

elde edilir.

Burada (6.1) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniistim metodu yardimiyla elde

edilen (6.3) seri ¢oziiminde o =% degerini yerine yazarsak

3 3 9 15 9 21
4 2 4 3 4 2 4

up) -1 A B 3t 32€ 1284 2561 1024t% o 615
3 9 8l 243 3645 32805 688905

seklinde seri ¢6ziim elde ederiz. Buradan seri ¢oziimiin ilk dort terimi,

s 39

4 2 4
p4(t):1_4L+8L_32t

3 9 81

oldugu goriiliir.

(6.16)

Daha sonra Padé yaklasimi igin tam sayili kuvvet serisi elde edebilmek amaciyla (6.15)

3
seri ¢0zumunde t* = x yazarsak,

4x  8x* 32x% 32x* 128x°
u(x)=1-—+ — + -
3 9 81 243 3645

(6.17)

seklinde kuvvet serisi elde ederiz.

Buradan dort terimli kuvvet serisi icin [2,1] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

3
denklemlerinden hesaplanirsa ve daha sonra tekrar t* = x doniisiimii yaparsak,
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3 3
4 2
8t 87

P (t)= 9—§27 (6.18)

1+—
9

biciminde Padé denklemi elde edilir.

y(t), P,(t) ve r,,(t) icin elde ettigimiz niimerik degerleri ve grafikleri asagidaki sekil

ve cizelgede karsilastiralim (Cizelge 6.3 ve Sekil 6.3).

Ll
Cizelge 6.3. y(t) =e @ kesin ¢6zimin o = 0.75 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢6zimii

P4 (t) ve Padé Yaklagimu I, (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastirilmasi

o=0.75
t P,(t) y(t) (1) |y (t)-r,, () ly(t)-P,()|
0.1 | 0.7887836181 0.7889092993 0.7889463407 0.0000370414 0.0001256812
0.2 | 0.6701772163 | 0.6711519766 0.6714170777 0.0002651011 0.0009747603
0.3 | 0.5792652314 0.5824685643 0.5832822635 0.0008136992 0.0032033329
0.4 | 0.5039729509 0.5113857084 0.5131571845 0.0017714761 0.0074127575
0.5 | 0.4384134394 0.4525736606 0.4557735793 0.0031999187 0.0141602212
0.6 | 0.3789712834 0.4029368242 0.4080780859 0.0051412617 0.0239655408
0.7 | 0.3231415358 | 0.3604576615 0.3680812835 0.0076236220 0.0373161257
0.8 | 0.2690535912 0.3237244199 0.3343889703 0.0106645504 0.0546708287
0.9 | 0.2152373247 0.2917003754 0.3059739617 0.0142735863 0.0764630507
1.0 | 0.1604938272 0.2635971382 0.2820512821 0.0184541439 0.1031033110
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

41314 8t3'2 32.‘94

""" - Paty=1-" 9 81

—_—y(t)=e 3(4t )

gt34 gi32
18 8

- — [21]= 1+4t_3'4

9

Sekil 6.3. Y(t) Kesin cozumi, P, (t) Kuvvet serisi ve T, (t) Padé yaklasimi

la
Simdi de y(t)=e * Kesin ¢oziimiinde

a=1icin; y(t)=¢e" (6.19)
elde ederiz.

Daha sonra (6.1) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu yardimiyla

elde edilen (6.3) seri ¢ozumunde o =1 degerini yerine yazarsak

t2 2ttt t6 t’ t® 0
ut)=l-t+———+—-— +0(t°) (6.20)
2 6 24 120 720 5040 40320

seklinde seri ¢ozliim elde ederiz. Buradan seri ¢oziimiin ilk U¢ terimli kuvvet serisinin

2

R() :1—t+% (6.21)
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oldugu goriiliir. Daha sonra [1,1] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

denklemlerinden hesaplanirsa,

(6.22)

seklinde elde edilir. Daha sonra y(t), P;(t) ve I;(t) asagidaki sekil ve gizelgede

karsilastiralim (Cizelge 6.4 ve Sekil 6.4).

14
Cizelge 6.4. y(t) =€ «' kesin gozimin o =L oldugunda UKDDM ile elde edilen seri goziimii P, (t)

ve Padé Yaklagim I}, (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastirilmasi

o=1

P,(t)

y(t)

na(0)

| y (t) } rl,l(t)|

|y (t)-R)

0.1

0.9050000000

0.9048374180

0.9047619048

0.0000755132

0.0001625820

0.2

0.8200000000

0.8187307531

0.8181818182

0.0005489349

0.0012692469

0.3

0.7450000000

0.7408182207

0.7391304348

0.0016877859

0.0041817793

0.4

0.6800000000

0.6703200460

0.6666666667

0.0036533793

0.0096799540

0.5

0.6250000000

0.6065306597

0.6000000000

0.0065306597

0.0184693403

0.6

0.5800000000

0.5488116361

0.5384615385

0.0103500976

0.0311883639

0.7

0.5450000000

0.4965853038

0.4814814815

0.0151038223

0.0484146962

0.8

0.5200000000

0.4493289641

0.4285714286

0.0207575355

0.0706710359

0.9

0.5050000000

0.4065696597

0.3793103448

0.0272593149

0.0984303403

1.0

0.5000000000

0.3678794412

0.3333333333

0.0345461079

0.1321205588




----- - Py(t)=1-t+ £
— V(1) = &7

[y
(IS

- = [11=

[
INY

+

Sekil 6.4. y(t) Kesin cozimu, Py(t) Kuvvet serisi ve I, (t) Padé yaklasimi

Elde edilen bu degerler karsilastirmali olarak asagidaki gizelgede verilmistir (Cizelge
6.5).

42
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1.
Cizelge 6.5 y(t) = e« kesin ¢cozimin o=0.25, a=0.75, a=1oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢oziimleri Po(t), P(t), R(t) ve
Padé yaklasimlari r;,(t), r,,(t), ;(t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin karsilagtiriimasi

a=0.25 a=0.75 a=1

t P (D) y(®) I5.4(t) P, (t) y(®) () R (1) y(®) ()

0.1 | 0.1047094162 0.1054661426 0.1054650528 0.7887836181 | 0.7889092993 0.7889463407 | 0.9050000000 | 0.9048374180 0.9047619048
0.2 | 0.06476555881 0.06890950065 0.06890507343 0.6701772163 | 0.6711519766 | 0.6714170777 | 0.8200000000 | 0.8187307531 0.8181818182
0.3 | 0.04062262436 | 0.05180175666 | 0.05179194146 | 0.5792652314 | 0.5824685643 | 0.5832822635 | 0.7450000000 | 0.7408182207 | 0.7391304348
0.4 | 0.01896036232 | 0.04154064577 | 0.04152357410 | 0.5039729509 | 0.5113857084 | 0.5131571845 | 0.680000000 | 0.6703200460 | 0.6666666667
0.5 | -0.0043178985 | 0.03461093311 | 0.03458488674 | 0.4384134394 | 0.4525736606 | 0.4557735793 | 0.6250000000 | 0.6065306597 | 0.6000000000
0.6 | -0.0311363685 0.02958620875 0.02954959397 0.3789712834 | 0.4029368242 0.4080780859 | 0.5800000000 | 0.5488116361 0.5384615385
0.7 | -0.0626370982 | 0.02576431518 | 0.02571564365 | 0.3231415358 | 0.3604576615 | 0.3680812835 | 0.5450000000 | 0.4965853038 | 0.4814814815
0.8 | -0.0996070886 | 0.02275508969 | 0.02269296436 | 0.2690535912 | 0.3237244199 | 0.3343889703 | 0.5200000000 | 0.4493289641 | 0.4285714286
0.9 | -0.1426454091 | 0.02032273668 | 0.02024583943 | 0.2152373247 | 0.2917003754 | 0.3059739617 | 0.5050000000 | 0.4065696597 | 0.3793103448
1.0 | -0.1922398589 | 0.01831563889 | 0.01822272216 | 0.1604938272 | 0.2635971382 0.2820512821 | 0.5000000000 | 0.3678794412 | 0.3333333333
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Uygulama 6.2:

y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen

y@ =1+2y+y’ (6.23)

kesirli Riccati denklemini alalim. Bu denklemin kesin ¢ézimdi,

t(l
o—t"

y(t) =

(6.24)

olarak verilmistir (Unal ve Gokdogan, 2016).

Burada (6.23) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel dontisiim metodu yardimiyla

elde edilen seri ¢ozimdi

tO( tZ(X t30( t40( tS(X t60( t70( t80( t90( th(I

t)=—+—+—+—F+—+—+—+—F+—F+—+... 6.25
y( ) a 0(2 (13 (14 0,5 (16 0(7 0(8 0,9 (110 ( )
bigimindedir.
Simdi (6.24) denkleminde,
o=t degert icin y() =Y (6.26)
2 1_\/{
2

olarak bulunur.

Ayrica (6.25) denkleminde de a =% degeri yerine yazilirsa seri ¢coziim
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3 5 7
U(t) = 24/t + 4t + 8% +16t> + 32t + 64t +128t2 + 256t*

. u (6.27)
+512t2 +1024t° + 2048t 2 + O(t°)
seklinde elde edilir. Buradan seri ¢oziimiin ilk alt1 terimi,
3 3
P.(t) = 24/t + 4t +8t2 +16t% + 32t2 + 64t° (6.28)

bigiminde elde edilir.

Daha sonra Padé yaklagimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet serisi elde edebilmek

1
amaciyla (6.27) denkleminde t? = x doniisiimii yapilirsa

u(x) = 2x+4x° +8x°> +16x"* +32x° + 64x°

(6.29)
+128x" +256x° +512x° +1024x™ + 2048x™" + O(x**)

seklinde seri agilim elde edilir.

Altt terimli Kkuvvet serisinin [4,2] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

1
denklemlerinden hesaplanir ve yine t? = x doniisiimii yaparsak

2
r4,2('[) = 1—2\/E

(6.30)

olarak elde ederiz. Daha sonra y(t), P(t) ve r,,(t) denklemlerinin nimerik

degerlerini asagidaki sekil ve ¢izelgede karsilastiralim (Cizelge 6.6 ve Sekil 6.5).



Cizelge 6.6 Y(t) =

0]

a_

o

46

kesin ¢ozimiin o = 0.5 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢ozimi

Pe (t) ve Padé Yaklagimi r4’2 (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastirilmasi

a=0.5
t R (D) y(@®) r,2(0) y(t)-r. @ | |y(t)-P®)

0.1 1.610630630 |1.720759220 | 1.720759220 0. 0.1101285901
0.2 4.134402346 | 8.472135955 | 8.472135956 0. 4.337733609
0.3 8.355420218 |-11.47722558 | -11.47722558 0. 19.83264580
0.4 14.78294109 |-4.774851774 | -4.774851774 0. 19.55779286
0.5 23.89949494 |-3.414213562 | -3.414213566 0. 27.31370850
0.6 36.17461098 |-2.820852385 | -2.820852386 0. 38.99546337
0.7 52.06944541 |-2.485177807 | -2.485177808 0. 54.55462322
0.8 72.03905727 |-2.267661083 | -2.267661082 0. 74.30671836
0.9 96.53375743  |-2.114371768 | -2.114371768 0. 98.64812920
1.0 126. -2. -2. 0. 128.
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1
N
o

T
I

----- - Ps(t) = 2Vt - 4t+8t32+ 1612+ 2t52+ 6413

—_— oAt
y(t) —;-JT
—— u,ﬂt):ﬁ%

Sekil 6.5. Y(t) Kesin cozim, Py (t) Kuvvet serisi ve T, ,(t) Padé yaklasim

[0

y(t) = tta kesin ¢oziiminde
a_

1

tZ

1

f_tZ
4

a :% degeri yazilirsa, y(t) = (6.31)

seklinde elde edilir. Daha sonra (6.23) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel

doniisiim metodu yardimiyla elde edilen (6.25) seri ¢ozumunde a:% degerini yerine

yazarsak,
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1 1 3 5
u(t) = 4t* +16t2 + 64t + 256t +1024t*
s ; (6.32)
+4096t2 +16384t* +65536t% +...
seklinde seri ¢6ziim elde ederiz. Buradan seri ¢oziimiin ilk sekiz terimi,
1 1 3 5
P, (t) = 4t* +16t2 + 64t + 256t +1024t*
5 . (6.33)

+4096t2 +16384t* + 65536t>

olarak buluruz. Daha sonra Padé yaklasimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet serisi

1
elde edebilmek amaciyla (6.33) denkleminde t* = x dersek,

u(x) = 4x+16x> +64x° + 256x* +1024x°

6.34
+4096X° +16384x’ +65536X%® +... (6:34)

seklinde kuvvet serisi elde ederiz. Buradan on terimli kuvvet serisinin [5,3] dereceli

Pad¢ yaklasimini (4.8) determinant denklemlerinden hesaplayip ve daha sonra tekrar

1
t* = x doniisiimii yaparsak,

1
44
OE T (6.35)
1—4t*

biciminde Padé yaklagimini elde ederiz

Daha sonra y(t), P,(t) ve K ,(t)’i nimerik degerlerini asagidaki tablo ve sekilde
karsilagtiralim(Cizelge 6.7 ve Sekil 6.6).



Cizelge 6.7. y(t) =

03

o

a_

49

kesin ¢coziimin a = 0.25 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢oziimii

P, (t) ve Padé Yaklagimi I3 (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastiriimas

a=0.25
t Ps(t) y(t) r5,3 (t) |y(t)' rs,s(t)| |y(t)' Ps(t)|

0.1 | 1178.113941 | -1.800406414 | -1.800406414 0. 1179.914347
0.2 | 4184918012 | -1.597028748 | -1.597028748 0. 4186.515041
0.3 | 8905.527551 | -1.510117877 | -1.510117877 0. 8907.037669
0.4 | 15291.89499 | -1.458487842 | -1.458487842 0. 15293.35348
0.5 | 23314.41792 | -1.423085999 | -1.423085999 0. 23315.84100
0.6 | 32952.18876 | -1.396755028 | -1.396755028 0. 32953.58551
0.7 | 44189.29315 | -1.376114492 | -1.376114492 0. 44190.66927
0.8 | 57013.02306 | -1.359328804 | -1.359328804 0. 57014.38238
0.9 | 71412.88559 | -1.345302081 | -1.345302081 0. 71414.23089
1.0 87380. -1.333333333 | -1.333333333 0. 87381.33333

50000 [ o

[ &

40000 -

30000 <

20000 o~

10000 i -

0 st
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

----- - Pa(t) =4VT + 16V + 64134+ 2Bt + 1024 t5% + 2006 t32 + 16334 t 74 + 665 t2

$_

— (1) =T

- = Is5,3(t)=

1
L

X
1-4%%

Sekil 6.6. Y(t) Kesin cozumi, Py(t) Kuvvet serisi ve I 5 (t) Padé yaklasim
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(03

Benzer olarak (6.23) diferensiyel denkleminin y(t) = kesin ¢ozumunde

o

a_

3

3 .. t4
a=— i¢in, y(t)= 3 (6.36)
4 §_tz
4

elde edilir. Daha sonra (6.23) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu

yardimiyla elde edilen (6.25) seri ¢dzimiinde o =% degerini yerine yazarsak,

3 3 9 15 9
4 2 4 3 n 2
u(t) = 4t N 16t N 64t N 256t N 1024t N 4096t L (6.37)
3 9 27 81 243 729
seklinde seri ¢oziim elde ederiz. Buradan seri ¢ozlimiin alt1 terimi,
3 3 o 15 ]
4 2 4 3 4 2
P.(t) = 4t N 16t N 64t N 256t N 1024t N 4096t (6.38)

3 9 27 81 243 729
seklindedir.

Daha sonra Pad¢ yaklasimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet serisi elde edebilmek

3
amaciyla (6.37) denkleminde t* = x dersek

4x 16x> 64x® 256x* 1024x°> 4096x°
=—+ + + + + +...

(6.39)
3 9 27 8l 243 729

u(x)

seklinde kuvvet serisi elde ederiz. Buradan on terimli kuvvet serisinin [4,2] dereceli

3
Padé yaklasimi (4.8) determinant denklemlerinden hesaplayip sonra yine t* = x dersek



o1

44
n,(t) = 7 3y
4
3 1_ 4L

(6.40)

biciminde Padé denklemi elde ederiz.

Daha sonra y(t), P;(t) ve r,,(t) denklemlerinin niimerik degerlerini agsagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralim (Cizelge 6.8 ve Sekil 6.7).

a

t
Cizelge 6.8. y(t) = " kesin ¢oziimin o = 0.75 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢oziimii
a —

P6 (t) ve Padé Yaklagimu I, , (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastiriimasi

a=0.75

t P, (t) y(t) r(t) |y (t)-r,,() |y (t)-P,()|
0.1 | 0.3107392998 | 0.3107945210 | 0.3107945210 0. 0.0000552212395
0.2 | 0.6605619947 | 0.6632284268 | 0.6632284268 0. 0.002666432027
0.3 | 1.146864851 | 1.176184137 | 1.176184137 0. 0.02931928556
0.4 | 1.850883230 | 2.036109936 | 2.036109936 0. 0.1852267072
0.5 | 2.876233477 | 3.826365314 | 3.826365314 0. 0.9501318366
0.6 | 4.353478640 | 9.986052385 | 9.986052385 0. 5.632573745
0.7 | 6.442834336 | -50.06585225 | -50.06585225 0. 56.50868658
0.8 | 9.336347517 | -8.820890284 | -8.820890284 0. 18.15723780
0.9 | 13.25982747 | -5.309822534 | -5.309822534 0. 18.56965001
1.0 | 18.47462277 -4, -4, 0. 22.47462277
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20t R
i .
i .
i -

10" s ]
0 _oes eums =

_10:, ]

_20} f
00 02 04 06 08 10

t

434 16132 eat¥4 25613 10241194 4096192
ettt — —

""" - Pe(t) =5 9 27 81 243 729
34
y(t) = 3_ 34
434
—— r5,3(t) = 3(1_4t314)
3

Sekil 6.7. Y(t) Kesin ¢oziim, P;(t) Kuvvet serisi ve P (t) Pad¢ yaklasimi

o

(6.23) diferensiyel denkleminin y(t) =

— kesin ¢oziminde

o—

a =1 degerini yerine yazarsak y(t) = ﬁ (6.41)

elde edilir. (6.23) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu yardimiyla

elde edilen (6.25) seri ¢coziminde a =1 degeri yerine yazarsak

U) =t +t2 +8 8t Pt 0+t (6.42)

seklinde seri ¢6zum elde ederiz. Buradan seri ¢ozumun ilk on terimli kuvvet serisinin



Po(t) =t +t? +t° +t* + £ +t° +t7 +1° +1° +%
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(6.43)

oldugu goriiliir. Buradan on terimli kuvvet serisinin [5,5] dereceli Padé yaklagimi (4.8)

determinant denklemlerinden hesaplarsak,

t
Iis(t) = -t

olarak elde edilir.

(6.44)

Daha sonra y(t), Py,(t) ve r;5(t) denklemlerinin niimerik degerlerini asagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralim (Cizelge 6.9 ve Sekil 6.8).

Cizelge 6.9. y(t) =

o

[0

kesin ¢ziimin o =1oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢dziimii

Plo (t) ve Padé Yaklagimu [ (t) olan denklemin niimerik degerlerinin karsilastirilmasi

a=1

t Po(t) y(t) fs (t) y(t)-rs®) | |y(t)-Po®)
0.1 0.1111111111 0.1111111111 0.1111111111 0. 0.
0.2 0.2499999744 0.2500000000 0.2500000000 0. 0.256 x10~’
0.3 0.4285688979 0.4285714286 0.4285714286 0. 0.25307 x10°°
0.4 0.6665967616 0.6666666667 0.6666666667 0. 0.0000699051
0.5 0.9990234375 1.000000000 1.000000000 0. 0.0009765625
0.6 1.490930074 1.500000000 1.500000000 0. 0.0090699264
0.7 2.267422442 2.333333333 2.333333333 0. 0.0659108911
0.8 3.570503270 4.000000000 4.,000000000 0. 0.4294967296
0.9 5.861894039 9.000000000 9.000000000 0. 3.138105961
1.0 10. B B B B




54

10-

00 02 04 06 08 10

----- - Pio(t) =t+t?+ 3+t 4+ tP+ 10+ t7+ 18+ 1%+t1°
t
— vty ==

- - 1’5,5(t)=1—t_t

Sekil 6.8. Y(t) Kesin ¢ozimu, Pg(t) Kuvvet serisi ve I;¢(t) Padé yaklasimi

Elde ettigimiz niimerik degerleri asagidaki ¢izelgede karsilastiralim(Cizelge 6.10).



Cizelge 6.10 y(t) =

o

ta

a_

Pad¢ Yaklasimlari I,(t), r,,(t), ;5(t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin karsilastiriimasi

55

kesin ¢ozumin o.=0.25, a=0.75, o =1oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢oziimleri By (t), Ry (t), B, (t) ve

a=0.25 a=0.75 a=1
t R (D) y(®) I55(0) R (t) y(®) 2 () P () y(®) 55 (t)

0.1 | 1178.113941 | -1.800406414 | -1.800406414 | 0.3107392998 | 0.3107945210 | 0.3107945210 | 0.1111111111 | 0.1111111111 | 0.1111111111
0.2 | 4184.918012 | -1.597028748 | -1.597028748 | 0.6605619947 | 0.6632284268 | 0.6632284268 | 0.2499999744 | 0.2500000000 | 0.2500000000
0.3 | 8905.527551 | -1.510117877 | -1.510117877 | 1.146864851 | 1.176184137 | 1.176184137 | 0.4285688979 | 0.4285714286 | 0.4285714286
0.4 | 15291.89499 | -1.458487842 | -1.458487842 | 1.850883230 | 2.036109936 | 2.036109936 | 0.6665967616 | 0.6666666667 | 0.6666666667
0.5 | 23314.41792 | -1.423085999 | -1.423085999 | 2.876233477 | 3.826365314 | 3.826365314 | 0.9990234375 | 1.000000000 | 1.000000000

0.6 | 32952.18876 | -1.396755028 | -1.396755028 | 4.353478640 | 9.986052385 | 9.986052385 | 1.490930074 | 1.500000000 | 1.500000000

0.7 | 44189.29315 | -1.376114492 | -1.376114492 | 6.442834336 | -50.06585225 | -50.06585225 | 2.267422442 | 2.333333333 | 2.333333333

0.8 | 57013.02306 | -1.359328804 | -1.359328804 | 9.336347517 | -8.820890284 | -8.820890284 | 3.570503270 | 4.000000000 4.000000000

0.9 | 71412.88559 | -1.345302081 | -1.345302081 | 13.25982747 | -5.309822534 | -5.309822534 | 5.861894039 | 9.000000000 | 9.000000000

1.0 87380. -1.333333333 | -1.333333333 | 18.47462277 -4. -4. 10.
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Elde edilen niimerik sonuclar ve grafikte gorildiigii gibi Padé yaklagimi kuvvet

serisinden ¢ok daha iyi bir yaklasim sergilemektedir.

Uygulama 6.3:

y(0) =0 baslangi¢ kosulu ile verilen
y© =1-y? (6.45)

kesirli nonlineer diferensiyel Riccati denkleminin kesin ¢ozimi

gr -1
y(t) == (6.46)
er +1

olarak verilmistir (Unal ve Gékdogan, 2016).

Burada (6.45) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu yardimiyla

elde edilen seri ¢ozimdi

t¢ £ 2 17t 62t

t)=————+ _ + —.. 6.47
ye) o 30 150° 3150’ 2835d° (6.47)
biciminde elde edilir. Simdi (6.46) denkleminde

1. . et 1
(XZE ICIN, y(t):m (648)

elde ederiz. Ayrica (6.47) denkleminde de o :% degeri yerine yazilirsa seri ¢oziim

3 5 7 9 11

8t2 6412 2176t 31744t 2830336t”
3 15 315 2835 155925

u(t) = 24/t - (6.49)

seklinde elde edilir. Buradan seri ¢6ziimiin ilk 0¢ terimi,
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3 >
8t2 _ 64t?

P(t) =2t ——+
,(1) =24t T

(6.50)

bi¢iminde buluruz. Daha sonra Padé yaklasimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet

1
serisi elde edebilmek amaciyla (6.49) t? = x degisken doniisiimii yapilirsa

8 s, 64 s 2176 , 31744 , 2830336 .

u(x) =2x——=x"+ + (6.51)
3 15 315 2835 155925

seklinde seri agilim elde edilir. Buradan, ug terimli kuvvet serisinin [3,2] dereceli Padé

1
yaklagimi (4.8) determinant denklemlerinden hesaplanir ve yine t? = x yazilirsa

3

2
8L+2\/f

., (t) :15—8'[
1+—
5

(6.52)

seklinde Padé yaklagimi elde ederiz. Daha sonra y(t), P,(t) ve r,,(t) i asagidaki tablo

ve sekilde karsilastirilmalari verilmistir ( Cizelge 6.11 ve Sekil 6.9).



Cizelge 6.11 Y(t) =

e

Et“
o

Zt“

er +1
|33(t) ve Padé Yaklagimi I3, (t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin

karsilastiriimasi
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kesin ¢oztimde o = 0.5 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢ozimii

0=0.5
t P,(t) y(t) I, () |y (t)-1,,(0) ly(t)-P(t)
0.1 0.5616205124 0.5597407231 0.5597594938 | 0.0000187707 0.0018797893
0.2 0.7322377270 0.7135735259 0.7137348292 | 0.0001613033 | 0.0186642011
0.3 0.8675925312 0.7988569250 0.7993788676 | 0.0005219426 0.0687356062
0.4 1.022048140 0.8524123942 0.8535578726 | 0.0011454784 0.1696357458
0.5 1.225651754 0.8883855616 0.8904307611 | 0.0020451995 | 0.3372661924
0.6 1.499619151 0.9136522960 0.9168695265 | 0.0032172305 | 0.5859668550
0.7 1.860731898 0.9319892787 0.9366382689 | 0.0046489902 | 0.9287426193
0.8 2.323125557 0.9456395295 0.9519634430 | 0.0063239135 1.377486028
0.9 2.899176159 0.9560114440 0.9642354832 | 0.0082240392 1.943164715
1.0 3.600000000 0.9640275801 0.9743589744 | 0.0103313943 2.635972420
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44t
@ -1
04‘/_1+1
32
855 +24t
— — r32(t) = e
5

Sekil 6.9. y(t) Kesin ¢ozimu, Py(t) Kuvvet serisi ve Iy, (t) Padé yaklasimi

gt“

Simdide (6.45) diferensiyel denkleminin y(t) = ez —1 kesin ¢ozumunde
fnt )
er +1
ot
-1
o =1 degeriicin, y(t)="— (6.53)
4 e 11

elde edilir. Daha sonra (6.45) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu

yardimiyla elde edilen (6.47) seri ¢oziimunde a =% degerini yerine yazarsak

3 5 7 9 1
1 B4t4 2048t 278528t* 16252928t* 5796528128t 4
u(t) =4t - + - + -
3 15 315 2835 155925 (6.54)
13 15 )

1465926025216t *  998117113593856t *
6081075 638512875
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seklinde kuvvet serisi elde ederiz. Buradan seri ¢oziimin yedi terimi,

3 5 9

7

1 4 1 1 "

P.(t) = 4t — 64t N 2048t 3 278528t N 16252928t
15 315 2835

11 13

__5796528128?+1465926025216fZ
155925 6081075

(6.55)

biciminde buluruz. Padé yaklasimini hesaplamak igin tam sayili kuvvet serisi elde

1
edebilmek amaciyla (6.54) denkleminde t* = x degeri yerine yazilirsa,

64 , 2048 . 278528 , 16252928 , 5796528128
+ X — X + X — X

u(x) =4x——x
3 15 315 2835 155925 (6.56)
1465926025216 5 998117113593856 o5 '
6081075 638512875

seklinde kuvvet serisi elde ederiz.

Buradan, yedi terimli kuvvet serisinin [8,5] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

1
denklemlerinden hesaplayip ve daha sonra yine t* = x doniisiimii yaparsak

3 > 7
1 1216t4 2048t* 16384t*
M 165 | 1485 _ 155925
lss )= 1 (6.57)
6656t 1184t2
+ +
1485 165
elde edilir.

Daha sonra y(t), P,(t) ve I5(t) denklemlerinin niimerik degerlerini asagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralacagiz (Cizelge 6.12 ve Sekil 6.10).
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Cizelge 6.12 Y(t) = e2 -1 kesin ¢coziimde a = 0.25 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri
Lo
er +1
¢oziimii P, (t) ve Padé Yaklagim fss (t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin
karsilastirilmasi
a=0.25
t Pa(t) y(t) fs(t) |V (t)- s (t) |y (t)-P.(0)
0.1 | 92.10080334 0.9779985105 0.9779951453 0.33652x10°° 91.12280483
02 | 959.9755178 0.9905478452 0.9905313585 0.0000164867 958.9849700
0.3 | 3759.709384 0.9946475190 0.9946076212 0.0000398978 3758.714736
04 | 9865.269194 0.9965546948 0.9964815467 0.0000731481 9864.272639
05 | 20802.99100 0.9976070332 0.9974913775 0.0001156557 20801.99339
0.6 | 38219.38105 0.9982508436 0.9980839967 0.0001668469 38218.38280
0.7 | 63861.37562 0.9986732808 0.9984470907 0.0002261901 63860.37695
0.8 | 99562.80754 0.9989649477 0.9986717438 0.0002932039 99561.80858
09 | 147234.4694 0.9991743138 0.9988068668 0.0003674470 147233.4702
1.0 | 208856.4670 0.9993292997 0.9988807738 0.0004485259 208855.4677
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;
-'.
3000Ct !
'
;
-'.
2000CH g
q
;
.l.
1000C R
K
."
L d
—"‘
O} = 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
_ eatI4  ooagtH4 7528174 | 1625292894 5796528128104 1465026025216 1134
""" - Pr(t) =4T - YT T s 85 15595 6081075
1,84t
y(t)= =
1+e8$T
3 T4
(5. T e
’ 1+@+]-1‘84"/T
1485 165

Sekil 6.10. Y(t) Kesin ¢oziim, P, (t) Kuvvet serisi ve Iy 5(t) Padé yaklasim

Et“

er -1
gt“
e* +1

y(t) = kesin ¢ozumunde

o= icin, yt)=2—__—2 (6.58)
4 8t

3

e +1

elde edilir. Daha sonra (6.45) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu

yardimiyla elde edilen (6.47) seri ¢6ziimunde a =% degerini yerine yazarsak

3 9 15 21 27

At 64t 2048t4 278528t4 16252928t 4
u(t)=—- + - + +
3 81 3645 688905 55801305

(6.59)
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biciminde seri ¢6ziim elde ederiz. Buradan seri ¢cozumun tg¢ terimli kuvvet serisinin

3 0 15
4t4 B 64t4 N 2048t 4
3 81 3645

R(t)= (6.60)

oldugu goriiliir. Daha sonra Pad¢ yaklagimini hesaplamak i¢in tam sayili kuvvet serisi

3

elde edebilmek amaciyla (6.59) denkleminde t* = x dersek

64x° 2048X5_278528X7 162529289

+ + +... (6.61)
81 3645 688905 55801305

u(x) = 4;‘ _

seklinde kuvvet serisi elde ederiz.

Buradan ¢ terimli kuvvet serisinin [1,4] dereceli Padé yaklasimi (4.8) determinant

3
denklemlerinden hesaplayip ve daha sonra tekrar t4 = x doniisiimii yaptiktan sonra

3

4t4
ra(t) = . (6.62)
r) 3
of 1, 167 _ 256t
27 3645

seklinde Padé yaklasimi elde edilir.

Daha sonra y(t), P;(t) ve r,(t) denklemlerinin niimerik degerlerini asagidaki sekil ve

cizelgede karsilastiralim(Cizelge 6.13 ve Sekil 6.11).



gtﬂ

64

. e« -1 . . . .
Cizelge 6.13. y(t) =— kesin ¢coziimde a = 0.75 oldugunda UKDDM ile elde edilen seri
Lo
er +1
¢cozimi Ps (t) ve Padé Yaklagimu I} 4 (t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin
karsilastirilmasi
a=0.75
t R,(t) y() I (0) y()-r.0 | |y(0)-R)
o1 0.2327606460 | 0.2327584232 | 0.2327585085 0.853x10~7 0.22228x10°°
- 0.3789684748 | 0.3788871922 | 0.3788902076 | 0.30154x107° 0.0000812826
03 0.4940014134 | 0.4933512697 | 0.4933743545 | 0.0000230848 | 0.0006501437
0a 0.5881798522 | 0.5853949073 | 0.5854890723 | 0.0000941650 | 0.0027849449
05 0.6684626560 | 0.6599949834 | 0.6602667728 | 0.0002717894 | 0.0084676726
- 0.7413695685 | 0.7206401598 | 0.7212707182 | 0.0006305584 | 0.0207294087
0 0.8137342219 | 0.7700215814 | 0.7712809464 | 0.0012593650 | 0.0437126405
08 0.8929645658 0.8102865003 | 0.8125429284 | 0.0022564281 | 0.0826780655
- 0.9871447543 0.8431665966 | 0.8468918357 | 0.0037252391 | 0.1439781577
1.105075446 | 0.8700616618 | 0.8758334835 | 0.0057718217 | 0.2350137842

1.0
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t

..... - Pyt = & _ e oSt
3 3 81 345
8t34
“lve_ 3
t -
y(t) e,
lve 3
34
- — (L4 —2
(L4 1,26t92_ 25613
27 k5

Sekil 6.11. y(t) Kesin ¢oziim, Py(t) Kuvvet serisi ve I;,(t) Padé¢ yaklasim

2.
Benzer sekilde y(t) = 62 —1 kesin ¢ozumunde
fnt o)
er +1
- e -1
a=1icin y(t)=—; (6.63)
e” +1

elde edilir. Daha sonra (6.45) denkleminin uyumlu kesirli diferensiyel doniisiim metodu

yardimiyla elde edilen (6.47) seri ¢cozimiinde o =1 degerini yerine yazarsak,

3 5 7
u(t)=t—t—+2L—17t +
3 15 315

(6.64)

seklinde seri ¢6ziim elde ederiz. Buradan seri ¢oziimiin ilk iki terimli kuvvet serisinin

P,(t) =t -3 (6.65)
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oldugu goriiliir. Buradan iki terimli kuvvet serisinin [1,2] dereceli Padé yaklasimi (4.8)

determinant denklemlerinden hesaplarsak agagidaki gibi

t
rl,z(t) = 12

1+—
3

(6.66)

bi¢iminde Padé yaklasimi elde ederiz.

Buldugumuz y(t), P,(t) ve r,(t) denklemlerinin niimerik degerlerini asagidaki sekil

ve cizelgede karsilastiralim(Cizelge 6.14 ve Sekil 6.12).

Et“

Cizelge 6.14. y(t) = 62 —1 kesin ¢coziimde a = 1oldugunda UKDDM ile elde edilen seri ¢oziimii
ot 4
er +1
P2 (t) ve Padé Yaklagimu I}, (t) olan uyumlu diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin
karsilastirilmasi
a=1
t Pz (t) y(t) rl,z (t) | y (t) - rl,2 (t)| | y (t) - Pz (t)|

0.09966666667 | 0.09966799456 0.09966777412 0.22044x10°° 0.132789x107°
0.1
02 0.1973333333 | 0.1973753203 0.1973684211 0.68992x10°° 0.0000419870
03 0.2910000000 | 0.2913126124 0.2912621359 0.0000504765 0.0003126124
04 0.3786666667 | 0.3799489622 0.3797468356 0.0002021266 0.0012822955
05 0.4583333333 | 0.4621171572 0.4615384617 0.0005786955 0.0037838239
06 0.5280000000 | 0.5370495670 0.5357142857 0.0013352813 0.0090495670
07 0.5856666667 | 0.6043677771 0.6017191979 0.0026485792 0.0187011104
08 0.6293333333 | 0.6640367702 0.6593406595 0.0046961107 0.0347034369
0o 0.6570000000 | 0.7162978702 0.7086614173 0.0076364529 0.0592978702
Lo 0.6666666667 | 0.7615941560 0.7500000000 0.0115941560 0.0949274893
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Sekil 6.12. Y (t) kesin goziimii, P,(t) Kuvvet serisi ve I, (t) Pad¢ yaklasimu

Sekil ve ¢izelgeler incelendiginde uyumlu kesirli diferensiyel denklemlerin elde

edilen niimerik sonuglarindan goriildiigii gibi Padé yaklasimi UKDDM ile elde edilen

serilerin degerlerinden ¢ok daha iyi bir yaklasim sergilemektedir.

Elde ettigimiz niimerik degerleri asagidaki c¢izelgede karsilastiralim(Cizelge 6.15).



Cizelge 6.15 Y(t) =—
P

24

er —

er +1

Yaklagimlart Iy g (t) ' (t) P (t) olan diferensiyel denklemin niimerik degerlerinin karsilagtiriimasi

68

kesin ¢ozimunin o =0.25, 0=0.75, o =1oldugunda UKDDM ile elde edilen seri cozamler P, (t), Py(t), P,(t) ve Padé

oa=0.25 o=0.75 o=1
t P, (t) y(®) 5 (1) P (t) y(®) I, (t) P, (t) y(®) I, (t)
0.1 | 92.10080334 | 0.9779985105 | 0.9779951453 | 0.2327606460 | 0.2327584232 | 0.2327585085 | 0.09966666667 | 0.09966799456 | 0.09966777412
0.2 | 959.9755178 | 0.9905478452 | 0.9905313585 | 0.3789684748 | 0.3788871922 | 0.3788902076 | 0.1973333333 | 0.1973753203 | 0.1973684211
0.3 | 3759.709384 | 0.9946475190 | 0.9946076212 | 0.4940014134 | 0.4933512697 | 0.4933743545 | 0.2910000000 | 0.2913126124 | 0.2912621359
0.4 | 9865.269194 | 0.9965546948 0.9964815467 | 0.5881798522 | 0.5853949073 | 0.5854890723 | 0.3786666667 | 0.3799489622 | 0.3797468356
0.5 | 20802.99100 | 0.9976070332 | 0.9974913775 | 0.6684626560 | 0.6599949834 | 0.6602667728 | 0.4583333333 | 0.4621171572 | 0.4615384617
0.6 | 38219.38105 | 0.9982508436 | 0.9980839967 | 0.7413695685 | 0.7206401598 | 0.7212707182 | 0.5280000000 | 0.5370495670 | 0.5357142857
0.7 | 63861.37562 | 0.9986732808 | 0.9984470907 | 0.8137342219 | 0.7700215814 | 0.7712809464 | 0.5856666667 | 0.6043677771 | 0.6017191979
0.8 | 99562.80754 | 0.9989649477 | 0.9986717438 | 0.8929645658 | 0.8102865003 | 0.8125429284 0.6293333333 | 0.6640367702 | 0.6593406595
0.9 | 147234.4694 | 0.9991743138 | 0.9988068668 | 0.9871447543 | 0.8431665966 | 0.8468918357 | 0.6570000000 0.7162978702 | 0.7086614173
1.0 | 208856.4670 | 0.9993292997 | 0.9988807738 | 1.105075446 | 0.8700616618 | 0.8758334835 | 0.6666666667 | 0.7615941560 | 0.7500000000
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7. SONUC

Bu c¢alismada bazi uyumlu kesirli diferensiyel denklemlerin non-lineer
cOzlimleri verilmistir. Kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimiinde etkili

metotlardan olan diferensiyel doniisiim metodu kullanilmistir.

Calismamizin uygulamalar kismindaki sonuglardan da goriilecegi gibi
diferensiyel denklemlerin kesin ¢ozimleri ve bu denklemlerin uyumlu diferensiyel
dontisim metoduyla elde edilen seri ¢oOziimleri ile seri c¢oziimlere ait Padé
yaklasimindan elde edilen sonuglar sekil ve ¢izelgeler iizerinde karsilagtirilmistir.
Yapilan karsilastirmada Pad¢ yaklasiminin son derece etkili bir yaklasim oldugu elde

edilen niimerik degerlerden goriilmiistiir.
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