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OZET

Yuksek Lisans Tezi
Uyumlu Kesirli Dinamik Dirac Sistemi
Yasin ERTUGRUL

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA

Ocak, 2025

Bu caligmada ilk olarak “Uyumlu kesirli dinamic Dirac sistemi” konusunun
tarihsel gelisimi incelendi ve gerekli onbilgiler verildi. Ayrica ¢alismada kullanilan bazi
kavramlara ve gerekli olan temel sonuglara deginildi.

Bir sonraki bolimde, uyumlu kesirli dinamik Dirac sistemi {izerine ¢aligildu.

Son olarak ise simetrik uyumlu kesirli dinamik Dirac operatoruniin disipatif,
akretif, kendine es genislemeleri sinir kosullari tiiriinden ifade edildi.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu kesirli dinamic Dirac sistemi, maksimal ve minimal
operatorler, delta ve nabla tlirevler ve integraller, disipatif ve
akretif genislemeler, sinir deger uzay1 ve simir kosullar.



SUMMARY

M. Sc. Thesis
The Conformable Fractional Dynamic Dirac System
Yasin ERTUGRUL

Burdur Mehmet Akif Ersoy University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiseyin TUNA

January, 2025

In this study, firstly, the historical development of the subject of "Conformable
Fractional Dynamic Dirac System" was examined and necessary preliminary information
was given. In addition, some concepts used in the study and the necessary basic results
were mentioned.

In the next chapter, the conformable fractional dynamic dirac system is studied.
Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and, other
extensions of the symmetric conformable fractional dynamic Dirac operator is given in
terms of boundary conditions.

Keywords: Conformable fractional dynamic Dirac system, maximal and minimal
operators, delta and nabla derivatives and integrals, dissipative, acreative
extensions, boundary value space and boundary conditions.



1.GIRIS

Dirac sistemi, elektron spininin dogal bir tanimini sagladigi, antimaddenin
varligini tahmin ettigi ve ayn: zamanda hidrojen atomunun spektrumunu dogru bir sekilde
yeniden tiretebildigi i¢in fizikte dnemli bir rol oynar. Bu sistem bir¢ok bilim insaninin
ilgisini cekmektedir. Bu konularda hem fizik hem de matematik alaninda 6nemli
aragtirmalar yapilmistir.

Ote yandan, dinamik denklemler teorisi siirekli zamanli ve ayrik zamanli
denklemleri birlestirmeyi amaglar. Dinamik denklemler ¢ok aktif olan bir arastirma
alanidir. Zaman skalasi iizerinde dinamik denklemlerin calisilmasinin temellerini 1988
yilinda Stefan Hilger atmistir. Son zamanlarda ise matematikciler zaman 6lgeklerinde
delta uyumlu ve nabla uyumlu bir tiirev tanimladilar.

Zhou ve You (Zhou ve You, 2016) zaman 6lceklerinde alternatif bir delta uyumlu
tirev tanimi verdiler. 2019'da ise Bendouma ve Hammoudi (Bendouma ve Hammoudi,
2019), zaman 6l¢eklerinde nabla uyumlu bir tiirev tanimlamiglardir.

Allahverdiev ve Tuna (Allahverdiev ve Tuna, 2022) ise uyumlu kesirli bir Sturm-
Liouville problemini sinirli zaman 6lgeklerinde incelediler.

Yine Allahverdiev ve Tuna (Allahverdiev ve Tuna, 2023) zaman o&lgekleri
uzerinde bir delta/nabla uyumlu Dirac sistemini incelediler. Ayn1 zamanda bu sistemin
temel spektral 6zelliklerini elde ettiler.

Operatorler teorisinde simetrik operatorlerin - genislemeleriyle alakali ilk
calismalar, J. Von Neumann (von Neumann, 1929) sayesinde ele alinmistir. Von
Neumann simetrik operatorlerin nasil bir kosul sartiyla kendine es genislemenin
olabilecegi ve bu genislemenin ne sekilde yapilabilecegini gostermistir. Benzer konu
altnda , sayilanlarin yanisira Krein (Krein, 1947; 1952), Rellich (Rellich, 1951), Birman
(Birman, 1956), Vishik (Vishik, 1952), Phillips (Phillips, 1959) gibi isimler de simetrik
operatorler ve genislemeler tizerinde ¢alismalar yapmislardir.

Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969) ise lineer bagintilar yardimi ile simetrik
operatorlere ait genislemelerini 1969 yilinda ele almistir. Yine ayn1 yontemle simetrik
diferansiyel operatorler konusu Uzerinde kendine es genislemeleri elde eden diger
matematikciler ise: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984),
Bairamogly (Bairamogly, 1984) Allahverdiev (Allahverdiev, 1995; 2013; 2014; 2016;
2019), Tuna (Tuna, 2013), Tuna ve Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve
Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018) ve Kholkin (Kholkin, 1981) dir.
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Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk, vd., 1972) disipatif lineer bagintilar
kullanarak operator katsayiya sahip ve simetrik olan diferansiyel operatorlerin disipatif
ve kendine es genislemelerini elde etmislerdir.

Daha sonralar1 ayr1 ayri olmak iizere Bruk (Bruk, 1976) ve Kochubei (Kochubei,
1975) smir deger uzay1 kavramini kullanarak simetrik operatorlere ait disipatif ve akretif,
ayn1 zamanda kendine es ve bunlara ait genislemeleri konusunda ¢aligmalar yapmislardir.

Simetrik operatdrlerin bunun gibi tiim genislemeleri ile ilgili daha ayrntili bilgi
icin Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk, vd., 1989) gibi bilim insanlarinin
caligmalarina bakilabilir.

Konu oldukg¢a yeni olup, reguler durumda uyumlu Kkesirli Dirac operatorlerin
genislemeleri ile ilgili literatiirde herhangi bir calisma bulunmamaktadir. Dolayisiyla bu
tez calismasinda uyumlu kesirli dinamik Dirac operatorlerin genislemeleri ile ilgili
caligmalar yapilacak ve sonuglar ele alinacaktir. Boylelikle yapilan ¢alismalarin literatiire

katki saglamasi ve yeni ¢alismalara yon vermesi 6ngorilmektedir.



2.GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. U, kompleks bir lineer uzay ve ayni zamanda VX, y € U ve A € K i¢in,
asagida verilen sartlar1 gercekleyen ve (X, y) seklinde ifade edilen kompleks sayiya X ve
y elemanlarina ait i¢ garpimi ve ayn1 zamanda alinan U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzayi

adi verilir.

l<x,x>=20<xx>=0x =0

2.LXy>=<Yy,Xx >

3< Ay >=A<Xxy>

4.< X1 + X5,y >=<X,y > +< X5,y >

Ayrica yukarida verilen ¢zelliklerin yanisira,
<XKAYS>S=A<SKY > <XV +Y, >=<Xy; > +< Xy, >

Ozelligi de yukaridaki 6zellikler yardimu ile elde edilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).
Tamim 2.1.2. N bir reel veya komplex vektoér uzayi olsun. ||.||: N = R bir fonksiyon

olmak tizere x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon icin
N1) ||| =0ve x| =0 &x=0

N2) |lax|| = |all|x]| (a € Rveyaa € C)

N3) [Ix + yll < lIxI + [lyll

sartlar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna N de bir norm adi verilir (Kreyszig, 1978).
Ornek 2.1.3. C[a, b] nin vektdr uzay1 sartlarini sagladigini biliyoruz. Simdi de bu uzayda

tanimlanan,

fll: (oneg IFCOI

asxsf

dontisiimiiniin norm sartlarini da sagladigint gosterelim.



N1) ||fl = S"P|f(x)| = 0 oldugu aciktir.

asxs<f

Ifl =0 e S |f(x)| =0 Vx € [ab] igin |f(x)] =0 ovx € [a,b] icin f(x)=0

asxs<f

<=0

N2) flafll = 226 (@D )| = 2 2e laf()l = 2% lallf)] = ol Z2 ()] =

asx<f3 asx<f asx<f asx<f

o] [1£]]

N3) [If+ gll = S22, I(E+£) ()] = S8, 166 + 8| < 20, FGO + 20 1G] =
Il + gl

oldugundan dolay1 bu uzay bir normlu uzaydir. (Kreyszig, 1978)

Ornek 2.1.4. R® uzay1 Oklid uzay1 olmakla beraber ayn1 zamanda

x|l = vV<xx>
normuna goére normlu bir uzaydir. (Kreyszig, 1978)

Tanmm 2.1.5. (U, (.,.)) i¢c carpim uzay1 ve u € U olsun. Bu u vektériniin normu,

il =v<ous = [(52 |g]) 2.1)

olarak tanimlanir. Uzerinde norm tanimlanmis olan vektor uzayina bir normlu vektdr
uzay1 adi verilir (Kreyszig, 1978).

Ornek 2.1.6. Yukarida verilen tanimdan da anlagilacagi lizere R, R?,..,C,C? ... uzaylari
ve C", Riizerinde sirastyla vektor uzaylar: olmakla beraber R" ise C iizerinde vektor uzay1
degildir. Ciinkii C.R & R dir. Yine Determinant1 1 olan kompleks ve reel metrisler bir
vektor uzayr degildir. Ciinkii bu matrisleri bir a sayisi ile ¢arparsak eger determinati 1
den farkli bir deger olabilir (Kunt, 2012).

Tamm 2.1.7. Eger bir normlu uzayin her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise bu uzaya
tamdir denir (Kreyszig, 1978).

Ornek 2.1.8. Bilindigi gibi R ve C uzaylari tamdir. Bu uzaylarin tamligindan yararlanarak
vn € Nicin (R™||.[|) ve (C" ||.|]) uzaylarinin da tam oldugu rahatlikla gosterilebilir.
(Kreyszig, 1978).



Tanmm 2.1.9. Bir (U, (., .)) i¢ ¢arpim uzayi normlu bir vektor uzayidir. Ayn1 zamanda

Il = (%02 2.2)

normuna gore tam uzay yani benzer bir ifade ile (U, (., .)) i¢ ¢arpim uzayi lizerindeki tim
Cauchy dizileri U ya ait bir Xo noktasina yakinsak oluyorsa bu sekildeki U uzaylarina
Hilbert Uzay1 adi1 verilir (Kreyszig, 1978).

Ornek 2.1.10. R™ uzayinin Hilbert uzay1 oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in bu uzayin tam

oldugunu gosterecegiz. i¢ ¢arpim normunun tanimindan,

Ix]| = V<X x >= /x> + xZ + - x2

yazilabilr. Benzer sekilde,

Ix—yll = /<x—y,x—y>=(x; —y1)?+ -+ (Xn — ¥n)?

elde ederiz. Bu normun da tam oldugunu biliyoruz. O halde R" uzayinin Hilbert uzay1

oldugunu ispatlamis bulunuyoruz (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.1.11. K uzay1, H Hilbert uzay1 Gizerinde verilen lineer alt uzay olsun. (K < H)

Ve,

T:KSH-H (2.3)
dontisiimii, V «, Be C ve tim x,y € K igin

T(ax + By) = aTx + BTy (2.4)

esitligini gercekliyorsa bu durumda elde edilen T doniisiimii lineer operator seklinde
isimlendirilir. (Naimark, 1968).
Tamim 2.1.12. H Hilbert uzay1 olmak tzere, H Hilbert uzay: iizerinde tanimlanmis olan

T lineer operatorii igin ve V y € H igin,

ITyll < Kilyl| (2.5)

esitsizligini saglayacak sekilde bir k gercel (reel) sayisi bulunabiliyorsa T lineer
operatorune, sinirlt lineer operator adi verilir. Bu k sayilarindan en kiigiik olarak alinan

degerine T operatdriin normu denir ve bu kavram || T|| sembolu ile gosterilir.



Bu operatorin normu

_ sup ITull _ sup

ifadesi ile de elde edilebilir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.1.13. H bir Hilbert uzay1 ve T, H Hilbert uzay1 tizerinde lineer operator sartiyla,
T lineer operatdriinin tanim kiimesi D(T) ve ayn1 zamanda D(T), H uzay1 Uzerinde yogun

bir kime olsun. v s, t € D(T) igin,
(Ts,t) = (s, T"t) (2.6)

esitligini gercekleyen bu T* operatdrine T lineer operatoriinin eslenik operatorii adi
verilir. Bu esitligi saglayan t € H vektor kiimesine ise tanim kiimesi ad1 verilir ve K(T™)

ile ifade edilir. T*,

L(T*)*=T

ii. AT)* = AT"

jii. (T+L)*=T"+L

iv. (T)* = L'T*

V.|| T*|| = || T|| (T swmirhiken)
ozelliklerine sahiptir. (Naimark, 1968).

Tamim 2.1.14. T* = T esitligi gergekleniyorsa bu sekilde olusturulan T operatoriine self-
adjoint operator denir. (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tamim 2.1.14. H Hilbert uzay1 ve A:D(A)—H lineer operator verilsin. D(A) tanim kiimesi

H Hilbert uzayi iizerinde yogun kiime olsun (D(A) = H). v f,g € D(A) igin,

(Af,g) = (f, Ag)

ise yani A c A" ise, A operatorl simetrik operator seklinde isimlendirilir. Ayni zamanda,

(Af,g) = (f, Ag)

oluyorsa A ya Hermitian operator adi verilir (Naimark, 1968).



Tamim 2.1.15. T lineer operator ve H Hilbert uzay1 olmak tizere T nin D(T) tanim kiimesi

H uzayi Uzerinde yogun bir kiime olmak Uzere, v f € D(T) igin,

Im(Tf,f) > 0 (2.7)
ise T lineer operattrine disipatif operator, her f € D(T) igin,

Im(Tf,f) < 0 (2.8)

oluyorsa T lineer operatdriine akretif operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
T lineer operatorl akretif operatordir < T lineer operatori dissipative (disipatif)

operatordir. Disipatif operatorler daima kapanabilir operatorlerdir. Bu operatorlerin

kapanislar1 da yine disipatif operator seklindedir.

Tamm 2.1.16. K Hilbert uzay, I'y, I';: D4+ = K lineer doniisiimler olarak verilsin.

i f,h € D, igin,

(A*f,h) — (f A*) = (T1f, T2h)x—(Tf, Tth)g;
ii. Herhangi bir F1, F, € K i¢in
Flf . Fl, sz == Fz

seklinde bir f € D+ vektori vardir. i ve ii sartlarini saglayan (K, 'y, I';) ifadesine A nin
siir deger uzay1 adi verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tammm 2.1.17. Gergek sayilarin keyfi ve bos kiimeden farkli olan kapali her bir alt
kiimesine zaman skalasi adi verilir. Zaman skalas1 kavram1 T sembol( ile ifade edilir.
Zaman skalas1 ile verilen bir dizinin limiti, bir fonksiyonun siirekliligi, stirekli
fonksiyonlarn genel o6zellikleri klasik analizde oldugu gibi ifade edilebilir. I € R
herhangi bir aralik olmak iizere bir T zaman skalasindaki bir Itaraligi It = I N T seklinde
gosterilir (Bohner ve Peterson 2001; 2003).

Ornek 2.1.18. Gergek sayilar (IR),Tam sayilar (Z), Dogal sayilar (IN) ve (IN*) kimeleri
ve ayni zamanda [1,4] ve [2,3] gibi kapali alt aralig1 seklinde verilen kiimeler zaman
skalas1 kavramina ornek olustururlarken, bunlarin aksine, Rasyonel sayilar (Q),
Irrasyonel sayilar (Q'), Compleks sayilar (C) kiimeleri ve (2,5) veya (0,1) gibi acik aralig
seklinde verilen kiimeler zaman skalasina 6rnek olarak verilemezler. (Bohner ve Peterson
2001; 2003).



Tamm 2.1.19. T Sturmian zaman skalas1 olmak lzere. 6: T — T, p: T — T ileri ve

geri sigrama operatorleri olmak Uzere,

c(t)=inf{seT:s>t}teT, (2.9)
ve
p(t)y=sup {seT:s<t}teT, (2.10)

seklinde tanimlayalim. Eger p (t) # t ise, o zaman t € T 'ye sola sagilmis nokta denir.
p (t)=tise, t 'ye sol yogun nokta denir. Bir t€ T noktasi, ¢ (t)# t ise saga sa¢ilmis nokta

ve ¢ (t)=tise t’ye sag yogundur denir.

Tk — { T — {t;}, t; sol sacilmis maksimum noktasina sahipse
T , Aksi durumda

ve

T, = { T — {t,}, t, sag sacilmis maksimum noktasina sahipse
k=T ] Aksi durumda

Bir f. T —R fonksiyonu, sag taraftaki limitlerinin T 'deki tiim sag yogun
noktalarda olmas1 kosulu ve sol taraftaki limitlerinin T 'deki tiim sol yogun noktalarda

olmasi kosuluyla diizenlenmis olarak adlandirilir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Tanmm 2.1.20. u: T — [0, o0) seklinde verilen ileri sigrama operat6rii her t € T igin
() = o(t) —t, o(t) = inf{seT:s > t} (2.11)

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001; 2003).

Tamm 2.1.21. v: T — [0, o) olarak verilen geri sigrama operatorii V t € T igin
v(t) =t—p(t), p(t) = sup {seT:s < T} (2.12)

seklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson 2001; 2003).
Ornek 2.1.22.
a) T = IR ise tanimdan her t€ IR i¢in

o(t) = inf {seT:s < T} =inf(t,0) =t



ve yine ayni sekilde,
p(t) = sup {seT:s < T} =sup(—oo,t) =t
bulunur.

b) T = hZise her t€ hZ icin
o(t) =inf{t+ ht+2h+--}=t+h
p(t) =sup{..,t—2h,t—h}=t—h

bulunur.

c¢) T = Nisehert€ Nigin
o) =t+1

t—1,t>1
p(t)={1 t=1

d) T={0,1}U[2,3]U{4} ise V t€ T i¢in

Lt te[23)U{4}
G(t)_{t+ 1, te{0,1,3)

Lt te{oju(3]
p(t) = {t 1, te{124}

bulunur (Bohner ve Peterson 2001).

Tamim 2.1.22. o € (0, 1) olsun. T tzerindeki bir f fonksiyonunun Her & > 0 igin bir N c
T nin t komsulugu olacak sekilde Tqa f(t) sayist bulunabiliyorsa, bu sekilde alinan T
lizerindeki her f fonksiyonu t € T* noktasinda uyumlu delta tiirevlenebilirdir denir. Oyle
ki,

| [£(o(t) — £ (s)] t4* = Toa f(t) (o () = s)|< glo(t) — 5|, (2.13)

esitsizligi saglanacak sekilde bir se N vardir. (Benkhettou, Hassani ve Torres 2016:
Bendouma ve Hammoudi, 2019; Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Benzer sekilde, bazi fonksiyonlarin uyumlu nabla tlirevlenebilirligi kavramini

tanimlariz.



Tanmm 2.1.23. a € (0, 1) olsun. T {izerindeki bir f fonksiyonunun, her € > 0 i¢in bir N C
T nin t komsulugu olacak sekilde bir Ty y f(t) say1s1 varsa, f fonksiyonu t € Tk noktasinda

uyumlu nabla tiirevlenebilirdir denir. Oyle ki,
[F(p (1) = F ()]t = Ty £1) (p () — S)< &l p () — 5, (2.14)

esitsizligi saglanacak sekilde se N vardir (Bendouma ve Hammoudi, 2019; Allahverdiev
ve Tuna, 2021).

Asagidaki lemmada, uyumlu delta/nabla tiirevinin bazi 6zelliklerini zaman o6lgekleri

lizerinde gosterecegiz.

Lemma 2.1.24. g, h bir t noktasinda o (0 <o <1) mertebesinden uyumlu delta (nabla)
tirevlenebilir fonksiyonlar seklinde verilsinler. O taktirde elimizde,

tiim A, pe R igin,
(i) Tua (A g + ph) =& Taa (@) + p Taa (h),
(Toy A g+ ph) =ATey(9) + nTeyv(h) ) (2.15)
(ii) Taa (gh) = Taa (h) + h° Taa(g) ,
(Tew(gh) =f Toy(h) + " Tev(9) ) , (2.16)
burada h°(t):= h(p(t)) ve h°(t):=h(s(t)) .

gy _ hTea(g)-fg(h)
(III) T(X’A (E) = MT

_ hTev(g)—fTey(h)
(Top (B) = TremeTan (2.17)

(iv) Eger g uyumlu delta (nabla) ttrevlenebilir ise, 0 zaman
Taa (9)() =t"g2(1) |
(To,w (@)() =t (1)) (2.18)

ifadeleri elde edilebilir.(Benkhettou vd., 2016; Bendouma ve Hammoudi, 2019;
Allahverdiev ve Tuna, 2021)
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Uyumlu delta ve nabla tiirevleri arasindaki asagidaki iligki kolayca gosterilebilir.

Teorem 2.1.25. Uyumlu delta (nabla) tirevlenebilir fonksiyonlar igin,
Taa 9(t) =To,v 9(o(1)) , teT

(Tow 9(0)= Taa 9(p(1)) , tT) (2.19)

esitlikleri gergeklenir (Allahverdiev ve Tuna, 2021).
Tanim 2.1.26. g : T — R diizenlenmis bir fonksiyon olsun. f, 0 <a < 1'in nabla a-kesirli

integrali ,
[g(t)Vat=/g ) t~'Vt (2.20)

seklinde tanimlanir. (Bendouma ve Hammoudi, 2019)
Tammm 2.1.27. g: T — R diizenlenmis bir fonksiyon olsun. f, 0 <o < 1'in delta a-kesirli

integrali,
[g(t)Act=]g @)t At (2.21)

seklinde tanimlanir. (Benkhettou vd., 2016)

Lemma 2.1.28. f, g :T— R siirekli fonksiyonlar olsun, m, n € T (m < n) ve 0 <m<n

(i) [ 8(®) A=/ f(p())Vat , (2.22)
(i) [7 g(OVat = [ f(o(t)) Adt (2.23)
(ii1) [p[Taaf(®]e®2at + [ f(0(0)[Teag(®]Aqt = f(n)g(n) — f(m)g(m), (2.24)
(V) ol Taof(©]e(®Vat + [ (D[ To 8] Vot = f(n)g(n) — f(m)g(m), (2.25)
W) Sl Taaf(®]g®Agt + [ f(O)[To 8] Vat = f(m)g(n) — f(m)g(m) (2.26)
(Vi) [l Terf(D]e®Vat + [ f(O[Teag(®]At = fn)g(n) — f(m)g(m), (2.27)

(Allahverdiev ve Tuna, 2021).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Uyumlu Kesirli Dinamik Dirac Sistemi
Tamm 3.1.1 Asagidaki sekilde tanimlanan Uyumlu Kesirli Dinamik Dirac sistemini g6z

Onine alalim.

Yz=Az,t€T, (3.1)
vez= (2) olmak Uzere,

Y _:{—Ta,vzz +p(D)zy

Toazi +1(02z; (3.2

AeC,p()ver (), T uzerinde tanimlanan gergel(reel) degerli fonksiyonlar ve p
(), r()€eL (T). Dikkat edilirse denklem (3.1) , T = R (Allahverdiev ve Tuna, 2021)
ve o =1 (Allahverdiev ve Tuna, 2020; Gulsen ve Yilmaz, 2017) igin ele alinmustir.

H:=L2? A (T;C?) i¢ carpimi olan Hilbert uzay1 olsun.

<f,g>u=[ (f(x),8(X)) 2Aqt, (3.3)

buradamven, m<nvem € Tk, n € Tkile T de sabit noktalardir.

Teorem 3.1.2. Baglangi¢ kosullari ile uyumlu kesirli dinamik Dirac (3.1) sistemi

z1 (to, A) =c1, z2° (to, A) =c1 (3.4)
ifadesinin

_ Zl(t,}t)
z(th) = (zé’(t,m) (3:5)

seklinde H de tek bir ¢oziimii vardir.

Ispat: Tanim 1'den asagidaki ifadeyi elde ederiz
z5 4+t M Teazh = (20)° = 7, (3.6)

(3.1) ve (3.6) dan dolay1,
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{T(x,Azl =+ 1‘(t))(zp)U = (A+1®)) (@5 + t g Teazh) 37)
Toc,AZZ = TocAzz = _(}\ + p(t))zl '
elde edilir. Bunun sonucunda,
{ Teaz1 = —t* oA+ pO) (A +r(®)z, + A+ r(D)z; (3.8)
T(,(Az2 = —(7\ + p(t))21 '
olur.

(3.8) den
TaaZ(t) = H(t, D)Z(Y) , (3.9)
Bdylece,
2(0) = (p) , (3.10)
ve

(s (A+p(©®)(A+r () (A+r(D)
H(t, ) = ( il(k+pgc)) ; ) (3.11)
olur. Buradan,

a—1

detflz g (OH(E )] ‘ — " Z(A+ p(®) (A + r(®©) o (A + r(t)) | (3.12)

0(7\"‘ p(t)) 1

elde edilir. H (t, ) matrisi gerileyicidir. Denklem (3.1) baslangi¢ kosullar1 (3.4) ile tek
bir z (t, 1) ¢ozlimiine sahiptir. (Bohner ve Peterson, 2001)

3.2. Self-Adjoint Operator

Tanim 3.2.1

Daks = {z € H:z, T lizerinde A — mutlak siirekli fonksiyon ve yzeH } ,

Dmin = {Z € Dmax: Zl(a) = Zzp(a) = Z(b) = Zzp(b) = 0} (313)

Daks Uzerindeki Ly, ., maksimum operatori Ly,,xs = Yz seklinde tanimlariz.
Lyin  Minimum operatord, yani Lpy.ks maksimum operatérinin Dy, ile

sinirlandirilmasi ile elde edilen L,,;, ifadesi, minimumu operator olarak adlandirilir.
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Tanimdan da goriilebilecegi lizere bu operator, Lyin =Lmaks Maksimum operatrinin
kapali bir simetrik (yansimali) operator oldugu goriliir. (Naimark ,1968)
Simdi asagidaki Green formiiliinii verecegiz.

Lemma 3.2.2 U, V € D.xs iS€, t € T igin,

frﬁ[(yu(t),V(t)cz — (u(®), yu(®)cz]Agt= [u, v](n) — [u, v](M), (3.14)
oyleki,
[u, v](t) = Wea(u, V) (1) = us (H)v,P (1) — I OIAG) (3.15)

elde edilir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Ispat. u,v € D, x5 Olsun. O halde,

<ywv >y —<u,yv>y= f [(Yu(®), v(D) ez — (u(®), yv(t))c2]Aqt

n n
- f (~Tagtz + pOUDTT) At + f (Toally + FOU)T3]Agt
m

m

- ]n[ul(_Ta,VVZ + p(Ovy)] Agt — fnuz (Toavy +r(Ov)] Agt

= o [(Ta 2?7 + Up (TaVD] Aqtt [ [(Teat)77 + s (T av2P)] Agt
Diger taraftan, baska bir ifade ile,
(Tea (V1P (1) = V1O (TeatzP (V) + (U2 (0)° (Teav1 (D)
= (Tea(v2*(®)v1 (®) + (uz (D) (Teav1 (D) (3.16)
Ve,
(TeaV2P U1 () = (TraV2? (© Uy (©) + (v2P () (T as (1))
= (Teav2° () us (1) + V2 (O Teaus (0 (3.17)

(3.16) ve (3.17)'den su sonug ¢ikar:
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YUV Sy —< U YV g= — f (Tocs) V1O UP () At + f Tun (U3 (DVP () Agt

= fnToc,A [(ur (D uP (D) — vi(DuzP ()] Agt

= [u;(M)v2P (n) — vi(M)u,P ()] — [uy (M)v,P (m) — vy (m)u,P (m)] (3.18)
Simdi asagidaki Uygun Kesirli Dinamik Dirac sistemini ele alalim.

Yz = Az, (3.19)
siir kosullart ile,

K1(2) := k1121 (@) + k12z2°(a) = 0, (3.20)
K2(2) := k2121 (b) + ko2z2°(b) = 0, (3.21)
oyle {ki}ij=1.2 keyfi gercek sayilardir vardir kir? +Ki2?£0 (i=1,2)

(3.20), (3.21) ve Lemma 3.2.2 den asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.3 (3.19), (3.20) ve (3.21) de tanimlanmis olarak verilen Uyumlu Kesirli
Dinamik Dirac operatori H tizerinde self adjoint (kendine es) operatérdir. Bu nedenle bu
operator asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(1) Tim 6zdegerler gercel ve ayn1 zamanda basittir.

(ii) Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir. (Allahverdiev ve Tuna,
2021)

ispat.

_ (11t _ (02(tD)
e (61 = (cpil(t,x)> ve @a(tA) = (wil(t,x))

ifadeleri, (3.19) 'un kabul edilir ¢6zimleri olsun.
@ij(a,A) = &;;, burada &;; (i, j=1, 2) Kronecker sembolii ve A€ C'dir. O zaman

(3.19) denkleminin genel ¢ozimun,
Z(tr }\) = Clcpl(t' )\) + Cz(Pz (t' )\) (322)

seklinde gosteririz. Burada C; ve C, ,t 'ye bagh degildir. Asagidaki dogrusal sistemin
asikar olmayan bir ¢ézlimiinii bulabilirsek,
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{C1K1((P1) + CKy (@) =0 (3.23)

C1 Ky (1) + CKy(g2) =0

bulacagimiz bu z(t,A) ¢6ziimine (3.19) ile verilen esitligin 6z fonksiyonu denir. Bu
nedenle, (3.19), (3.20) ve (3.21) ile tanimlanmus olarak verilen Uyumlu Kesirli Dinamik

Dirac operatorii ile iliskili karakteristik determinant asagidaki sekilde ifade edilir:

_ Ky (1) Ki(@2)

o) = Ky (1) Kz(@z)

(3.24)

® (1) fonksiyonunun sifirlari, (3.19), (3.20) ve (3.21) ile tanimlanan problemin
Ozdegerleridir. @4 (t,A) ve @,(t,A) , her bir sabit t € T igin A'da tam oldugundan, ® (X)
fonksiyonu tam fonksiyondur. Bu nedenle, (3.19), (3.20) ve (3.21) ile tanimlanan

problemin 6zdegerleri, sonlu sinir noktalart olmaksizin en fazla sayilabilirdir.

Teorem 3.2.4 (3.19), (3.20) ve (3.21) ile tanimlanan problemin tim 6zdegerleri, ® (L)

fonksiyonunun basit sifirlaridir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Ispat.

x1(t2) = K;(@3) ((P1 (%, 7\)) — Ki(@)@2(t,2)
x1(5A) = Ky (2) ((P1 (x, 7\)) — Ky (@) 2(t,2) (3.25)

Burada ,

(%11t _ (x21(82)
xah) = (D). ve o) = (2263)

O zaman x4 (t, 1) ve x,(t,A), (3.19) denkleminin kabul edilebilir ¢dziimleridir.

%1(a, ) =(_kl;121) ve x,(b,A) = (kn) (3.26)

ka1
Bunun kontroliinii su sekilde yapabiliriz.

Waa O (62, X2 (6A) = W (@1 (1), 02 () 0 (A) = w0 (A). (3.27)

Ao, (3.19), (3.20) ve (3.21) ile tanimlanan problemin bir 6zdegeri olarak verilsin. A, €R
oldugundan, x;(t, Ay) (i =1, 2) gercel degerli olarak alinabilir. (3.27) 'ten x;(t, A,) Ve
X2 (t, Ap) nin lineer bagimli 6zfonksiyonlar oldugu sonucu ¢ikar. Boylece, sifir olmayan

bir sabit no vardir, dyle ki;
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X1(t A9) = nox2(t, Ap)

(3.25) ve (3.26) sayesinde, su sonuca variyoruz:
X11(b, A9) = ngkaz = MoX21(b,}) ,
sz(b; Ao) = —Mokyy = —noXSZ(bJ»)- (3.28)

(3.14) teu (t) = x4 (t,A) vev (t) = x; (t,Ay) alirsak,
0-20) | Ga(@N, 1 Gt

= x11(n, A)sz (n, %) — sz (0, 20)X11(n, A)
= Nox11(n, A)ng (n,A) — T]oxfz (n,A)x,1(n, 1)

= nOWO(,A(Xl (t, }\);XZ (t) )\) = nOW()\)

buradan,

d . W)

TV, = Ahglo T

- nif;jxl(t, A)|2At#0 (3.29)
0

elde edilir, dolayisiyla w(A), A'da tam bir fonksiyondur. Sonug olarak, A4, ® (A)'nin basit

bir sifiridir.

3.3. Ozfonksiyon A¢ilimi.

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

—Tenrzy +{-A+p ®)}z; = hi(V), (3.30)
Topz1 + {=A+ r(t)} z, = hy(b), (3.31)
ki1 21 (@) + ki32,P(@) =0, k3, +k%, #0 , (3.32)
Ky z1(b) + ky52,P(b) =0, k3; + k3, #0 , (3.33)
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Burada,

teTve h()= (328) eH

Teorem 3.3.1 Eger o (A)#0 ise, o zaman sinir deger problemi (3.30)—(3.33),
z(t, 1) = [1(G(ts, 1), f(5)czAes) (3.34)
tarafindan tanimlanan yalniz tek bir z(t, A) ¢cdziimiine sahiptir, 0yle ki,

_ 1 [e@Dx{(s), m<s<t
BT { X (Lt DX (5,0) ,t<s<n (3.35)

elde edilebilir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Ispat. (3.34) ten

z1(60) = ——=x: (¢, A)f (x11(5, D1 () + X12(s,D)h;(5))Ags

(X)

(7\) —X11 (%, A)f (x21(5, D1 (s) + x22(s, M3 (s))Ays (3.36)

7,(tL,A) = —

1 t
%22 (60 j (a1 (5, Dy (8) + x15(5, Dy (8)) e

(7») —X12(t, )\)f (x21(5, D1 (s) + x22(s, M3 (s))Ays (3.37)

elde edilir. Buradan,

Toazi(tA) = TaaX21 (L, A)f (x11(s,)h;(s) + x12(5,A)h,(5))Ays

(h)

B ﬁ Ta,AX11 (t, 7\) Jtn(le (S, 7\)h1 (5) + X22 (S’ }L)hz (s))AaS

1
+ —=< W a (X1, X3)hy (1) =

1
w)

X[ (%11(5, DL (5) + X12(5, D3 (5))Ags
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1

_ m (A +r() } X262 ft (%21 (s, )f1(S) + Xp5(s,)h,(5))Ags + h, (t)

1
=—{-A+r() }m X2(t 1)

X[ (x11(5, Dy () + X45(5, Dy (8))Ags — {—A + r(D)}x

1

Xw(k)

X126 ) [, (X215, My (8) + X55(5, )5 (5))Ags hy (D)

= {2+ 1O} y.(O) + () (3.37)

(3.30)" un gegerliligi benzer sekilde ispatlanmigtir. Bu nedenle formiil (3.34) ile
tanimlanan z (t, 1), (3.30)—(3.31) ifadeleri ile belirlenen sinir degerinin ¢éztiimiidiir. z (t,
M)'nin (3.32)—(3.33) kosullarini sagladigi kolaylikla ispatlanabilir.

Genelligi kaybetmeden, A=0"1n bir 6zdeger olmadigini varsayabiliriz.

G(t,s) = —

1 {{XZ (Ox{(s), m<s<t (3.38)

WeaX1X2) ( {x,(0)x3(s),t<s<n

Tanmm 3.3.2m <t, s < nolmak iizere iki degiskenli matris degerli M (t, s) fonksiyonu

icin asagidaki verilen ifade saglaniyorsa A, Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi olarak adlandirilir.
L2 RIM(E )12 AgtAgs < o0 (3.39)

Teorem 3.3.3. G (t, s), bir A, Hilbert-Schmidt ¢ekirdegidir.

Ispat. (24) ve (24) sayesinde, gorilyoruz ki
SR Bt [ IIG(S)II% At < o0 Ve
L2 8t LGS Ags < o0,

i¢ integralin olmas1 ve x4;(t) , X, (t) (i, k = 1,2) ¢carpimlarinin dogrusal bir kombinasyonu
olmasindan dolay1 bu ¢arpimlar H x H'ye aittir, ¢linkii faktorlerin her biri H'ye aittir.

Dolayisiyla

L LRNG(E $)I1? Agthgs < o0 (3.40)
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olur (Allahverdiev ve Tuna, 2021).

Simdi gerekli olan asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.3.4. Eger,
Z?E{:llaiklz < oo, (341)

ve bu baginti ile tanimlanan A operatdrii

A{xi} = {yi}, (3.42)
buradan,
Vi = Dgeq GiXk,1=1,2 ... (3.43)

olur ki bu da 1? dizi uzayinda kompakt olmasi demektir (Naimark , 1968).

Teorem 3.3.5. T operator,

(Th(v) = jn(G(t, s),h(s)c2Aqs ,heH

seklinde tanimlanir ve (LTh) (t) = h (t), H'de kompakt ve kendine estir (Allahverdiev
ve Tuna, 2021).

Ispat.u,v € Hve @;=¢;(s),i=1,2, 3, ... Hnin tam, ortonormal bir tabani olsun.

O halde,

i =< u,@; >y = [ (u(s), ¢5(s))c2Aqs,
n

Vi =<V, @i >y = f (v(s), @i(8))c2Das,
m

aie = [ L7 Gt )Pi(D@i(S)cz AgtAgs, ik =1,23, ...,

G (t, s) yukarida verilenler nedeniyle bir Hilbert-Schmidt ¢ekirdegidir. H uzay1 ,
izometrik olarak I2' ye eslenir. Sonug olarak, integral operatdriimiiz T, bu esleme ile I?
uzaymda formiil (3.42) ile tanimlanan A operatoriine doniisiir ve kosul (3.40), kosul
(3.41)" e cevrilir. Teorem 3.3.4. 'e gore, A kompakttir. Bu nedenle, orijinal T operatorii

kompakttir.
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Simdi, T'nin kendine es(self adjoint) oldugunu kanitlayacagiz. G (t,s) = G (s,t)
ve G (t,5), T X T iizerinde tanimlanan gercek bir matris degerli fonksiyon oldugundan,

su sonucu ¢ikaririz:

< Tu,v >u= [L((Tu) (), v(t)2Agt

= fI: fl;l G(t, s)u(s)v(t)cz AgsAqt

= fI:(u(s), fI: G(s, V() Agt)c2Ags =< u, Tv >y (3.44)

Teorem 3.3.6. L operatoriiniin 6zdegerleri, asagidaki sekilde siralanabilen gergel (reel)

say1larin sonsuz bir {A, };-, dizisini olusturur.
] <A <...< Ay <...m 00, n—> oo

L'nin tiim normalize edilmis 6z fonksiyonlarinin kiimesi ve ayni zamanda H uzay1
igin ortonormal bir temel olusturur. Bu durum z € Hicin Tz =h,Lh =z Lx, =

AnXp(n = 1,2,3,...) igin 6z fonksiyon genisletme formiilii
Lh =Y, <hx, >yx, (3.45)

Seklinde ifade edilebilir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021)

Ispat. Teorem 3.3.5 ve Hilbert-Schmidt teoreminden T, {€,}_, ifadesinin

sifir olmayan gercek 6zdegerlerin sonsuz dizisine,

lim¢, =0

n—oo

degeri ile ulasilabilir. Buradan,

Al =— > oo,n >

1
|€nl

elde edilir. Ayrica, {x,}n=; dizisi, {§,}a=, dizisine benzer olarak karsilik gelen bir

ortonormal 6z fonksiyonlar kiimesini gostersin. Boylece (z € H, Tz = h, Lh = z,
Lxn =2AnXn) (0 = 1,2,3,...))

_ oo
Z= Yo <ZXy >H Xn
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ve
Lh=z=3_,<7%3X, >4 Xnp = 2neq < Lh,x, >q x4
=) <hLx, >y xp =21 Ay < h, Xy, >4 X, (3.46)

elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde zaman skalalar1 iizerinde ele alinan ve regiler durumlu Uyumlu
Kesirli Dinamik Dirac sistemi Uzerinde calisacagiz. Bu sistemin minimal simetrik
operatorii tanimlanacak ve bu minimal simetrik operator izerinde sinir kosullar1 yardimi
ile sinir deger uzayi insa edilecektir. Bu uzay sayesinde simetrik Uyumlu Kesirli Dinamic
Dirac sisteminin minimal, kendine es disipatif ve akretif genislemelerine ulasilmaya
caligilacaktir.

Bunun icin 6ncelikle,

—Tovzy + p(b)z
—(z1 — o, V&2 1
z (Zz) ve Yz { Ta_Azl + I‘(t)ZZ (4.1)
olmak Uzere
Yz=Az,t€ T, (4.2)

seklinde verilen Uyumlu Kesirli Dinamik Dirac sistemini goz oniine alalim. Burada A €
C,p () ver (), T iizerinde tanimlanan gergel degerli fonksiyonlardir. Uyumlu kesirli

dinamik Dirac sisteminden operatore gegis yapmak igin,

<f,g>u= [ (f(), 8(0) 2Aqt, 43)
i¢ carpimi1 yardimiyla tanimlanan,

H:= L% A(T;C?

Hilbert uzaymi gozoniine alalim.
Simdi (4.2) denklemine karsilik gelen maksimal ve minimal operatdrlerin tanim

kimelerini verelim.

Daks = {z € H:z, T lizerinde A — mutlak siirekli fonksiyon ve YzeH } ,

Dmin = {Z € Dmaks:zl(a) = Zzp(a) =z(b) = Zzp(b) = 0}
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Dnaks KUmesi Gizerinde,
Lmax =Yz

seklinde Lmaks maksimal operatoriinii tanimlayalim. Eger Lmaks operatori Dy, kimesi
lizerine sinirlandirilirsa Lmin minimal operatori elde edilir. Burada Lmin =Lmaks V€ Lmin

minimal operatorl kapali simetrik bir operatérdur (Naimark,1968).
Simdi ,
I'1, T'2:Dmax— C? )
—(- — (2P ()
res(). = (25) o

seklindeki dontisiimleri ele alalim.
Teorem 4.1. (4.4) ile ifade edilen (C?I'1,I'?) tigliisii Lmin operatdriiniin bir smir deger
uzayidir.

Ispat:V y,z € Dpax iGN

(y, T32) 2 — (Iyy, [12) c2

((29).59) )e- (C52). (=) )e

(@zr@r no@m ) -(vr@E) o))
- (1, @@®) - 1 @@@) + (1O E@E®) ., O E®))

(0 E@®) -, @) (@@ - @ EE))

Lemma 3.2.2 den

Ny, Lz)c2 — (I2y, T12) 2 =[y,z](b) - [y.z](a)
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:(Lmaksy,Z) — (y, LmaksZ)

elde edilir. Yapilan bu islem sonucunda, sinir degeri uzayma ait tanimlanan ilk kosulu

ispatlamis olduk.
Simdi de sinir deger uzayna ait tanimin diger kosulunu ispatlayacagiz.
__f(u _ (v 2
u=() v=() ec
— [a11(D) _ (o1 (D)
a(® = (§20)  wm = (60).
B = (G120 B2 = (5220 & Hin

y(O= (110)= catus(t) + az(Ova() + Ba(uz(t) + Ba(H)va(t)

Y2(t)
biciminde verilen fonksiyon vektor degerli olmakla beraber asagidaki verilen sartlart

saglasin.

a (@) =-1, &, (@) =ay; (b) =af,(b) =0

oh,@ =1 , ay(a) = ay(b) =ab,(b) =0

Bii(@) =1, B11(a) = BF,(a) = B,(b) =0

B5,(0) =1, Ba1(a) = B2 (b) = B5,(@) = 0

Bu durumda bu fonksiyonun Dmaks kiimesine ait oldugu agikga goriiliir ve
y=u, ILy=v

oldugu aciktir.

Sonug 4.2. K, C? uzayinm (izerinde biiziilme operatdrii olsun. Bu durumda Lmin minimal

operatorinun,

(K-1) Iy + i(K+1) T,y=0 (4.5)
ve

(K-1) Iy - i(K+1) Ty=0 (4.6)
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kosullarin1 gergekleyen y €Dmaks fonksiyonlarinin kiimesine sinirlandirilmasi, sirasiyla
Lmin Operatorune ait maksimal disipatif ve ayn1 zamanda maksimal akretif genislemesini
vermektedir.

Tersine Lmin operatoriine ait olan keyfi maksimal disipatif ve ayni zamanda
maksimal akretif genislemeleri (4.5) ve (4.6) 6n sartlar1 sayesinde elde edilir. Ayrica K
bizulme operatdri ise genisleme sonucu yalnizca tek sekilde belirlenir.

Eger (4.5) ve (4.6) ifadesinde ele alinan K operatori izometrik bir operator olarak
alinirsa Lmin Operatoriine ait maksimal simetrik genislemesini, eger K operatori Uniter
operator olarak alinirsa bu durumda da Lmin Operatoriine ait kendine es genislemesi elde

edilir. Lmin operatorunun disipatif genislemelerine ait genel form ise,

K(Ty +ilLy)= (Iy-ily, Iy +i[;y)€ D(K)

K(Ty-iLy)= (Iyy + iy, Iy - i [;y)€ D(K) (4.7)
sart1 ile gosterilir. Burada K operatdrinin fe D(K) igin,

KN < Il (4.8)

kosulunu saglayan lineer bir operator oldugu goriiliir.
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5. SONUC VE ONERILER

Dirac sistemi, elektron spininin dogal bir tanimini sagladigi, antimaddenin
varligini tahmin ettigi ve ayn1 zamanda hidrojen atomunun spektrumunu dogru bir sekilde
yeniden {iretebildigi igin fizikte 6nemli bir rol oynagi asikardir. Bu yiizden bu sistem

bir¢ok bilim insaninin ilgisini ¢ekmektedir. Bu tez ¢alismasinda,

—Tyvzy + p(t)z
— Zq — (X,V 2 1
z (ZZ) ve Yz: { Tyazs + 107, (5.1)
olmak Uzere
Yz=Az,t€ T, (5.2)

formatinda verilen uyumlu Kesirli dinamik Dirac sistemi regiiler durumda ele alindi.
Burada X € C, p (.) ve r (.), T ilizerinde tanimlanan gergek(reel) degerli fonksiyonlardir.
Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal operatorler ve maksimal operatorler

Daks = {z € H:z, T lizerinde A — mutlak siirekli fonksiyon ve YzeH } ,

Dmin = {Z € Diaks: 21(a) = z,°(a) = z(b) = z,°(b) =0},

kiimeleri yardimiyla tanimlandi.
I't, I'2:Dmax— C? .
—(-z1(a) — (22
re=(e). = ()
doniisiimleri ile uyumlu kesirli dinamik Dirac sistemi operatoriiniin (C%I',I'2) sinir deger
uzayr meydana getirildi. Sinir deger uzay: kullanlarak uyumlu kesirli dinamik Dirac

sistemine ait simetrik operatdriin maksimal disipatif, akeretif ve kendine es geniglemeleri

siir kosullari cinsinden su sekilde gosterildi:

K, C? uzaymnm (zerinde blzilme operatorii olsun. Bu durumda Lmin minimal

operatorunin,
(K-1) Iy + i(K+1) IL,y=0
ve

(K- 1) T,y - i(K+1) T,y=0
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kosullarini gergekleyen y €EDmaks fonksiyonlarinin kiimesine sinirlandirilmasi, sirasiyla
Lmin Operatorinin maksimal disipatif ve ayn1 zamanda maksimal akretif genislemesini
vermektedir.

Tersine Lmin operatoriinin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif

genislemesi
(K-1) Iy +i(K+1) ILy=0

ve
(K-1) Iy -i(K+1) IL,y=0
esitligi sayesinde verilir. K biiziilme operatorii ise genisleme ile yalmzca tek sekilde
belirlenir.

Eger ele alinan K operatorii izometrik operatdr seklinde alinirsa Lmin operatoranin
maksimal simetrik genislemesini, eger iiniter operatér olursa bu durumda da Lmin
operatdriine ait kendine es genislemesi elde edilmis olur. Lmin operatorinin disipatif

genislemelerine ait genel form ise,

K(Iy +iLy)= (Iy-ilLy, Ly +iy)€e D(K)
K(Ty-iLy)= Ty +ily, Iy -iy)€ D(K)

kosulu ile gosterilir. Burada K operatérinun fe D(K) icin,
KN < Il

kosulunu saglayan lineer bir operator oldugu goriiliir. Bu ¢alismada regiiler durumda
yapilan iglemler ayn1 zamanda benzer tirden denklemler igin singiler durumda ele

almabilir ve konu benzer sekillerde genisletilebilir.

28



KAYNAKLAR

Akhiezer, N. I., Glazman, I. M., (1963). Theory of Linear Operators in Hilbert Spaces,
Volume I. Frederick Ungar, New York.

Allahverdiev, B. P., Tuna, H., (2021). One dimensional Dirac operators on time scales,
Caspian Journal Mathematical Sciences 10(2), 195-2009.

Allahverdiev, B. P., Tuna, H., (2020). One-dimensional conformable fractional Dirac
system. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana 26(1), 121-146.

Allahverdiev, B. P., (2016). Extensions of symmetric singular second-order dynamic
operators on time scales. Filomat, 30(6), 1475-1484.

Allahverdiev, B. P., Tuna, H., (2022). Conformable fractional Sturm-Liouville problems
on time scales. Mathematical Methods in the Applied Sciences 45, 2299-2314.

Allahverdiev, B. P., Tuna, H., (2023). Conformable fractional dynamic dirac system.
Annali dell’Universita Ferrara 69, 203-218.

Atici Merdivenci, F., Guseinov, G..Sh., (2002). On Green’s functions and positive
solutions for boundary value problems on time scales. Journal of Computational
Applied ,Mathematics 141(1-2), 75-99.

Bendouma, B., Hammoudi, A., (2019). A nabla conformable fractional calculus on time
scales. Electronic Journal of Mathematical Analysis Applications 7(1), 202-216.

Benkhettou, N., Hassani, S., Torres, D. F. M., (2016). A conformable fractional calculus on
arbitrary time scales. Journal of King Saud University 28(1), 93-98.

Benkhettou, N., Brito da Cruz, A. M. C., Torres, D. F. M., (2015) A fractional calculus
on arbitrary time scales, Fractional differentiation and fractional and fractional
integration. Signal Press. 107, 230-237.

Bohner, M., Peterson, A., (2001) Dynamic Equations on Time Scales. Birkhduser, Boston.

Bohner, M., Peterson, A., (2003). (eds.): Adverse in Dynamic Equations on Time Scales.
Birkhduser, Boston

Gorbachuk, M. L., Gorbachuk, V. I., Kochubei, A. N., (1989). The theory of extensions
of symmetric operators and boundary-value problems for differential equations,
Ukrainian Mathematical Journal. 41, 1299-1312 (English transl. in Ukrainian
Mathematical Journal. 41, 1117-1129).

Gulsen, T., Yilmaz, E., (2017) Spectral theory of Dirac system on time scales. Applicable
Analysis 96(16), 2684-2694

Gulsen, T., Yilmaz, E., Goktas, S., (2017) Conformable fractional Dirac system on time
scales. Journal of Inequalities and Applications. 2017(161), 1-10.

29



Hammoudi, A., Torres, D. F. M., (2018) A Truly conformable calculus on time scales.
Global Stochastik Analysis 5(1), 1-14.

Hilger, S., (1988). Ein MaRtkettenkalkiil mit Anwendung auf
Zentrumsmannigfaltigkeiten, Ph.D. Thesis, Universtadt Wurzburg, Wiurzburg
Germany.

Kreyszig, E., (1978). Introductory Functional Analysis with Applications, John Willey
and Sons, New York. 688.

Keskin, B., (2020). Inverse problems for one dimensional conformable fractional Dirac
type integro differential system. Inverse Problems. 36, No. 6, Article ID 065001,

pp. 10.

Kunt, M., (2018). Tensor Carpimlart ve Niikleer C*-Cebirleri (YUksek Lisans Tezi)
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstittisd, Trabzon.

Mamedov, K. R., Akcay, O., (2017). Inverse problem for a class of Dirac operators by the
Weyl function. Dynamical System of Applications 26(1), 183-196.

Naimark M. A., (1968). Linear Differential Operators of 2nd edn., Nauka, Moscow
(1969); English translate of 1st. edn., 1,2, New York.

Ozkan, A. S., (2018) Ambarzumyan-type theorems on a time scale. Journal of Inverse
and Il Posed Problems 26(5), 633-637.

Tuna, H., Eryilmaz, A., (2015). Completeness theorem for discontinuous Dirac systems.
Journal of Differental Equations and Dynamic Systems 23, 15-23.

Zhao, D., Li, T., (2016). On conformable delta fractional calculus on time scales. Journal
of Mathematic Computational Sciences 16, 324-335.

30



