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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

UYUMLU KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI YARDIMIYLA
INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Nazhcan EROGLU

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Alper EKINCI

Bu tezde, konveks, konkav ve s —konveks fonksiyonlar igin uyumlu kesirli integral
iceren yeni genellestirmeler elde edilmistir. Ik boliim giris i¢in ayrilmis olup, bu
bolumde esitsizlikler, konveks fonksiyonlar, kesirli tirev ve integraller, uyumlu
kesirli tirev ve integraller ile ilgili gliniimiize kadar yapilan g¢alismalar hakkinda
bilgiler verilmistir. ikinci bélimde konveks fonksiyonlar ile ilgili temel tanim ve
kavramlara, farkl: tiirden konveks fonksiyon siniflarina, bazi 6nemli esitsizliklere ve
literatiirde iyi bilinen kesirli tiirev ve integral tanimlarma yer verilmistir. Ugiincii
bélimde uyumlu kesirli tirev ve integraller ile ilgili temel tanim, teorem ve bilgiler
verilmigtir. Daha sonra bu bolimde literatirde mevcut bazi esitsizliklere yer
verilmistir. Dordiincii bolimde ise konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in uyumlu
kesirli integral iceren vyeni esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica s —konveks

fonksiyonlar i¢in uyumlu kesirli integral iceren esitsizlikler bulunmustur.
2019, 49 sayfa

Anahtar sozcukler: Uyumlu Kkesirli integral operatorii, Konveks fonksiyon,
s —Konveks fonksiyon, Holder esitsizligi, Power Mean esitsizligi.



ABSTRACT

MASTER THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES VIA CONFORMABLE FRACTIONAL
INTEGRAL OPERATORS

Nazhcan EROGLU

Agr1 Ibrahim Cegen University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Alper EKINCI

In this thesis, new generalizations have been obtained including conformable
fractional integral for convex, concave and s-convex functions. The first chapter is
devoted to introduction, and in this chapter information on inequalities, convex
functions, fractional derivatives and integrals, conformable fractional derivatives and
integrals has been given. In the second chapter, basic definitions and concepts related
to convex functions, different types of convex function classes, some important
inequalities and fractional derivative and integral definitions well known in the
literature are included. In the third chapter, basic definitions, theorems and
information about conformable fractional derivatives and integrals are given. Later,
some inequalities in the literature are included in this section. In the fourth chapter,
new inequalities including conformable fractional integral are obtained for convex
and concave functions. Also inequalities including conformable fractional integral

were obtained for s-convex functions.
2019, 49 pages

Keywords: Conformable fractional integral operator, Convex function, s —Convex
function, Holder’s inequality, Power Mean inequality.
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1. GIRIS

Esitsizlikler, fizik ve miithendislik gibi baz1 bilimsel alanlarla birlikte yaklagim teorisi
ve ortalamalar teorisi gibi matematigin diger alanlarinda da 6nemli bir yere sahiptir.
Esitsizlik teorisi 1ile ilgili Hardy, Littlewood ve Poélya tarafindan yazilan
“Inequalities” (Hardy et al. 1952), 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R. Bellman’in
yazdig1 “Inequalities” (Beckenbach and Bellman 1961), 1970 yilinda Mitrinovi¢’in
yazdig1 “Analytic Inequalities” (Mitrinovi¢ 1970) kitaplar1 temel kaynaklar arasinda

gosterilebilir.

Tarihi ¢ok eskilere dayanan konvekslik, fonksiyonel analiz ve olasilik teorisi gibi
bircok alanda kullanilmaktadir. Konvekslik kavrami ilk olarak Hermite tarafindan
1881’de bulunan bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yaymlanmasiyla
ortaya c¢cikmustir. 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen de bu alanda 6nemli

calismalar yaparak konveks fonksiyonlarin gelismesine onciiliik etmistir.

Konveks fonksiyonlar ile iligkili olan esitsizlik teorisi i¢in ¢ok sayida g¢alisma
yapilmis, kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlariyla birlikte 6nemli bir gelisme
kazanmuistir. Kesirli Analiz ile ilgili son zamanlarda pek ¢ok arastirma yapilmaya
baglanmistir. Kesirli Analiz ile ilgilenenlerin sayist arttikga konu daha iyi
anlasilmistir. Oniimiizdeki yillarda da Kesirli Analiz ile ilgili yapilan ¢alismalarin

onemli 6l¢iide artmas1 ongoriilmektedir.

d"f(x)
X

L’Hospital’in Leibniz’e 1695 yilindaki bir mektupta o

1
notasyonunda n = >

olmast durumunda sonucun nasil olacagini sormasi lizerine kesirli hesabin temelleri
atilmigtir. Daha sonra Laplace, Fourier, Abel, Lacroix, Euler, Riemann, Liouville,
Grinwald ve Letnikov gibi birgok bilim insan1 bu konu ile ilgili pek ¢ok ¢alismaya

onciiliik etmislerdir.

Kesirli tlirev ve integrallerin bircok tanimi bulunmaktadir. Kesirli tiirevin birgok
taniminda integral formu kullanilmaktadir. Bu formu kullanan Riemann-Liouville ve
Caputo’nun tanimlart en popiiler olan tanimlardandir. Ayrica Griinwald-Letnikov
limit formundan faydalanarak kesirli tiirev tanim1 yapilmistir. Yukaridaki tanimlar da

dahil biitiin kesirli tiirev tanimlar1 lineerlik sartin1 saglar (Khalil et al. 2014). Diger



ozellikler ile ilgili pek fazla uyum gorilmemektedir. Ornegin klasik tiirev icin
saglanan zincir kurali, iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi ve bolimuntn tlrevi gibi

ozellikler kesirli tirevlerin hepsi i¢in saglanmaz.

Kesirli Analiz ile ilgili, Haziran 1974’te B. Ross tarafindan New Haven
Universitesi’nde diizenlenen “First Conference on Fractional Calculus and its
Applications” adli ilk konferansta birgok matematik¢inin katilimiyla birlikte 6nemli
gelismeler katedilmistir. Daha sonra S.G. Samko, A.A. Kilbas ve O.lI. Marichev,
K.B. Oldham ve J. Spanier, K.S. Miller ve B. Ross gibi bilim insanlar1 kesirli analiz

ile ilgili kitaplar yazmuslardir.

Son zamanlarda ise klasik tlirevin dogal bir genisletilmesi olarak uyumlu kesirli tiirev
(conformable fractional derivative) adli yeni bir kesirli tiirevin tanimi verildi. Bu
tanim ile klasik tlrev tanimi arasindaki uyum dikkat ¢cekmektedir. Uyumlu kesirli
tirevler carpim kurali ve bolim kuralin1 saglamakla birlikte klasik tiirevlerdeki zincir
kuralina yakin bir formda yazilabilmektedir. Khalil ve arkadaslar1 (Khalil et al. 2014)
ile ortaya ¢ikan bu tanim, klasik tlirev tanimina benzer limit formu kullanmaktadir.
Daha sonra uyumlu Kesirli tlrev kavrami: Abdeljawad (2015) tarafindan
gelistirilmistir. Abdeljawad yaptig1 calismada, sag ve sol uyumlu kesirli tlrev
kavramlarini, kesirsel zincir kuralini ve Gronwall esitsizligini vermistir. Ayrica

uyumlu Kesirli integralin tanimini da vermistir.

A. Yalgm “Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar igin Uyumlu Kesirli integraller
Iceren integral Esitsizlikler” (Yal¢in 2016) adl yiiksek lisans tezinde yeni sonuclara
ulasmistir. A. Gozpmar “Konveks Fonksiyon Siniflari I¢in Kesirli Integraller I¢eren
Esitsizlikler” (Gozpinar 2018) adli doktora tezinde uyumlu kesirli integraller ile ilgili

yeni galismalara yer vermistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Calismanin bu boliimiinde bazi temel tanim, teorem ve bilgilere yer verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Konveks Kime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak
lzere
B={z€elLz=ax+ (1—-a)y, 0<a<1}cA4

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y’nin katsayilart i¢in @ + (1 —a) = 1 bagintist her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki @, 1 — a yerine @ + f = 1 sartin1 saglayan ve
negatif olmayan «a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari
x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos
olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir
(Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.2. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 = R bir fonksiyon

olmak Uzere her x,y € I ve a € [0,1] icin,

flax+ (1 —a)y) < af () + 1 - a)f (y) (2.1)

sartint saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizligin yon
degistirmesi durumunda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1)
esitsizligi x #y ve a € (0,1) icin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna Kkesin
konvekstir denir (Pecari¢ et al. 1992).

Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

yA

<y

a ta+(1-t)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon



Geometrik olarak bir konveks fonksiyon egrisi, lizerinde alinan herhangi (a, f(a))
ve (b, f(b)) noktalarindan gegen Kkirigin altinda kalir. Diger bir deyisle bir konveks
fonksiyonda ta + (1 — t)b noktasmnin goriintiisii f(a) ve f(b) degerlerinin ayni t

degeriyle olusturulan lineer bilesiminden kii¢lik veya esit kalir.

Tamim 2.1.3. (Sureklilik): f:S € R = R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
XESVe|x—xo|l <Sicin|f(x) — f(xy)| < &

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da sureklidir denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.1.4. (Mutlak Siireklilik): I, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:I - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}-, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini g6z
oniine alalim. Sayet Ve >0 icin Xi-,|b; —a;| <& oldugunda Xi-,|f(b;) —
f(a;)| < € olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayis1 var ise f fonksiyonu I kiimesinde
mutlak streklidir denir (Carter and Brunt 2000).

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve
b. f,[a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Tamm 2.1.5. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda taniml bir fonksiyon

ve x;, x, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@) x, > xq iken f(x,) > f(xy) ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir,

(b) x, > x; iken f(x,) < f(xp) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandir,

(€) x, > xq iken f(x,) = f(x;) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,
(d) x, > x4 iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir
denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.2. | agik bir aralik ve ] © I olmak lzere f, I Uzerinde surekli ve J

uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J icin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.
(b) Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I {izerinde azalandr.

(c) Her x € J icin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandr.



(d) Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandr.
(Adams and Essex 2010).

Sonu¢ 2.1.1. f,g konveks fonksiyonlar ve g aynmi zamanda artan ise go f
fonksiyonu konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.3. Eger f:1 - R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f/(x) ve
f!(x) var ve bu fonksiyon I°’de artandir (kesin artandir) (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.4. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'’nin

artan (kesin artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.5. f fonksiyonunun [ acik araliginda ikinci tiirevi varsa, f

fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi igin gerek ve yeter sart x € [ igin
f'x) =0
olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanmmm 2.1.6. (Quasi-Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve § ¢ R"
bostan farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin

fAx + (1= Dy) < max{f(x), f ()}
ise f*ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).
Eger

f@x + (1 —Ay) < max{f(x), f ()}

ise f’ye kesin quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fQx + (1 = Dy) = max{f(x), f(y)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fQx + (1= Dy) > max{f(x), f(y)}

ise f’ye kesin quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).



Tanmm 2.1.7. f hem quasi —konveks hem de quasi—konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug¢ 2.1.2. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Ornegin g: [—2,2] - R,

1, te[-2,-1]

90 = { t?, te (-1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2]

araliginda quasi —konveks fonksiyondur (lon 2007).

Tamm 2.1.8. (log —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 = R bir

fonksiyon olsun. Eger logf konveks ise veya her x,y € I ve her a € [0,1] igin

flax+ (1 - a)y) < [fOI*[fDN]'*

ise f fonksiyonuna log —konveks fonksiyon ve bu esitsizligin ters ¢evrilmesi

durumunda ise log —konkav fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Tammm 2.1.9. (P —Fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan f fonksiyonu Vx,y €
1,4 € [0,1] olmak Uzere

fAx+ A =Dy) < f()+ f)

esitsizligini sagliyorsa f’ye P —fonksiyonu veya P(I) simifina aittir denir (Dragomir
et al. 1995).

Tanmmm 2.1.10. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): f:[0,0) - R ve 0 <

s < 1olsun. a® + B° = 1 olmak Uzere her u, v € [0, ) ve her @, 8 = 0 icin

flau+Bv) < a’f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

Tamm 2.1.11. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): f:[0,0) - R ve 0 <

s<1olsun.a,p =0, a + f = 1 olmak Uzere her u,v € [0,0) i¢in



flau+pv) < a’f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s =1 ig¢in bilinen konvekslige

doniistir.

Tamm 2.1.12. (m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b],m € [0,1] ve t € [0,1] igin

fltx+m(1=-0)y) <tf(x) +m(1-)f ()
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m — konvekstir denir (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0igin [0, b] araliginda tanimli tim m —konveks fonksiyonlarin sinifi K,,, (b)

ile gosterilir.

Eger m =1 alinirsa [0,b] (zerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona doniistir.

Tammm 2.1.13. (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I c R, —» R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fOty™) < [FOIFIF OO

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et
al. 2012).

Tanmmm 2.1.14. (Ortalama Fonksiyonu): M fonksiyonu M: (0, ) X (0, ) —
(0, ) seklinde verilsin. Eger

1) M(x,y) = M(y,x)

2) M(x,x) =x

3) x<Mx,y) <y, x<y

4) M(ax,ay) =aM(x,y), Va >0



sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al.
2007).

Tamm 2.1.15. (Gama Fonksiyonu): Euler, Gama fonksiyonunun integral temsilini
I'(x) =f e tt*1dt, x>0
0

seklinde ifade eder (Kannappan 2009).

Tamm 2.1.16. (Beta Fonksiyonu): Beta fonksiyonu
1

B(x,y) = f t*"1(1 - t)Ydt, x,y >0
0

seklindedir (Dragomir et al. 2000). Bu esitlik Euler tipli Beta fonksiyonu ya da
birinci ¢esit Euler integrali olarak adlandirilir. Tamamlanmamis Beta fonksiyonu,
X

B.(a,b) = f t¢1(1 - )P at
0

seklinde ifade edilir (Pearson 1968).

Bu fonksiyonlarin,

o x-1
i. B(x,y)=[ t*'(1-0)¥ dt=["———dt, x,y>0
0 0 (1+t)*ty
" r'(x)r)
i Bx,y) =S5 6y >0

iii. B(x,y) = B(y,x)
gibi 6zellikleri vardir (Jeffrey and Dai 2008).

Literatiirden goriilebilecegi gibi, gama ve beta fonksiyonlar1 sirasiyla (0,00) ve
(0, ©)? de logaritmik konveks fonksiyonlardir.
2.2. Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.2.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R’de bir aralik, a,b € I ve a <

b olmak lzere f:1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde



b 1 (P b
f(a;r )Sb_afaf(x)dxsf(a);rf()

esitsizligi literatirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ et al.
1992).

Teorem 2.2.2. (Holder Esitsizligi): a = (a4, ...,a,) ve b = (b4, ..., b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

1
—4+-=1
p q
olmak Uizere

(@) p > 1ise,

1 1

n n E n a

eyl < (me) (Zwkw) ,
k=1 k=1 k=1

(b) p < 0veyaq < 0 ise,

1 1
n n E n a
D il = (kalp) (Zwuq)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.2.3. (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1 olsun. f ve

g, la,b] araliginda tammli reel fonksiyonlar, [f|? ve |g|?, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b % b %
[ regeolax < ( | |f(x)|de) ( | |g(x)|qu>
a a a
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibi

ifade edilir.
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Sonu¢ 2.2.1. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda
tanimli reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
ise

1

b b 1—% b q
fLﬂmedes(f|f@M¢Q (ftﬂxmg@n%u>
a a a
esitsizligi gecerlidir.
Teorem 2.2.4. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilar1 i¢in

Ix +yl < [x| +yl,

[l = Iyl| < Ix —yl,

1| = [yl| < |x+ yl
ve tlimevarim metoduyla

|x1 +-t xnl =< |x1| e + |xn|
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
Teorem 2.2.5. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a,b] arahiginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ reoan| < [ reolar @<n

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

2.3. Riemann-Liouville Kesirli integralleri

Tanmm 2.3.1. [a,b](— < a < b < ), reel eksen iizerinde sonlu bir aralik ve f €

L[a, b] olsun. Bu durumda

1 X
]ff+f(x) = mf (x — )* 1f(t)dt, x>a

ve

1 b
Jp-f(x) = m[ (t — ) 1f(t)dt, x<b

11



integrallerine sirasiyla a > 0 igin a. mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-
Liouville kesirli integralleri denir (Kilbas et al. 2006). Burada TI'(ax) Gama
fonksiyonudur. Ayrica J2+ f (x) = Jo-f(x) = f(x) dir.

2.4. Caputo Kesirli Turevi

Tanmm 2.4.1. m—1<a <m, meN, x > a olmak Uzere, f(t) fonksiyonunun «

mertebeden (@ > 0) Caputo tiirev tanimu,

(Daf)®) =+

t
— | (t—x)m 1M () dx
o), !
biciminde tanimlanir (Caputo 1967; Kilbas et al. 2006).

Ayrica Caputo kesirli tirevine (Podlubny 1999) kaynaginda detayli bir sekilde yer

verilmistir.

2.5. Katugampola Kesirli Integrali

Tamm 2.5.1. « ve p # —1 olmak lizere, Katugampola kesirli integrali

(p+ 1D

G () = o)

jx(xp+1 — tPtDYa"1tP £ (t) dt

seklindedir (Katugampola 2011).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Uyumlu (Conformable) Kesirli Tiirev ve integraller

Bu boélimde uyumlu kesirli tlrev ve integraller ile ilgili bazi temel tanim, teorem ve

bilgiler verilecektir.

Tanmm 3.1.1. f:[0,00) - R bir fonksiyon olsun. Her t >0 ve a € (0,1) igin f

fonksiyonunun a mertebeden “uyumlu kesirli tiirevi”

ft+et'*) —f(@)

&

T.(F)(®) = lim

ile tanimlanir (Khalil et al. 2014). Eger f fonksiyonu a > 0 olmak {izere baz1 (0, a)

araliginda o diferansiyellenebilir ve lim £ (¢) limiti varsa bu durumda,
(@) = 1 ()
£900) = lim f1(¢)

olarak tanimlanir. f’nin a mertebeli uyumlu kesirli turevini goéstermek igin bazen
T,(f)(t) yerine f((t) yazilacaktir. Ayrica, a mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

varsa bu durumda f’ye kisaca a diferansiyellenebilirdir denir (Khalil et al. 2014).
Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.1.1. Bir f:[0,00) - R fonksiyonu t, > 0 noktasinda a € (0,1] olmak
uzere a diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir (Khalil et al.
2014).

ispat:

fto + etg™®) — f(to) .
&

flto +etg™®) — f(tp) =

oldugundan

fto +etg™*) — f(to) .

. 1-ay _ — i
£1_r)13[f(t0+5t0 ) — f(to)] !C_l_f;% - am

yazilabilir. h = et~ alimrsa bu durumda
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lim[f (to + h) = f(to)] = F( (t).0
olur. Boylece
lim f(to + h) = f(to)
elde edilir. Bunun sonucu olarak f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.

Teorem 3.1.2. a€(0,1] icin f ve g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda «
diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde

Va,b € Rigin T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.
Vp € Rigin T, (tP) = ptP~% dur.
Tum f(t) = A bigcimindeki sabit fonksiyonlar igin T, (1) = 0 dur.

T.(fg) = fT.(g) + gT,(f) dir.
T, (£) = Z<F i

el

o

g

6. Ek olarak eger f diferansiyellenebilirse T, (f)(t) = tl‘“i—{(t) dir (Khalil et al.
2014).

Ispat: 1k ii¢ maddenin ispatlari tanmimdan acikca gorilebilir. Cok 6nemli

olduklarindan sadece (4) ve (6) nin ispatlar1 verilecektir.

(4) Sabit bir t > 0 icin

T.(fg)(®) = lim ft+et g +€et1-“) — F(Bg®

f+et'™ gt +et!™) = f()gt +et'™ )+ f(D)g(t +et'™*) = f()g(t)

= lim
-0 &
1-ay _ 1-ay _
= lim (ﬂtﬂt : ) f(t)g(t+st1‘“)> +f(t)}§£%g(t+gt : i

=To()(®) lim g (¢ + et~ + £ ()T (g) (1)
dir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lirr&g(t + et17%) = g(¢t) dir. (4) iin ispat1
E—

tamamlanir.

(5) Benzer sekilde ispatlanabilir.
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(6) Ispat icin, Tanim 3.1.1 de h = et~% alinirsa ve buradan & = t*~1h dir. Bu

durumda

_ f+ et ™) —F (0
Ta()(8) = lim .
_hmf&+h)—f@)
- h—0 ht(l—l
_ﬂﬂrfﬁ+m—ﬂ0
- e h

_1-a Y
=t! E;(o

olur.

Teorem 3.1.3. (Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar icin Rolle

Teoremi): a > 0 ve f:[a, b] = R fonksiyonu

i. [a, b] araliginda stirekli,
ii. a € (0,1) icin a diferansiyellenebilir,

iii. f(a) = f(b)

kosullarini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f‘®(c) = 0 olacak sekilde bir
¢ € (a, b) vardir (Khalil et al. 2014).

Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve f(a) = f(b) icin bir c € (a, b) yerel
ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasinin f fonksiyonunun

yerel minimum noktasi oldugunu varsayalim. Boylece

flc+ec™) —f(c) I fle+ec'™) = f(0)
= 11m

& &£-07 &

() = 1
% (c) Jim,
yazilabilir. Fakat, ilk limit negatif, ikinci limit ise pozitif degildir. Dolayisiyla,
@ (c) =0du.

Teorem 3.1.4. (Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar icin

Ortalama Deger Teoremi): a > 0 ve f:[a, b] — R fonksiyonu

i. [a,b] araliginda stirekli,

ii. a € (0,1) i¢in « diferansiyellenebilir
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f (b) f (a)

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f®(c) = olacak

a a

sekilde bir ¢ € (a, b) vardir (Khalil et al. 2014).

Ispat: g(x) = f(x) — f(a) — f(b) f(a)(ax —%a“) fonksiyonunu g6z Onlne

alalim. Bu halde g fonksiyonu i(;in Rolle teoreminin kosullar1 saglanir. Dolayisiyla
9@ (c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir. T, (% t“) =1 oldugu kullanilarak
ispat tamamlanir.

Tanmm 3.1.2. f: [a, o) — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 i¢in f fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu kesirli trevi

fE+et—a)™*) —f(t)

&

(T2 = lim

olarak tanimlanir. @ = 0 oldugunda T, yazilir. Eger (a,b) arahiginda (T,f)(t)
mevcutsa (T2f)(a) = tlim+ (TZf)(t) olur (Abdeljawad 2015).
-a

0 < a < 1igin f fonksiyonunun a mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi

f(t +e(b -t = f(0)

&

GTAH® = ~lim

olarak tanmimlanir. Eger (a,b) arahiginda (bTaf)(t) mevcutsa (bTaf)(b) =
tlirgl_( bTaf)(t) olur. Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise (TZf)(t) =

(t —a)~%f'(t) ve (AT () = —(b — t)17%f'(¢) dir (Abdeljawad 2015).

Tanmm 3.1.3. « € (n,n+ 1] ve B = a —n olsun. f:[a, o) - R fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu kesirli tiirevi, £ (¢) tirevi mevcut olmak lizere

(T = (TFF™)(®)
olarak tanimlanir (Abdeljawad 2015).

Benzer sekilde f fonksiyonunun a mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi

GTHE® = O™ (FTF™)(©®)
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olarak tanimlanir (Abdeljawad 2015).

Notasyon 3.1.1. 0 < a < 1 olmak lzere

U2 = f FG)da(x @) = f (x — @) f () dx

olarak tanimlanan I§ operatorl ile « mertebeden sol uyumlu kesirli integrali ve

b b
(f)® = [ F@db0) = [ -0 @dx

olarak tamimlanan I, operatérii ile de @ mertebeden sag uyumlu kesirli integrali

gosterilecektir (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.1.1. f:[a, ) — R sirekli bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde

bitin t > a igin

Talaf(®) = f(@)
olur (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.1.2. f:(—o,b] - R sirekli bir fonksiyon ve 0 <a <1 olsun. Bu
takdirde bitun t < b igin

bTa blaf(t) =f(®)
olur (Abdeljawad 2015).

Tanimm 3.1.4. @ € (n,n+ 1] ve B = a — n olsun. Bu takdirde sirasiyla & mertebeli

sol uyumlu ve sag uyumlu kesirli integralleri

1 t
12N =g (= f @) = — j (t —x)"(x — a)f Lf (x)dx

ve

1 b
(1) = 152 (6 - 0P £ ©) = | =076 = 0P £ ()
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olarak tanimlanir (Abdeljawad 2015). Eger burada « = n + 1 ise bu takdirde § =

a—n=n+1-n=1olur. Dolayisiyla

1 t
UEH© = G HO = [ €= 0" rCod
Ja
olur. Bu ise Cauchy formilu ile f fonksiyonunun (a, t] arahiginda n + 1 kez tekrarl
integralidir.

a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

1 t
wf)) =] t—0)*"'f(x)d
U21)® = 5 | =0
olarak tanimlandigi hatirlatilarak « = n 4+ 1, n = 0,1,2, ... igin

UEH® = (3)®
oldugu goriiliir (Abdeljawad 2015).
Ornek 3.1.1. a,u > 0 igin

['(u)

RS Lo

Jar((t —a)* () =

seklindedir (Samko et al. 1993).

Buna gore (t — a)* fonksiyonunun a € (n,n + 1] igin uyumlu kesirli integralini

hesaplayalim. u € R Oyle ki « + u —n > 0 olmak Uzere

['(a+u—n)

NCETE N

UGt —a)) () = (J7H (t = a)pre ) (x) =
yazilabilir. Benzer bicimde u € R Oyle ki @ + ¢ —n > 0 olmak iizere sag uyumlu

kesirli integral

F(a+u—n)

FMla+u+1) (b =)

(PI,(b — )*)(x) = P (t — @)**o ™) (x) =

olarak hesaplanir.
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Buradan da anlasiliyor ki; Polinom fonksiyonlarin Riemann kesirli integralleri ile
uyumlu kesirli integralleri bir sabit ¢oklu kadar farklidir ve dogal say1 mertebesinde

cakisirlar.

Lemma 3.1.3. f: [a, ©) = R bir fonksiyon, f™(t) siirekli ve & € (n,n + 1] olsun.
Bu takdirde her t > a igin

Talaf (@) = ()
olur (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.1.4. f:(—oo,b] » R bir fonksiyon, f™(t) sirekli ve a € (n,n + 1]
olsun. Bu takdirde her t < b igin

bTa blaf(t) = f(t)
olur (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.1.5. f: (a, b) — R diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun.

Bu takdirde her t > a igin
IaTa (F)(@®) = f(t) — f(a)
olur (Abdeljawad 2015).

Ispat: f diferansiyellenebilir oldugundan

BTEO® = [ - 0" T (DE0dx = [ (= )1 - a1 ()
a a
=) - f(a)
elde edilir.
Lemma 3.1.5 daha ylksek mertebeler igin asagidaki gibi genellestirilebilir.

Onerme 3.1.1. a € (n,n + 1] ve f:[a, o) — R fonksiyonu t > a igin (n + 1) kez

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda her t > a igin
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n

BTEO® = f©O - ).

k=0

@@t - a)*
k!

olur (Abdeljawad 2015).

Onerme 3.1.2. a € (n,n + 1] ve f: (—, b] — R fonksiyonu t < b icin (n + 1) kez

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda her t < b igin

FOB)(b - B)F
k!

= (-1
'L TL® = fO - Y
k=0

olur (Abdeljawad 2015).

Teorem 3.1.5. (Zincir Kural): a € (0,1] ve f,g:(a,0) - R (sol) «
diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsun. h(t) = f(g(t)) olmak iizere her ¢t igin ¢t #

a ve g(t) # 0ise h(t), (sol) « diferansiyellenebilirdir ve
(TEm(®) = (TE)(9(®). (TEP (). g(©)*
seklindedir. Eger t = a ise
(T¢h)(@) = lim (T¢)(g(0). (TE9) (©). g(©)* !
olur (Abdeljawad 2015).

Onerme 3.1.3. f:[a,0) —» o, (a,) (zerinde iki kez diferansiyellenebilen bir

fonksiyonve 1 < @ + 8 < 2 olacak sekilde 0 < a, f < 1 olsun. Bu takdirde
(TSTEF)(®) = T, pf () + (1 = B)(t — ) PTEF (D)
olur (Abdeljawad 2015).

Tanim 3.15. 0<a<1 ve n€{1,23,..} olsun. Bu durumda sirasiyla n.

mertebeden sol ve sag dizisel uyumlu kesirli tirev

MWraf(e) = TATE .. T2 f(t)

n—Kkez

ve
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BT E() = PT, PT, ... PT, £(2)

n—kez

olarak tanimlanir (Abdeljawad 2015).

Teorem 3.1.6. f, g: [a, b] = R iki fonksiyon ve fg diferansiyellenebilir olsun. Bu

durumda

b b
f fO TG (x,a) = fgl§ —f g T (F)(x)de (x, )

olur (Abdeljawad 2015).

Onerme 3.1.4.0 < a < 1 ve f, g:[a, b] = R iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
j Uz f) ®)g()de(b,t) =j FO(1eg) (O)do(t, @)

olur (Abdeljawad 2015).

Ispat: Tanimdan

b b t
j USF)(©) g(Dda(t,a) = j ( j (x—a)“‘lf(x)dx>g(t)(b—t)“‘ldt

bulunur. Buradan da integrallerin mertebeleri degistirilerek

b b
j U f)(®) g(t)dq(b,t) = J F(Plag) (Ddq(x, @)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7. f,g:[a,b] = R diferansiyellenebilen iki fonksiyon ve 0 <a <1

olsun. Bu takdirde

b b
f (Ta )(®) g(O)de(t,a) = f FO( Tag)®) da(b, O+ (g4

olur (Abdeljawad 2015).

Ispat: Onerme 3.1.2 yardimiyla ve g fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan,
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b
f (TEF)(©) g(O)de(t, @)
b b
- f (TEF)() "l "Tog (D) do(t, @) + g(b) f (TEF)() do (£, @)

elde edilir. Onerme 3.1.4 uygulanirsa,

b b
f (T2)() g(Dda(t,a) = f USTEF) () PTog(©) da(b, ©) + g(B)UETEF) (@)

bulunur. Lemma 3.1.5 yardimiyla ve f’nin diferansiyellenebilir oldugu kullanilarak
USTENH) = f(t) —f(a) ve Onerme 312 vyardimiyla ve  g’nin
diferansiyellenebilir oldugu kullanilarak (I, °T,g)(t) = g(t) — g(b) ifadeleri

yerlerine yazilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.8. f fonksiyonu bazi 0 < @ < 1 igin bir ¢, noktasi civarinda sonsuz bir

sekilde a diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda f fonksiyonu

i (121 (ko) (t = to)

T ,  te<t<ty+RY%, R>0 (3.1)

f@®) =

k=0

k . :
bigiminde kesirsel kuvvet seri agilimina sahiptir. Burada (Tof0 f )( )(to) ifadesi k defa

uyumlu kesirli tiirevin uygulanmasi anlamindadir (Abdeljawad 2015).

ispat: to<t<t,+RY% R>0 olmak uzere f(t)=cy+ci(t—ty)*+
co(t —t)?* + c3(t — tg)3* + -+ olsun. Bu durumda f(ty) =c, olur. f
fonksiyonuna T(fo uygulanirsa t, noktasi igin (Tof0 f)(to) = cya dir ve boylece ¢; =

r07)cw | | |
( ];) % olur. Bu sekilde devam edilerek f fonksiyonuna n defa T;O uygulanirsa t,

da yerine yazilarak (Tof"f)(n)(to) = c,a(2a) ... (na) = a™n! dir ve buradan ¢, =

(r20)" (e

an!

olur. Boylece (3.1) elde edilir ve ispat tamamlanur.
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3.2. Literatiirde Mevcut Bazi Integral Esitsizlikler

Bu boéliimde tez ¢alismasinda elde edilen sonuglara benzer yontemlerle olusturulmus

lemma ve teoremlere yer verilecektir.

Latif ve Dragomir 2013 yilindaki c¢alismalarinda asagidaki teoremleri elde

etmislerdir.

Teorem 3.2.1. f : I € R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L[a, b],

a,b € I ve a < b olsun. Eger |f'], [a, b] Uzerinde konveks ise

3a+b a+ 3b
(%53 )erf(—4 )_biaf:f(x)dx

< (e )lr@ sl (=) + 2l ()l () + e

esitsizligi gecerlidir (Latif and Dragomir 2013).

Teorem 3.2.2. f : I € R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a, b],
a,b €1 ve a < b olsun. Eger |f'|?, [a, b] Uzerinde sabit bir g > 1 i¢in %+%= 1

sartiyla konveks ise

f 3a+b f 3b b i1
Sl L < ) (0 (59
<|f <3a + b) N If’(a)|q> <|f (a + b) 4 |f’ (3a: b) q)ﬁ

1 1

(@D e G )+ (2 o)

esitsizligi gecerlidir (Latif and Dragomir 2013).

Teorem 3.2.3. f : I € R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a, b],

a,b € I ve a < b olsun. Eger |f'|9, [a, b] Uzerinde sabit bir g > 1 icin konveks ise
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3

f (Ba;- b) +f (a ZSb) 1 (b 1) (1)% (b — a)

2 _b—afaf(x)dx S(E 16

Al EY el (22 )

(N el (T + 2 o)

esitsizligi gecerlidir (Latif and Dragomir 2013).

Teorem 3.2.4. f : I € R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a, b],
a,b €1 ve a < b olsun. Eger |f'|9, [a, b] Uzerinde sabit bir g > 1 igin %+$= 1
sartryla konkav ise

3a+b a+ 3b
(%5 )szf( z )_biafabf(x)dx

q—1
q

<(e=1) " Gl G5l 57)

| 5N )

esitsizligi gecerlidir (Latif and Dragomir 2013).

Ozdemir ve arkadaslar1 2012 yilindaki calismalarinda asagidaki lemma ve teoremleri

elde etmislerdir.

Lemma 3.2.1. f : I c R = R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve

a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ve n bir tek say1 ise
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a(n —2k) + b2k + 1)
n+1 ZU < n+1

a(n—2k+ 1)+ b.2k>
dt

+(1-1¢) g

1 (. a(n—2k—1) + b2k + 2)
+f0(1—t)f <t 1

+(1-1t)

a(n —2k) + b(2k + 1)) dtl
n+1

‘3
N
=

_ 2 <a(n - Zkr)l : 119(2k + 1)) Z + 1] Fo)dx

=
I

0
esitligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012).

Teorem 3.25. f : I ¢ R = R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve

a < b olsun. Eger |f'], [a, b] Uzerinde konveks ve n bir tek say1 ise

Z 2 <a(n - 212 I 119(2k + 1)) 1; + lf Fo)dx
k=0

b—a ,fa(n—2k) + b2k + 1) ,fa(m—2k + 1)+ b(2k)
ey () ()

,fa(n =2k —1) + b2k + 2)
(et

esitsizligi gegerlidir (Ozdemir et al. 2012).

Teorem 3.2.6. f : I ¢ R —» R, [°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve
a < b olsun. Eger |f'|9, [a, b] Uzerinde sabit bir g > 1 icin konveks, n bir tek say1

1 1 .
ve —+==11se
P q

Z 2f (a(n - ZkT)l : I;(Zk + 1)> Z - 1J F)dx
k=0
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n
17—

() g e

k=0

q

q

Q|

J— q-
+% f (a(n 2k + 1) + b(2k)>

1|, (a(n—2k—1) + b2k + 2)
]l )
1

n+1

1|, (a(n—2k) + b2k + 1)\|"]7
2f< n+1 >

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012).

Set ve Celik 2017 yilindaki ¢aligmalarinda uyumlu Kesirli integraller igin asagidaki

lemma ve teoremleri elde etmislerdir.

Lemma 3.2.2. f:[a,b] » R, (a,b) Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b € Rvea < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

— - 1
¥, (a,b) =%U Bt(n+1.d—n)f’<ta+(1—t)3a+b>dt
0

4

1 3a+b a+b
—f B,_(a—nn+ 1)f’(t + (1—t)T) dt
0

1 a+b a+3b
+f Bt(n+1,a—n)f’<tT+(1—t) - )dt
0

a+3b
4

- jolBl_t(a —nn+1)f’ (t + (1 - t)b> dtl

esitligi gecerlidir. Burada a € (n,n + 1], n =0,1,2, ... ve B.(.,.) tamamlanmamis
beta fonksiyonudur ve

Wo(a,b)
. a+b
:ZB(n+1,a—n)<f(a)+f( 2 )>
+B(a—n,n+1)<f(a;b)+f(b)>]_%
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[l e e )

dir (Set and Celik 2017).

Teorem 3.2.7. f : I € R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a, b],

a,b€l, a<b ve a>0olsun. Eger |f'|?, [a,b] Uzerinde konveks fonksiyon ve

q=1ise
|Wq(a,b)l
b — 1 l 1
3(1—6(1)0((3( +1,a— n+1)) q( +CD§’)

1 1 1
S N ] q
+(B(n+2,a—n)) 19 (CD2 + CD4>]
esitsizligi gecerlidir ve

D, = <%B(n +1,a—n) —%B(n +3,a— n)) lf'(a)|?

+ (%B(n tlLa-n+ 2)> |f' <3a: b>|q'

d, = < Bla —n+2, n+1)>|f (3a+b>|

<1B(a: nn+1)—1B(a nn+3)>|f (a+b)|’

a+b>

(1)3—<1B(n+1a n)——B(n+3a n)>|f<

)

+<%B(n+1,a—n+2)> |f’<a:3b> i

D, < B(a—n+2n+1))|f(a+3b)|

+ (%B(a —-nn+1) —%B(a -n,n+ 3)) |f'(b)]4

dir. Burada @ € (n,n + 1], n = 0,1,2, ..., B(a, b) Euler beta fonksiyonudur (Set and
Celik 2017).
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Teorem 3.2.8. f : I ¢ R — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a, b],
a,b €l,a<bvea>0olsun. Eger |f'|9, [a, b] Uzerinde konveks fonksiyon, g > 1

ve = + 1_1ise
14 q
W, (a,b)l

(b—a)a (

S

fIBt(n+1a n)lpdt>

1

1 1
roi e G (I (Y
2 2

X

1

+ (fllBl_t(a —n,n+ 1)|1"dt>5
0
1 1
D+ O, (I (2] + o ]I

2 2 |

esitsizligi gecerlidir. Burada a € (n,n + 1], n = 0,1,2, ... ve B.(.,.) tamamlanmamis
beta fonksiyonudur (Set and Celik 2017).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Uyumlu Kesirli Integral Esitsizlikler

Bu bolimde uyumlu (conformable) Kkesirli integral iceren yeni bir lemma
ispatlanmistir. Ispatlanan bu lemma yardimiyla konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in

uyumlu kesirli integral esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 4.1.1. f:[a,b] » R, (a,b) Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b €R, a<b ve f' €Lla,b] olsun. Bu takdirde « € (n,n + 1], n =0,1,2, ... ve

jET* k €Zigin A(k) = %(b — a) + a olmak iizere

-1
Z f [Be(n + 1,0 — n)f'[tA(k + 1) + (1 — )A(K)]] dt
0

k=0
g y
] Ji .
== a; {B(n +La=mflt+ Dl -t (=) (M 1)Iaf)(/1(k))}
dir.
ispat:

a
Ak+1)— Ak) = 5
oldugu bilindiginden ve kismi integrasyon ile

j [Bi(n + 1,a — n)f [EACKk + 1) + (1 — ©)A()]]de
0

1

J

=——B/(n+1La—-n)f[tAlk + 1) + (1 — t)A(k)]
b—a 0
j ! n a-n—1
_mfo (1 — )@ ek + 1) + (1 — £)Axk)]dt
__J _
== aB(n +1,a—n)f[Alk + 1)]
[ — e At + 1) + (- DA0Odt
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elde edilir. x = tA(k + 1) + (1 — t)A(k) degisken degistirmesi kullanilarak

1
f t"(1— ) ™ f[tAk + 1) + (1 — t)A(k)]dt
0

Alk+1) i\
= f (x = 20)) " (Alk + 1) — x)& "1 (—) f(x)dx

A(k) b—a
= (L) ()00

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1. f:1 c R - R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,
a<b,a>0vef'€Lla,b]olsun. Bu takdirde « € (n,n+ 1], n =0,1,2,...ve j €

Z*, k € Zicin A(k) = ?(b — a) + a olmak Uzere |f'], [a, b] Uzerinde konveks ise

j—1

j r _ ]_ 4 A(k+1)
L ak:O{B(n +La=mfit+ Dl - (=) ( Iaf)(/l(k))}

j—1

n) ' (Ak + 1))

<

{B(n+1,a—n)—B(n+3,a—
2

i-
i=0
B 1, a— 2

(n+ 621 n+ )lf’(/l(k))l}

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve mutlak deger 6zelligi kullanilarak

j—1

bfTakzO {B(n F Lo —mflAG+ D -t (=) (g )(W‘))}

j-1
1
< Z f B,(n+1,a —n)|f [EA(k + 1) + (1 — DAGO]| de
k=0"0
yazilir. |f’|, [a, b] Uzerinde konveks oldugundan

f [Bi(n+ 1, a —n)|f'[tA(k + 1) + (1 — t)A(k)]|] dt
0
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< f Bi(n+1,a—mt|f/(Ak + )| + (1 = 0| (AG0)[] e
0

bulunur. Tamamlanmamis beta fonksiyonunun Ozellikleri ve kismi integrasyon

kullanilarak

1
f Bi(n+1,a —n)tdt
0

211

t 1t
=B n+1l,a—n)—| — —f t"t2(1 — ) idt
2| 2,

0
_B(n+la—-n)—B(n+3,a—-n)
B 2

ve

1
f B.(n+1,a —n)(1 —t)dt
0

1

- f t"(1—¢)* 1 <t - —) dt
0 2

_Bn+la-n)—-2B(n+2,a—n)+B(n+3,a—n)
B 2

t2
=Bt(n+1,a—n)<t—7>
0

_B(n+1,a—n+2)
B 2

elde edilir. Boylece istenilen sonug bulunur.
Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.1 sartlar1 altinda, sirasiyla j = 2, 3 ve 4 segilirse

i. j = 2durumu

L{B(n +La-m|f (aTH’) +£)]

b—a
(e [P cun)

< B(n+1,a—n) ; B(n+3,a—n) ”f' (a ;— b)| N |f'(b)|]

+B(n+ 1,czz—n+ 2) [lf’(a)l + |f’ (‘lzﬂ)”
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ii. j = 3durumu

2a+b)+f(2b+

‘bi {B(n+1a n)[f( ) f(b)]

() [ e @ (e ) (B52)

(L) (Zb + a)l}
B o Rt By
2
+B(n+1czx n+2)[|f(a)| |f(2a;—b)| | (219;“)”

lii. j = 4 durumu

3a+b <a+b) (3b+a

bf {B(n+1a n)[f( )+ f(b)]
P (P
+<3b:a1af> (a_ ) (°Lf) (3b+a)]}

B(n+1a n)ZB(n+3a n)” <3a+b)| | (a+b>|

+|r (3b+“)| |
A 2 (55

G

elde edilir.

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1°’de @ = 1 ve n = 0 alinirsa

—1 Ak+1)

o
J
b_aZ{ [AGk + 1)] ——L(k) f(x)dx}

k=0

-1

< > IO+ D)+ 211 Geo)l)

=0

~.

?T‘
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Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.1.2. f:1 c R - R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,
a<b,a>0vef" €Lla,b]olsun. Butakdirde a € (n,n+1],n=10,1,2,...vej €
Z*, k € Z icin A(k) = %(b —a) + a olmak Uzere |f'|?, [a, b] Uzerinde konveks ve

q>1, %+$=1ise

j—1

5a D (B La =G+ D) - () (s )(W‘))}‘

k=0

1 j-1

< ( j |Be(n+ 1,0 — n)|pdt)p 2‘3Z{|f'(ﬂ<k + D) + ()Y
0 K

=0
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve Holder esitsizligi kullanilarak

1

{B(n +1,a - )f[Ak + D] - n! (bi—a)a (**+y, f)(/l(k))}

J
b—a

j_
(4.1)
k=0

=
< ;)fo B,(n+1,a — )If [EA(k + 1) + (1 — DAG]| dt

1j1

1
1 p 1 q
s(fo IBt(n+1,a—n)|pdt> ;(L If [t/l(k+1)+(1—t)/1(k)]|th>

elde edilir. |f'|?, [a, b] Uzerinde konveks oldugundan

J If'[tACk + 1) + (1 —t)A(k)]|9dt

0

< f [t (Atk + D)|" + @ = D" (A0k))|"]de
0

1
= {lf (ak + )"+ | ()|}

33



yazilir. Bu ifadeleri (4.1) de yerine yazip esitsizligi sadelestirerek istenilen sonug

elde edilir.

Sonug 4.1.3. Teorem 4.1.2 sartlar1 altinda, j = 2 secilirse
2
P— {B(n+1a n)[f( ) f(b)]

2 P cunts)
(] B,(n+1,a — n)lpdt>%

1
“f (A +r '(“)'q]q " I'f’(b)l" +]r (azj>|qr

elde edilir.

Sonug 4.1.4. Teorem 4.1.2°’de « = 1 ve n = 0 alinirsa

- Ak
J
b — ak:o{ ﬂ.(k + 1) - be f(X)dX}

A(k)
" 1 ) j—1 1
< () @F o )+ @)

Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.1.3. f: 1 c R - R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,
a<b,a>0vef" €Lla, b]olsun. Butakdirde a € (n,n+1],n=10,1,2,...vej €

Z*, k € Z icin A(k) = %(b — a) + a olmak Uzere |f'|9, [a, b] lzerinde konveks ve
q=1ise

j-1

{B(n +1,a —n)f[Ak + 1] —n! (ﬁ)a (“"“@ f)(A(k))}
k=0

1
< (B(n +1lLa—n+ 1))1_5
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j-1

o Z {B(n +1,a —n) ; B(n+3,a —n) |f’(l(k N 1))|q
k=0
1
B(n + 1,2 —-n+2) |f’(/1(k))|q}q

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve Power-Mean esitsizligi kullanilarak

j-1

ﬁkz {B(n +1,a—n)f[Atk + D] - n! (b]Ta)a (A0, f)(/l(k))}‘

=0

j—1 1
< ’;fo B,(n+1,a —m)|f' [tA(k + 1) + (1 — HAK)]| de

1 1—%
< <.f Bi(n+1,a — n)dt>
0

j-1 7
q

B:(n+1,a—n)|f'[tA(k + 1) + (1 — ) A(k)]|9 dt)

elde edilir. Kismi integrasyon yardimiyla

! 1
j Bin+1,a—n)dt =B (n+1,a — n)tlé — f tnt1(1 — )@ 1
0 0

=B(n+1l,a—n)—Bn+2,a—n)
=B(n+1l,a—n+1)

elde edilir. |f'|9, [a, b] Uzerinde konveks oldugundan
1
f Bi(n+ 1, a—n)|f'[tA(k+ 1) + (1 — t)A(k)]|? dt
0

< j B(n+ 1a — m)[t|f'(Ak + D) + (1 — O] (A())|"]de
0

_Bn+lLa-n)-B(n+3,a-

- " 1F (A + D)
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Bn+1l,a—n+2)
2

! q
[F'(A0))|
bulunur. Bu sonuglar birlestirilirse ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5. Teorem 4.1.3 sartlar1 altinda, j = 2 secilirse
{B(n+1a n)[f( >+f(b)]

) (P 3

1
< (B(n +1l,a—n+ 1))1_5

b—a

[B(n+1,a—n);B(n+3,a—n) f’(a;b)r

1
B(n + 1,c; -—n+2) lf,(a)lqlq

lB(n+1,a—n)—B(n+3,a—n)
+ 2

|f' (B

1
Bn+1lLa—-n+2)| _ (a+b Na
()

elde edilir.

Sonucg 4.1.6. Teorem 4.1.3’de « = 1 ve n = 0 alinirsa

j 1 ] A(k+1)

mz {f[l(k + 1] - r— f(x)dx}

=0 Al

1-1/71

<(3) "> I+ v) + 2l @)

k=0

Q|-

Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.1.4. f:1 c R - R, [°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,
a<b,a>0vef" €Lla, b]olsun. Butakdirde a € (n,n+1],n=10,1,2,...vej €
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Z*, k € Z icin A(k) = ?(b — a) + a olmak uzere |f'|4, [a, b] lzerinde konkav ve

q>1,1+1=1ise
14 q

; j_l . a
J _ (T ) (At
mk=0{8(n+1,a At + D] —nt (-2 ( Iaf)(/l(k))}
-1 j-1
1 _a_ ) A(k+1)+/1(k)>‘
) Bt 1, - 1d
<<f0| (n+La—n) t) IZf( .

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma4.1.1,g > 1vep = ﬁ icin Holder esitsizligi kullanilarak

j—1

j J N\ racken
= akZO{B(n +1,a —n)f[Ak + 1] —n! (m) ( Iaf)(ﬂ(k))}
) N = 2
< B 1, —n)la-1d MTtA(k + 1 1-t)Ak)]|9d
<<j0| (n+1a—n)d t) kZ)(jo I [EAGk + 1) + (1 = D] t)

bulunur. |f’|9, [a,b] Uzerinde konkav oldugundan konkav fonksiyonlar igin

Hadamard esitsizligi kullanilarak

1
f |f'[tA(k + 1) + (1 —)Ak)]|9 dt
0

q

< ‘f’ (A(k + 1; + A(k))

bulunur. Bu esitsizlikler birlestirilerek istenilen sonug elde edilir.
Sonug 4.1.7. Teorem 4.1.4 sartlar1 altinda, j = 2 ve j = 3 secilirse

I. j=2durumu
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|bE {B(n+1a n)[f( >+f(b)]

i 2 ) [(Tlaf> (@) + ( *Lf) (aTﬂj)m

q—1

1 q q
< (f |IBi((n+1,a — n)Iﬁdt>
<[ G G

ii. j = 3durumu
3 {B(n+1 «—n) [f(2a+b <2b+a> f(b)]

() () @+ () 55

2b+al

+ (Plaf)

(j |B;(n+1,a —n)|9- 1dt>
0

<G CN ]

q-
q

elde edilir.

Sonug 4.1.8. Teorem 4.1.4’de @ = 1 ve n = 0 alinirsa
j j—1 ] A(k+1)
s> e vl =L [ e
= O

q-1j-1

<(g=0) " 2

k=0

, </1(k +1)+ A(k))‘
2

Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.
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4.2. s-Konveks Fonksiyonlar igin Uyumlu Kesirli Integral Esitsizlikler

Bu bélimde s —konveks fonksiyonlar igin Lemma 4.1.1 kullanilarak uyumlu kesirli

integral esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.2.1. f : 1 c [0,0) = R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €
I°,a<b,a>0vef'€Lla, b]olsun. Bu takdirde « € (n,n + 1], n = 0,1,2, ... ve

JEZ* ke€Zicin A(k) = ?(b —a) + a olmak Uzere |f'|, [a,b] Uzerinde ikinci
anlamda s —konveks ve s € (0, 1] ise

j—1

bfTakz {B(n F L@ mflate+ 0] - nt (L) (g )W"))}

=0

j-1
Bn+la—-n)—B(n+s+2,a—n),
< { o |f'(ak + D))
k=0
Bn+lLa-n+s+1),
e e LU0

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve mutlak deger 6zelligi kullanilarak

j—1

bfTakZ {B(n F Lo —mflAG+ D -t (=) (g )(W‘))}

=0
Jj-1 1
< Z f B,(n+1,a —m)If [eA(k + 1) + (1 — DAG)]| de
k=0"0
yazilir. |f'|, [a, b] Uzerinde ikinci anlamda s —konveks oldugundan
f [Bi(n+ 1, a —n)|f'[tA(k + 1) + (1 — )A(k)]|] dt
0
< j Bi(n+1,a—m[es|f (Atk + D)| + (A = O°|f' (100 ]t
0

bulunur. Tamamlanmamis beta fonksiyonunun Ozellikleri ve kismi integrasyon

kullanilarak
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1
f B, (n+1,a —n)tsdt
0

1

s+1 1 s+1
=B 1,a— — | t"(A -t 1t dt
t(nt1,a n)s+1o _]; ( ) s+1
_B(n+1,a—n)—B(n+s+2,a—n)
B s+1
ve
1
th(n+1,a—n)(1—t)sdt
0
1
_(1 _ t)s+1 fl _(1 _ t)5+1
=B +1,a— _— | - th(1—-t)e 1 — ~ _dt
G a—n) s+1 p 0 ( ) s+1

_B(n+1,a—n+s+1)
B s+1

elde edilir. Boylece istenilen sonug bulunur.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1 sartlar1 altinda, j = 2 secilirse
2 a+b
—— 1B+ 1a—n) [f (T) +f(b)]

_n!(%) Kb af) @+ ("1 (5= >l}|

B(n+ 1, a—n);f(ln+5+2 a—n) ”f,(a_-l-b>| + |f’(b)|]
LB+l c;(+711+s+ D) [|ff(a)| + |f’ (aTer)”

elde edilir.

Sonug 4.2.2. Teorem 4.2.1°’de « = 1 ve n = 0 alinirsa

j-1

j A(k+1)
b a2 0{ flAtk + 1] —bTL(k) f(x)dx}
j-1
1-B 2,1 2
< { S(i-ll- )|f'(/1(k+1))| wv (,1(/())|}
k=0
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Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.2.2. f : 1 c [0,0) = R, [°°de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €
I°,a<b,a>0vef"€Lla,b]olsun. Bu takdirde « € (n,n + 1], n =0,1,2, ... ve

jEZ*, k €Z icin A(k) = %(b —a) + a olmak tzere |f'|9, [a, b] Uzerinde ikinci

anlamda s —konveks, s € (0,1] veq > 1, % + 5 =1ise

j-1 .

b]Taz {B(n +1,a —n)fACk + 1)] - n! (b’Ta)a Casl? f)(/l(k))}

k=0
1
)

s+1

Q=

1 = 2
<([ 1B+ 10 -wpa) S e+ D) + | A)[Y
0 k=0

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve Holder esitsizligi kullanilarak

1

{B(n +1,a - n)f[Ak + D] —n! (bi—a)a (A0, f)(/l(k))} (4.2)

J
b—a

j_

k=0
Jj-1 1

< ;)fo B,(n+1,a — )If [EA(k + 1) + (1 — DAG]| dt

1j- 1

1 1
< <f0 B,(n+1,a— n)Ipdt>p kZO (fo FTEACk + 1) + (1 — t)/l(k)]l%lt)q
elde edilir. |f'|?, [a, b] Uzerinde ikinci anlamda s —konveks oldugundan
J If'[eA(k + 1) + (1 — DAK)]|9d¢
0
< f [e5]F"(ACk + )| + (1 = ©5|F' (2k))|"] dt
0

_ 1 , q / a
= —{Ir@+ )"+ | ()|’

yazilir. Bu ifadeler (4.2) esitsizliginde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Sonug 4.2.3. Teorem 4.2.2 sartlar1 altinda, j = 2 secilirse

bf {B(n+1a n)[f( ) ®)]

+f
L) [(Frer) @+ (S|
([0 a_m.pdt)%( RN

x{“f’(a;b +If(a)lqll [+ (* |q]q}

elde edilir.

_n|

Sonug 4.2.4. Teorem 4.2.2°de « = 1 ve n = 0 alinirsa

j—1

j A(k+1)
b ak 0{ /1(k+1) —mf f(X')dX}

AK)

1 1 1
< T () Y oy + oy
k=0

Riemann integrali i¢eren esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.2.3. f : I c [0,00) = R, [°’de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €
I°,a<b,a>0vef"€Lla,b]olsun. Bu takdirde « € (n,n + 1], n =0,1,2, ... ve

jEZ, k €Z icin A(k) = ?(b —a) + a olmak Uzere |f'|9, [a, b] Uzerinde ikinci

anlamda s —konveks, s € (0,1] ve g = 1 ise

j-1

b—a
k=0

{B(n +1,a —n)f[Ak + 1] —n! (ﬁ)a (“"“@ f)(A(k))}‘

1
< (B(n +1lLa—n+ 1))1_5
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< (B(n+1 B 2
o { (n+ ,a—n);+(1n+s+ ,a—n)|f,(/1(k+1))|q

k=0

1
N Bn+l,a-n+s+1) |f’(/1(k))|q}q

s+1

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Lemma 4.1.1 ve Power-Mean esitsizligi kullanilirsa
j-1 ]

ﬁkzﬂ) {B(n 1, —n)f[A(k + D] —n! (b]Ta)a (A0, f)(/l(k))}‘

j—1 1
< ’;fo B,(n+1,a —m)|f' [tA(k + 1) + (1 — HAK)]| de

1 1—%
< <.f Bi(n+1,a — n)dt>
0

2

k=0

1
Bi(n+1,a—n)|f'[tA(k + 1) + (1 — t)/l(k)]lth>

= (B(n +lLa—n+ 1))1_5

1

=

- 1
X (f Bi(n+ 1, a—n)|f'[tA(k + 1) + (1—t)/1(k)]|th>q
0

k=0

elde edilir. |f'|?, [a, b] Uzerinde ikinci anlamda s —konveks oldugundan
1
] Bi(n+1,a — mIf [tACKk + 1) + (1 — DAG)]|9dt
0

< f 1Bt<n +La—m[es]f (At + D)|" + @ = %|F' (A0)| "] at
0

_B(n+1,a—n)—B(n+s+2,a—n)
B s+1
Bn+lLa—n+s+1)
+

s+1

IF'(Ak + D)

F ()l
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.2.5. Teorem 4.2.3 sartlar1 altinda, j = 2 secilirse
2 a+b
—{B(n +1,a—n) [f (T) + f(b)]

b—a
_nt (b 2 a)a [(Tblf) (@) + ("Lof) (a ; bﬂ}‘

1
< (B(n +1l,a—n+ 1))1_5

[B(n+1,a—n)—B(n+s+2,a—n) f’(a+b)|q

s+1 2
1
Bn+1lL,a—n+s+1) q
()4
+ — (@) ]
Bn+1l,a—n)—B(n+s+2,a—n)
"(p) |4
+ =y IF @)
1
Bn+la—-n+s+1)|  (a+b\"4
' =
s+1 2
elde edilir.
Sonug 4.2.6. Teorem 4.2.3’de @ = 1 ve n = 0 alimirsa
j = i A
b—a {f[/l(k+1)]—m f(x)dx}
k=0 A(k)
T (1- B(s +2,1) B(1,s+2) i
q - S+ ) , q ,S+ , q q
<=
—(z) { s A+ D)+ — =) }

Riemann integrali igeren esitsizlik elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada konveks, konkav ve s —konveks fonksiyonlar igin uyumlu kesirli
integral esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen sonuglar bazi 6zel sartlarda
literatiirde var olan esitsizlikler ile uyum gostermektedir. Konuyla ilgilenen
arastirmacilar, uyumlu kesirli integral operatorleri yardimiyla yeni esitsizlikler elde
edebilirler. Ayrica bu tez ¢alismasindaki benzer yontemler kullanilarak Riemann-

Liouville kesirli integralleri igin yeni esitsizlikler elde edilebilir.
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