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Bu tez ¢alismasinda esitsizlik teorisinde dnemli bir yere sahip olan konveks fonksiyon
kavrami ve cesitleri iizerine genel bir inceleme yapilmistir. Konveks fonksiyon
kavrami ile analizin temel kavramlarindan ortalama fonksiyonu arasindaki iliskiye
deginilmistir. Daha sonra klasik integral operatoriiniin bir genellestirmesi olan kesirli
integral operatdrleri hakkinda bazi bilgiler verilmistir. Ozellikle uygulamali matematik
alaninda son yillarda bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmaya baslanan ve birgok
matematiksel problemin ¢oziimiine 1s1k tutan kesirli tlrev ve integral operatorleri
esitsizlikler icin kullanarak yeni genellestirmeler elde edilmistir. Arastirma
bulgularinda uyumlu kesirli integral operatorleri yardimiyla elde edilmis yeni
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1. GIRIS

Kesirli analizin tarihi, diferansiyellenme teorisinin ortaya ¢ikisina kadar dayanmaktadir. Tarihi
cok eskilere dayanmasina ragmen, fiziksel yapisindaki karmasikliktan dolay1 klasik analiz gibi
yorumlanmamasi bu konuyla ilgili calismalar1 ertelemis ve bilim, miithendislikte ¢cok popiiler
olmamustir. Ancak kesirli tiirev ve integrallerin yerel veya noktasal bir biiyiikliikk olmamalari,
doganin ger¢ekligini daha iyi ifade etmesi agisindan kesirli analiz konusunu dikkat ¢ekici hale
getirmistir. Bu ylizden, bu konunun bilim ve miihendislik alaninda daha yaygin hale

getirilmesi, doganin daha iyi yorumlanmasi ve ifade edilmesinde 6nemli bir rol oynayacaktir.

1695 yilinda ilk kez kesirli tlirev ve integral kavramlart L’Hospital tarafindan Leibnitz’e
gonderilen bir mektupta tlrev mertebesi1/2 olmasi durumunda anlamli olup olmayacagini
sormasiyla ortaya atilmistir. Bdylece kesirli analizin dogusu L’Hospital’in sorusuyla

baslamigtir.

Leibnitz ve L’Hospital’den sonra 1730 yilinda kesirli analiz konusu Euler’in de dikkatini
¢ekmistir. 1772 yilinda J.L. Langrange ise diferansiyel operatdrler icin kuvvet alma
kanunundan bahsettigi ¢alismasinda dolayli olarak kesirli analize katkida bulunmustur. 1812
yilinda P. S. Laplace, integraller yoluyla kesirli tiirevi tanimlamis ve 1819 yilinda S.F. Lacroix
700 sayfalik caligmasinda keyfi mertebeden tiirevden bahsetmistir. Bunun ardindan 1822

yilinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden tiirevleri ¢alisma konusu yapmaistir.

Kesirli operatorler ilk kez N. H. Abel tarafindan 1823 yilinda tautochurane probleminin
coziminde kullamlmigtir. 1832 yilinda J. Liouville, kesirli analiz tanimlarini teorik
problemlere uygulayarak ilk 6nemli caligmay1 yapmistir. 1892 yilinda G. F. B. Riemann,
yayimladig1 calismasinda Tlizerinde uzun yillar c¢alistigi kesirli integrasyon teorisini
gelistirmistir. 1868 ile 1872 yillar1 arasinda A. V. Letnikov, bu konu iizerine pek ¢ok makale
yayinlamigtir. 1900 ile 1970 yillar arasinda kesirli analiz konusuna énemli katkilari bulunan
bilim adamlar1 ise H. H. Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riezs, S. Blair’dir. 1970 yilindan
gliniimiize kadar olan zamanda J. Spanier, K. B. Oldham, B. Ross, A. Kilbas, M. Caputo, L.
Podlubny, M. Fabrizio, T. Adbeljawad, R. Khalil, A. Atangana, D. Balenau, J. Losada, J.J.

Nieto gibi bir¢ok bilim adami bu konu tizerinde ciddi ¢calismalar ortaya koymaktadirlar.



Yukarida ad1 gegen kesirli tiirev tanimlar1 da dahil literatiirdeki biitlin kesirli tiirev tanimlarinin
klasik tiirev tanimidan aldiklari tek ortak 6zellik lineer olma 6zelligidir (Khalil et al. 2014).
Bunun disindaki 6zelliklerle alakali olarak bir uyum genellikle s6z konusu degildir. Mesela
sabitin kesirli turevi Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi i¢in sifir olmamaktadir. Yine
klasik tiirevdeki iki fonksiyonun ¢arpiminin ve boliimiinin tirevi formili batin kesirli
tirevler igin gegerli degildir. Buna benzer olarak yine biitiin kesirli tiirev tanimlar1 klasik

tiirevdeki zincir kuralini saglamaz.

Son zamanlarda klasik tiirevin dogal genisletilmesi olarak goriilen kesirli tiirevin yeni bir
tanimu verildi (Khalil et al. 2014). Bu yeni tanim klasik tiireve uyumuyla dikkat cekmektedir.
Yukarida sayilan ve diger kesirli tlirevler i¢in saglanmayan, ¢arpim kurali ve bdliim kurali bu
yeni kesirli tiirev tanimi i¢in saglanmaktadir. Zincir kurali ise klasik tlirevdeki kurala ¢ok yakin
olarak yazilabilmektedir. Uyumlu kesirli tlrev (conformable fractional derivative) olarak
adlandirilan bu yeni kesirli tiirev tanimi, sagladigi bu o6zelliklerden dolay: biiyiik bir ilgiyi

izerine ¢ekmis ve kisa zamanda bu yeni tanimla alakali birgok calisma yapilmistir.

Bazi yazarlar (Ortiguera and Machado 2015) tarafindan uyumlu kesirli tiirevin gercekten
kesirsel bir operator olup olmadig tartisildi. Bugiin bu soru hala tartismaya agik goriiliiyor.
Belki de bu konu felsefik bir konudur (Batarfi et al. 2015). Ayrica bu yeni tanim bir Kesirli
tiirev tanim1 olmasa bile kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimil i¢in bir
doniisiim olarak diisiiniilebilir (Cenesiz and Kurt 2015). Anlasilacagi iizere bu tartisma, bu
yeni teoriye hangi ismin verilecegi lizerine yapilan bir tartismadir. Herhallikarda bu yeni

kesirli tiirev tanimi {izerinde ¢aligilmay1 hak eden bir konu olarak karsimizda durmaktadir.

Khalil et al. (2014) tarafindan ortaya atilan bu yeni tanim klasik tiirevdekine benzer bir limit
formuna sahiptir. Khalil ve arkadaslar1 yaptiklari ¢aligmada bu yeni kesirli tiirev taniminin (ya
da doniisiimiiniin) ¢carpim kuralin1 ve boliim kuralim sagladigini ispat ettiler. Ayrica onlar
yaptiklar ¢alismada uyumlu kesir mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in Rolle
teoremi ve ortalama deger teoremini ifade ettiler. Uyumlu kesirli turev analizi, Abdeljawad
(2015) tarafindan gelistirildi. Abdeljawad yapmis oldugu ¢alismada bu yeni tanim igin sol ve
sag uyumlu kesirli tiirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralin1 ve Gronwall esitsizligini sundu.
Ayrica uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev kavramimi, 0 < a < 1 igin iki tiir kesirsel kismi
integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel kuvvet seri agilimini, kesirsel Taylor esitsizligini ve

son olarak kesirsel Laplace doniigiimiinii verdi.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Calismamiz i¢in Onemli yere sahip bazi temel kavramlar hiyerarsik olarak su sekilde
siralanmustir.

Tamm 2.1.1. “Konveks Kiime: L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak (izere
B={z€eLz=tx+ (1-1t)y, 0<t<1}cAa

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki x ve
y’nin katsayilari i¢in t + (1 — t) = 1 bagintist her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime
tanimindaki t, 1 —t yerine t + k = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan ¢, k reel sayilari
alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu
durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren

dogru pargasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.2. “(J —Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y € I igin

f(x;ry> Sf(x);rf(y)

sartim saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya ] —konveks
fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tanmim 2.1.3. “(Kesin J —Konveks Fonksiyon) Her x,y € [ ve x # y igin

f(x;ry> <f(x)42rf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I tzerinde kesin J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. “(Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olmak

Uzere her x,y € I ve a € [0,1] icin,

flax+ (1 - a)y) < af (x) + (1 —a)f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecari¢ et al. 1992).

Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 =0y) <af(x) + (1 -a)f ()

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. “—f” konveks (strictly konveks)

ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.



Konveks fonksiyonun geometrik anlami agagidaki gibidir:

<y

a ta+(1-4)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 — t)b noktasinda; f’nin egri tizerinde aldig1 deger (a, f(a)) ve

(b, f (b)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin tizerinde aldig1 degerden her zaman daha
kiicliktiir, yani bu iki noktay:1 birlestiren kiris (dogru parcasi) her zaman egrinin [a, b]

araliginda kalan kismimin tizerinde veya Usttindedir.

Sekil 2.3. den de goriildiigii gibi t€[0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde

(1—t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’ mn (1—t)f(b) de £(b) nin altindadir.



Dolayisiylatf(a) + (1 —t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon igin kiris f’

nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya altindadir.

Teorem 2.1.1. “(Uggen Esitsizligi): Herhangi bir x, y reel sayilar1 igin

lx +yl < x| + |yl,
[lx| = Iyl| < Ix — I,
[lx| = Iyl| < Ix + 1,

ve tiimevarim metoduyla

|21 + o+ x| < g |+ o0+ [x]

esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. “(Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f fF)dz| < f feldx  (a<b)

esitsizligi gegerlidir” (Mitrinovic et al. 1993).

Ornek 2.1.1. f:1 c R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

C0Ozum: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € [ ve a € [0,1] igin

flax+ (A =a)y) s af () + 1 - a)f(¥)
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore
flax + (1 - a)y) = |lax + (1 — a)y]
<a+|(1—a)y| (iggen esitsizliginden)
= alx|+ (1 - a)lyl

=af(x)+ (1A -a)f(y)



elde edilir. Ilk ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmig olur

f(x) = |x| fonksiyonu x = 0 da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks fonksiyondur.

A y

v

Sekil 2.4 Aralik lizerinde konveks fonksiyon

Sonug 2.1.1. “x,y € Rve p + g > 0 olmak tizere

px +qy\ _pfx)+qf(»)
f(p+q)S p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. “(Holder Esitsizligi): a = (a4, ...,a,) ve b = (by, ...

sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

olmak Uzere

(@ p>1ise,

1 1
Z agby < (Zlak|p> (zlbqu) )
k=1 k=1

k=1 =

(b) p < 0veyaqg < 0 ise,

, b,) reel veya kompleks



1 1
n n 5 n a
> anhy (Zlakv’) (ZIbqu>
k=1 k=1

k=1
esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. “(integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve %+% =1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda taniml1 ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|? ve ||, [a, b] araliginda

integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b %
j If(x)g(x)lde( f If(x)lpdx> ( f |g<x)|qu>

esitsizligi gegerlidir” (Mitrinovic et al. 1993)

Tanmm 2.1.5. “(Sureklilik): f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
XES Ve |[x—xp| <digin|f(x) —flxg)l <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.6. “(Duzgun Sureklilik): f:S € R = R fonksiyonu ve & > 0 sayisit verilmis
olsun. |x; — x,| < § sartin1 saglayan her x4, x, € S i¢in |f(x;) — f(x;)| < € olacak sekilde

bir § > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin siireklidir denir” (Bayraktar 2010).
Tamm 2.1.7. “(Lipschitz Sart1): f: S € R — R fonksiyonu i¢in

If () = fW| = Mlx =yl

olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir” (Bayraktar
2010).

Sonug 2.1.2. “f, S’de Lipschitz sartin1 saghyorsa f, S’de diizgiin siireklidir” (Bayraktar
2010).

Teorem 2.1.5. [a, b] € I°olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz sartini

saglar. Sonug olarak f, [a, b] araliginda mutlak siirekli ve I°’de siireklidir (Pecari¢ et al.

1992).



Teorem 2.1.6. “f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda sinirhidir” (Azpeitia 1994).

Tamm 2.1.8. “(Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir fonksiyon ve x4,

X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(a)xy > x4 iken f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,
(b)x, > x; iken f(x,) < f(xy) ise f fonksiyonu I (izerinde azalandir,
(C)xy > x4 iken f(x,) = f(xq) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
(d)x, > x4 iken f(xy) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
Denir” (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7. “J acik bir aralik ve J S I olmak Uzere f, I Uzerinde siirekli ve J tzerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € Jicin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I tizerinde artandir.

(b) Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

(c) Her x € Jigin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.

(d)Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.” (Adams and Essex
2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi igeren

sonu¢ ve teoremler verilmistir.

Sonug 2.1.3. “f,g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir” (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. “Eger f: I — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f; (x) ve f/(x) var

ve bu fonksiyonlar [°* de artandir (kesin artandir)” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.9. “f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f' nin artan (kesin artan)

olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. “f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik tizerinde konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek ve yeter sart x € [ igin



f"'(x) = (>)0
olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

2.2 Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflari

Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu konuda

calisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tamm 2.2.1. “(Quasi-Konveks Fonksiyon): S © R"bostan farkli bir kiime ve f:S — R bir

fonksiyon olsun. Vx,y € S ve @ € [0,1] igin

flax + (1 — a)y) < max{f(x), f(¥)}
ise £ ye quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).
Eger
flax + (1 — a)y) < max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

flax + (1 = a)y) = max{f(x), f(y)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

flax + (1 = a)y) > max{f (x), f(y)}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.2. “f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye quasi —monotonik
denir” (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug 2.2.1. “Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat tersi her

zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan fonksiyonlar vardir.
Ornegin g:[-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, t e (—1,2]

10



fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda

quasi —konveks fonksiyondur” (lon 2007).

>

Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Sekil 2.6. Quasi-konveks olmayan fonksiyon
Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde, degerleri kirmizi kesik
¢izginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi araligin birlesimidir ve fonksiyon bu noktalarin

birlesiminde konveks degildir.

Tammm 2.2.3. “(Wright-Konveks Fonksiyon): f:1 — Rbir fonksiyon ve y >x,a >0

sartlar1 altinda her bir y + @, x € I igin

fG+ta)-f)<sf+a)-fO)

11



esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir” (Dragomir and
Pearce 1998).

Tamm 2.2.4. “(Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon olsun. y > x,
a > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + a € I ve Va € [0,1] igin

S+ (=09 + £ = 0x + )] < maxlf (), f )

veya

1
SO+ G+ )] < max{f(x), f(r + O)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon denir”
(Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.5. “(J] —Quasi-Konveks Fonksiyon): f: I — R fonksiyonu her x,y € I igin

F(52) < maxtreo,r o)

sartin1 saglhiyorsa f fonksiyonuna J — quasi —konvekstir denir” (Dragomir and Pearce 2000).

Tanmim 2.2.6. “(Log-Konveks Fonksiyon):I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun.
Her x,y € Ive t € [0,1] igin

flex+ A=) < fFFOf ')
sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir” (Pecari¢ et al. 1992).

Tamm 2.2.7 “(Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon,

Vx,y € I,t € (0,1) olmak Ulizere

e

f&)
t 1-t

fax+ (A -ty <—

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q (1) sinifina aittir denir.

Bu tanima denk olarak;

12



feQ)vex,y,z € I ise bu takdirde
fOE=-y)Ex-2)+fO -0 -2+ f(@Dz-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).
Tamm 2.2.8. “(P —Fonksiyonu): f: I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vvx,y € I,t € [0,1] olmak Uzere;
fex+ (A -y) < f)+ )

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P (1) sinifina aittir denir” (Dragomir et
al. 1995).

Tamm 2.2.9. “(m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y € [0, b],
a € [0,1] vem € [0,1] icin

flax +m(1 = a)y) < af (x) + m(1 = a)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica f(0) <0
icin [0, b] araliginda tanimh tiim m —konveks fonksiyonlarin sinifi K,,, (b) ile gosterilir. Eger

m = 1 alinirsa [0, b] Gzerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona doniisiir.

Tamm 2.2.10. “(Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,), f:R, - Rve

0 <s<1olsun. a® + B°5 = 1 olmak lzere her u,v € R, ve her a,f = 0 igin

flau+ pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir” (Orlicz
1961).

Tamm 2.2.11. “(ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,%0), f:R, - R ve

0<s<1lolsun.a,f =0,a+ B =1o0lmak tzere heru,v € R, igin

13



flau+Bv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Ikinci

anlamda s —konveks fonksiyonlarn simfi K2 ile gosterilir” (Breckner 1978).
Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s = 1 igin bilinen konvekslige doniisiir.

Ornek 2.2.1. “s € (0,1) ve a, b, c € Rolsun. f:[0,0) - R fonksiyonu

a, t=20
f(t)_{bts+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde

0] b=>0ve0<c<a isef€K2dir.
(i) b>0vec <0 ise f & K2 dir’ (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.2.12. “(h —Konveks Fonksiyon): h:J € R — R pozitif bir fonksiyon olsun. Her
x,y €1, a € (0,1) igin

flax+ (1 = a)y) < h(@)f (x) + h(1 - a)f () (2.3)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:1 € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya
SX(h, I) sinifina aittir denir” (Varosanec 2007).

“(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h,I)’dir” (VaroSanec 2007).

“Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: A(a) = « ise tim negatif olmayan konveks

fonksiyonlar SX (h, I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim negatif olmayan
konkav fonksiyonlar SV (h,I) smifina aittir; h(a) = % ise SX(h,I) = Q(I) siifina aittir;

h(a) = 1ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak tizere h(a) = a* ise SX(h,1) 2 K2’dir”
(Varosanec 2007).

Tamm 2.2.13. “(Starshaped Fonksiyon): b > 0 olmak lzere f:[0,b] = R fonksiyonu,
her

x €[0,b] ve @ €[0,1] icin

14



f(ax) < af (x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).

Tamm 2.2.14. “(Geometrik Konveks Fonksiyon) f:I ¢ R, — R, fonksiyonu verilsin.

Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fety ™) < [fFOIFIF I

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.
2012).

Tamm 2.2.15. “(s —Geometrik Konveks Fonksiyon) f:I ¢ R, — R, fonksiyonu verilsin.

Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve a € [0,1] icin

f &%y < [FOI* [F()] A"

esitsizligini saglyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.
2012).

s = 1igin, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon tanimina

doniisecegi agiktir,

Tannm 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon) Ic R/{0} bir agik aralik olsun. f:] - R

bir fonksiyon olmak tizere eger Vx,y € [ ve @ € [0,1] igin

(o) < af )+ — a)f (x)

ax+(1-a)y

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.

15



Tammm 2.2.17. “(Ortalama Fonksiyonu)M fonksiyonu M: (0, ) X (0,0) — (0, )

seklinde verilsin. Eger
(D M(x,y) = M(y, x)
2)M(x,x) =x
B)x<Mxy)<y,x<y
(4) M(ax,ay) = aM(x,y), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir” (Anderson et al. 2007).

Ornek 2.2.2
“(1) M(x,y) = A(x,y) = =2 Avitmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
(3)M(x,y) =H(x,y) =1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama

= - Xy i _ o
@) M(x,y) =L(x,y) = Togx—togy’ © #+ y icinveL(x,x) = x Logaritmik ortalama

1

BG)YM(x,y) =1(x,y) = (i) (xx)ﬂ x # y vel(x,x) = x ldentrik ortalama” (Anderson

v

et al. 2007).

Tamm 2.2.18. “(MN- Konveks (Konkav) fonksiyon): f: 1 — (0, ) surekli fonksiyonu

verilsin. I < (0, ) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vx, ye I igin

f(M(x,y) < N(fCO, f)

sartt saglaniyor ise f fonksiyonuna MN —konveks(konkav) fonksiyonu denir” (Anderson
2007).
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Teorem 2.2.1. “] € (0,00) ve f: 1 — (0, 00) surekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9) secenekleri

icin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart logf nin konveks (konkav)

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 / f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be~t) nin (0, o) lizerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be~t) nin (0, o) lizerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1/ f(be=t) nin (0, )

iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(l/x) nin (1/b , ) Uzerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf (1/ x) nin (1/ pr®)

izerinde konveks (konkav) olmasidir.
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart /f (1 /x) nin ( /b,oo)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir” (Anderson 2007).

Teorem 2.2.2.“I € (0,0) ve f: I — (0, ) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. (4)-(9)
secenekleriigin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmast i¢in gerek ve yeter sart f'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.
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(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (x)/ [0 nin artan (azalan)

olmasidr.
(3) f nin AH —konveks (konkav) olmast igin gerek ve yeter sart f (x)/ F(x)? nin artan (azalan)
olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmast igin gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf (x)/ £ nin artan

(azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ Fx)? nin artan

(azalan) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi icin gerek ve yeter sart x2f'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

21
(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x°f (x)/ £00) nin artan

(azalan) olmasidir.

21
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf (x)/ F(x)? nin artan

(azalan) olmasidir” (Anderson 2007).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kesirli Tiirevler ve Kesirli Integraller

Kesirli analiz, klasik analizin bir genislemesi olarak kabul edilebilir. Kesirli analizde klasik
analizde oldugu gibi tek bir tiirev tanimi olmayip birden fazla tiirev taniminin varligi,

problemin en iyi ¢cézimunin elde edilmesi firsatini verir.

Kesirli analiz birgok bilim adamu tarafindan ¢aligilmis ve farkli gosterimlerle kesirli tlrev ve
integrali degisik sekillerde ifade etmislerdir. Fakat bu ifadelerin birbirleri arasinda gegisler

olmasina ragmen tanimlari ve tanimlarinin fiziksel yorumlari agisindan farkliliklar gosterir.

3.1.1. Riemann-Liouville kesirli turevleri ve kesirli integralleri
Tamm 3.1.1.1. a > 0 olmak (izere « mertebeden Riemann-Liouville integral operatori J

1

UEN® = 55/, =D f@dr, t>a (3.)
U H@® =f® (3.2)
bi¢iminde tanimlanir (Ross 1977, Samko 2009).

f, t = a icin surekli olsun. «, 8 > 0, ve y > —1 olmak (zere, Riemann-Liouville integral

operatoriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

a. (J&J31)© = (Jgpf)® (3.3)

b. (J&18£)(©) = URI&f)® (3.4)
ary — Tly+1) o4

c. Jet —F{#y;)t v (3.5)



Tamm 3.1.1.2. Riemann-Liouville kesirli tirev operatorii, « > 0,a e R, t >avem —1<

a < micin,

odm 1 f@
(D)) = [ ) f dx

dt™|I'(m —a (t — x)a—m+1
olarak tanimlanir (Ross 1977, Samko 2009).

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve integral teorisinin gelismesinde ve
bunlarin matematikteki uygulamalarinda 6nemli bir rol oynamasimna ragmen Riemann-

Liouville yaklagiminin problemlerin yorumlanmasinda yetersiz kaldigi ortaya konmustur.

Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminin diger bir eksikligi ise sabit fonksiyon ve birim

fonksiyon incelenerek dogrudan gosterilebilir.

Bir birim fonksiyonun, kesirli mertebeden tirevi ne olursa olsun tiirev sonucu 1 olmalidir.
Fakat Sekil 3.1’de Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevleri incelendiginde bu durumun

gecerli olmadigi goriilmektedir.

fie)=2

1.8 Derece=0 i
16l Derece=0.2 ||

) Derece=0.4
1.4 Derece=0.6 H

Derece=0.8
121 Derece=1 H
1 - -
0.8 -
06 -
04F 1
02 1
U -

L 1 L L 1 L L 1 L 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 3.1 f (X) = X fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tlirevleri

Sekil 3.2°de ise f(x) =1 fonksiyonunun Riemann-Liouville yontemine gore kesir mertebeli

tiirevleri goriilmektedir. Sekilde de goriilecegi gibi sabit fonksiyonun tiirevleri degiskene bagl

cikmaktadir.



fix)=1
181 Derece=0
16 Derece=0.2 ||
) Derece=0.4
1.4 Derece=0.6 |
Derece=0.5
12 Derece=1 H
1 i
0.8 B
0.6 4
04+ 4
02+ 4
0 i
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 3.2 f (X) =1 fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri

3.1.2. Caputo kesirli tirevleri

Caputo tiirev tanim1 detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda verilmistir

(Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).

Tanmmm 3.1.2.1. “m—-1<a<m, meN, x >a olmak Uzere, f(t) fonksiyonunun «

mertebeden (@ > 0) Caputo tiirev tanimu,

(°DEF)®) = rmmy Jo (6 = )™ f ™ () dx (3.6)

bi¢iminde tanimlanir (Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).”

“Ayricam—1<a<m meN,t>ave f € C™ 1 a > —1 olmak (izere Caputo tiirev

tanimina ait,
a. (‘DEf)®) =) (3.7)

b. (J& °DEF)(®) = F(©) — S O 2 (38)



ozellikleri de verilebilir.”



3.1.3. Uyumlu Kesirli TUrevin Analizi

Caputo kesirli tiirevinin diger bir 6zelligi ise sabitin Caputo tiirevinin sifir olmasidir. Bu
nedenle de Caputo tanimi, Riemann-Liouville tanimina gore bir problemin fiziksel olarak

yorumunun daha rahat yapilmasina olanak saglar.

Uyumlu kesirli tirev, klasik tiireve uyumuyla dikkat cekmektedir. Khalil et al. tarafindan
tanitilan uyumlu kesirli tiirev, klasik tiirevdekine benzer bir limit formuna sahiptir. Khalil ve
arkadaslar1 yaptiklar1 calismada bu tanimin ¢arpim kuralini ve boliim kuralini sagladigini ispat
ettiler. Ayrica yaptiklari ¢alismada uyumlu kesir mertebeden diferansiyellenebilen

fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini ifade ettiler.

Uyumlu kesirli tiirev analizi, Abdeljawad tarafindan gelistirildi. Abdeljawad yapmis oldugu
calismada uyumlu kesirli tiirev i¢in sol ve sag uyumlu kesirli tiirev kavramlarini, kesirsel zincir
kuralim1 ve Gronwall esitsizligini sundu. Ayrica uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev
kavramini, 0 < ¢ < 1 igin iki tiir kesirsel kismi integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel
kuvvet seri agilimini, kesirsel taylor esitsizligini ve son olarak kesirsel Laplace doniisiimiinii

verdi.

Bu boliimde uyumlu kesirli tiirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar verilecektir. (Khalil

vd. 2014; Abdeljawad 2015).

Tamm 3.1.3.1. “f:[0,0) = R bir fonksiyon olsun. Biitin t >0 ve a € (0,1) igin f

fonksiyonunun “uyumlu kesirli tiirev”” diye adlandirilan a mertebeli kesirli tirevi,

ft+et'™) = f(0)

&

Ty (f)(t) = lsl_r}(l)

olarak tanimlanir. Eger f fonksiyonu a > 0 olmak iizere bazi (0,a) araliginda «

diferansiyellenebilir ve lim f @ (¢t) olusursa 0 zaman,

@) = lim F@ (&)



olur. f nin a mertebeden uyumlu kesirli tirevini géstermek icin bazen T,, (£)(t) yerine f @ (t)
yazilacaktir. Ayrica, « mertebeden uyumlu Kesirli tirev mevcutsa bu durum igin f, «
diferansiyellenebilirdir denilecektir. Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem

yazilabilir.”

Teorem 3.1.3.1. “Bir f:[0,00) > R fonksiyonu t, >0 da a«€(0,1) igin «a

diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.”

Ispat:

fto + et5™%) = f(to) .

&

fto +etg™) = f(to) =

tanimindan

1—ay _
lim{£ (e + £63) — £ (2] = lim 0T E0 D)

yazilir. h = et§~* alinirsa
lim (£ (6o + ) = £ ()] = £ (£).0
olur. Boylece
;li_r% f(to+h) = f(to)
olur. Bu ise f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1.3.2. “a € (0,1] igin f ve g, t > 0 noktasinda a diferansiyellenebilir olsun. O
halde

1. Va,b € R igin T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.



2. Vp € R igin T, (tP) = ptP~* dir.

3. Tum f(t) = A bicimindeki sabit fonksiyonlar icin T, (A) = 0 dur.

4. Ta(fg) sza(g)+gTa(f)-

Ta . Ta
5. Ta(f/g) — g (f)ng (g)
6. Ek olarak eger f diferansiyellenebilirse T, (f) = t17¢ % (t) dir.”

Ispat: (1), (2) ve (3) iin ispatlar1 direkt tanimdan gériilebilir. Burada (4), (5) ve (6) nin ispatlari

verilecektir.

(4)t > 0igin

ft+ et gt +et'™*) — f()g(t)
&

T, (fg)(®) = lim

imf (t+ et Mgt + et~ — fF(OgE + et'™ ) + fF(Og(t + et~ — fF([)g (D)
-0 &

gt +et'=*) —g(t)
&

. (f(t +et17%) — £(1)
= lim

. gt + stl‘“)) +f(2) lim

&-0

= Tof () lim g(t + £t'7%) + f (D) Te g (t)
yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lirr(l)g(t + et17%) = g(¢t) dir.
£

(5)t > 0icin

fe+et'™)  f@©)
1-a
Ta<f>(t)=limg(t+et ) 9®

g £-0 &

et g®) - fOg@®) + fFOg@®) — fFDg(t + et*™%)
m
£-0 gt + ett=%)g(t)e




[ft+et™) - f®]g@®) — [g(t + et~ —g®OIf ®)

= lim

£-0 gt +ett=%)g(t)e
1-ay _ 1-ay _
et O] ) Lot et — 9@,
= lim -
€50 gt +ett=%)g(t)

Tof@Dg@) —Tag(®)f ()
~ limg(t+ et g(6)

yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lir%g(t + et1=%*) = g(¢t) dir.
E—

(6) Bu 6zelligin ispati i¢in Tanim 3.1 de h = £t1~%* doniisiimii yapalim. Bu durumda

ft+ et = f(0)

&

T, f(t) = lim
&£-0

I fE+h) - fQ@)
1m

h>0 hta—l

_ playi fE+h)—f(©)
- a0 h

_ 1o
=t dt ©

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.3.3. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar icin Rolle

Teoremi):

a > 0 olmak Uzere f:[a, b] - R fonksiyonu

i [a, b] araliginda siirekli,

ii. a € (0,1) icin a diferansiyellenebilir,

i f(a) = f(b)



kosullarini saglasin. Bu taktirde f(®)(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.”

Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugu icin bir ¢ € (a, b) yerel
ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasinin bir yerel minimum nokta

oldugunu kabul edelim. Boylece

1-a)_ 1-a)_
F@ () = lim LT _ gy Heree (0
E—

-0 &
yazilabilir. Fakat, ilk limit negatif, ikinci limit ise pozitif degildir. O halde, f ¥ (c) = 0 dur.

Teorem 3.1.3.4. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢in Ortalama
Deger Teoremi): a >0 olmak Uzere f:[a,b] - R siirekli ve baz1 a € (0,1) i¢in «

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

b —
. & :{( ) };(a)
ol =3

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.”

Ispat: k bir sabit say1 olmak iizere g:[a,b] >R , g(t) = f(t) + k%t“ fonksiyonunu
tanimlayalim. Bu fonksiyon da [a,b] araliginda siirekli ve her t € (a,b) icin «
diferansiyellenebilirdir. Simdi k sabiti g(a) = g(b) olacak sekilde segilirse f(a) + k%a“ =

£(b) + ke b% olup

)@
1 1
_ba__aa
a a

yazilabilir. O halde g(t) = f(t) — f0)-f(@) (1 t“) olur. Bu fonksiyon Rolle teoreminin bltin

et
sartlarini saglar. Dolaysiyla (a,b) araliginda Syle bir ¢ sayist vardir ki g (c) =0 dur.

Buradan



f(lx)(c) _M — Ojf(a)(c) — M
=b* —=a“ —_pax — =g
a a a o

elde edilir. Burada T, (i t“) = 1 ozelligi kullanilmistir.

Tamm 3.1.3.2. “f:[a, ) —» R bir fonksiyon olsun. 0 < a <1 igin f fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu Kkesirli tlrevi

f+et—a)=*) —f()

&

(T = lim

olarak tanimlanir. Eger (a,b) araliginda (TZf)(t) mevcutsa (TZf)(a) = tlim+ (TEHH(®)
—a

olur.”

Tamm 3.1.3.3. “f: (—o0,b] = R bir fonksiyon olsun. 0 < @ < 1 igin f fonksiyonunun «

mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi

fE+e - —-f@®)

&

&TF)(®) = —lim

olarak tanimlanir. Eger (a, b) araliginda ( br.f )(t) meveutsa ( br.f )b) = tlirgl_( br.f )(®)

olur.”

Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise (TZ&f)(t) = (t —a)*~*f'(t) ve (5Tf)(®) =
—(b = t)1=%f'(t) dir.

Tanmmm 3.1.34. “a € (n,n+ 1] ve B =a—n olsun. f:[a, o) > R fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu Kkesirli tlrevi

TN = (TEF™M)(©

10



olarak tanimlanir. Béylece a mertebeli sol uyumlu kesirli tirevin var olabilmesi icin f

fonksiyonunun n kez tiirevlenebilir olmas1 gerekir.”

Benzer olarak a € (n,n+ 1] ve B =a—n olsun. f:(—oo,b] » R fonksiyonunun «

mertebeli sag uyumlu kesirli tlirevi
(Gr)@® = D™ (TF™)(®)
olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.3.5. “0 < @ < 1 olmak izere a mertebeli sol uyumlu kesirli integral

t t
US)(E) = f F)da (@) = f (x — @) Lf (X)dx

olarak tanimlanir. Benzer olarak 0 < a < 1 olmak izere & mertebeden sag uyumlu kesirli

integral,

b b
(Pl £)(O = f £ (byx) = f (b — )™ f (¥)dx
t t

olarak tamimlanir.”

Lemma 3.1.3.1. “f: [a, ») — R strekli bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde bitin

t > aigin
TZlaf(t) = f(©)
olur. Sag durumda benzer olarak verilebilir.”

Lemma 3.1.3.2. “f:(—oo,b] — R surekli bir fonksiyon ve 0 < @ <1 olsun. Bu takdirde
bitin ¢t < b igin

11



Ty L, f(O) = f(D)
olur.”

Tamm 3.1.3.6. “a € (n,n + 1] olsun. Bu takdirde f: [a, «0) — R fonksiyonunun a mertebeli

sol uyumlu kesirli integrali

1 t
USH)(E) = 1%, ((t — )P 1f) = — f (t — 0" (x — )F1f (¥)dx

n!
olarak tamimlanir.”

Egera =n + 1ise bu takdirde f =a —n=n+1—n =1 olur. Boylece

1 t
(DO = U3 )® = [ €=

olur. Buise (a, t] arahiginda n + 1 kez f fonksiyonunun tekrarli integralinin Cauchy formiili

ile yazilimidur.

a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

1 t
UENO = 175 f (t — 0" f (D) dx

olarak tanmimlandigi biliniyor.« =n+ 1, n=0,1,2 ... i¢in

Iz )®) = JaH®

oldugu goriliir.

12



Ornek 3.1.3.1. a,u > 0 igin

I'(w)

a0

Ja((t =)D (®) =

oldugu bilinmektedir. Simdi (t — a)#~1 fonksiyonunun a € (n,n + 1] igin uyumlu kesirli

integralini bulalim. y, a + u —n — 1 > 0 olacak sekilde bir reel say1 olsun. Tanim 3.6 dan

(14t — D*D)(®) = (I7;1((t = )*HH))(©)

yazilir. Ayrica Riemann-Liouville kesirli integralin 6zelliginden

(41 ((t = )* ) () = (i1 ((t — )*THTD))(D)

esitligi de yazilabilir. Boylelikle

Ma+u—n-1)

I'(a + w) (¢ = a)*re?

(1&((t = * D) ®) = (i1 ((t = )*H2))(0) =

olur. Benzer sekilde bu tip fonksiyonlarin sag uyumlu kesirli integrali

("L (b = ©05)) (©) = ( Yna (0 = F#772) ) (1)

_F(a+y—n—1)
B I'(a + p)

(b _ t)a+u—1

olarak bulunur. Buradan da anlasiliyor ki: Riemann-Liouville kesirli integrali ile uyumlu
kesirli integral bir polinom fonksiyonuna uygulandiginda bir sabit farkiyla ayni sonucu

verirler.

Teorem 3.1.3.5. “f:[a, ) — R bir fonksiyonve 1 < a + u < 2 olacak sekilde 0 < a, p < 1

olsun. Bu takdirde

13



t

(el ) = S (Uaf)® + 2 (1o nf)© = = [ xe102 () dx
u u ulo

olur.”

Ispat: Tanim 3.6 dan

(ess)O = 1axe4-20)(0 = [ (€~ e 20

yazilir. Simdi, integral mertebelerinin yer degistirmesi yardimiyla ispat1 tamamlayalim:

ty

(Ia1.f)(@®) = ft< f(x)x“_ldx> thtde,
o \Jo

t t
= f flo)x* 1 (f tf_ldt1> dx
0 x

- %(I“f)(t) + i [(Iawf)(t) -t fot x““‘_zf(x)dx].

Riemann-Liouville sol ve sag kesirli integral i¢in Q-operatoriiniin islevinin f:[a, b] - R,

Qf(t) = f(a+b—1t)igin
Qaf® = "Ja f (©)
oldugu biliniyor.
Simdi, @ € (n,n + 1] icin uyumlu kesirli integral i¢in bu durum incelenirse
QIEF(®) = Qe (E = () = s (b= fla+b—1) = Pl Qf ()

14



oldugu goriiliir. Yani, Q-operatori burada da ayni islevi goriir.

Lemma 3.1.3.3. “f: [a, ) — R bir fonksiyon, f™(t) siirekli ve a € (n,n + 1] olsun. Bu

durumda, vt > a igin
Telaf(®) = f(t)
olur.”
Ispat: Tanim 2.4 den
dr dr
TEISF(E) = Tf (E 13f(t)> =T§ (E 1 (- a)"‘lf(t))>

=18 (18 (€ = P @) = TIEF©

elde edilir. Boylece, Lemma 3.1 den sonug gorilir. Benzer olarak Lemma 3.2 de Lemma 3.4

deki gibi genellestirilebilir.

Lemma 3.1.3.4. “f: (—o0, b] — R bir fonksiyon, f ™ (t) siirekli ve a € (n,n + 1] olsun. Bu
durumda Vt < b igin

bTa bltx f(t) = f(t)
olur.”

Lemma 3.1.3.5. “f:[a, o) = R diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 < @ < 1 olsun. Bu

takdirde Vt > a igin
RTEf@) =) - f(a)
olur.”

15



Ispat: Tanim 3.5 den
t
BTE© = | - @ e
a

yazilir. f diferansiyellenebilir oldugundan

IgTZf(t) = f (x —a)* Hx — )7 (0)dx = f () - f(@)

sonucu elde edilir. Lemma 3.5 daha yiiksek mertebeler i¢in asagidaki gibi genellestirebilir.

Lemma 3.1.3.6. “a € (n,n+ 1] ve f:[a,) - R, (n+ 1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde Vt > a igin

L) Gk
Io?To‘?f(t):f(t)_Zf (a)k(!t a)

k=0

olur.”

Ispat: Tanim 3.4, Tanim 3.6 ve f fonksiyonunun (n + 1) kez diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olmasindan asagidaki esitlikler yazilabilir:

IETEF() = 184y (¢ = )P TEF ) = I8, (£ = )Pt — @) PO+ (D))

= I8 (F™D ()

Sonra kismi integrasyon uygulanarak ispat tamamlanir. Benzer olarak sag durum asagidaki

gibi verilebilir.

Lemma 3.1.3.7. “a € (n,n+ 1] ve f:(—oo,b] = R, (n+ 1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde Vt < b igin

16



o (—DRFBB)(b - o)k
lo "Te £©) = £(O) - kzo N

olur.”

Teorem 3.1.3.6. “(Zincir Kurah): a € (0,1] ve f, g: [a, ©) — R (sol) a diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olsun. h(t) = f(g(t)) olmak tizere biitiin ¢ # a ve g(t) # 0 icin h(t), (sol) a

diferansiyellenebilirdir ve
(TER(®) = (TEH(9(O). TEPH©®). g(H)*
seklindedir. Eger t = a ise
(& (®) = lim, (T£1)(9(®). (T ©®). g
olur.”

Ispat: Tanim 3.2 de u = t + £(t — a)'~% degisken degistirmesi yapilir ve g fonksiyonunun

stirekli oldugu kullanilirsa

£(g0) =1 (8®) (, _ i

(e () = lim == — =

(t _ a)l—a

_ limf(g(u)) - f(g(t))_limg(u) - g(®)
wt (g - g(®) uwt u—t

fla@) - f(9(®)

_ 1-a Ta a-1
= m (900 —9(0) g v Tgg®).g(®)

= (TN (9®). TP ®). g

olur.

17



Lemma 3.1.3.8. “f:[a, ) — R, iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyonve 1 < a + u <
2 olacak sekilde 0 < a, f < 1 olsun. Bu durumda

(TETEF)() = T, f(O) + (1 = (¢ — ) PTEF(2)
olur.”
ispat: f, fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi i¢in
(TeTEF)(®) = 78 (¢ - )P/ (®))

yazilabilir. Elde edilen bu esitlige uyumlu kesirli tiirevler icin gegerli olan ¢arpim kurali

uygulanirsa
(TETEF)®) = A= Bt —a) Pt —a)' " *f'() + (t — ) PTE(f' (D)

elde edilir. f fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi icin TZ(f'(t)) = (t — ) Pf"(¢)

yazilabilir. Bdylece
(TETEF)®) = (1= B)(t — )Pt —a) "' (£) + (t — )*@*Bf (1)
elde edilir. TZ£ (1) = (t — @)™ f' () ve T, g f () = (t — @)*~ @A) £7'(t) oldugundan
(TETEF)(®) = Tgopf () + (1 = Bt — ) PTEF (D)
ifadesi elde edilir.

Teorem 3.1.3.7. “fg, tiirevlenebilir olacak sekilde f, g: [a, b] = R iki fonksiyon olsun. Bu
takdirde

18



b b b
| rorg@daa = £9 |2~ | g@nr@datt0)

olur.”

Ispat: Lemma 3.5 den
b b

[ 1eto© et =rg]?

yazilabilir. Ayrica Teorem 3.2 (4) den
b
| rer@e@ + f@T1890) datt@) = £
yazilir. Buradan da
b b b
[ rorzg@daea = 9|2~ [ g@TF a0

oldugu goralir.

Lemma 3.1.3.9.“0 < a < 1 ve f, g: [a, b] = R iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f 14(f(©)g©da(b,t) = f f® "1, (9(®)da(t,a)

olur.”

ispat: Tamm 3.5 den
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b b t
f 19(£(©)g(6)dab, ¢) = f ( f <x—a)“-1f<x)dx)g<t)(b—t)“-ldt

elde edilir. Buradan da integrallerin mertebelerini degistirerek

b b
f 12(F(0)g (O da(b,t) = f £ 1, (9(0)datt, @)

a
oldugu gortiliir.

Teorem 3.1.3.8. “f,g:[a,b] = R turevlenebilen iki fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu

durumda

b b
[ 18 @)@ = | £© 1 (90)dav,0) + fg]?

olur.”

Ispat: Lemma 3.7 den ve g fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasindan,

b
[RAGO LA

b b
= f T2 (f(0) °l, T, g(©)d,(t,a) + g(b) f T2 (f(£))dy(t, @)

a a

yazilir. Simdi, Lemma 3.9 uygulanirsa,

b b
f T8 (£(0) g (O)da(t, @) = f 19T8 (£(5) "Ty (9(0)da(t, @) + g(DIETE(F ()

20



elde edilir. Son olarak f tiirevlenebilir oldugu igin IgTO?(f(t)) =ft)—f(a) ve g
tiirevlenebilir oldugu icin °I, °T, g(t) = g(t) — g(b) olup bu ifadeler yerlerine yazilarak

ispat tamamlanur.

Tanmmm 3.1.3.7. “0 < a < 1 ve n € {1,2,3,...} olsun. Bu durumda n. mertebeden sol dizisel

uyumlu kesirli tirev

(n)Tc(zlf(t) =TaTE ... TZf(t)

bigiminde tanimlanir. Burada T¢, n kez tekrar etmektedir. Benzer sekilde n. mertebeden sag

dizisel uyumlu kesirli tlirev

PTVF) = T, T, .. PT, f(2)

seklindedir.”

Teorem 3.1.3.9. “f fonksiyonu bazi 0 < a < 1 i¢in bir t, noktasi civarinda sonsuz bir sekilde

«a diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonu

to<t<ty+RY% R>0

Fo) = i (122) " ) = t)

akk! ’
k=0

k . .
bi¢iminde Kesirsel kuvvet seri agilimina sahiptir. Burada (Taf0 f )( )(to) ifadesi k defa art arda

uyumlu kesirli tiirevin uygulanmast manasindadir.”

ispat: ty <t <ty + RY% R >0 olmak lzere f(t)=co+ c,(t — to)* + cp(t — t)>* + -
olsun. Bu taktirde f(ty)=co olur. f fonksiyonuna Tofo uygulanirsa t;, noktasi igin

(Toiof) (to)
a

(chof)(to)=acl olur ve bdylece ¢, = olur. Bu sekilde devam edilerek f
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fonksiyonuna n defa Tof" uygulamrsa(T;"f)(n)(to) = cp,a(2a) ... (na) = c,a™n! olur ve

()]
) (1°5) (ko) . .
bdylece c,, = ~————— olur. Bdylece ispat tamamlanir.

an!

Teorem 3.1.3.10. “(Uyumlu Kesirli Tiirevler icin Genellestirilmis Ortalama Deger
Teoremi):

a > 0 olmak Uzere f ve g fonksiyonlar1 [a, b] arahiginda siirekli ve (a,b) araliginda «
diferansiyellenebilir olsun. Ayrica, her t € (a, b) icin g(® (t) # 0 olsun. Bu taktirde (a, b)

araliginda

£ @) _ f(b) —f(a)
g@() gb)—g(a)

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir.”

Ispat: Ispati, klasik tiirevde verilen ispat gibidir.

Teorem 3.1.3.11. “a > 0 olmak (zere f:[a,b] - R slrekli monoton artan bir fonksiyon
olsun. Eger a<c<b ve f'(c)#0 ise f~! ters fonksiyonu d = f(c) noktasinda «

diferansiyellenebilirdir ve

(FH@(d) = (de)'~@

f@ ()

dir.”

ispat: Uyumlu kesirli tiirevin tanimindan,

fld+ed™ ) —f(d)
&

(FH (@) =

yazilabilir. f~1(d + ed'~%) = ¢t olarak alinirsa f(t) = d + ed*~% ve d = f(c) oldugundan
f~1(d) = c olur. Dolay1siyla
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NG P T
(f~H¥(d) 1813% O =700

di-a

yazilabilir. Buradan da

1
H@(g) = d17 lim ———
D= I e — o

t—c
(FHO@) = s
f'()
elde edilir. Son olarak, f fonksiyonu c¢ noktasinda tiirevlenebildigi i¢in

@) =c"%f'(0)

yazilabilir. Buna gore

(fFH@() = (dC)l'“f(a)(C)

olacaktir.

Ornek 3.1.1. “e® fonksiyonunun ters fonksiyonu igin 0 < a <1 olmak lzere t =1

noktasindaki a mertebeli uyumlu kesirli tirevini bulunuz.”

Coziim: e' fonksiyonunun tersinin Int oldugu biliniyor. Once, Int fonksiyonunun «
mertebeli uyumlu kesirli tiirevi bulunup verilen teoremdeki sonugla karsilastirilacaktir.

Uyumlu kesirli tiirev tanimina gore

In(t + et'=%) — Int
&

T,(Int) = lim
-0
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yazilabilir. Logaritmanin 6zelliginden

In(1+et™%)
€

T,(Int) = lim
£-0

olur. et™* = k denirse € — 0 iken k — 0 olup

In(1+k)

— +—a);
T,(Int) =t ILI_% .

=t™lim In(1 + k)V/k = ¢«

elde edilir. Bulunan bu sonug, teoremle uyumludur. Clnki, ¢ =1 icin d = e dir. et

fonksiyonunun ¢ noktas1 i¢in a mertebeli uyumlu kesirli turevi
F@(c) = c1-ee
seklindedir. Dolayisiyla
f@O@) =e

olur. Biitiin bu yazilanlara gore
1
(FH@(e) = elo— = e

olacaktir.

Teorem 3.1.3.12. “f: (0,00) = R, y = f(t) fonksiyonu bir x > 0 parametresi yardimiyla t =
h(x) vey = k(x) olarak verilsin. h, k: (0, ) — R fonksiyonlar1 a diferansiyellenebilir olmak

Uzere,

To (k) (x)

T,(H(®) = tl_am
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olur.”

Ispat: t = h(x) ve y = k(x), a diferansiyellenebilir oldugundan

At = h(x + ex17%) — h(x)

Ay = k(x + ex17%) — k(x)

olarak yazilabilir. f fonksiyonunun a mertebeli uyumlu kesirli tiirevi

ft+et'=*) —f(©)

&

T (H)(®) = lim

tl—a

oldugundan pay ve payda ile garpilirsa

ft+ et = f(0)

gtl—a

Ta(H(®) = 77 lim
olur. Son esitlik de

T,()(t) = t17¢ limA—y
« B e-0 At

olarak yazilabilir. Ay ve At ifadelerinin degerleri yerine yazilarak devam edilirse,

oilma i AV gy K(xtex!TY)—k(x)
Ta(f)(t) =t }911)% At t !gl_r>l;1) h(x+ex1-%)—n(x)
k(x + ex1™%) — k(x)
— ¢l-ay; 3
=t lel—r>% h(x + ex1~%) — h(x)
€

_ e Ta(0)G0)
T (@)
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elde edilir.

Ornek 3.2. y = 4x ve t = 2x olmak lizere y = f(t) fonksiyonun a mertebeli uyumlu kesirli

tirevini bulunuz.

C6zim: Teorem 4.3 den

e TG 4

= = Ztl_a
T, () (x) 2x1-a

T.(F)() =t!

olur. Gergekten de eger parametre yok edilecek olursa fonksiyon y = 2t olarak bulunur.

Simdi, bu fonksiyon i¢in @ mertebeli uyumlu kesirli tiirev alinirsa

T, (f)(t) = 2t~

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3.13. “F(t,y) = 0 bagintisiyla verilen kapali fonksiyonun a mertebeli uyumlu

kesirli tiirevi
T, (F)(t,y)
Ta0)(®) =~y g f s
T, (F)(t,y)
dy®%
olur.”

ispat: iki degiskenli fonksiyonlar i¢in zincir kurali formiilii kullanilarak

ade+ath_
dy dt = otdt
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yazilabilir. Fakat buradaki tiirev uyumlu kesirli tiirev oldugundan, uyumlu kesirli tiirevler i¢in
gecerli olan zincir kurali kullanilmalidir. Uyumlu kesirli tiirev i¢in zincir kurali hatirlanacak

olursa h(t) = f(g(t)) olmak tzere

(Te )@ = (Ta f)(9®)-(Ta 9)®. g
seklindedir. Bu formiilden

0T, (F) _
aye e ate

oldugu goriiliir. Buradan da T, (y) yalmz birakilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Ornek 3.1.3. F(t,y) = t% + 3y?t — 8t + 4y — 1 kapal1 fonksiyonu igin T, (y) yi bulunuz.

Cozum:
0T, (F)(t,y)
Te)(0) = '~ g Bl
0T, (F)(t, y)
dy®%
oldugundan

2627 — 8t1* + t17*3y?

T — _yl-a
OO =y

yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2t27% — gtl-a 4 ¢1-23y2
6yt + 4

Ta()(t) = =

olur. Bulunan bu sonug direkt islem yapilarak da goriilebilir:
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t2+3y*t—8t+4y—1=0
26777 + 6y* T T (). y* 1t + 1% 3y? = 8t + 4T, (y) = 0

T,()(6yt +4) = —(2t>* + t17*.3y? — 8t17%)

olup,

(2t%7% 4 ¢t17¢,3y2 — 8t1~9)
(6yt +4)

T,(y) = —

oldugu goriiliir.
3.1.4. Katugampola Kesirli Tiirev ve Integrali

Udita N. Katugampola tarafindan tanitilan bu yeni kesirli tiirev, klasik tiirevin limit formunun
genellestirilmis hali olarak karsimiza ¢ikar. Katugampola yaptigi ¢alismada bu tanimin ¢carpim
kuralim, bolim kuralini, kuvvet kuralini, sabit fonksiyonun tiirevinin sifir1 sagladigim
gOstermistir. Ayrica c¢aligmada Katugampola kesir mertebeden diferansiyellenebilen

fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini ifade etmistir.

Katugampola ayrica Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integralini genellestirerek, tek

bir formda yeni bir kesirli integral tanim1 vermistir.

Tamm 3.1.4.1: f:(0,») > R bir fonksiyon olsun. Biitin t>0 ve a€(0,1) igin f

fonksiyonunun < mertebeden Katugampola kesirli tiirevi,

D “(f)(t)=lim et )1 (3.9)

-0 Fod

olarak tanimlanir. Eger f fonksiyonu a>0 olmak iizere bazi (O, a) araliginda o

Katugampola diferansiyellenebilir ve limD * (f )(t)limiti varsa o zaman,

t—0"
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D “(£)(0)=imD “(f)(t)

esitligi yazilir (Katugampola 2014).

Teorem

3141:a€(01] igin  f,g, t>0 noktasinda

diferansiyellenebilir olsun. O halde

7.

Hera,b € Ricin D “[af +bg]=aD “(f)+bD “(g)

Hern € N igin D “ (") =nt"

Tum f(t)=C bigimindeki sabit fonksiyonlar igin D *“(C)=0
D “(fg)=fD “(g)+gD “(f)

b a[ijng“(f)—fD “(9)

g g9’

o Katugampola

f fonksiyonu g (t) de diferansiyellenebilirse D “ (f o g)(t)= f ’(g (t))D “g(t)

f diferansiyellenebilirse D “(f)(t)=t"" (;—];(t)

dir (Katugampola 2014)

ispat: 1. Her a, b € R igin

D “(af +bg)=Ilim

(af +bg)(te" " )~ (af +bg)(t)

-0 Fod

=lim
>0 Fod

Iima[f(tegt ) f t]+|imb[g(tegt ) g(t)J
&0 E &0 E
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aD “(f)+bD *(9g)

bulunur.

2. ae(0,1],neNvet>0 icin

D “(t“):limw

&0 Fad
net™* _
=t"lim
>0 £
2.2+ 2a
_ ent
ent™ + :
— " lim 2!
-0 Pl
- 5nt*“+0(52)
=t"lm———~
&0 E
=nt"*

elde edilir.

(e )-1(1)

3.D“ ( f )(t) =lim Katugampola kesirli tiirev tamminda f(t) = C € R

-0 ol
sabiti alinirsa
c-C
D “(C)=lim =0
&—0 E
bulunur.

4. f,g fonksiyonlar1 t >0 da o Katugampola diferansiyellenebilir olsun.
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f (te“ia ) g (te”“ )— f(t)a(t)

D “(fg)(t) = lim -

i f (te“w)g(te“w )— f(t)g (teg‘% )+ f(t)g (te“ia )— f(t)g(t)

>0 E

- Iim{ )1 g(te”” )} f(t)lim ot )-s(1)

&0 E

=D “(f)(t)limg(te* ")+ f (£)D “(9)(1)
=D “(f)(t)g(t)+F(t)D “(9)(t)
elde edilir. Burada § fonksiyonu { noktasinda siirekli oldugundan limg (tegtfa ) =g(t) dir.

5. t>0 icin
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:D “f(t)g(t)-D “g(t) f (1)
Iimg(teg“”)g(t)

>0

_D “f(t)g(t)-D “g(t) f (t)

g9*(t)

elde edilir. Burada § fonksiyonu { de siirekli oldugu igin limg (te“"‘ ) =g(t) dir.

6. u=g(t), a>0°da o Katugampola diferansiyellenebilirve y = f (u), b=g(a)>0"da
diferansiyellenebilir olsun. £>0 ve Ay = f (begbﬂ )— f (b) alirsa, Au = £b** + O (&%)

olmak (zere beé‘b’“:b+gb1—“+o(gz):b+Au olur. & —0 iken Au—0 olan,

Ay=D*f (b)Au +&AU esitligi elde edilir. Eger At vyi { de bir artma miktar ve sirastyla
AU ve Ay ’yi de (ikisinin de birlikte 0’a esit olma ihtimali ) u ve Y nin denk artma miktarlart
olarak alinirsa, Ay esitligini de kullanarak Au=D “g (a) At+¢&,At yazilabilir. Burada

At — 0 iken & —0 dirve

Ay=[D 'f(b)+¢ |Au
:[D tf (b)+31].[D “g(a)+gz}At

durumunda At — 0 iken & >0 veg, >0 dir. At=¢ alindiginda
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D “(fog)=limﬂ

>0 ¢

=1im[D *f (b)+¢ |[D “g(a)+¢, |

At—0

=D *f (b)D “g(a)= 1'(g(a))D “g(a)

olur. AU esitligi, Ay esitligi formunda yazilamaz. Yazilabilmesi icin AU esitligine

mertebeden Katugampola kesirli tiirev uygulanmalidir.

Limit yaklasimi ile sonug ispatlanacak olursa, § fonksiyonu a komsulugunda sabit olmayan
bir fonksiyon alinsin. Bu durumda herhangi X, X, € (a —&y,a+ 80) icin ¢ (X1) #0 (Xz) ve

0 fonksiyonu a noktasinda siirekli fonksiyon olsun. Béylece £ >0 ve a>0 igin

f (g(ae“am ))— f(g(t))

&

D “(fog)(a)z!giirg

i f (g(aega’”’ ))— f(g(a)) g(aega’“)_g(a)

£0 g (aega*“ )_ g (a) ' e

_lim f (g(a)+gl)— f (g(a)) g(ae“"”)—g(a)

: &—0 iken & =0
e—0 gl Fod

i f(g(a)+e)-f (g(a))'"m g(aeeafa )—g(a)

=1'(9(a))D “g(a)

bulunur.
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7. Tamm 2.4.1°de h=et"™* (l+ O (8)) dontisiimii yapilirsa,

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
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201

1 2 3 4 5 i
X
—_— ) = ) ()= 2yl S
(A) v= 2.0
.
_d;_
44
34
5]
. :
1 2 3 4 5 6
T
glx) g5 =
(B) = 1.0

Sekil 3.3 f (X)=Xx" kuvvet fonksiyonunun 1/ 2 merteben Katugampola kesirli tiirevleri

Teorem 3142 (« mertebeden Katugampola Kesirli Diferansiyellenebilen

Fonksiyonlar igin Rolle Teoremi): a>0 olmak iizere f: [a, b] = R fonksiyonu

i) [a, b] araliginda siirekli

ii)  €(0,1) icin (@,b) araliginda o mertebeden Katugampola kesirli diferansiyellenebilir,

iii) f(a)="f(b)



kosullarim saglasin. Bu taktirde D “(f)(C)zO olacak sekilde bir Ce(a,b) vardir

(Katugampola 2014).

Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve (@)= f (b) oldugu icin bir c €(a,b)

yerel ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasinin bir yerel minimum

nokta oldugunu kabul edelim. Boylece

D “f(c)=lim

e—0" o e—0" &

(3.10)

yazilabilir. O halde, D “( f )(c)=0dur.

Teorem 3143 (o« mertebeden Katugampola Kesirli Diferansiyellenebilen

Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi): a>0 olmak iizere f:[a, b] — R sirekli ve

bazi ae(O,l) icin o« mertebeden Katugampola kesirli diferansiyellenebilir olsun. Bu

durumda

D “(f)(c)= f]_(b)_ ;(a) (3.11)
7b(1 _7aa
a a

olacak sekilde bir € €(a,b) vardir (Katugampola 2014).

fpats 0(6)= 1~ (&) 5 g 0

J fonksiyonu kesirli Rolle teoremi kosullarini saglar ve bu nedenle D * ( f )(C) =0 olacak

sekilde bir C e (a, b) vardir. Burada D “ (i X* j =1 ozelligi kullanilmigtir.
a
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Tamm 3.14.2 : « € R, Re(a)>0 ve x>a>0 olmak uzere, f (x)fonksiyonunun sol

Hadamard kesirli integrali

dr

a-1
X X
1" f(x)=—— [ [10g% | ()"
- F(x) T L(OQT] (7) (3.12)

T
olarak tanimlanir (Katugampola).

Tamm 3.143 :a € R, Re(a)>0, p>0, p€R ve Xx>a>0 olmak uzere, f(Xx)

fonksiyonunun sol Erdelyi-Kober kesirli integrali,

-p(a+n)

(12,0 )00 255 fxrmplf(’)dr (313)

a ;p.n p)l a

bi¢iminde tanimlanir (Katugampola).

Tamm3.144.:a € R, Re(a)>0 ve x>a, p>0 icin f e X! (a,b) fonksiyonunun sol

Katugampola kesirli integrali,

(1 20)0=L T g, (314)

a (X P T p )l—a
bi¢iminde tanimlanir (Katugampola).

Tamm 3.1.45: a € R, Re(a) >0 ve x<b, p>0icin f e X} (a,b) fonksiyonunun sag

Katugampola kesirli integrali,

g af ()2 L Tt E) ,
(1 F)(x) F(a)J.X(T — (3.15)
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olarak tanimlanir (Katugampola).

Katugampola kesirli integrali operatorleri, Erdelyi-Kober kesirli integral operatorlerine esit

gbérinmese de sadece ,O_a carpan farkiyla birbirlerine esitlenirler. Bunu da Osler’in

Erdelyi’nin calismasin1 genellestirerek belirttigi

kesirli integralinde g (X) = X” almarak griilebilir (Osler 1970)

Tamm 3.1.46. : «a €R, Re(a)ZO, nz[Re(a):|+l ve p>0

0<a< Xx<b<w igin genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevi

(”D;f)(x):[xl‘p&)n(”l "f)(x)D

o i

p (_leijn o777t (7) dr
dx

biciminde ifade edilir (Katugampola 2014).

Lemma3.14.1: 0<a<lve f eXP(ab) olsun. a>0 ve p >0 icin,

(/DeA 2)F(x)=f(x)

olur (Katugampola 2014).
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(3.16)

olmak Uzere,

(3.17)

(3.18)

(3.19)



o x
—— peld - pell ——p=ld — pel.4 - - pel——p-l4
(a) = 1.0 (B) v=2.0
II‘-.
b
-\--"- i
o 2 ] . 3
x x
—— ped = pell——pe=ld —— peld - p=l0——p=14
(0) =05 (D) r= 1.5

Sekil 3.4 p=0.4, 1.0, 1.4 ve v=0.5,1.0, 1.5, 2.0 icin f (x)=x" kuvvet fonksiyonunun

genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevleri
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=01 """ =5 — =2

(A} r= 2.0 (B) o= 0.5

Sekil 3.5 ¢=0.1,0.5,0.9 ve v=05, 1.0,15 icin f(x)=x" kuvvet fonksiyonunun

genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevleri

Sekil 3.4°de f (X)=X" fonksiyonunun farkli © ve v degerleri igin, Sekil 3.5’te ise farkli

o vey degerleri igin genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevlerinin sonuglari
karsilastirilmustir. Sekil 1(c) ve 1(d) grafiklerinde v=0.5 ve v =15 durumlarina dikkat

edilecek olunursa, P ’nin degerleri, 1’in yakininda degistiginde fonksiyonun konkavligi da

degisir. Burada kesirli tiirev, X ’in farkli degerleri i¢in sabit bir deger alir veya lineer olur.

3.1.5. Caputo-Fabrizio Kesirli Turev

Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda yeni bir kesirli mertebeden tiirev tanimlamislardir. Yeni
Caputo kesirli tiirevi diye de tanimlanan bu kesirli tiirevde, Riemann-Lioville ve Caputo gibi
Kesirli tiirevlerinin ¢ekirdeginin tekillik durumlarin1 g6z oniinde bulundurarak, bu problemi

ortadan kaldirmak i¢in ¢ekirdegi eksponansiyel fonksiyon olarak belirtmislerdir.

Tamm 3.15.1: f e H'(a,b) olmak uzere b>a , & €[0,1]igin Caputo-Fabrizio kesirli

tirevi

olarak tammlanir. Burada M (a) normallestirilmis bir fonksiyondur ve M (0)

I
<
Y
[N
~—

I
[N

"dir. Eger fonksiyon H ! (a, b) ‘ye ait degilse,
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D7 (£ ()= 2 (1) ¢ (x))exp[—at_—x} d @21

l1-« l1-a
bigiminde tanimlanir (Caputo and Fabrizio 2015).

Tamm 3.15.2.: O0<a <1, t>0 olmak tzere f fonksiyonunun o mertebeden Caputo-

Fabrizio kesirli integrali,

I;(f(t)):% f (t)+(2_a2)—“M(a)j; f (s)ds (3.22)

bi¢ciminde tanimlanir (Losada and Nieto 2015).

Tamm 3.1.5.3. O0<a <1, t >0 olmak lizere f fonksiyonunun < mertebeden Caputo-

Fabrizio genellestirilmis kesirli tiirevi,

D7 (F () =—— | f’(x)exp[—a ;—X}dx (3.23)

-« —a

seklindedir (Losada and Nieto 2015).

3.1.6. Atangana- Baleanu Kesirli TUrev

A. Atangana ve D. Balenau, Riemann-Lioville ve Caputo gibi kesirli tiirevlerin ¢ekirdeginin
tekillik durumunun, modelleme problemlerindeki eksikligi nedeniyle, yeni bir kesirli tiirev
tanimlamiglardir. Tanimladiklar kesirli tiirevde Mittag-Leffler fonksiyonundan yola ¢ikarak,

yeni bir kesirli operator sunmuslardir.

Tamm 3.1.6.1.: a« € R, Re(&) >0 olmak iizere, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

0 Zk
Ea(Z):ém (324)

bigiminde tanimlanir (Atangana and Baleanu 2016).
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Atangana-Baleanu kesirli tiirev ve integral taniminda belirtilecek olan B(a) fonksiyonu,

Caputo-Fabrizio kesirli tiirev ve integral tamiminda belirtilen M (a) normallestirilmis

fonksiyonu ile ayn1 6zelliklere sahiptir.

Tanim 3.1.6.2.: feHl(a,b), b>a ve ae[O,l] olmak iizere Caputo anlaminda

Atangana-Baleanu kesirli tlrevi

epp (1 (1) =2 [ (0, {—a (=) }dx (3.25)

seklinde ifade edilir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 3.163.: feH'(ab), b>a ve ae[0,1] olmak izere Riemann-Liouville

anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tlirevi

e (1 (1)) = 2L

o|a

b l1-o

'ft f(x)E, {—a (t-d }dx (3.26)

seklindedir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 3.1.6.4.: Atangana-Baleanu kesirli integrali ise

21 () = f () [ £ (y) (t—y) ol (3.27)

bicimindedir (Atangana and Baleanu 2016).

Tanimlanan kesirli integral <, 0 oldugu zaman normal fonksiyona, <, 1 oldugunda da
klasik integrale doniisir.
3.2. Hermite-Hadamard Esitsizligi

Literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen, analizin temel esitsizliklerinden birisi

olan bu esitsizlik 1893 yilinda ilk kez J. Hadamard tarafindan verildi.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 yilinda Hermite’in Journal Mathesis dergisine ispatsiz
olarak yazdig1 asagidaki ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis 3’te su sekilde
basildi.
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“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (X) une fonction qui varie toujours dans le

meme sens de x=a,X=D. On aura les relations

2

(b-a)f (aTerj<J.: f (X)dx<(b—a)M
ou bien

(b—a) f (%b}j" f (x)ix> (b—a) -2 1 ()

2

Suivant que la courbe y=f (X)tourne sa convexit’e o usa concavit’e vers [’axe des

’

abcisses.’

Hermite’in yazdig1 bu esitsizliklerin,

f(a+bJ< f(a)+f(b)

2 2

esitsizligi icin bir ara deger oldugu acikti. Hermite’in ¢alismasinin yaymlanmasindan sonra,

1893 yilinda J. Hadamard konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligini

f(a_+bj< 1 bf(x)dx<f(a);f(b)

2 ) b-a’a B
Verdi (Hadamard 1893).

M. Z. Sarikaya et al. Riemann-Liouville Kkesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard
integral esitsizligini Teorem 3.1.1°de, A. O. Akdemir et al. Uyumlu Kesirli integraller iceren
Hermite-Hadamard integral esitsizligini Teorem 3.1.2°de, H. Chen ve U. N. Katugampola,
Katugampola kesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard integral esitsizligini ise Teorem

3.1.3’te vermislerdir.

Teorem 3.2.1: 0<a<b olmak iizere f:[a,b] > Rve f e Ll[a,b] olsun. Eger f , [a, b]

araliginda konveks fonksiyon ve & >0 ise, kesirli integraller igin,
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f(a+bj< I(a+1) (35 F(0)+ 35 f (a)]gw

2 _2(b—a)“ 2

esitsizligi saglanir (Sarikaya vd. 2013).

Teorem 3.22: 0<a<b olmak izere f:[a,b] >R vefel[ab] olsun. Eger f

fonksiyonu [a, b] araliginda konveks fonksiyon ve & >0 ise, uyumlu kesirli integraller icin,

2 ) 2(b-a)"T(a-n)- " 2

f[a+bJ< Tasl) e g (o)siz 1 (a)]< B T0)
esitsizligi vardir (Set vd. 2017).

Teorem 3.2.3: >0, p>0 ve 0<a<b olmak iizere f fonksiyonu f:[a”,b”] — R ve

feX? (a",b") olsun. Eger f , [a, b] araliginda konveks ise,

a’ +b” <p“F(a+1) r 4y . T <f(ap)+f(bp)
f[ 2 j_z(bpap)a[lfﬂf(b) Ib—f( )}_ 2

esitsizligi saglanir (Chen and Katugampola 2017).

Teorem 3.2.4. “f, g: [a, b] = R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f, g,fg €
Lla, b] olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu
ise s € [0,1] igin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller icin
1
(b—a)”
M (a,b)
n!

[12f (0)g(0)+° 1, f (a)g(a)]

< [B(n+s+2,a—n)+B(n+1,a—n+s+1)]

N(a,b)
|

[B(n+2,a—n+s)+ B(s+n+1,a—n+l)]
nl

+

esitsizligi gegerlidir ve @ € (n,n + 1], M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016).

Sonug 3.2.1. “Teoremin sartlar altinda f (x) =1 olarak segilirse,
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9@+ g)

| B(n+s+2,a—n)+B(n+1,a—n+s+l)]
n!

+M[B(n+2,a—n+s)+ B(s+n+1,a—-n+1)}
n!
esitsizligi elde edilir” (Set vd. 2016).

Teorem 3.2.5. “f, g: [a, b] = R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f, g, fg €
Lla, b] olsun. Eger f fonksiyonu s; —konveks ve g fonksiyonu s, —konveks ise (s,s; €
[0,1]), bu takdirde uyumlu kesirli integraller icin

ﬁ[ljf(b)g(b)#’ |af(a)g(a)]
g%Nu&mmwﬁsﬁm+La—m+Bm+L%+%*“‘M]

+$ N(a,b)[B(n+s,+1,a—n+s,)+B(n+s,+1,a—n+s))]
esitsizligi gecerlidir ve a € (n,n+1]j, M(a,b) = f(a)g(a)+ f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016).

Teorem 3.2.6. “f, g: [a, b] —» R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f, g, fg €
L[a, b] olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu ise
s € [0,1] igin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

a+b) (a+b
2°B(n+1,a - n)f( 5 jg(Tj

I'(n+1)
2@_)JIHMMM+Ifmmmﬂ
+%M(a,b)[B(n+2,a—n+s)+B(s+n+1,a—n+l)]

+%N(a,b)[B(n+1,a—n+s+1)+B(n+s+2,a—n)]

esitsizligi gegerlidir ve a€mn+1], M(a,b) = f(a)g(a)+ f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016a).
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Teorem 3.2.7. “f:[a,b] - R fonksiyonu verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f € L[a, b]
olsun. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli
integraller icin

+b [(a+1) @+ )
F(55)= Z(b_aC;aF(a_n) [18(b) + "Lof(a)] g%

esitsizligi gegerlidir ve a € (n,n + 1] dir” (Set vd. 2016b).

Lemma 3.2.1. f:[a,b] » R a < b olmak lizere (a,b) agik araligmin alt kiimesi olan I’
uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon x € [a, b] ve a € [n,n+ 1) olsun. ' € L[a, b]
olmak (lizere

2 2

J-1Bt(n+1,oc—n) ,<1—t +1+t )dt
g 2 g *t—¢

(x—a)*™ [('B(n+1la—n) 1+t 1—t
n!'(b—a) Uo 2 f( X+ a)

(b—x)*[(1Bm+La—n) (1+t 1-—t
X “;) +(n a nf( b)dt

T —a) 2 7 Yt

IB((n+1l,a—n) (1—t¢t 1+t
+f f’( x + b)dt
0

2 2 2

_Tla-nx-a)*[f(x)+f(a)] 2° x+a ar(®
B I'a+1) (b —a) _b—a[blaf<T>+I“ (

N+

Q
SN—
[S—

o ORIy () ()

esitligi gegerlidir (Yalgin 2016).

3.3. Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

1906 yilinda Fejer, trigonometrik polinomlart ¢alisirken Hermite’in  sonuglarinin

genellestirilmesi olan, literatiirde Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi olarak bilinen

f (ibjj‘:g(x)dxsjb f (x)g(x)dstIbg(x)dx

2 2 a
esitsizligini elde etmistir (Fejer 1906).

I. Iscan, Riemann-Liouville kesirli integral yardimiyla konveks fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard-Fejer esitsizligini Teorem 3.2.1°de, H. Chen ve U. N. Katugampola, Katugampola
kesirli integral yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini

Teorem 3.2.2°de vermislerdir.
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Teorem 3.3.1: f:[a,b] - R konveks fonksiyon, a<h ve fel[ab] olsun. Eger
, : : - a+b e
g:[a,b] = R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve T ye gore simetrik ise

o >0 olmak (izere kesirli integraller icin

(222 0z 0000+ 9z (@)= 2 (10)(0) 35 (10)(a)]

esitsizligi gecerlidir (Iscan 2015).

Teorem 3.3.2: f:[a,b] - R konveks fonksiyon, a<b ve fel[a,b] olsun. Eger

g:[a, b] = R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve o >0, p > 0olmak Uzere

kesirli integraller igin

a+b

(0] o)+ so(@] <[ 2(6F)0)+ ¢ (F)(@)]

esitsizligi vardir. Burada F | F (X) =f (X) + f (a+ b— X) olarak tammlanan ayrica,
i) (a+b)/2 ye gore simetrik,

i) F(a)=F(b)=f(a)+f(b),

i F(a_+bj:2f[a_+bj.
2 2

sartlarin1 saglayan konveks bir fonksiyondur (Chen and Katugampola 2017).
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3.4. Ostrowski Esitsizligi

1938 yilinda matematik¢i A. M. Ostrowski, f:[a,b] = R fonksiyonu (a,b) araliginda

diferansiyellenebilen fonksiyon icin, f':(a,b) -0 ve||f’| = sup | £/(t)| < +o0 kosullarim
« te(a,b)

saglayan Ostrowski esitsizligini

belirtmistir (Ostrowski 1938).

Ostrowski esitsizliginin diger bir sonucu olarak da bu esitsizlik, literatiirde || f '||OC < M almarak

_a+bY
‘f(x)—éﬁf(u)du <(b-a) %+((b—§)) M

seklinde de belirtilir (Ostrowski 1938).

1995 yilinda G. A. Anastassiou (3.9) esitsizligini genellestirerek yliksek mertebeden tiirevli

fonksiyonlar igin yeni bir Ostrowski esitsizligi

‘f(x)—é'[: f (u)du

1 {(X—a)n+2 +(b- x)n+2 }H £ (041

~(n+2)! (b-a)

(f(0)=0, k=1...n)

0

sunmustur (Anastassiou 1995).

G. A. Anastassiou Teorem 3.3.1’de Caputo kesirli tiirevini iceren Ostrowski esitsizligini, A.
O. Akdemir et al. Teorem 3.3.2°de Uyumlu kesirli integralleri igeren Ostrowski esitsizligini

elde etmislerdir.

Teorem3.4.1: f e AC"([a,b]), m=[c] ve f(k)(b)=0, k=1...,m—1 olmak tizere
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‘f (b)—éj': f (u)du

b-a _ )
O eop 1] it <DL <L ([ab]). a0,
b—a a-1 - )
(F(a-i)-l) HC 3 L([ab])’ if CDbff el, ([a,b]), a>1,
< af—lJrl
(b-a) i |°Di ]y i CDEF €L, ([ab]), P>
I'(a)(p(a- 1)+1)p(a+pj a
1+1=1, 05>1—l
P q p

esitsizligi vardir (Anastassiou 2011).

Teorem 342: a<b olmak Uzere f:[a,b] >R fonksiyonu (a,b)araliginda
diferansiyellenebilir ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'| konveks fonksiyon, [F/(x)| <M,

xe[a,b] ve o €[n,n+1) olmak izere kesirli integraller igin

MlaonCeay o] o

I(a+1)(b-a) poal e f @)+ 1ET (b))

MT (a—n+1)

< F(a+2)(b_a) [(x—a)“”+(b—x)““}

esitsizligi saglanir (Set vd. 2016).

3.5. Griiss Esitsizligi

Griiss 1935’te iki fonksiyonun g¢arpimimin integrali ile bu fonksiyonlarin integrallerinin

carpiminin farkinin mutlak degerinin sinirin1 veren bir esitsizlik elde etmistir ve bu esitsizligi
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su sekilde belirtmigtir. f ve ( [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ve

m< f(x)<M, n<g(x)<N, mM,n,N el olsun. O zaman

1

‘é : f (x)g(x)dx—(éj: f (x)dxj(b—j:g(x)dxj
1

—a

SZ(M -m)(N—n)

esitsizligi vardir (Mitrinovi¢ 1970).

Z. Dahmani et al. Riemann-Liouville kesirli integralini iceren Griiss esitsizligini Teorem
3.4.1°de ve J. Sousa et al., Katugampola kesirli integralini igeren Griiss esitsizligini Teorem

3.4.2’de vermislerdir.

Teorem 351: fve (, [0,00) araliginda integrallenebilen, me(X)SM ve

pP<g (X) <P kosullarin saglayan iki fonksiyon olsun.m, M,p,P € R ve her t >0, a>0

icin,

t!l

mJafg(t)—J“f (t)J“g(t)

esitsizligi elde edilir (Dahmani vd. 2010).

Teorem 352: fve U, [0,00) arahginda integrallenebilen, me(X)SM ve

p<g (X) < P kosullarini saglayan iki fonksiyon olsun. m, M,p,P € R ve X € [0, oo) olmak

uzere, B,k €ER,x >0, >0,p >0 ve n>0 igin

(AL (@m) 1 2t ()= 22 E () g (x)

<(AzZ (am)) (M -m)(P-p)
esitsizligi saglanir. Burada

A () = o L e
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seklindedir (Vanterler vd. 2017).

4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilen Uyumlu Kesirli Integral iceren Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. f:[a,b] » R a < b olmak iizere (a,b) acik araligmin alt kiimesi olan I’
Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda

P —fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

‘F(a —n)(x—a)*[f(x)+ f(a)] 2% [I,f;f (x + a) £ OLf (x + a>]

ra+1) (b—a) b-a 2 2
I'a—n)(b—x)*[f(x) + f(b)]
'a+1) (b—a)

e () e ()]

nlra—n+1) , ,
s @I+ 2F @I+ @)l

esitsizligi @ € (n,n + 1] icin gegerlidir. Burada I' (x) Euler gamma fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden
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’F(a —n)(x—a)*[f(x) + f(a)] B Z“a [Igf (x + a) £ 0L (x + a>]

r'a+1) (b—a) b — 2 2
I'(a—n)(b—x)"[f(x) + f(b)]
'a+1) (b—a)

il e (57) rer (7))

<(x—a)“Jr1 U‘lBt(n+1,a—n)|f,<1+tx+1—ta> it
“nlb—-a) |/, 2 2 2
Bi(n+lLa—-n)|_ (1—t 1+t
+f0 2 |f< 2 T2 a>|dt]

+(b—x)“+1 let(n+1,a—n)| ,<1+t +1_tb)|dt
nb—a ) 2 f\=Z*+=

+let(n+1,a—n)| ,<1—t +1+tb)|dt
. 2 Pl 7+

elde edilir. |f'| fonksiyonu, [a, b] araliginda P —fonksiyon oldugundan

a x+a x+a
ra+1) b —a) _b—a[laf( 2 )+b1“f( 2 )]
ra—n)(b—x)%[f(x) + f(b)]
r'a+1) (b—a)

e () e ()

- (x _ a)a+1
n!' (b —a)

’I"(a —E-[f@+f@]  2°

1
U Bi(n+1,a—n) (If' ()| + If'(a)l)dt]
0

(b — x)a+1

1
+m[fo Bi(n+1,a—n)(If' ()| + |f'(b)|)dt]

esitsizligi elde edilir. Burada

1 1
f Bt(n+1,a—n)dt=f 1B;(n+ 1, —n)dt
0 0

1
Bi(n+1,a —n)t| — f t"(1—t)* " 1dt
0

=B(n+1l,a—n)—B(n+2,a—n)

_F(n+1)F(a—n) '(n+2)'(a—n)
T @+l  T(a+2)

_n!F(a—n) n+ D! T'(a—n)
T ra+1) (a+Dr(a+2)
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_nll(a—n+1)
 I'(a+2)

Bdylece Euler Gamma fonksiyonu formilinden I'(n + 1) = nl'(n) (n > 0) olup ispat
tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f:[a,b] > R a < b olmak iizere (a,b) acik araligimin alt kiimesi olan I’
Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|? fonksiyonu [a,b] araliginda

P —fonksiyon ve g > 1 ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

Ma+1) (b—a) b-a 2 2
I(a—n)(b—x)*[f(x)+ f(b)]
r'a+1) (b—a)

e () e (2]

’F(a —n)(x—a)*[f(x) + f(a)] 2% [Igf (x + a) £ 0L (x + a>]

[

2(x — a)a+1

1 1
EEr < J, B+t n)”dt>p (IF I+ 1 @)

2(b — x)a+1

1
. 1
n (b — ) ( fo Be(n+1,a n>"dt)p (F GO +1F B

esitsizligi %+§ =1, a € [n,n + 1) icin gegerlidir.

Ispat: Lemma 4.1.1°de integraller i¢in mutlak deger 6zelligi ve Holder esitsizligi kullamlirsa

rla—n)x-a)*[f)+f@] 2% 1 _(x+a x+a
‘ I(a+1) (b —a) _b—a[laf( 2 )+b1“f( 2 )]
IFla—n)(b—-x)"[f(x) + f(b)]
r'a+1) (b—a)

e () e ()]

<O [ (e )

Bi(n+1l,a—n)|_ (1—t 1+t
+j |f< 2 *7 a)
0

2 2

:

b)| dt

b—-x)*[(*B(n+lLa—-n)|_ (1+¢t 1—t
+ f |f< x+
nl(b—a) |/, 2 2 2

+113t(n+1,a—n)| ,<1—t +1+tb)|dt
. 2 Pt
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1 1

(sl gtz
1
+<L1<Bt(n+;;a_n))pdty)(fol f’(lgtx-l'l-zl_ta)
([ =) ) (1)
1 1
(s o

Her x € [a, b] igin,

1
! f
0

1

7 \q
)

[uy

1

,(1+t +1—tb>|thﬁ
=z

f,(lztx+1;ta>|thSfollf’(x)l"+If’(a)lth

= I+ If (@]

1 . q
L= [ |r (e ta)| de =1 @i+ @l
0

1 _ q
= [ | (e )| de =i s

Loa—t 1 a
L= |r (g aep)| de= 1o + 1o
0

Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.1.3. f: [a,b] » R, 0 < a < b olmak (izere (a, b) acik araliginin alt kiimesi olan I
Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € Li[a,b] olsun. f fonksiyonu [a,b]

araliginda P —fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin;

(a+b)< ra+1)

7)< 2t @ = e @) + Plaf @] < [f(@) + £ (D))

esitsizligi a € [n,n + 1) icin gegerlidir.

Ispat: x,y € [a, b] olmak {izere f fonksiyonu [a, b] araliginda P —fonksiyon olsun. Bu
durumda

F(5E) < r@+ro)

ifadesi yazilir. Burada x = ta + (1 — t)b,y = (1 — t)a + tb olarak alinirsa,

54



£(= er b) < f(ta+ (1 —0b) + f((1 - a + tb)

[ . . [ 1 —n—1: .. .
elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi — t"(1 — t)* """ ile carpilarak ve [0,1] Uzerinden t ye

gore integrali alinirsa

1

1 a+b
J— n _ a—-n—1
n!(Z)ft(l t) dt
0
1
< Ff t"(1 —)* ™1 f(ta+ (1 —t)b)dt
lO
1
+ ij t"(1—)* ™1 f((1—t)a+th)dt
n!
0
1 a b
bulunur ve burada fol t"(1-t)* " ldt=B(n+1,a—n)= % oldugu

kullanilmistir. Esitsizligin sol tarafi ispat edilmis olup sag tarafin ispati igin, fonksiyonun
m —konveks olusu kullanilirsa,

f(ta+ (1 —1t)b) < f(a) + f(b)
f((1=0a+tb) < f(a) + f(b)

esitsizlikleri yazilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanip elde edilen yeni esitsizligin her iki
1 -n—-1 : L . . .
tarafi — t"(1 — t)* """ ile carpilarak ve [0,1] Uzerinden t ye gore integrali alinirsa,

I'(a—n)

) @+ 7))

1
( )alaf(b)-l_ blaf( )—
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

4.2. Farkh Tiirden Konveks Fonksiyonlarin Carpimim ihtiva Eden Esitsizlikler
Teorem4.2.1. f;R-> R* (i =1,2,.....,n, n € N) , AA —konveks fonksiyonlar ve

fi € L[a, b] ise bu durumda uyumlu kesirli integraller icin

n

1
mz< bIa fiw) + Igcfi(u))
=1
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S% (ﬁ(n+2,a—n)+ﬁ(n+1,a—n+1))2ﬁ(b)

+(ﬁ(n+1,a—n+1)+B(n+2,a—n))2fi(a)]
i=1

esitsizligi a € [n,n + 1) i¢in saglanir ve burada B(a, b) Euler Beta fonksiyonudur.

Ispat:f; fonksiyonlar1 birer AA —konveks fonksiyon ve t € [0,1] igin
fitb + (1 —t)a) < tfi(b) + (1 —t)f1(a)
f2(tb + (1 = t)a) < tf,(b) + (1 - 1) f,(a)

fu(th + (1 =0)a) < tfy(b) + (1 =) fn(a)
ifadeleri yazilabilir. Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve son esitsizligin her
iki tarafi %t”(l — t)* 1 ifadesi ile garpilarak [0,1] tizerinden integrali alinirsa;
1 1
EJO t"(1—- )" f,(tb+ (1 —ta) + f,(th + (1 — ha) + -
+f, (b + (1 —-ta)|dt
<xf (1= L, () + (L= OF (@ + ¢,
+ A =-0f,@+ - +tf (b)+ (1 —-t)f (a)]dt

elde edilir. u = tb + (1 — t)a degisken degistirmesi yapilirsa ve sag tarafta yer alan

integraller hesaplandiginda,

b _ n _ a-n—-1r1."n
(b —1a)n! L (Z _ Z) (Z Z Z) [; f;w

B(n+2,a —n)Zfl.(b) +BMm+lLa—n+ 1)Zfi(a)]
i=1 i=1

du

1
<
—n!

elde edilir. Benzer bir yol izlenerek;

n

1 a
LD

i=1
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1
S_
n!

,B(n+2,a—n)2fi(a)+ﬁ(n+1,a—n+1)2fi(b)]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.2. f:1 — R fonksiyonu Wright-quasi-konveks fonksiyon ve f € L|[a, b]

ise bu durumda uyumlu kesirli integraller igin

B(n+1,a—n+1)
n!

°I, i) + I5f i(u)> = max{f(a), f(b)}

2(b —a)® (
esitsizligi a € [n,n + 1) i¢in saglanir ve burada B(a, b) Euler Beta fonksiyonudur.

Ispat:f fonksiyonu bir Wright-quasi-konveks fonksiyon ve t € [0,1] igin

1
Sfta+ @ -0b)+ f((1 = a + th)] < max{f(a), f(b)}

., . e o . 1 e 3 ..
yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafi Et"(l —t)* "1 ifadesi ile garpilarak [0,1]
Uzerinden integrali alinirsa;
1

_d "1 - )* " f(ta+ (1 —O)b) + f((1 — t)a + th)]dt
2n! Jy

1 1
< Emax{f(a),f(b)}f t"(1—-0)* " 1dt
- 0
elde edilir. Degisken degistirme yapilirsa ve sag tarafta yer alan integral

hesaplandiginda;

n+l,a—mn+1)
n!

2 ( "I, f ) + Iof i(u)) <£ max{f(a), f (b)}

2(b—a)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, integraller igin gecerli olan yontemler uyumlu kesirli integrallerin analizine
uygun olarak uyumlu kesirli integraller i¢in de yazilmis ve konveks fonksiyon tirleri igin yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra bazi lemmalar kullanilarak Hermite-Hadamard tipli
yeni integral esitsizlikler ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar &« = n + 1 0zel segimi ile
Riemann-Liouville integralleri ihtiva eden ¢esitli sonuglara indirgenir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, konveks fonksiyonlarin cesitli siniflar1 i¢in farkli tiirden
kesirli integral operatérleri igeren yeni esitsizlikler elde edebilirler.
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