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OZET

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, kesirli tiirev kavramina iliskin
genel literatiir taramasina yer verilmistir. Ikinci boliimde, galismada kullanilan temel tanimlar
ve teoremler sunulmustur. Ugiincii boliimde ise &nerilen yeni niimerik yontem detayli olarak
tanitilmistir. Dordiincii boliimde, uyumlu kesirli mertebeden iki boyutlu ¢6ziinen madde tagima
problemi (UKMIBCMTP), uyumlu kesirli g-sekillendirilebilir homotopi analiz doniisiim
metodu (UKQg-SHADM) kullanilarak sayisal olarak ¢6ziilmiis ve bu yontemle elde edilen
coziimlerin etkinligi ile giivenilirligini ortaya koymak amaciyla cesitli sayisal simiilasyonlar
gerceklestirilmistir. Ayrica, elde edilen sayisal ¢oziimler ile mevcut analitik c¢oziimler
karsilastirilarak yontemin dogrulugu analiz edilmistir. Son boéliimde ise, Onerilen yontemin
dogrusal olmayan uyumlu kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde basit, giiclii ve etkili bir

arag olarak kullanilabilecegi vurgulanmstir.
Anahtar Kelimeler: iki boyutlu ¢dziinen madde tasima problemi, Uyumlu kesirli

g-sekillendirilebilir homotopi analiz doniistim metodu, Uyumlu kesirli sekillendirilebilir

integral doniistimii
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SUMMARY

This thesis consists of five main sections. In the first section, a general literature
review on the concept of fractional derivative is included. In the second section, the
basic definitions and theorems used in the study are presented. In the third section, the
proposed new numerical method is introduced in detail. In the fourth section, the
conformable fractional two-dimensional solute transport problem (CFTDSTP) is solved
numerically using the conformable fractional g-formable homotopy analysis transform
method (CFg-FHADM) and various numerical simulations are performed in order to
reveal the effectiveness and reliability of the solutions obtained with this method. In
addition, the accuracy of the method is analyzed by comparing the obtained numerical
solutions with the existing analytical solutions. In the last section, it is emphasized that
the proposed method can be used as a simple, powerful and effective tool in solving

nonlinear compatible fractional differential equations.
Keywords: Two-dimensional solute transport problem, Conformable fractional

g-formable homotopy analysis transform method, Conformable fractional formable

integral transform
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1. GIRIS

Kesirli kalkiiliis, 17. ylizyilin sonlarinda ortaya ¢ikmis olup, tamsayili mertebeye
dayali hesaplamalarin bir genellemesi niteligindedir. Bu alanin en dikkat ¢ekici 6zelligi,
cesitli fiziksel ve miihendislik problemlerinde karsilasilan bellek etkisi ve kalitsal
ozelliklerin modellenmesi i¢in son derece uygun bir ara¢ olarak kendini kanitlamig
olmasidir. Ayrica klasik kalkiiliis, kesirli kalkiiliisiin yalnizca 6zel bir durumu olarak
degerlendirilebilir. Kesirli mertebeli tiirevlerin kuramsal temelleri; Liouville, Riemann,
Caputo, Miller, Ross, Podlubny gibi dncii bilim insanlarinin katkilariyla olusturulmustur
(Hilfer, 2000). Kesirli hesap teorisi giiniimiizde uygulamali projelerle dogrudan
iligkilendirilmekte olup, kaos teorisi (Lin, 2007), sinyal isleme (Li, 2018),
elektrodinamik (Nasrolahpour, 2013), optik (Esen vd., 2018) gibi birgok alanda
basariyla uygulanmistir (Ayaz, 2004; Veeresha vd., 2019; Prakasha vd., 2019; Unal ve
Gokdogan, 2017; Tariq ve Akram, 2017; Shah vd., 2020; Shah vd., 20019; Shen vd.,
2021; Sherriffe vd., 2021; Merdan vd., 2019; Al-Smadi vd., 2020; Ali vd., 2018; Ali
vd., 2020; Ana¢ vd., 2020; Anag, 2022; Ana¢ ve Avit, 2022). Bu tiir disiplinlerde
karsilasilan keyfi mertebeli diferansiyel denklemlerin hem analitik hem de sayisal
¢oziimleri, giinlilk yasamda karsilagilan dogrusal olmayan problemlerin dinamiklerini
ve davraniglarim1 anlamada kritik bir rol tstlenmektedir.

Kesirli mertebeli modeller, tiirevlenebilirlik anlayisimizi genisletmekte ve uzay-
zaman kesirli tiirevleri araciligiyla yerel olmayan etkileri ve sistem bellegini hesaba
katarak daha kapsamli modeller gelistirmeye imkan tanimaktadir. Bu tiir modeller,
problemi kiigiik pargalara ayirmaksizin, ¢oklu zaman ve uzay oOlgeklerinde fiziksel
olaylar1 tanimlamamiza olanak saglar. Kesirli tiirevlerin bu 0&lgekleri ne Olgiide
kapsayabilecegi ise, bu tiirevlerin karmasik olgularin ayirt edici 6zelliklerini temsil
edebilme kabiliyetine iliskin temel bir varsayima dayanir. Klasik tiirevler yalnizca yerel
bilgiyi icerdiklerinden, bir noktadaki degisimleri tanimlayabilirken; kesirli tiirevler,
belirli bir aralik boyunca meydana gelen degisimleri de dikkate alarak daha genel bir
temsil sunar. Bu nedenle, kesirli tiirevler; deprem titresimleri, difiizyon siiregleri, elastik
davraniglar, sinyal analizi ve kuantum mekanigi gibi pek ¢ok fiziksel olgunun
modellenmesinde uygun bir c¢erceve sunar. Disiplinler arasi calismalarda, bir¢ok
sistemin  kesirli diferansiyel denklemlerle daha hassas ve esnek Dbigimde
tanimlanabilecegi gosterilmistir. Gilinlimiizde kesirli tiirevler, karmasik yapidaki birgcok

problemi ¢dziimlemek amaciyla yaygin bigimde kullanilmaktadir. Ornegin, viskoelastik



malzemelerin matematiksel modellenmesi, kesirli kalkiiliis araciligiyla incelenmistir
(Meral vd., 2010). Uyumlu tiirev igeren kesirli Burgers tipi denklemlerin yaklagik
analitik ¢O6ziimii, gii¢ serileri yontemi ile arastirtlmistir (Senol vd., 2019). Zaman-kesirli
eslenik Drinfel’d—Sokolov—Wilson denklemlerinin tam hareket eden dalga ¢oziimleri,
polinom ydntemi ve tam ayrim sistemleri yardimiyla elde edilmistir (Chen vd., 2018).
Jacobi eliptik fonksiyonlarina dayanan yeni bir yOntemle, uyumlu kesirli kismi
diferansiyel denklemlerin katsayili ¢oziimleri iizerine ¢alismalar yapilmistir (Zheng

B., 2014). Literatiirde bircok yazar, kesirli kalkiiliisii karmagik problemlerin yapisini ve
davranisini anlamaya yonelik gii¢lii bir arag olarak degerlendirmistir (Metzlerve
Nonnenmacher, 2002; Rida vd., 2017; Zhang vd., 2014; Yaslan, 2017; Yaslan ve
Girgin, 2018, Metzler ve Khater vd., 2017; Kexue, 2011; Hilfer, 2000; Prakasha vd.,
2019; Rezazadeh ve Ziabarya, 2016; Zafar vd., 2020; Ray, 2015; Sahoo vd., 2020,
Sahoo ve Ray, 2016, Xie vd., 2001; Wu ve Lee, 2010; Wang vd., 2017; Wang ve Chen,
2015).

Ote yandan, son otuz yil igerisinde, dogrusal olmayan kesirli diferansiyel
sistemlerin agiklanmasina yonelik yeni yontemlerin kesfi ile birlikte, ¢esitli hesaplama
algoritmalarinin ve sembolik programlama yaklagimlarinin gelistirilmesi de Onemli
o6l¢iide ivme kazanmustir. Dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ve
sayisal c¢oziimleri oldukca biiyilkk Oneme sahiptir; zira bircok karmagsik olgu,
matematiksel olarak bu tiir denklemlerle modellenmektedir. Bu dogrultuda, literatiirde
s06z konusu denklemleri ¢c6zmeye yonelik pek ¢cok yontem Onerilmistir. Bunlar arasinda
Adomian Ayristirma Yontemi (AAY) (Adomian, 1984), Homotopi Analiz Yontemi
(HAY) (Liao, 1997), Varyasyonel Yineleme Yontemi (VYY) (He, 1999), Homotopi
Pertlirbasyon Yontemi (HPY) (He, 2003) ve Dogal Doniisim Yontemi (DDY)
(Belgacem ve Silambarasan, 2012) one c¢ikmaktadir. Kesirli mertebeden Zakharov-
Kuznetsov denklemleri ise; VIM (Mollig vd., 2009), HPTM (Kumar vd., 2014),
pertiirbasyon-yinelemeli algoritma, artik gii¢ serisi yontemi (Senol vd., 2018) ve yeni
yinelemeli Sumudu doniisiim yontemi (YYSDY) (Prakash vd., 2018) gibi c¢esitli
tekniklerle incelenmistir. Bu ¢alismanin amaci, -HSATM ve kesirli Shehu doniigiimii
ayristirma metodu yardimiyla kesirli Zakharov— Kuznetsov denklemlerini niimerik
olarak ¢ozmektir. 1992 yilinda Liao Shijun, homotopi kavramini (diferansiyel geometri
ve topolojide temel bir kavram) uygulayarak Homotopi Analiz Yontemi'ni (HAY)
gelistirmistir (Liao, 1992; Liao, 1997). HAY, bilim ve teknolojide karsilasilan
problemlerin yaklasik analitik ¢oziimlerini, dogrusallastirma ve pertiirbasyon

gerektirmeksizin elde etmekte etkin bir ara¢ olarak kullanilmistir. Bununla birlikte,



klasik HAY yontemi yiiksek hesaplama maliyeti ve biiyiik bellek gereksinimi gibi
siirlamalara sahiptir. Bu dezavantajlari asmak amaciyla mevcut doniisiim teknikleriyle
birlestirilmis varyantlara ihtiya¢ duyulmustur.

Bu kapsamda Singh vd. (2016), g-homotopi analiz metodu (g-HAM) ile Laplace
doniistimiiniin zarif bir birlesimi olan g-homotopi analiz doéniisiim metodunu (qg-HADM)
Onermistir.

g-HADM, kisa bir tanim bdlgesi igerisinde hizli sekilde kesin ¢6zliime yakinsayan
seri ¢ozlimleri kontrol edebilme ve yonlendirme imkani sunar. Bu teknik, dogrusal ve
dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemler i¢in hem analitik hem de sayisal
¢oziimlerin elde edilmesini saglayan iki giiclii algoritmanin birlesimidir. Onerilen
yaklagim; yerel olmayan etkileri hesaba katmasi, dogrudan ¢6zliim saglamasi, genis bir
yakinsama bdlgesi sunmasi ve herhangi bir varsayim, ayriklastirma ya da
karmasiklastirma gerektirmemesi agisindan oldukga avantajlidir. Ayrica, yari-analitik
tekniklerle birlestirilen Laplace doniisiimiiniin, karmasik dogrusal olmayan fiziksel
modellerin ¢oziimiinde daha az islemci zaman gerektirdigi vurgulanmalidir. g-HADM
yaklagimi, ¢6ziim yakinsamasini kontrol etmede yardimci olan iki serbest parametre (A
ve n) igerir. Bu 0zellik sayesinde, elde edilen sonuglarin verimliligi yiiksek tutulurken,
klasik yontemlere kiyasla zaman ve islem yiikiinde belirgin azalmalar
saglanabilmektedir.

Son donem calismalarda birgok arastirmaci bu yodntemi ¢esitli problemler
lizerinde uygulamistir. Ornegin, Srivastava vd. (2017) keyfi mertebeli titresim denklemi
modelini incelemis; Singh vd. (2018) adveksiyon-dagilim denkleminin ¢éziimiinde bu
yontemi kullanmig; Bulut vd. (2018) rastgele mertebeli HIV enfeksiyonu modelini
analiz etmis; Prakash vd. (2019) kesirli ¢ok boyutlu telgraf denklemi i¢in yaklasik
analitik ¢oziimler elde etmis; Kumar vd. (2018) Lienard denklemi tizerinde ¢aligmalar
yapmis ve bir¢cok arastirmaci dogrusal olmayan sistemlerin analitik ¢éziimlerinde bu
teknigi basariyla kullanmigtir (Pillai, 1990; Mohyud-Din vd., 2010; Veeresha vd., 2019;
Prakasha vd., 2019; Morgado ve Rebelo, 2015; Odibat ve Kumar, 2019; Veeresha ve
Prakasha, 2021).

Miihendislik bilimleri, fizik, kimya ve biyoloji gibi bir¢cok alanda, mevcut
problemleri aciklamak amaciyla matematiksel modellerin kurulmas: biiyiik bir 6nem
tasimaktadir. Bu modellerde, ortaya g¢ikan problemleri ¢ozebilmek igin diferansiyel
denklemler gereklidir. Dogadaki problemlerin modellenmesinde, tamsayr mertebeli
diferansiyel denklemler genellikle fiziksel olaylar1 agiklamada yetersiz kalirken, bu

eksiklikleri giderebilmek ve daha iyi bir modelleme yapmak icin kesirli mertebeli
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diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Son yillarda, kesirli hesap konusu giderek
daha fazla 6nem kazanmaktadir. Korozyon elektrokimyasi, kimyasal fizik, optik ve
sinyal isleme gibi bircok uygulama alaninda kesirli hesap yontemlerine ihtiyag
duyulmaktadir. Bununla birlikte, kesirli hesap giinimiizde 6nemli bir konu olsa da
temelleri olduk¢a eskidir ve 1695 yilina kadar uzanmir. Leibniz, Eylil 1695°te
L'Hospital’e sordugu bir soru ile bu alandaki g¢aligmalarin temellerini atmistir.
Ardindan, 1730’da Euler, 1772’de Lagrange, 1812°de Laplace, 1819’da Lacroix,
1822’de Fourier, 1832°de Liouville, 1847°de Riemann, 1865’te Holmgren, 1867’de
Griinwald, 1868’de Letnikov, 1869’da Sonin, 1884’te Laurent, 1888’de Nekrassov,
1890°da Krug ve 1917°de Weyl gibi pek ¢ok matematikgi, kesirli hesap tizerine dnemli
calismalar yapmistir (Kilbas vd., 2006).

Son yiizyil icinde, kesirli hesap teorisi ve uygulamalari1 6nemli bir gelisim
gostermistir. Riesz, 1949 yilinda ¢ok degiskenli fonksiyonlar icin kesirli integrasyon
teorisini gelistirmistir. Erdelyi ise 1964 yilinda kesirli hesabr matematiksel denklemlere
uygulamistir. Higgins, 1967 yilinda diferansiyel denklemleri ¢6zmek amaciyla kesirli
integral operatorlerini kullanmistir. Ayn1 donemde, Caputo, kesirli tiirev kavramina yeni
bir boyut kazandirarak daha avantajli bir kesirli tiirev tanimi getirmistir. Bu gelismeler
dogrultusunda, reoloji alaninda 1947°de Scott Blair, 1949°da Caffyn ve 1961°de
Graham, elektrokimya alaninda ise 1964°’te Blavin, 1969°da Oldham, 1970’te Spainer
ve 1972°de Grenness, kimyasal fizik alaninda 1970°te Somorjai ve Bishop, genel tasima
problemleri i¢inse 1972°de Oldham ve Spainer 6nemli katkilar yapmislardir (Oldham ve
Spanier, 1974).

Kesirli hesap tiizerine ilk uluslararasi konferans, 1974 yilinda Bertram Ross
tarafindan New Haven Universitesi'nde diizenlenmistir. Bu konferansa bircok seckin
matematik¢i katilmistir. Konferansta kesirli hesap tiim yonleriyle ele alinmis ve
ozellikle genellestirilmis fonksiyonlar, kesirli hesap kullanilarak elde edilen esitsizlikler
ve kesirli hesaplarin olasilik teorisine uygulanmasi gibi konulara yogunlagilmistir. Bu
konferanstan on yil sonra, 1984 yilinda Iskogya'daki Strathclyde Universitesi'nde kesirli
hesap iizerine ikinci uluslararasi konferans gergeklestirilmistir. Bu konferansa da bircok
iinlii matematik¢i katilmistir. Konferansta, “Tam say1 olmayan mertebeli bir kesirli
tiirev i¢in geometrik bir yorum yapmak miimkiin miidiir?” sorusuna dikkat ¢ekilmistir
(Miller ve Ross, 1993).

Japonya’da, 1980’lerde S. Owa, M. Saigo ve K. Nishimoto, kesirli hesap
alanindaki gelismelere onemli katkilar saglamiglardir. K. Nishimoto, kesirli hesap ve

bunun adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi tizerine kapsamli bir ¢calisma
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yayimlamistir. Ayrica, kesirli hesap ve uygulamalarina dair ansiklopedik bir kitap, S.
Samko, O. Marichev ve A. Kilbas tarafindan kaleme alinmistir (Samko vd., 1993).

Kesirli hesap, giiniimiizde bir¢ok gergek diinya probleminin modellenmesinde
yaygin olarak kullanilmaktadir. Diinya genelindeki problemleri kesirli matematiksel
yontemlerle modelleme oran1 6nemli 6l¢iide artmistir. Bu nedenle, pek ¢ok arastirmaci
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler iizerinde yogunlagmistir. Kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemler, ¢esitli bilim dallarinda pek c¢ok olguyu
tanimlamak i¢in kullanilmaktadir (Baleanu vd., 2009; Dehghan vd., 2010; Baleanu vd.,
2018; Bekir ve Gliner, 2013; Butera, S. ve Di Paola, 2014; Ding, 2016; Duan vd., 2012;
El-Sayed ve Kaya, 2005; Golmankhaneh vd., 2011; Gambo vd., 2014; Giiner ve Atik,
2016; Giiner vd., 2015).

Kesirli tiirevlerin klasik tiirevlerden en onemli farki, kesirli tiirev i¢in tek bir
tanimin bulunmamasidir. Kesirli analizde birden fazla tiirev tanimimin mevcut olmasi,
problemin tlirtine en uygun olanini se¢me imkani saglar. Kesirli tiirev tanimlarindan
bazilar1 Liouville, Riemann, Atangana-Baleanu, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange,
Euler, Abel, Lacroix, Griinwald ve Letnikov gibi tanimlar1 icermektedir. Bu tanimlar
arasinda en yaygin kullanilanlar, Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo
kesirli tiirevleridir (Kilbas vd., 2006; Atangana vd., 2015; Miller ve Ross, 1993;
Podlubny, 1998). Literatiirdeki bu tanimlar, birbirleri arasinda gegisler saglasa da,
fiziksel yorumlar1 bakimindan farkliliklar géstermektedir.

Son zamanlarda, Khalil ve arkadaslar kesirli tiirev ve kesirli integral i¢in yeni bir
tanim sunmuslardir. Bu yeni tanimin, klasik analizde verilen klasik tiirev 6zelliklerini
sagladigin1 ve klasik tiirev tanimindaki limit formunu benimsedigini gostermislerdir.
Calismalarinda, bu yeni kesirli tiirev tanimi icin ¢arpim kurali, boliim kurali, zincir
kurali, kesirsel Rolle teoremi ve kesirsel ortalama deger teoremlerini sunmuslardir
(Khalil vd., 2014).

Bu alanda o©nemli bir diger katki ise Abdeljawad tarafindan yapilmistir.
Abdeljawad, bu yeni teoriyi gelistirerek, sol ve sag uyumlu kesirli tiirev tanimlarini,
o>1 i¢in yiiksek mertebeden kesirli integral tanimini, kesirsel Gronwall esitsizligini,
uyumlu kesirli tiirevler icin zincir kuralini, kismi integrasyon formiillerini, kesirsel
kuvvet seri agilimini ve Laplace doniistimiinii ortaya koymustur (Abdeljawad, 2014).

Son yillarda ¢oziinen madde tasima problemi, fizik¢iler ve matematikgiler gibi
cesitli bilim adamlarindan oldukg¢a biiyiik ilgi gormiistiir. Klasik iki boyutlu ¢oziinen
madde tasima denklemi (KIBCMTD) su sekilde verilmektedir (Bullo vd., 2021; Sunitha
vd., 2023):



9 d d o 0 9 .
% - (e1 (v,6) a—i) ~ % (e2 (v,0) é) +-(612) + 3y (&22) (Esitlik 1)

=a(x,yt),(xyt) EQXT

Burada o, x, y ve t'nin bir fonksiyonu, 6 toprak nem yogunlugu, v =af~ ! a €
[e1,&,]T lizerinden su akiginin ortalama delik hizi, ¢ birim zamanda ve birim hacimde
toprakta olusan veya kaybolan ¢oziinen madde miktari, &; ve &, sirasiyla x ve y
yonlerindeki su akilari, e; ve e, x ve y yonlerindeki hidrodinamik dispersiyon
katsayilaridir.

Bu tez ¢alismasi kapsaminda (1) esitligindeki KIBCMTD’ i uyumlu kesirli tiirev

kullanilarak ve o (x,y,t) = 0 alinarak

a a a d d Lol
Dz(x,y,t) — = (e1 (v,0)57) - = (e2(v.0) E) + - (,2) (Esitlik 2)

0
+6_y(£2Z) = O,‘Ll € (011]

uyumlu kesirli KIBCMTD (UKKIBCMTD) hale getirilip

_ _ (x-05) (¥y-0.5) 1
z(x,y,0) = exp( 00 e 9)) (Esitlik 3)

baslangi¢ sart1 ile analiz edilmistir.

Bu tezde, son yillarda trend olan sekillendirilebilir integral doniisiimii oncelilke
uyumlu kesirli olarak tanimlanmis ve q-homotopi analiz doniisiim metodu ile
birlestirilip yeni bir hibrit metot olan uyumlu kesirli g-sekillendirilebilir homotopi
analiz donilisiim metodu (UKq-SHADM) elde edilmistir. Bu baglamda hem literatiire
yeni bir metot katilmis hem de uyumlu kesirli mertebeden ¢oziinen madde tasima
probleminin iiretilen UKq-SHADM ile niimerik ¢dziimleri elde edilmistir. Onerilen
yontemlerin etkinligini ve giivenilirligini dogrulamak amaciyla c¢esitli sayisal
simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Elde edilen sayisal ¢oziimler ile analitik ¢oziimler
arasindaki karsilastirmalar, her iki yeni yontemin de dogrusal olmayan uyumlu kesirli

problemleri ¢cozmede basit, etkili ve giiclii araglar oldugunu ortaya koymaktadir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde tezde kullanilan genel tanim ve teoremler verilmektedir.

Tammm 1 (Hilfer, 2000). g € C,,u = —1 fonksiyonunun a = 0 mertebeli

Riemann-Liouville kesirli integral operatorii

I*g(x) =

L x _ #—1

) Jyx = tg(@dr, p>0,x>0,
1°g(x) = g(x), u=0.

(Esitlik 4)

formunda tanimlanmaktadir. Burada I'(. ) Gamma fonksiyonunu gostermektedir.

Tammm 2 (Hilfer, 2000; Samko vd., 1993). Bir g(x) fonksiyonunun Caputo

kesirli tlirevi agsagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

u — Ju—mpn w1
Dig(x) = "D (x) = =

Jy e = m g™ (), (Esitlik 5)
Burada u e (n—1,n], n€N, g € C™,.

Tamm 3 (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014); Ala vd., 2014; Goziitok ve
Goziitok, 2017). g:[0,00) — R bir fonksiyon olsun. O halde, Vx > 0 igin, g nin u

mertebeden uyumlu kesirli tlirevi

TN = lim Q070 -y e (o,1] (Esitlik 6)

&
seklinde tanimlanmaktadir.

Teorem 1 (Khalil vd., 2014). p€(0,1] ve g,h bir x >0 noktasinda

u —tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O halde, uyumul kesirli tiireviin

a) Va,y,a; € Rigin, T,(a1g + axh) = a1T,(9) + a,T,(h), (Esitlik 7)
b) vn € R igin,



T,(x") = nx"1, (Esitlik 8

¢) Vn € Rigin g(t) = n olmak iizere T,(n) = 0, (Esitlik 9)
d) T,(gh) = gT,(h) + hT,(9), (Esitlik 10)
&) T, (%) = w (Esitlik 11)
f) g, diferansiyellenebilirise  T,(g)(t) = tl_”%g(t). (Esitlik 12)

ozellikleri vardir.

Tamim 4 (Saadeh ve Ghazal, 2021). u € (0, 1] olmak tizere bir g(t): [0,00) - R

reel degerli fonksiyonunun sekillendirilebilir integral doniisiimii

W = {g(t): 3K € [0,),¢,, 90, > 0,|g(t)| < Kexp (%),if t €0, 00)} (Esitlik 13)

i
fonksiyonlar kiimesi lizerinde

Flg®Ol=V(s,u) =s fooo exp(—st) g(ut)dt (Esitlik 14)

seklinde tanimlidir.

Tanmm 5. Flg(t)] =V(s,u) olsun. O halde uyumlu kesirli tiirevin uyumlu

sekillendirilebilir doniistimii

"Fu =i g@)] = (3)# V(sw) - Xk5o (E)H_k g% (0) (Esitlik 15)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada u € (0,1]ven — 1 < u < n * dir.



3. URETILEN YONTEM

Bu kisimda, tezde iiretilen yontem verilmektedir.

3.1. Uyumlu Kesirli g-Sekillendirilebilir Homotopi Analiz Doniisiim Metodu
(UKg-SHADM)

Dt”v(x, v, t) + Av(x,y,t) + Hu(x,y,t) = w(x,y,t),u € (n—1,n], (Esitlik 16)

uyumlu kesirli mertebeden dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemini g6z
Ontine alalim. Burada A dogrusal operatérii, H dogrusal olmayan operatorii, w(x,y,t)
homojen olmayan terimi gostermektedir. DY, u mertebeli bir uyumlu kesirli tiirev
operatoriiddir.
Simdi, (16) denklemine uyumlu kesirli sekillendirilebilir doniisiimiinii uygulayarak ve

baslangi¢ kosulunu kullanarak,

-1

S

S\F 4 S\Hk

— — i ) u
(u) Fy [v(x,y,0)] a (u) v (x,y,0) + "F, [Av(x,y,t)
+Hv(x,y,t) —w(x,y,t)] = 0. (Esitlik 17)

esitligi bulunmaktadir

(17) denklemi sadelestirilirse,

n-1

7, ey 0l - (2 Y )7 w000+ (4 UE, e y.o
k=0

+Hv(x,y,t) —w(x,y,t)] =0 (Esitlik 18)

olur. Reel Y(x,y,t;q) fonksiyonu i¢in homotopi analiz metodu (HAM) yardimiyla

dogrusal olmayan operatorii

-1

S

Ny, ;1= "F, [y t;q)] - (%)u (g)ﬂ_k WO (x,y,t;q)(0%) + (%)#

k=0

x {VF, [Ap(x,y,t;:q) + HY(x,, 6 q) — 0(x,y,t)]} (Esitlik 19)



seklinde tanimlanmaktadir. Burada ge [0, ﬂ’ dir.

Simdi,
(1-nq)'F, Wy, tq) = vo(x,y, )] = hqH(x, y, ON[¥(x, y,t;q)].  (Esitlik 20)

seklinde bir homotopi olusturulmaktadir. Burada, h # 0 bir yardimeci parametredir ve

UF, , uyumlu kesirli sekillendirilebilir doniisiimiinii gostermektedir. q =0 ve q =~

i¢in, (20) denklemindeki sonuglar sirasiyla saglanir:
Py, 0) = vo(xy, 1), ¥ (xy,635) = v(x,¥,0). (Esitlik 21)

Bu nedenle, g 'yu 0'dan %‘ye yikselterek, ¥(x, vy, t; q) ¢oziimii vy(x,y,t) 'den v(x,y,t)

¢ozlimiine yakinsar. Taylor teoremini q civarinda agilip ¥ (x, y, t; q) 'yu genisleterek,
Y,y 69 = vy, 1) + Yeos i v (X, y, £) g™ (Esitlik 22)

seklinde bulunur.

Burada,

U (x,y,t) = mi% lq=0 (Esitlik 23)

¢ dir. (22) esitliginde, q =% 'de uygun n ve h igin vy(x,y,t) ‘ye yakinsamaktadir.

Boylece, orijinal dogrusal olmayan denkleminin ¢éziimlerinden biri

o 1\™ -
v(x,y,t) = vo(x,y,t) + Xm=1Vm(x, ¥, t) (;) (Esitlik 24)

olur.
Sifirinc1 mertebeden deformasyon denkleminin q 'ya gore m —kez tiirevi alinip, m! ile

boliiniir ve g = 0 i¢in

UFy [vm(Bme1) — @mVm—1 (%, 7, 0] = hH (x, )R (B—1) (Esitlik 25)
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olarak bulunur.

Burada vektorler

ﬁm = {‘UO(X,y, t)! vl(x' bz t)! L] vm(x, Y, t)}

(Esitlik 26)

ile tanimlanmaktadir. (25) denklemine ters uyumlu kesirli sekillendirilebilir doniistimii

uygulanirsa

U (6,9, 8) = By Vmo1 (6,7, 6) + h(YF, ) [H DR ()]

esitligi bulunur. Burada,

1

me('l_}m—l) = UT;L [Vm—l(x' ¥ t)] P (1 B %) (g)# (k=0

+UF, (0063, O1) + (%) U, [Avpo1 G0y, ) + Hyp]

¢ dir. Ayrica

00 m<1,

w’":{n, m>1

¢ dir. Burada, H,, bir homotopi polinomu ve

_ 1 0™p(xy.tq)
T om aqm

Hr,

seklinde tanimlidir.

(27) ve (28) esitlikleri kullanilairsa,

wm
U (¥, t) = (@ + W)Vp_1(x,y,t) — (1 — T)

n—1

lg=0 Ve Y(x,y,t;q) = Yo + qiP1 + q*P, + .

(Esitlik 27)

2 B vy sa0h

(Esitlik 28)

(Esitlik 29)

(Esitlik 30)

x("%,)" ((%)“ (Z ) eyt q><o+)> + Y%, ooy, t)])

k=0
+h(YF, ) [(%)H UF, (Avpo1(x,y,8) + Hppoa (1, t))].

olur. UKg-SHADM ile (16) denkleminin niimerik ¢6zimii

11

(Esitlik 31)



v(x,y,t) = Xm=o Vm(x,y, t) (Esitlik 32)

olarak bulnur.

12



4. YAPILAN CALISMALAR
Bu kisimda, uyumlu kesirli KIBCMTD (UKKIBCMTD)’ nin UKq-SHADM ile

analizi yapilacaktir.

Ornek 4.1. (2) esitligi ile verilen

d 0z d 0z d
sz(x, y,t) — E (el (v,0) &) - (ez (v,0) _y> + E (&,2)

dy 0 0

5 (Esitlik 33)

+a—y(£22) =0,u € (0,1]
uyumlu kesirli KIBCMTD (UKKIBCMTD)’ ni ele alalim.
Bu denklemin baslangi¢ kosulu,
(x—0.5) (y—0.5) -
_ _ 4 Esitlik 34

z(x,y,0) eXp< e 0.0)  es(0.0) (Esitlik 34)

“ dir.

4.1. UKKIBCMTD i¢in UKg-SHADM Coziimii
Simdi, (33) denklemine uyumlu kesirli sekillendirilebilir dontisiimii uygulanirsa

ve (34) baslangi¢ kosulu kullanilirsa,

(x—=05) (y- 0.5)))

s S
- UF, [z(x,y,0)] — ” <exp <_ er(v,0)  e;(v,6)

LU [ 6( ( 6)62) 6( ( 0)az>+ 6( )+ 6( )] (Esitlik 35)
W [Tax\ W P oy dy 2\ dy/ = 0x ©12 dy £22

=0

bulunur.

(35) esitligi diizenlenirse,



~0.5 —0.5
"F, [2(x,y,0] = (exp <‘ (:1(17 9)) - (eyz(v 9))>>
Z_;) _ % (e12) (Esitlik 36)

9]
- a_y (522)]
olur. (36) esitligi i¢in dogrusal olmayan operator,

Ny t; ]l = "F, [y t; )]
(x —0.5) (y —0.5)
( ( e;(v,0) e,(v,0) >)

: 06y, t; )
-5 T [a_ (el("' 0) a—>

d Y(x,y,t; d
+ a_y (ez(U: 9) W) - & (Ell/J(x, V.t Q))

=

(Esitlik 37)

d
- a_y (Sle(xi A% q))]

ile tammlanmaktadir. Onerilen algoritma kullanilarak, m. dereceden deformasyon

denklemi
UTM [Zm(xf Vt) — OpZm-1(X, Y, t)] = hR,, [Em—l] (Esitlik 38)

seklinde tanimlanmaktadir.

Burada,

A (8 (x — 05) (y - 05)
Rlin-1] = "F, [am-1 ey, 0] = (1-=7) (exp <_ e1(v,0)  e;,6) ))

-3 "R [:—x<e1(v,9)M> a<2( e)#)

s ox
2 (6171 (6,9,0) = 5= (27m-1 (6,7,0)) (Esitlik 39

¢ dir. (38) esitligine ters uyumlu kesirli sekillendirilebilir doniisiimii uygulandiginda,

-1
2o t) = Wz 1 (6, 6) + h ( 'F, ) [RyZrms]] (Esitlik 40)
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elde edilmektedir. Baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla,

(x-0.5) (y—0.5) -
Zo(x,y,t) = exp (— ; ) :; o 9)) (Esitlik 41)
olarak bulunur.
z,(x, y, t) ifadesini elde etmek i¢in, (39)-(40) esitliklerinde m = 1 koyarak ,
2106,y,t) = wyzg(xy, ) + R (VF, ) [snl [Zo]] (Esitlik 42)

esitligi elde edilir.
(39) denklemi kullanilarak m = 1 i¢in

o un _(,_0 _(x-05 _ (-05)
SR1[ZO] - :F [ZO(X' y' t)] <1 ) (exp( el(v‘ 9) 62(17, 0) ) >

_% v, l (el(v )azo(x Y t)) N ;_y(ez(v, 0) aZo(;C}'ly, t))

- ;—x (e120(x,,8)) = % 0 (£220 (., t))] (Esitlik 43)

olur. (43) esitligi, (42) esitliginde yerine yazilirsa,

ht* —eyx + 0.5e; — ey + 0.5
10y, === e )
1€2

(Esitlik 44)

% (61 + e + e1&;, + 6281)

€€y

elde edilmektedir. Benzer sekilde, z,(x,y,t), ifadesini elde etmek igin, (39)-(40)
esitliklerinde m = 2 koyarak

(n + h)ht* —e,x + 0.5e, — e,y + 0.5e;
z,(x,y,t) = — [exp( )
t# e1é;
(61 + =3} + e1& + ezgl)l hztzﬂ —eérX + 0.532 — ey + 0.531
x - )
e1é; 2 e1é;
x (—‘“”2*61‘”*”‘“)2 (Esitlik 45)
eijey §

olur. Bu sekilde, kalan iterasyonlar bulunabilir. Boylece, (33) denkleminin UKg-
SHADM ¢o6ziimii

15



m
2(6,7,8) = 200y, 6) + Tines Zm (1, 7,0) (3) (Esitlik 46)

olarak bulunur. (46) esitliginde 4 = 1,n =1, h = —1 Konulursa, bulunan niimerik

¢oziim K — oo iken

K 1\ C.
b Zm(x,3,0) (3) (Esitlik 47)

ifadesi, UKKIBCMTD’ nin asagidaki analitik ¢oziimiine yakinsamaktadir.

(_ (x—0.5—¢g1t) . (y—0.5—£2t))
e, (1,0)(4t+1) e, (v,0)(4t+1)/°

z(x,y,t) = L exp (Esitlik 48)

4t+1

Ornekte ele alinan z(x,y,t) degiskeninin davranisin1 daha iyi analiz edebilmek
amaciyla Sekil 1°de ii¢ boyutlu olarak verilmistir. Sekil 1 incelendiginde, elde edilen
¢oziimlerin yiiksek dogruluk diizeyine sahip oldugu agik¢a gézlemlenmektedir.

Sekil 1’ de u=1,n=1,h=-1,6 =08 =08, e;=1, e, =1,t =0.001

sayisal degerleri kullanilmugtir.

(b)

(©
Sekil 1. Ornek 4.1 i¢cint = 0.001,&, = 0.8,6, =0.8, e, =1, e; = 1,h = —1,

n=1u=1 olmak iizere (a) UKQ-SHADM ¢oziimii (b) Ornek 4.1
denkleminin analitik ¢6ziimii () Mutlak hata = |Zanalitik — ZyKq-SHAD M|

Sekil 2, (33) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin ve UKq-SHADM ile elde edilen

nimerik z(x, y, t) ¢oziimiiniin farkli u degerleri i¢in iki boyutlu grafiklerini n=1,h =

16



—1,6,=086=08, e, =1, e,=1,t=01,y=2 sayisal degerleri alinarak

gostermektedir.

z(z.y.h

mi=1 Analitik ¢ézim mi=0.6

mii=0.58
mii=0.7 mii=0.9

Sekil 2. Omek 4.1igin n = 1, h=-1, £&,=0.8, & =0.8, e; =1, e; =1,

t = 0.1,y = 2 olmak tizere farkli u degerleri icin UKgQ-SHADM c¢oziimleri ile
analitik ¢oziimiin karsilagtirilmasi

Tablo 1° de, n=1hA=-1,¢=08,6=08, ¢4=0.1,e,=0.1, t =

0.001,y = 2, u = 1 sayisal degerlerinde farkli x degerleri i¢in (33) denkleminin UKqg-
SHADM niimerik ¢6ziimleri, diferansiyel doniisiim metodu (DDM) (Sunitha vd., 2023)
ve sonlu fark metodu (SFM) (Sunitha vd., 2023) niimerik ¢6ziimlerinin (33)

denkleminin analitik ¢6zlimii arasindaki mutlak hatalar gosterilmektedir.

17



Tablo  1.0rnek 4.1° de n=1ha=-1,&=0.8,&,=0.8, e; =0.1,
e; =0.1, t=0.001,y =2, u =1 olmak iizere, (33) denkleminin analitik
¢oziimiiniin,UKg-SHADM, DDM (Sunitha vd., 2023) ve (SFM)
(Sunitha vd., 2023) ¢6ziimlerinin karsilastirilmasi

x |Zanaticix — ZUKq—SHADMl |Zanatitik — Zpoml |Zanatitic — Zsrml
1.00 1.20 x 10719 1.20 x 10710 1.20 x 10710
1.25 1.17 x 10711 1.17 x 10711 1.17 x 10711
1.50 1.11 x 10712 1.11 x 10712 1.11 x 10712
1.75 1.04 x 10713 1.04 x 10713 1.04 x 10713
2.00 9.63 x 10715 9.63 x 10715 9.63 x 10715

18



5. SONUC VE DEGERLENDiIiRME

Bu calismada, klasik tiirev taniminin bir genellemesi olan uyumlu kesirli tiirev
yaklasimiyla modellenmis iki boyutlu ¢6ziinen madde tagima probleminin ¢oziimiine
yonelik, yeni bir niimerik yontem Onerilmis ve uygulanmistir. Uyumlu kesirli g-
sekillendirilebilir homotopi analiz doniisiim metodu (UKq-SHADM), literatlirde var
olan homotopi analiz yontemi ile sekillendirilebilir doniistimiin giiclii yonlerini
birlestiren hibrit bir tekniktir. Tezin amaci, bu yeni yontemi hem teorik hem uygulamali
olarak ortaya koymak ve etkinligini gesitli 6rnek problemler araciligiyla dogrulamaktir.

Model olarak kullanilan ¢oziinen madde tasima problemi (UKKIBCMTD),
dogada karsilasilan diflizyon, tasinim ve kimyasal reaksiyon siireclerinin daha gercekei
bicimde modellenebilmesini saglamaktadir. Uyumlu kesirli tlirevlerin kullanilmasi,
sistemin hafiza etkisini ve zaman gecikmelerini de igeren daha esnek ve giiclii bir
matematiksel temsil sunar.

Ornek 4.1° de, uyumlu kesirli ¢dziinen madde tasima denkleminin hem analitik
¢oztimii hem de UKg-SHADM yontemi ile elde edilen sayisal ¢6ziimii tizerinden detayli
olarak incelenmistir. Bu 6rnek 6zelinde yapilan analizlerde, hem sekil hem de tablo
yorumlari ile yontemin basarisi ortaya konmustur.

Sekil 1’de UKq-SHADM ile elde edilen ¢oziim, analitik ¢6ziim ve bu iki ¢oziim
arasindaki mutlak hata ¢ boyutlu grafiklerle gorsellestirilmistir.  Grafikler
incelendiginde, Onerilen yontemin yiiksek hassasiyetle analitik ¢o6ziime yakinsadig
goriilmektedir. Sekil 2°de farkli p degerleri i¢in elde edilen UKq-SHADM ¢o6ziimleri,
analitik ¢oziimle karsilastirilmis; kesirli mertebe arttikga ¢6ziimiin davranisindaki
degisim basariyla gozlemlenmistir. Bu durum, yoOntemin kesirli mertebelere
duyarliligini1 gostermesi agisindan 6nemlidir.

Tablo 1°de analitik ¢oziim ile UKq-SHADM, diferansiyel doniisiim metodu
(DDM) ve sonlu fark metodu (SFM) ile elde edilen ¢ozlimler karsilagtirilmistir. Farkli p
degerleri i¢in hesaplanan mutlak hatalar incelendiginde, UKq-SHADM’nin diger
yontemlere kiyasla daha diisiik hata degerlerine sahip oldugu ve analitik ¢6ziime daha
yakin sonuglar verdigi acik¢a goriilmektedir. Bu tablo, 6nerilen yontemin dogrulugunu
nicel olarak da desteklemektedir.

Bu calisma ¢ergevesinde yapilan sayisal simiilasyonlar ve elde edilen sonuclar

151g¢1nda asagidaki genel degerlendirmeler yapilabilir:



e Yontem Dogrulugu ve Yakinsama Performansi:

UKQg-SHADM yontemi, serilere dayali yapist sayesinde c¢oziimde yiiksek
dogruluk saglamakta ve hizli yakinsama o&zelligi gostermektedir. Ozellikle diisiik
iterasyon sayilarinda bile, analitik ¢ozlimlere olduk¢a yakin sonuglar elde edilmistir.

e Sayisal Kararhlik ve Hata Analizi:
Yontemin mutlak hata analizleri, ¢ok diisilk hata diizeylerine ulasilabildigini
gostermistir. Grafiksel analizlerle desteklenen bu sonuglar, yontemin hem kararli hem
de giivenilir oldugunu gostermektedir.

e Yontemin Esnekligi ve Uygulanabilirligi:

Onerilen yoéntem, farkli kesirli mertebe degerleri igin uygulanabilirligini
korumakta ve sistemin fiziksel davramigindaki degisiklikleri dogru bir sekilde
yansitabilmektedir. Bu da yontemin farkli fiziksel problemlere uyarlanabilirligini
artirmaktadir.

e Yontemin Literatiirdeki Yontemlerle Karsilastirilmasi:

UKg-SHADM, literatiirde yaygin olarak kullanilan DDM ve SFM gibi yontemlere
kiyasla daha diisiik hata oranlar1 sunmus; hem analitik ¢ézlime yakin sonuglar hem de
hesaplama agisindan daha avantajli bir yaklasim saglamistir.

e Uygulama Alanlar1 ve Gelecek Calismalar:

Bu yontem yalnizca ¢oziinen madde tasima problemiyle sinirli kalmayip,
biyomedikal miihendislik, ¢evre miihendisligi, jeofizik ve malzeme bilimi gibi bir¢cok
alanda karsilasilan kesirli diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanilabilir. Ozellikle
sistem bellegi igeren problemlerde bu yontem 6nemli avantajlar sunmaktadir.

Bu tezde gelistirilen UKq-SHADM, hem teorik olarak saglam temellere
dayanmakta hem de uygulamali olarak dogrulanmis giiclii bir niimerik yontemdir.
Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ortaya koydugu yiiksek
dogruluk, diisiik hata orani, hesaplama kolaylig1 ve esneklik gibi 6zelliklerle literatiire
degerli bir katki sunmaktadir. Bu yontem, gelecekte daha karmasik sistemlerin

modellenmesi ve ¢oziimiinde kullanilabilecek etkili bir ara¢ olma potansiyeline sahiptir.
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